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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

C : Kod

¢ : Diial kod

D : Cakisim yapisi (tasarim)

D, : p noktastyla ilgili kisitlanmis tasarim

D? : p noktastyla ilgili artik tasarim

det N : Cakisim matrisinin determinati

d(x,y) : x ve y sozleri arasindaki hamming uzakligi
I, : nXn boyutlu birim matris

J : nXn boyutlu ve tiim elemanlar1 1 olan matris
N : Cakisim matrisi

NT : Cakisim matrisin devrigi

(Q,0) : Yar1 grup

R : Jacobsthal matris

rankN :Cakisim matrisinin rangi

supp(x) : x sOziiniin destekleyicisi

S(x,r) : x merkezli r yaricaph kiire

V(n,F) : F cismi {izerindeki n boyutlu vektor uzayi
w(x) : x sOziiniin agirhig

W.(x,y) : C kodunun agirlik sayaci

A®B : Kronecker ¢arpimi

4 : F' cisminin primitif elemant

A : t elemanl: alt kiimeyi iceren blok sayisi

V4 : Legendre sembolii



2—(v,b,r,k,A)

g

AG(n,q)
PG(n,q)

MOLS

: Parametreleri v,b,r,k, A olan 2- tasarim

: n elemanl kiimeden k& elemanl alt kiime secme

: n boyutlu vektor uzayindaki £ boyutlu alt uzaylarinin sayist

: 1¢ ¢arpim islemi
: n uzunlugunda, k£ boyutlu ve minimum uzaklig1 d olan
lineer kod

: Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimi

: Tam Deger

: n merkezli r yarigaplh kiirenin elaman sayisi
: kiire paketleme yarigcapi

: kiire 6rtme yarigap1

: g boyutlu ve n mertebeli afin diizlem

: q boyutlu ve n mertebeli projektif diizlem

: Mutually Orthogonal Latin Squares
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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer kod, t-Tasarimlar, Hadamard matrisleri, Projektif ve Afin
diizlemler, Fark kiimeleri, Latin kareler, Dik dizimler.

Bes boliim halinde diizenlenen bu calismanin birinci boliimiinde gerekli cebirsel
tanimlar, teoremler ve lineer kodlarla ilgili bilgiler verilmektedir.

Ikinci boliimde tasarim teorisi hakkinda temel tamim ve teoremler verildi. Ayrica
tasarimlar i¢in metotlar incelendi ve bunlarla ilgili 6rnekler verildi.

Uciincii boliimde projektif ve afin diizlem, fark kiimeleri ve Latin kareler hakkinda
temel tanim ve teoremler verildikten sonra, bunlarin birbirleri ile iliskileri incelendi.
Dordiincii boliimde sonlu vektor uzayinda elde edilen tasarimlar verildi. Bunlarla
ilgili 6rnekler olusturuldu.

Besinci boliimde tasarim teorisinden elde edilen bazi kodlar verildi. Ozellikle
simetrik tasarimdan elde edilen kodlar iizerinde duruldu. Ayrica Latin kare ve
Hadamard matrisinden elde edilen kodlarda verildi. Tasarimlardan kod elde etmeye
ve kodlardan tasarim elde etmeye ornekler verildi.

ix



OBTAINING ERROR CORRECTING CODES FROM DISCRETE
FINITE STRUCTURES

SUMMARY

Keywords: Linear codes, t-designs, Hadamard Matrix, Projective and Affine planes,
Difference sets, Latin squares, Orthogonal arrays.

This study consists of five chapters. In the first chapter, there is information about
necessary algebraic definitions, theorems for linear codes.

In the second chapter, basic definitions and theorems about design theory are
introduced. Moreover, methods for designs are examined and examples related to
this are given.

In the third chapter, after basic definitions and theorems about projective and affine
planes, difference sets and Latin squares are introduced, their relationships between
each other and design theory are examined.

In the fourth chapter, designs which are obtained from finite vector spaces and
examples of these are presented.

In the fifth chapter, some codes which are obtained from the design theory are given.
Especially the codes which are obtained from the symmetric designs are determined.
In addition, the codes which are obtained from Latin squares and Hadamard matrixes
are also given. Finally, some examples of codes from designs and vice versa are
illustrated.



BOLUM 1. GiRiS

1.1. Cebirsel Tanimlar

Tanim1.1.1: K # D kiimesinin elemanlarindan olusan her sirali ikiliye K de bir ve
yalniz bir eleman karsilik getiren bir fonksiyona K {iizerinde bir ikili islem denir. Bu
islem * sembolii ile gosterildiginde;
KxK - K
(a,b) »>ax*b

ile tanimlanir.

Tanim1.1.2: Gbir kiime ve *,G de tanimli bir ikili islem olsun. Eger asagidaki

ozellikler * islemi tarafindan saglamyorsa(G.,*) ikilisine bir grup denir.

1) Va,b,ce G igin (a*b)*c:a*(b*c).

2) Vae Gicin a*e=e*a=a olacak bicimde bir e€ G vardir .
3) ae G icin a*a =a *a=e olacak bicimde ¢ € G vardir.( @ , a’nin
tersidir.)

Ayrica ,Va,b,ce G icin a*b=>b*asaglaniyorsa G ye bir degismeli (Abel) grup

denir. Eger sadece birinci 6zellik saglanirsa G ye yar1 grup denir.

Tanim1.1.3: G bir grup ve @ # H G olsun. Eger H, G deki isleme gore kendi

basina bir grup ise H ye, G °nin bir alt grubu denir ve H <G 1ile gosterilir. G sonlu
bir kiime ise G ye sonlu grup denir. G °nin elemanlarinin sayisina G >nin mertebesi

denir.



Tanim1.1.4: R # O kiimesi iizerinde tanimli iki ikili islem ‘+’ ve ‘.” olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan ( R,+) cebirsel yapisina bir halka denir.
H1: (R,+) bir degismeli gruptur.
H2:’. isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

H2: ‘. Isleminin ‘+  islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardur.

Tanim1.1.5: Bir halkada carpma islemi degismeli ise bu halkaya degismeli halka
denir. Bir R halkasinda Vxe R i¢in 1.x=x.1 olacak bi¢cimde 1 elemani varsa R ye
birimli halka denir. R birimli bir halka olsun. € R nin, R de tersi varsa u ya R

nin bir tersinir (birimsel) elamani1 denir.

Tanim1.1.6: R degismeli, birimli bir halka ve Yue R —{O} eleman tersinir ise R ye
bir cisim denir. Sonlu tane eleman1 olan cisme sonlu cisim denir ve GF ( p") yada

F, ile gosterilir. Burada p asal ve n pozitif bir tamsayidir.

Tan1m1.1.7:(V,+) bir abel grup F bir cisim olsun. Skaler ile carpma islemleri
“”:FxV =V herae F,veV igin,(a,v)=av ile tamml ve agsagidaki her u,ve V
; a,be F i¢in

1) a(u+v)=au+av

2) (ab)u:a(bu)

3) (a+b)u:au+bu

4) lw=u burada 1, F ’nin ¢arpimsal birimini gostermektedir.

Sartlar1 saglanirsa V' ye F cismi lizerinde vektor uzayr denir. Eger cismimiz ¢
elemanli ise vektdr uzayimiz kisaca V (n,q) ile gosterilir.

Tanim1.1.8: V , F cismi iizerinde bir vektor uzayr ve W, V nin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. Eger W,V yi F iizerinde vektor uzayr kilan islemlere gore F

tizerinde bir vektor uzayr ise W ya V nin bir alt uzay1 denir.



1.2.Lineer Kodlar

Tanim1.2.1: A :{al,az,...,aq} sonlu bir kiime olsun. Bu kiimeye alfabe denir. A"

ise A kiimesinden alinan n-lileri temsil etsin ve A" in herhangi bir C alt kiimesine

g-lu blok kodu denir. C nin sozlerine kodsoz denir. Eger Cc A"nin M tane elemant
varsa, C ye n uzunlugunda, M elemanl bir kod denir ve C ye kisaca (n,M)-kodu

denir.

Tamm 1.2.2:C, ve C g-lu birer (n,M) kod olsun.

cc,..c,eC, ST (C5(1) )71'2 (cg(z) ) s T, (Ca(n) ) € C,olacak sekilde n koordinat

yerleri iizerinde bir ¢ permiitasyonu ve alfabe iizerinde 7,,7,,..., 7, permiitasyonlart

varsa C,ile C  kodlari denktir.

Tanim 1.2.3: x ve y ayni uzunlukta , ayni alfabe {izerinde tanimlanmis n-liler olsun.
x ve y’nin farkli bilesenlerinin sayisina Hamming uzakligi denir ve d (x, y) ile
gosterilir. Yani x = (xl,xz,x3,...,xn) vey= (yl, Vs Viseees yn) ise d(x,y)= Hi|xl. # yi}‘

olur.

Tanim 1.2.4:d (C) = min d (c,d) sayisina C kodun minimum uzakligi denir.

n uzunlugunda, M eleman sayisina sahip ve minimum uzakli1 d olan bir kod kisaca

(n,M ,d)- kodu ile gosterilir.

Teorem 1.2.1: A", A alfabesinden olusan n-lilerin kiimesi olsun. Hamming uzakligi

asagidaki ozelliklere sahiptir. Her bir x, y,ze A" igin,
1.) d(x,y)20 (pozitif tanimh) ve d(x,y) =0 x=y
2) d (x, y) = d(y,x) (simetri)

3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) dir.(liggen esitsizligi)



(A" , d) ikilisine metrik uzay denir[l] .
Tanmim 1.2.5: Eger C kodu bir V (n,q) vektdr uzayinn alt uzay: ise C koduna bir
lineer kod denir. C 'nin V (n, q) tizerinde boyutu k ise C ’ye bir [n, k]- kodu denir.

C ’nin minimum mesafesi d ise C ’ye [n,k, d ] -kodu denir.

Tanim 1.2.6: Eger C kodun bir kodsoziinde en az bir ve en fazlaf - hata meydana
geldiginde bu yeni s6z kodsoz degilse bu kodaf -hata tespit eden kod denir. Eger C
t -hata tespit eden fakat 7+1hata tespit etmeyen kod ise bu C koduna tam f-hata

tespit eden kod denir.

Teorem 1.2.2: C kodu tam 7 -hata tespit etmesi i¢in gerek ve yeter kosul d (C)=1+1

olmasidir [1] .

Ornek 1.2.1: €={(0,0,0),(LL1)} olsun. d(C)=3 oldugundan C kodsozii tam 2

hata tespit eden bir koddur.

Tamim 1.2.7: Biitiin esitlik durumlarinin hata olarak tespit edildigini farz edersek,
minimum uzaklik dekodlama eger ¢ veya daha az biiyiikliikteki hatalar1 diizeltiyorsa
bu C koduna 7 -hata diizelten fakat #+1 hata diizeltmeyen ise bu koda tam 7 -hata

diizelten kod denir.

Teorem 1.2.3: C bir [n,k,d]— kodu ise C kodu tam 7 hata diizelten olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul d =27+1 veya d =2t +2 olacak sekilde bir 1€ Z olmasidir. C

kodunaz —hata diizelten kod denir|[1].

Sonug 1.2.1:d(C)=d olmasi i¢in gerek ve yeter sart C nin tam [(d —1)/2] hata

diizelten kod olmasidir.



Tanim 1.2.8:x, A"’ nin bir so6zii ve r de negatif olmayan bir tamsayi olsun.

S, (x,r)= { ye A":d(x,y)< r} kiimesine x merkezli r yarigaplh kiire denir.Kiirenin

hacmi H_(n,r) ise S, (x,r) kiimesinin eleman sayisina esittir. Bu hacim merkezden

bagimsizdir. H, (n,r) = Z(Z )g-D* ve H, (n,r)= ‘Sq (n, r)‘ ile hesaplanur.

k=0

Tanim 1.2.9:Cc A" kod olsun. Biitin C kod merkezli S, (c,r) kiirelerin

birbirleriyle ile ayrik olacak sekildeki en biiyiikk r pozitif tamsayisina C ’nin

paketleme yaricapt denir. A" = U, (c,r)saglayan en kii¢iik r pozitif tamsayisina

ise C kodunun orten yaricapi denir. Paketleme yaricapt py (C ) ve Orten yarigapi ise

0y(C) ile gosterilir.

Tanim 1.2.10: Eger py(C ) = oy(C ) ise C koduna miikemmel bir kod denir. Baska
bir deyisle C merkezli ayrik S, (c,r) kiirelerinin A" ni rtecek bir r tamsayisi varsa

C < A" koduna bir miitkemmel kod denir.

Ornek 1.2.2: H, (3) ile adlandirdigimiz Hamming kodunu diisiinelim. Bu kod

(7, 16, 3) kodudur. d =2t+1 =t =1 hata diizelten koddur. O halde kiirenin hacmi
1
H,(7,r)=H,(7.1)=>.().2-D" =H,(7,1)=)+()1=8 ve
k=0

‘A” =2" =27 =128 56z vardur. |C| =16 oldugundan 16.8=128 olur. Bu da Hamming

kodunun miikemmel oldugunu gosterir.

Teorem 1.2.4: (Kiire Paketleme Sart1 ) C bir g-lu (n,M ,d ) kod olsun. C kodunun

miikemmel bir kod olmasi icin gerek ve yeter kosul d =27+1 seklinde bir tek say1 ve

n

MYV, (nt)=q" yani M =— d
PAGCES
=0

sartinin saglanmasidir [1] .



Tanim 1.2.11: Bir c€ V (n,q) vektoriiniinw(c) ile gosterilen (Hamming) agirligi o
vektoriin sifirdan farkli olan bilesenlerinin sayisina esittir. Bir C kodunun minimum

agirlig W(C ) o kodun sifirdan farkli vektorlerin agirliginin en kiigtigtidiir.

Lineer kodlarin 6nemli bir 6zelligi ise d (C ) = W(C ) olmasidir. Yani lineer bir kodun
minimum uzakligr minimum agirliga esittir.
Ornek 1.2.3:

1) x=100 1101 icin w(x)=4,

2) x=1101111 i¢in w(x)=6,

3) x= 0000010 i¢in w(x)=1.

Tanim 1.2.12: C, n uzunlugunda bir kod olsun. C kodunda agirlig1 i olan kod

sozlerin sayis1 A olsun.

A ={c|w(c)=i,ce C|olmak iizere,

WC (x, y) — an—w'(c)yw(c) — Zn:Aixn—iyi
i=1

ceC

polinomuna C kodunun Hamming agirlik sayact denir.

Tanim 1.2.13: C bir q—lu(n,M,d) kodu olsun.

n+l
C ={(cl,c2,...,cn )| (€1 Crrennc, )€ CD g =0}§eklinde tanimlanan koda C ’nin
k=1

> ¥ n+l

uzatilmis kodu denir.



1.2.1. Lineer kodun iirete¢c matrisi

Bir lineer kod bir vektor uzayi oldugundan, lineer kod vektor uzayin tabani

kullanilarak tanimlanabilir.

Tamim 1.2.1.1: C bir [n,k] kodu olsun. Satirlari C nin bir tabani olan kxn

tipindeki D matrisine C kodunun iirete¢ matrisi denir. C kodunu iireten D matrisi

elementer satir veya siitiin islemleri yapilarak G = (I . |A) formunda yazilabilir.

D ye denk olan bu G matrisine C kodunun standart form matrisi denir. Burada

I, ,k boyutlu birim matristir.
1.2.2. Lineer kodlar ve diialleri

Tamim 1.2.2.1: V(n,q) bir vektor uzay, u = (u,,u,,...,u, ),v=(v,,v,,....v, ) € V(n,q)

olmak iizere u vev nini¢ ¢carpimi;<u,v >=u,v, +...+u,v, seklinde tanimlanir.

Tamim 1.2.2.2: C bir [n,k] lineer kodu olsun. C* ={xe V(n,q):< x,c >=0,Vce C}

kiimesine C -nin diial kodu denir.
Teorem 1.2.2.1:

1) G=(I,|A)matrisi C kodu igin bir iirete¢ matris ve xe V (n,q) olsun.
xe C* olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x.G" =0 olmasidir.

2) Bir lineer kodunun diiali olan C* kodu da bir[n, n— k] lineer koddur.

3) Herlineer C kodu igin (Cl)L =C olur[1].

Eger C ,[n,k] lineer kodunun iirete¢ matrisi kxXn boyutlu G matrisinin standart

formu G=(I, | A) ise C in iirete¢ matrisi H = (—AT 1

”_k)olur. H matrisine C

kodunun kontrol (parity check) matrisi de denir.



GH'" = (I ' | A)(TA) =—-A+A=0. Buise H matrisinin satirlarinin G matrisinin

n—-k

satirlarina dik oldugunu gosterir.

Tamm 1.2.2.3: Eger C c C* ise C lineer koduna kendine dik kod denir. Eger
C =C" ise C ’ye kendine diial kod denir.

Teorem 1.2.2.2: C bir [n,k]- binary lineer kod ve C* onun diial kodu olsun. O

zaman W_, (x,y) = |_(1j|WC (x+y,x—y) [1].
Teorem 1.2.2.3: Kendine dual g-lu bir [1,n/2]-kodun olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir:

1) g ven nin birer ¢ift say1 olmalari,
2) g=1mod4 ven cift bir sayi,

3) g=3mod4 ven 4 ile béliinebilirdir[1].



BOLUM 2. TASARIMLAR

2.1. Tasarim

Tamim 2.1.1: D cakisim yapist (incidence structure ) P noktalar kiimesi ve B de

bloklar kiimesi olmak iizere P ve B ’yi birbirine baglayan bir bagintidan olusur.

Tanmim 2.1.2: P bir nokta ve B de bir blok olmak iizere (P,B) ikilisine bir flag ad

verilir.
Tanmim 2.1.3: Cakisim yapisinin matrisi olan N ’ye cakisim matrisi denir. N

matrisinin satirlarini sirali noktalar kiimesi, siitunlar ise sirali bloklar kiimesi olmak

lizere;

N=(n) ie{l.2,3,4,..},

je{1,2,3,4,..,b} ve

seklinde tanimlanir. Burada b bloklarin sayisini, v de noktalarin sayisini gosterir.

Tanim 2.1.4: Bir ¢akisim yapisinda her bir blok tam olarak k£ nokta igeriyorsa bu

tasarima diizgiin tasarim denir.
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Tanim 2.1.5: Bir tasarimda noktalarin f—elemanli her alt kiimesi bloklarin tam

olarak A blogunda varsa bu tasarima f—tasarim veya t—(v,k,l) tasarimi denir.

Buradaki ¢ sayisini da ﬂ“t ile gosterilir.

Tanim 2.1.7: Bir ¢akistm yapisinda P nokta kiimelerinin tim k elemanl alt

kiimelerinden olusan bloklar kiimesine tam tasarim denir.

v—t
Tam tasarimda nokta sayis1 v her bir blogun eleman sayist k ve /It = (k J olur.

2.2. Parametreler Hakkinda Teoremler

n pozitif bir tamsayr olmak tizere, bu bolimde J matrisi nXn boyutlu ve tim

elemanlar1 1 olan matris ve I da nXn boyutlu birim matristir.

Teorem 2.2.1: D bir ¢cakisim yapisi ve N de onun ¢akisim matrisi olsun. O zaman

1) D°nin bir tasarim olmast igin gerekli ve yeterli kosul JN =kJ olmasidir.

(burada k blogun eleman sayisidir.)

2) D ’nin bir 1—tasarim olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul JN =kJ,NJ =rJ
olacak sekildek,r tamsayilarin var olmasidir. ( r burada verilen noktayi

iceren blok sayist ve k da blogun eleman sayisidir.)

3) D’°nin bir 2-tasarim olmasi icin gerekli ve yeterli kosul JN =kJ ve

N.N" =(r—ﬂ,)l +AJ olacak sekilde r,k,A tam sayilarin var olmasidir.

( A verilen nokta ciftini igeren blok sayisidir.)[3].

Ispat: 1) D bir tasarim olsun. D tasarimin da her blok k noktaya sahiptir. D cakisim

yapisinin ¢akisim matrisi de N olsun. JN = (b,y ) matrisini goz ontine alalim.

ie{1,2,3,4,...,v} ve J e{l,2,3,4,...,b} olmak iizere a;elemam j blokta k tane

noktaya sahip olur. Boylece JN =kJ olur. Tersine JN =kJ olsun bu durum ise her

bir bloktaki nokta sayisinin k tane oldugunu gosterir. O halde D bir tasarim olur.



11

2) D’nin 1-tasarim oldugunu kabul edelim. D tasarim oldugundan (1) onciilden)
JN =kJ ‘dir. D 1-tasarim oldugundan verilen noktay: igeren bloklarin sayisi

sabittir ve bu sayr r olsun. NJ :(bij)matrisini goz Oniine alalim. Burada

I e{l, 2,3,4,...,\/} ve J e{l, 2,3,4,...,]9}0 zaman b;, i inci noktayi igeren bloklarin

sayist rdir. Buradan NJ =rJ (k ve r sayilar i¢in saglanir.) Tersine JN =kJ

oldugundan (1) onciilden) D’nin bir tasarim olmasini gerektirir. Ayrica verilen

noktay1 iceren blok sayis1 sabit ve bu say1 rdir. O yiizden D 1-tasarim olur.

3) D’nin 2-tasarim oldugunu kabul edelim. O halde JN =kJ dir. Simdi
N.N' :(cl.j) matrisinde; i€{1,2,3,4,...,v} ve je{l,2,3,4,..,v} i¢in,C; elemani i
noktasini iceren bloklarin sayisidir. Bu yiizden N.N' matrisinin kosegen elemanlar
rolur. i # j iging;, F,ve P, noktalarini iceren bloklarin sayist olsun. Bu iki noktay1
iceren bloklarin sayisi A olsun. Bu yiizden ¢ = A ve her i#j 1ic¢in
N.N" = (r—/l)l + AJ dir. Tersine JN =kJ oldugundan D bir tasarim olur. Ayrica

N.N" =(r—A)I+AJ olmast da verilen nokta giftini igeren blok sayisinin A

olmasidir. O halde D bir 2 —tasarim olur.
2 —tasarim da v nokta, b blok, her nokta r blokta, her blok k& noktaya sahip ve

verilen 1ki nokta tam  olarak A blokta bulunur. Bu tasarimi

2—(v,b,r,k, A) parametreleriyle ile gosterilir.

Teorem 2.2.2: D bir 2— (v,b, r.k, l) tasartmi olsun. O zaman asagidakiler denktir.
1) vr=bk
2) A(v—1)=r(k-1)olur[3].
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1 Kanitlamak i¢in;
{(P,E ):Pele B} kiimesini iki sekilde sayilir.

Birinci sayim: Birinci koordinat i¢in v segenek vardir. Birinci koordinat v secenek
arasindan P seg¢ildiginde, ikinci koordinat P ’yi igeren herhangi bir blok olabilir ve

bunlardan r tane vardir. Demek ki kiimenin elaman sayis1 vr ’dir.

Ikinci sayim: Ikinci koordinat icin b secenek arasindan ¢ secildiginde, birinci
koordinat /¢’deki herhangi bir nokta olabilir ve bunlardan k tane var. Demek ki

kiimenin eleman sayist bk *dir. Yukaridaki iki hesaptan vr = bk cikar.

2) Ispat: P bir nokta ve r, , P’yiigeren bloklarin sayisit olsun. Sabit bir P noktasi
icin , {(Q,E ) :P#QeleB,Pe f} kiimesinin elemanlar1 iki degisik sekilde sayalim.

Bu esitlikten faydalanarak sonuca gidelim.

Birinci sayim: Birinci koordinat P ’den degisik herhangi bir nokta olabileceginden,

birinci koordinat i¢in v—1 tane secenegimiz var. Birinci koordinat Q secildikten
sonra ikinci koordinat P ve @ noktalarint iceren bloktan se¢ilmelidir. Demek ki
birinci koordinat secildiginde ikinci koordinat icin A4 secenek var. Dolayisiyla

kiimenin eleman sayist (v — 1) A olur.

Ikinci sayim: ikinci koordinat P ’yi iceren herhangi bir bloktan segileceginden, ikinci

koordinat i¢in r, segenegimiz var. Bu bloklardan biri, diyelim 7, ikinci koordinat

olarak secildiginde, birinci koordinat /’nin P’den degisik herhangi bir noktasi

olabilir. Dolayisiyla birinci koordinat segildiginde k—1 secenegimiz var. Demek ki

kiimenin elaman sayis1 7, (k —1)dir.

Yukaridaki iki sayimdan (v-1)A= r, (k—1)olur. P noktast ne olursa olsun, r,

degismeyeceginden r, yerine r diyelim. O halde; (v—1)A=r(k—1) olur.
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2) Sikki farkli bir yoldan asagidaki gibide ispatlanabilir.

Bblogu icinde olan birbirinden farkli iki nokta B ve P, olsun. ({R,PZ},B)nokta

ikililerini iki farkli yoldan hesaplayalim.

o2)43) o

bk =vrdir.
vr(k=1)=A(v)(v-1)

r(k—-1)=A(v-1)

<
I
—

AN
bl
L

(2.3)

O halde 2 tasarimini 2—(v,k,A) parametreleri belirler, bu yiizden 2—(v,b,r,k,A)

yerine 2—(v,k,A) gosterimini kullanilir.

Sonu¢ 2.2.1: D bir 2—(v,b, r,k,l) tasartmi olsun. O zaman asagidaki ifadeler

saglanir[4].

1) r=4

2) r=Aov=k



v-l_r
k A

Ispat 1) N
v—12k—1olur.

v 2k oldugundan

Ayrica A(v—-1)=r(k-1) idi.
v—12k —1oldugundan

r > Aolur.

Ispat2) r=4 ise r(v-1)=A4(k-1)

s r(v-1)=r(k-1)

Sv-1=k-1<v=kolur.

Onerme 2.2.1: vXv boyutlu (r—A)I+AJ matrisinin determinanti

(r—/i)v_l(r+(v—1)/l)@[5].

Ispat: (r—A)I+AJ matrisini gz 6niine alalim.

A A A
(r )+ AT = A A e, A
A P, A
A s et e, r

14

Bu matrisin determinantin1 hesaplamak icin biitiin siitunlari ilk siitunda toplayalim.

r+ (v-DA4 A A A
r+ (v-DA A . A

r+ (v=DA A A r
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Birinci satir1 diger satirlardan ¢ikaralim,

r+(v=-DA 4 A, A
0 r=A4 0
0 0
0 0 ... 0 r—A4

Olusan ticgensel matrisin determinant1 kosegen elemanlarinin ¢carpimaidir.
(r —ﬁ)v_l (r+(v—1)A)olur.

Sonug 2.2.2: Eger N matrisi, 2—(v,k,l) tasariminin ¢akisim matrisi ise 0 zaman

v < bdir[4].

Tanim 2.2.1: Nokta ve blok sayist esit (v =>b)olan tasarima simetrik tasarim denir.

Ayrica simetrik tasarimdan v =b oldugundan k =r olur.

Simetrik tasarimda herhangi iki blok A4 ortak noktaya sahip ve bu A sayist

degismezdir.

2.3. Tasarimlar icin Metot Olusturma

2.3.1. Eski tasarimlardan yeni tasarim elde etme

Bu boliimde, eski tasarimlardan yeni tasarim olusturmaya bakalir.

Tanim 2.3.1.1: Bloklarin ve noktalarin yerlerini degistirerek olusturulan tasarima

dial tasarim denir. Orijinal tasarimin cakisim matrisinin devrigine diial tasarimin

cakistm matrisi denir.
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Eger v<b ise diial tasarim 2—tasarim olmaz. Fisher esitsizliginden 2 —tasarim
olmasi icin v<b idi. v<b oldugunda diial tasarimda blok sayis1 nokta sayisindan

daha azdir. Genel olarak 2 —tasariminin diial tasariminda bir 2 —tasarim degildir.

Teorem 2.3.1.1: Simetrik tasarimin diial tasarimi bir 2 — tasarimdir[3].

Tanim 2.3.1.2: D bir 2—(v,k,l) tasartmi olsun. Noktalara dokunmadan, sadece

bloklar1 degistirerek yeni bir tasarim elde edilir. Eger I € B eski tasarimda bir blok
ise I ’nin P’deki timleyeni/‘, yani P—1 kiimesi yeni tasarim blogu olacaktir.

D’nin tiimleyeni olan bu tasarima D’nin tiimleyen tasarimi denir ve D" ile

gostertilir.

Teorem?2.3.1.2: 2—(v,k,l) tasartmin tiimleyen tasarimi bir 2 —tasarimidir ve

parametreleri (v, b,b—r,v—k,b—2r+ ﬂ,) dir. (b—2r+ A sifirdan farklidir) [3].

Tanim 2.3.1.3: D bir simetrik (v,k,ﬂ,) tasarim ve B € D herhangi bir blok olsun.

Noktalar kiimesi B, deki noktalar ve blok kiimesi ise {BNB,:Be D,B# B,}olan

tasarima kisitlanmis tasarim denir.

Teorem 2.3.1.3: Simetrik (v,k, Z) tasartmindan kisitlanmis tasarimda ayni zamanda

2 —tasarimdir ve parametreleri (k, v—1Lk-1,A,A— 1) dir.( A=1asikar durumu haricg

bu parametreler verilebilir.)[3].

Tanim 2.3.1.4: D bir simetrik (v,k,ﬂ,) tasarimi ve B € D olan herhangi bir blok
olsun. Nokta kiimesi P— B, ’deki noktalar kiimesi olmak iizere ; bloklar kiimeside

{B -B :BeD,B# Bv} olan tasarima artik (residual) tasarim denir.

Teorem 2.3.1.4: Simetrik 2—(v,k,ﬂ,) tasarimin artik tasarimi A =k —1 agikar

durumu hari¢ parametreleri (v —kyv-1k,k—A, ﬂ,) olan 2 —tasarimdir[3].
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Tamim 2.3.1.5: Eger 2—tasarim (v—k,v—1,k,k— A, 1) parametrelerine sahip ise bu

tasarima Quasi-residual tasarim denir.

Ornek 2.3.1.1: Asagidaki 2—(16,6,3) tasartmi quasi-residual tasarim fakat artik

tasarim degildir. Ilk iki blok 4 ortak noktaya sahiptir.

Tablo 2.1. tasarim Ornekleri

1 2 3 4 5 6 2 5 8 11 13 15
1 2 3 4 7 8 2 6 7 11 12 14
1 2 9 10 12 13 2 7 8 10 14 16
1 3 10 11 12 15 3 4 11 14 15 16
1 4 9 13 14 16 35 6 10 13 14
1 5 7 10 14 15 35 8 9 12 14
1 5 7 11 13 16 3 6 7 12 13 16
1 6 8 9 11 14 37 8 13 15
1 6 8 12 15 16 4 5 6 10 15
2 3 9 10 11 16 4 5 7 9 11 12
2 4 12 13 14 15 4 6 8 10 11 13
25 6 9 15 16 4 8 9 10 12 16

Teorem 2.3.1.5: A=1 veya 2 i¢in (v—k,v—1kk—A,A) parametreleriyle
verilen 2 —tasarimi ayni zamanda (v,k,l) simetrik tasariminin artik tasarimi olur.

[6].
2.3.2. Hadamard matrislerinden yeni tasarimlar elde etme

Tanim 2.3.2.1: nXn boyutlu ve elemanlart +1’den ve —1’den olusan bir A matrisi

H.H" =nl kosulunu saglyor ise H matrisine Hadamard matrisi denir.

N I 1 I 1 -1 -1
Ormnek 2.3.2.1: H,=[1], H,= , H,=

matrisleri birer Hadamard matrisleridir.
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Hadamard matrisinin herhangi bir satirim1 veya siitununu —1’le ¢arparsak yeni bir
Hadamard matrisi elde ederiz. Bu doniistimleri pesi sira uygulayarak, herhangi bir
Hadamard matrisinden, ilk satir1 ve siitunundaki tiim girdileri 1 olan Hadamard

matrisi elde edilir.

Tanim 2.3.2.2: Hadamard matrisinin ilk satir ve siitun elemanlar1 1 ise boyle bir

Hadamard matrisine standart Hadamard matrisi denir.

I
Teorem 2.3.2.1: n>2 mertebeli bir standart Hadamard matrisi H ve H :[ . JK}
J

seklinde yazilsin. Burada j matrisi (n—l)xl boyutlu ve tiim elemanlar1 1 olan
matristir. O halde ;N=(K+J)/2 seklinde yazilan (n—1)x(n—1) boyutlu N

matrisi, (n -Ln/2-1,n/4- 1) simetrik tasarimin ¢akisim matrisidir [7].

Ispat: H standart Hadamard matrisi olsun. O halde H.H" =nl kosulunu saglar.

R A I R RN O <O
j K" K] vk +K.K"

n-lxn-1
Buradan su sonuglar ¢ikarabiliriz.

Kj==j (24)
KK" +J =nl (25)

esitlik(2.4) gore K matrisinin tiim satirlarinin toplami —1’dir. O halde N ’nin

satirlart toplami %((n—l)—l)zg—l olur. Bu ise tasarimin bir bloktaki eleman

K J T T
( ; ) X ;J :i(K+J)(K+J)T

sayisini (& ’smi) verir. Simdi N.N' =
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:i(K+J)(K+J)T:i(K+J)(KT+JT)

= i(K.KT +KJ'+IJK" +JJ")

Kj=—jveKK" +J =nl
KK"=nl-J,jK" =(Kj) =—j
(Kj )T =—j oldugundan yukaridaki esitlik

T 2 1
MW =&k + kT 7 kT 407747 =gl =J =J =] +(n-1)

=lnl +l(n—4)J
4 4 (2.6)

O halde N matrisi (n—l,n/ 2-1,n/ 4—1) simetrik tasariminin ¢akisim matrisi olur.

Olusturdugumuz bu tasarim Hadamard 2 — tasarim olarak bilinir.

Tanim 2.3.2.3: A= (%) ve B= (bl.j) iki matris olsunlar. A ve B 'nin kronecker ¢arpimi,
A ® B matrisi olur. Eger A matrisi m, Xm, boyutlu ve B matrisi n, Xn, boyutlu ise

A® B matrisi mn, Xm,n, boyutlu matris ve A matrisindeki «@; elemaninin yerine
a;B matrisi konularak elde edilen matristir. A® B = [aUB] . Kronecker carpimin su

ozelliklerde mevcuttur.

(A®B) =A"®B’ (A® B)(C®D)=AC ® BD olur.
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Onerme 2.3.2.1: A ve B Hadamard matrisleri ise A® B matrisde Hadamard
matrisidir. Dolayisiyla m ve n mertebeli Hadamard matrisi varsa mn mertebeli

Hadamard matriside vardir [3].

1 1 1 1
. 11 1 1 -1 -1
Ornek 2.3.2.2: H, = ve H, =
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
Tt 1 1 11t 1 1 17]
1 1 -1 -1|[1 1 =1 =1
1 -1 1 —1|[1 =1 1 =1
1 -1 -1 111 -1 -1 1
H,®H,=|" - -
1 1 1 171 1 1 1
1 1 -1 -1{f1 1 -1 =1
1 -1 1 -1]l1 -1 1 =1
|1 -1 -1 1]j1 -1 -1 1]]

Yukaridaki kurulus Sylvester kurulusu olarak bilinir. Ayrica Sylvester matrisi H,

iizerinde Sylvester kurulusu kullanarak olusturulur.

Sylvester matrisi S, =[1] ve S, = H, olmak iizere S, =H,®S, , seklinde

tanimlanan 2" x2" boyutlu matristir(n >1).

Ornek 2.3.2.3: H, matrisi kullanarak olusturulan Sylvester kurulusu teorem 2.3.2.1
gore (2" —1, 27" —1,27° —1) tasarimu bir simetrik tasarimdir. Ayrica bu tasarim

(r=2) Sylvester tasarim olarak bilinir.

Teorem 2.3.2.2: Simetrik (n—l,n/2—1,n/4—1) tasarimi var ise o zaman nXn

boyutlu Hadamard matriside vardir[7].
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Ispat: (n—1,n/2—-1,n/4~-1) tasarim ¢akistm matrisi N ve K =2N —J olsun.

1 1 1 ... 1
1 e e . .
H = : boyutlu H matrisi olusturalim.
T
1 i . . )
H= H matrisinde j,(n—1)x1 boyutlu ve tiim elemanlar1 1 olan
J K=2N-J

matris olsun.

70 T R A N I
j 2N-J||j 2N-J

- :[ n (j+@N=D)) }
J+(2N-=J)j C@N-DQ2N-=-I)"+J, .

N cakisim matrisinin biiyiikliigii (n/2—-1) oldugundan
J+@2N-J)j=j+2Nj—-Jj
=j+2n/2-1)j—-(n—-1)j
=1+2n/2-1)—(n-1)j
=0.
Simdi (2N —J)(2N —J)T +J matrisini gbz Oniine alalim.
QN-J)2N-=J) +J =4NN" =2NJ =2JN" +J*+J

=4[n/4l+(n/4-1)J]|-4n/2-1)J +(n-1)J +J =nl.

2N — jtim eleman1 *1 oldugundan A matrisinin tiim elemanlari=1olur. O halde

H.H" =nl oldugundan H matrisi Hadamard matrisi olur.
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n’lik Hadamard matrisi ancak n=1,n=2 ya da n, 4 ’iin bir katiysa olabilir. Buna
ragmen her n>1 sayist i¢cin 4nx4n boyutlu tim Hadamard matris tipleri
bilinmiyor. Hadamard matrislerin satir ve siitunlarinin toplamlar1 esit oldugundan,

onlar1 simetrik tasarim olustururken kullaniriz.

H bir Hadamard matris ve N =(H +J)/2 olsun. O halde N 1-tasarimin cakisim

matrisi olur. Clinkii H matrisinin siitunlarinin toplami sabittir. Ayrica H matrisi

nXn boyutlu ve her bir satir1 ve siitunu tam olarak & tane 1’den olusur. O halde;

ANN' =(H+J)H+J)
=HH" +(H+H")J+J’
=nl +22k—-n)J +nJ

=nl +(4k—-n)J.

H matrisininher bir satir ve siitunk tane 1 ve (n—k) tane —1 sahip olur.. Boylece

N matrisi (n,k,k—n/4) simetrik tasarinin ¢cakistm matrisi olur.

Diger taraftan (v,k,A) simetrik tasarimin ¢akisim matrisi N olsun. Eger
v=4(k—A) alirsak 2N —J bir Hadamard matrisi olur. Her bir satir ve siitunlarinin

toplami sabittir. Bunu gosterelim

QN-J)2N-J) =4 NN"-2NJ-2N"J +J*
=((k—=DI+AJ)-2(N+N")J +J*
= 4(k =) +4AJ —4kJ +vJ
=vI +(v—4(k — A))J = vI olur.

Ayrica
(2N —J)J =2NJ —J* = (2k —v)J satirlarinin toplamu sabittir.

QN-J)'J=2N"J—-J?=k—v)J siitunlarin toplami sabittir. O halde satir ve

stitunlarinin toplamu da esittir.
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2.3.3. Kiimelerden yeni tasarim elde etme
Bu boliimde kiimeler tarafindan iiretilen tasarimlar iizerinde durulacak.

Tanim 2.3.3.1: G bir grup ve G iizerinde bir ikili islem tanimli olsun. D de G

grubunun bir alt kiimesi olsun. O halde tasarim bloklarini{D+ g : g € G} seklinde

kurulur. Bu tasarima, D tarafindan iiretilen tasarim denir. Eger mertebesiv olan G

grubunun alt kiimesi D ise D tarafindan iiretilen tasarim simetriktir.
2.3.4. Sonlu cisimlerden yeni tasarimlar elde etme

Bu boliimde mertebesi g olan sonlu bir F cismi lizerinde yeni tasarimlar

olusturulacaktir. Burada ¢ asal tek sayinin kuvveti seklindedir.

Tamm 2.3.4.1: F bir cisim olsun. Legendre sembolii y(a) fonksiyonu F

cisminden {-1,0,1}" e su sekilde tanimlansin;

0 a=0

y(a) =11 la%acFy .a#0 }(Vae F)

-1 {azzaEFq,a;tO}

Her a,b,e Ficin
¥ (b) = y(a).y(b)dir. (F cismi sonlu bir cisimdir.)

Tamim 2.3.4.2: R, = y(i—j) ve F cisminin elemanlari tarafindan olusturulan siral

siitun ve satirlar1 olan R matrisine Jacobsthal matris denir (R = Rij) .
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Teorem 2.3.4.1: R bir Jacobshal matris olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

1) RJ=0
2) RT — (_1)(61—1)/2R

3) RR" =ql-J[8).

Teorem 2.3.4.2: Eger g=3(mod4) ise o zaman (q,(q—1)/2,(q—3)/4) simetrik

tasarimi vardir[9].
2.4. Genel Tasarimlar
2.4.1. t-tasarimlar

2- tasarimi, t-tasarimin 6zel bir haliydi, bu boliimde (# >2) daha genel tasarimlar

icin calisilacak. Herhangi bir tam tasarimda blok biiyiikliigii & ve k’nin her
r—elemanli alt kiimesi bloklarda tam olarak A, =(Z:§)olarak bulunur. (burada

2<t <k )dir.

Tanim 2.4.1.1: D bir t—(v,k,A) tasarimi ve pe€ D olsun. Q da D ’nin noktalarinin

kiimesi olsun. D ’nin p noktasiyla ilgili kisitlanmis tasarimina D, tasarimi denir.
D, tasarimi noktalari ve bloklari asagidaki sekilde elde edilir; Q/{p}noktalar

kiimesi, B={B|Be B,BN p} bloklar kiimesidir.
Onerme 2.4.1.1: D bir t- tasarim ise Dp > de t—1 tasarim olur[10].

Ispat: D bir r—tasarim ve € ’da noktalar kiimesi olsun. D, bloklarin her biri
(k—1) noktaya sahiptir. O halde D, bir tasarim olur. Simdi € kiimesinin (7—1)

elemanl alt kiimelerini diisiinelim. Bu alt kiilmeye p noktasini ekleyelim. O halde
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Q’nin pnoktasin1  igeren  r—elemanli alt  kiimelerini  bulmus  oluruz.

D, ninz —elemanl: alt kiime say1si A olur. o halde D, bir (1—1)— tasarimdr.

Tanim 2.4.1.2: D bir r—(v,k,A) tasarimi ve pe€ D olsun. D ’nin noktalar kiimesi

Q) olsun. D ’nin artik tasarimi D? ile gosterilir, artik tasarim su sekilde elde edilir.

Q,=Q—{p} noktalar kiimesi olmak iizere, B"=B—{B|Bnp} bloklar kiimesi

olarak tanimlanir.

Onerme 2.4.1.2:¢>1 icin D bir ¢ —tasarim ise D’ de t—1tasarim olur. [10]

Ormnek 2.4.1.1:3—(8,4,1) tasarimum goz Oniine alalim. Tasarim bloklari su
sekildedir; B = {{1,3,7,8} ,{1, 2,4, 8} ,{2,3,5, 8} ,{3, 4,6, 8,} ,{4,5,7,8} ,{1,5, 6, 8},
{2,6,7,8},{1,2,3,6},{1,2,5,7},{1,3,4,5},{2,3,4,7},{2,4,5,6},{3,5,6,7}}

seklindedir. Bu tasarimin artik ve kisitlanmis tasarimlarini bulalim. Artik tasarim:

p=1 noktasin1 alirsak

Q,={2,3,4,5,6,7,8}

BP={{2, 3,5, 8}, {3,4,6,8},{4,5,7,8},{2,6,7,8}, {2,3,4,7}, {2,4, 5, 6},
{3,5,6,7}} olur. Simdi bu tasarimin kisitlanmis tasariminit bulalim. p =1 icin;

Q,={2,3,4,5,6,7,8)

B, ={{3,7,8}.{2,4,8}.{5,6,8}{2,3,6}.,{2.5,7}.{3,4,5]]

Bu tasarim bir2—(7,3,1) tasarimidir.
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Ornek 2.4.1.2: 3-(8,4,1) tasarimina ait bloklar agagida verildigi gibi olsun.

{1,3,7,8},{1,2,4,8}.{2,3,5,8} .{3,4,6,8}.{4,5,7.8) ,{1,5.6,8} ,{2.6,7.8} .{1,2,3,6,)
{1,2,5,7},{1,3,4,5},{1,4,6,7}.{2,3,4,7} {2,4,5,6} ,{3,5,6,7}.

Bu durumda cakisim matrisi asagida verildigi gibidir.

Tablo 2.2. Tasarimin ¢akisim matrisi

o

—
—

=)

—_
[ i8]

B, B, B, B, B; By B, By By, B,

(&) —_

(95}

[=) w

~

D Bd Bd Bd B4 X
N
—_ = O OO =k O -
—_— = O = = OO O
—_— 0 = = O OO -
—_— = = OO O = O
SO O = = = O = O
S = = = O = O O

_ 0 0 O = O = =
_ 0 0 R, O = = O
_ O = O = = O O
SO O =~ O O = =
O R, O —, OO = =
©C OO = = = O -
C oo =~ =, =~ O
S — —m 0o~ o o ~

oo

Cakisim matrisine dikkat edildiginde, bu tasarim ayni zamanda 2—(8,4,3) tasarimi

oldugu goriiliir.

Onerme 2.4.1.3: Her t—(,k,A) tasarimi ayni zamanda (f—1)—tasarim

veld = Z‘—i:.ﬂ, dir [8].

Tanim 2.4.1.3: Dbir t-(v, k, A) tasarimi ve B={R,P,......5} D nin bir blogu
olsun. By=2, B, ={P,P,......P} ie{l,2,....k} ve A,,CNB, =B, sarti saglayan
D’deki C bloklarmin sayisi olarak tanimlayalim. O zaman A4, = 4 i =0,1,2.. k dir.

Onerme 2.4.1.4:i > j igin 4, =4

i1, j+1

+ A4, dir[2].

T+, j
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Teorem 2.4.1.5: ¢ — tasarimin tiimleyen tasarimda bir ¢ — tasarimdir[10].

2.4.2. Paskal iicgeni ile tasarimin parametreleri arasindaki iliski

Bir D tasarimimin Paskal Ucgeni ardisik i.elemanin bu iicgenin i.satirin1 gosteren
bir siradadir. Yani ardigik i.eleman (4", 4",....,4,,") bi¢imindedir. Eger D

bir Steiner ¢ tasarimi ise, daha sonra bu tiggen k+1 satira doniistir. Burada &

D ’nin bir blogundaki eleman sayisidir. Aksi takdirde; bu licgen 7+1 satira sahiptir.

Paskal ticgeninde, 4, =b , A’ =r ve s<t iken ﬂ.so V=S

A2, olmak iizere;

A A
L A&
LA A A

bigimde yazilabilir. Bir Paskal Uggeninin sag kenar1 ¢ —(v,k,A) tasariminin

parametreleri iken, sol kenar1 ise ayn1 tasarimin tiimleyen tasariminin

parametreleridir.

Ornek 2.4.2.1:2—(8,4,3) tasarimi dikkate alinsin;v=8 , k=4, 1=3,
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Burada;

A=b, A=r, )(t=21igin 1) , A/ t=3 igin 1),.......
bicimindedir. A) =14 , 4’ =7 , 4) =3 olarak hesaplanir.
14

Tiimleyen tasartmin parametreleri <~ 7 7 — Tasarimin Parametreleri 2 —(8,4,3)
3 43

tasarim1 v =2k bicimindedir, bu nedenle tiimleyen tasarimi kendisine esit

)
.

2—(8,4,3,) tasarimudir.

Tiimleyen tasarimk =v—k ve 4’ =1 parametrelerine sahiptir, 1 —(v,k ,A")

biciminde ifade edilir.

Ornek 2.4.2.2:3—(23,7,5) tasarimi dikkate alinsin;v=23 , k=7, A=5
A=b=253, A'=r=77, 1) =21, 4 =5

parametrelerine sahiptir. 3—(23,7,5) tasariminin tiimleyenide, 3—(23,16,80)
tasarimudir ve v=23 , k=16 , b=253 , r=176 , 1} =120 , A} =80

parametrelerine sahiptir.

253
176 77
3-(23,16,80) tasarimi 120 56 21 3-(23,7,5) tasarimi

80 40 16 5



BOLUM 3. PROJEKTIF GEOMETRI VE TASARIMLAR

3.1. Projektif Diizlem

Tanmim 3.1.1: Asagidaki aksiyomlari saglayan noktalar ve dogrularin koleksiyonuna

projektif diizlem denir.

A, : Farkli iki noktadan tek bir dogru gecer.
A, :1ki dogru en az bir noktada kesisir.

A, :Herhangi li¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardr.

Bu diizlemde dogrular1 bir blok olarak gorebiliriz. (7,3,1) parametreleriyle verilen
simetrik tasartmi diisiinelim. Bu simetrik tasarimda yedi nokta vardir. Bunlar
{1,2,3,4,5,6,7} dir. Bu noktalardan  olusan  bloklar  kiimesi {1,2,4},
{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6,7,2} ve {7,1,3} tir. Bu simetrik tasarim

asagidaki ii¢ ozelligi saglar.

1) Her nokta cifti bir tek bloga aittir.
2) Her farkli iki blogun tam olarak tek ortak noktas: vardir

3) Ucii ayn1 blokta olmayan dort nokta vardir.

Tanim 3.1.2: Bir yay (arc)projektif diizlemde; {icii aym1 dogru iizerinde olmayan

noktalarin kiimesine denir. k—yay ise tam olarak k£ tane noktaya sahiptir.

Projektif diizlem tanimdan (A,’ten) anlasildigi gibi projektif diizlem 4-—yay dir.

Eger projektif diizlemde nokta ve dogrularin yerini degistirirsek (A, ‘1 A, yaparsak)
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tersi olur. O halde A, ve A, aksiyomlar: birbirinin diialdir. A, aksiyomunun diialide

dogrudur.

Onerme 3.1.1: Her projektif diizlem iicii ayn1 noktada kesismeyen dort dogru icerir

[5]

Ispat: Her projektif diizlem en az bir 4—yay icerir, o yiizden 4—yay soyle
{A,B,C,D} olsun.

B Dogrularimizi AB,BC,CD, DA secersek, ligli ayni

noktada kesismeyen dort dogru olur ve her farkl

iki dogru bir tek ortak noktaya sahip olur.

Teorem 3.1.1: Projektif diizlemin diialide projektif diizlemdir[11].

Onerme 3.1.2: Projektif diizlemde herhangi iki dogru L ve M olsun. Bu dogrular

tizerinde olmayan bir X noktasi Vardlr[l 1].

Onerme 3.1.3: Projektif diizlemdeki her dogru ayni sayida nokta igerir[11].

Onerme 3.1.4: Projektif diizlemde eger biitiin dogrular n nokta igeriyorsa o zaman

biitiin noktalar bu n tane dogru tizerinde olur [1 1].

Teorem 3.1.2: Sonlu bir projektif diizlem n>2 icin simetrik 2—(n*+n+1,n+1,1)

tasartmidir [12] )
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Ispat: Projektif diizlemde her dogru aynmi sayida nokta iceriyor. Bu da n+1’dir.
Dogrulart biz blok olarak diisiindiigiimiizde; sonlu bir projektif diizlemin dogrularin
sahip oldugu nokta sayisi bloktaki eleman sayisin1 verir. Onerme 3.1.4’den r=n+1
olur. ( Her noktanin iizerinde bulundugu dogru sayisi) A, aksiyomundan da A=1
olur. O halde bu diisiince bir tasarim olur. Toplam nokta sayis1 v=b=n’ +n+1dir.

Bu ise simetrik 2 —(n2 +n +1) tasarimi olur (n > 2)

Teorem 3.1.3:4=1 ve en az dort noktayla verilen simetrik tasarim bir projektif

diizlemdir [12].

Omnek 3.3.3: 2—(7,3,1)simetrik tasarimmna karst gelen projektif diizlem fano

diizlemdir. Fano diizlemin sekli agagidaki gibidir.

2 6 4

Sekil 3.1. Fano diizlemin sekli

Bu diizlemin noktalar1 {1, 2,3,4,5, 6,7} bloklar kiimeside ;

{{1.2,3}.{1,4,5}.{1,6,7}.{2.4,6}.{2,5,7}.{3,4,7}.{3.5.6}}.
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3.2. Fark Kiimeleri

Tanim 3.2.1: v negatif olmayan bir tam say1 olsun. S :{al,az,a3,...,ak} k farkli tam
sayilardan olusan bir kiime olsun. Her bir ie {O, 1, 2,....,v—1} ve Skiimesi i¢in eger
{(x, y)e SxS : x—y=i(mod v)} kiimesinin kardinalitesi Aise S’ye devirli (v,k,A)

fark kiimesi denir.

D (s) iliski yapisi, S kilmesinden asagidaki gibi elde edilir. Noktalar kiimesi;
P= {O, 1,2,......,v —1} bloklar kiimesi; S+u= {a1 +u,a,+u,..,a, + u} dir. Burada

ue P ve(modv) gore toplama islemi tanimhdir.

Teorem 3.2.1:S devirli (v,k,A) fark kiimesinin cakisim yapisi olanD(s) bir

simetrik (v,k,A) tasarimidir [13].

Ispat: S+u kiimesinin nokta sayist k oldugundan D(s) bir tasarim olur.

Tasarimizdaki tiim bloklar1 yazarsak v tane satir olur. Bu bloklar asagidaki gibidir.

B, : a, a, a, .. a,
S_Bz: a +1 a,+l  a; ... a +1
B: a+v-1 a,+v-1 a, .. aq +v-1

B,(= S)nin ilk elemanma x dersek, birinci siitundaki kolonlar bir dizi olusturur.
Aym sekilde B,(=S+1) de x+1,B,(S+2),x+2, boyle devam edersek B, den
x+v-1=x-1 olusur. O halde ilk siitun {0,1,2,3,...,v—1} kiimesinin her elemanim bir

defa igerir. Ayn1 sey tiim siitunlar i¢inde dogrudur. Boylece her bir nokta tasarimda

k defa goriiliir. (r = k) Bu yiizden bu tasarim simetrik tasarim olur.
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S kiimesinin farkli sirali ikilileri (a,,b,),(a,,b,),...,(a,,b,)i¢in;

je{L,2,3,...4} vea,—b, =i olsun.

Herhangi x ve y elemanlarmi1 x—y=1i olacak sekilde gbz oniine alalim. O zaman
x vey’'nin olusturdugu  S+(x—q,),S+(x—a,),...S+(x—a;) bloklardir. Bu
yiizden x ve y ‘nin birlikte bulundugu blok S+d olsun. O halde
(x—d)—(y—d)zx—yzi ve x—d,y—d S’nin  elemanlaridir.  Ayrica
x-d=a;,y-d=b, ve S+d=S+(x—a;) olur. O zaman x ve y birlikte

goziiktiigii blok sayisi tam olarak Adir.

Ornek 3.2.1: P={O,1,2,...,12} Ve{(x,y)e SXS:x—yzi(modB} bu devirli

kiimenin iirettigi tasarimi bulahm. i={0,1,2,....,12}(mod13) ve B, bloklar olmak

lizere;

Tablo 3.1. Devirli fark kiimesinden tasarim yapma

1=6-5 7=8-1
2=8-6 8=1-6
3=8-5 9=1-5 (mod13)
4=5-1 10=5-8
5=6-1 11=6-8
6=1-8 12=5-6

B, : 0,1,3,9 B, : 7,8,10,3
B : 1,2,4,10 B, : 89114
B, : 23,511 B, : 9,10,12,5
B, : 3,4,6,12 B, : 10,11,0,6
B, : 4,5,7,0 B, : 11,12,1,7
Bs: 5,681 B, : 12,0,2,8
B 6,7,9,2

[=))
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Bu tasarim B; : 5,6,8,1  blogunun iirettigi (13,4,1) devirli fark kiimesidir.

Tanim 3.2.2: S bir (v,k,A) fark kiimesi ve P ’de onun noktalar kiimesi olsun. S +u
kiimesine S ’nin Otelemesi denir. (ue P). Eger S devirli (v,k,A) fark kiimesi ise

—S ve §+ukiimelerinde devirli (v,k,A) fark kiimeleridir

Teorem 3.2.2: ¢ bir asal say1 ve g =3(mod4) olsun. O zaman (q,(q—1)/2,(q—3)/4)

devirli fark kiimesidir[3].

n
} p-1
Ornek 3.2.2: P bir asal say1 ve n de herhangi bir pozitif tamsay ise ¥ = -1 >

p—1 p_1 parametreli (v,k,A) tasarmi bir fark kiimesidir.

{1,2,7,9,19} ve {1,2,5,15,17} kiimeleri (21,5,1) kiimesinin  fark kiimeleri ve

bunlarin ailesi P =4 ve n=2dir.

Ornek 3.2.3: Eger P =4x’ +1 seklinde bir asal ve x’de tek tamsay1 olsun. (mod p)
gore dordiincii kuvveti sifir olmayan (4x” +1,x°, (x> —1)/4) formu bir fark kiimesini
olusturur. Ornegin devirli (37,9,2) fark kiimesi {1,7,9,10,12,16,26,33,34} kiimesini

olusturur.

Ornek 3.2.4: p=4x>+9 seklinde bir asal ve x tek bir tamsayr olsun. O zaman
dordiincii dereceden kuvveti sifir olmayan kiime ile birlikte sifir (mod p) gore bir fark

kiimesidir.

Teorem 3.2.3: g =1(mod 4) olacak sekilde bir asal say1 (¢ =4t +1,t€ Z) olsun. O

zaman (4t +1, 2(4t + 1) ,at,2t, 2t — 1) tasarimindan iki fark kiimesi gelistirilir [3] .
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Ornek 3.3.5: Asagidaki tabloda gosterilen farkli kiimeleri birer projektif diizlemdir.

Tablo 3.2.Devirli fark kiimelerinden elde edilen projektif diizlemler

n v S

2 7 {12 4}

3 13 {12 5 7}

4 21 {12 515 17}

5 31 {12 4 9 13 19}

7 57 {1 2 4 14 33 44 53}

8 73 {1 24 8 16 32 37 55 64}

9 91 {1 2 4 10 28 50 57 62 78 82}

3.3. Afin Diizlem

Tanim 3.3.1: Iki dogrunun hicbir ortak noktasi yoksa bu dogrulara paralel dogrular

denir.

Tanmim 3.3.2: Asagidaki aksiyomlart saglayan noktalar ve dogrular kiimesine bir

Afin diizlem denir.

A, : Herhangi iki farkli noktadan tek bir dogru geger.

A, : Bir dogruya digindaki bir noktadan bir tek paralel ¢izilir.

A, : Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Teorem 3.3.1: Sonlu bir Afin diizlemin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul n =2

icin 2—(n*,n,1) tasariminin 01mas1d1r[12].

Ispat: X herhangi bir nokta olsun. A, aksiyomundan biitiin dogrular X noktasindan

gecmez. O halde Lm{x}:® olacak sekilde bir L dogrusu olsun. Ldogrusu

tizerinde n tane farkli nokta olsun. O halde x noktasindan gecen n+1 tane dogru
vardir. Eger L"de L'n {x}=Q olacak sekilde bagka dogru olsun. O zaman X

noktasinda gecen ve L ile kesisen n tane farkli dogru olur. Bundan dolay:r her bir
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dogru sonlu afin diizlemde n noktaya sahiptir. Bu diizlem bir tasarim olur.

Tammdaki A, aksiyomundan bu tasarim 2 —tasarim olur. Bir noktadan gegen dogru
sayist n+1dir(r:n+1). Herhangi iki nokta bir tek dogru iizerinde oldugundan
A=1dir. Aynca (v-1)/(k—-1)=r/A den v=n’ olur. vr=bk esitliginden
b=n"+n bloga sahip olur. O zaman herhangi bir afin diizlem 2—(n’,n,1) tasarimi
olur. Tersine n>2 i¢in 2—(n*,n,1) tasarmmi olsun. Bu tasarima gore iki nokta yalniz
bir blokta bulunur. O zaman A, aksiyomu saglamr. Her bir nokta n+1 blokta
bulunur. Bu yiizden A, aksiyomu da saglanir. Verilen bir dogru n tane farkli nokta

icerir. Bu nedenden dolay1 L ile kesisen n farkli dogru vardir. X noktasindan gecen
ve L ile kesismeyen tam olarak bir tek dogru vardir. O zaman n” nokta vardir. Her
bir dogru n tane noktaya sahiptir. O halde 2—(n’,n,1) tasarimu bir afin diizlemdir.
Teorem 2.3.1.5° e gore her sonlu diizlem (n” +n+1,n+1,1) parametreleriyle verilen
simetrik tasartmin bir artik tasarimidir. Ayn1 sekilde sonlu bir projektif diizlem n =2

icin 2—(n* +n+1,n+1,1) simetrik tasarimidur.

Teorem 3.3.2: P projektif diizlemi L dogrusunu igersin. P ’nin, L_ dogrusuna ait
olmayan noktalarin kiimesi ile ve L\ L_ dogrular kiimesinden olusturulan yap: bir

afin diizlemdir. (L de P ’nin bir dogrusudur)[11].

Onerme 3.3.1: Paralellik bir denklik bagintisidir [3]

Teorem 3.3.3: Her afin diizlem bir dogru eklenerek projektif diizlem elde edilebilir

[11].
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3.4. Latin Kareler ve Dik Dizimler (Orthogonal arraylar)

Tanim 3.4.1: n elemanl bir kiime iizerinde tanimlanan nxn boyutunda bir kare

matrisin her satir ve siitununda kiimenin biitiin elemanlar1 birer kez kullaniyorsa bu

matrise n mertebeden Latin kare denir. Kiimelerimiz genellikle {1, 2,...,n} veya

{0, 1,2,.....n— 1} ile gosterilir.

2

Tanim 3.4.2: Q,n elemanlh bir kiime ve “0o” Q iizerinde bir ikili islem olsun. “o”
ikili islemi Q iizerinde su sekilde tanimlanir. Her a,b,e Q icin aox=b ve yoq=»b
olacak sekilde tek ¢oziim varsa (Q,0) ikilisine n mertebeden yar1 grup (quasigroup)

denir. Yar1 grup bir Latin karedir.

Tamm 3.4.3: L=(l;) ve M =(m;) nxn boyutunda iki Latin kare olsun. Heri,

j:{l, Zn} icin (ll.j,ml.j) tim sirali ikileri farkli oluyorsa, L ve M ye birbirlerine

dik iki Latin karedir.

Ornek 3.4.1:

[l
N W =

1 2 3
L=2 1 2
3 31

—_— W N

3
1 M
o) Ve

3x3’liik iki Latin kare olsun. Yukaridaki iki Latin kareyi tek kareyle gosterelim.

11 22 33
23 31 12
32 13 21

seklindedir. O halde bu Latin karenin tiim ikileri farkli oldugundan L ve M Latin

kareleri birbirine diktir.
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n mertebeden s tane Latin karenin kiimesi eferl<i< j<s i¢in L, veL,Latin

kareleri ikiserli birbirine dikse L,L,,L,,..,L Latin karelerine MOLS denir.

(Mutually Orthogonal Latin Squares)

En 6nemli temel problemlerden biriden mertebeden en fazla kag tane birbirine dik

Latin kare vardir. Bu maksimum sayiy1 da N(n) ile gosterilir. Eger n=1 ise

N (n)=-codir. Simdin>1 maksimum say1y: bulalim.

Teorem 3.4.1:n mertebenden en fazla n—1 tane birbirine dik Latin kare Vardlr[S].

Teorem 3.4.2: Her p asal sayis1 icin, p ’inci mertebeden en fazla p—1 tane birbirine

dik Latin kare vardir [5 ]

Teorem 3.4.3: pasal ve a pozitif bir say1 olsun. Eger n= p“ ise n mertebeden

birbirine dik tam olarak n—1 tane Latin kare vardir [5]

Teorem 3.4.4: n>?2 asagidaki ifadelerden biri varsa diger ikiside vardir.

1) n—1 MOLS(n);
2) n mertebeden afin diizlem

3) n mertebenden projektif diizlem [12].

Ornek 3.4.2: Euler subay problemi 6 farkli riitbeden ve 6 farkli olaydan her
riitbeden ve alaydan birer subay nasil secilir. 36 subay6 farkli riitbeden ve 6 farkli
olaydan se¢ilmistir. Boylece her bir satir ve siitunda riitbe ve birlikleri farkli 6 subay
bulunacaktir. Subaylarin riitbeleri bir Latin kare, geldikleri birliklerde bir Latin kare
meydana getireceginden 2 ‘ tane Latin kare olusacaktir. Fakat 2 Latin karede her

siralanis sadece 1 kez tekrarlanacaktir. Eger biz riitbeleri 1,2,3,4,5,6 ve olaylar da

1,2,3,4,5,6 numaralandirirsak o zaman her bir subay tek bir siral ikiliyi temsil eder.
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(x.y)e{1,2,3,4,5,6}><{1,2,3,4,5,6} [Ik koordinat riitbeyi, ikinci koordinat alay1
belirtir. Euler subay probleminde 36 sirali (x, y) ikilisini olusturur.
Euler subay problemin c¢oziimiinii 1900 yilinda G. Tarry boyle ikili dik latin

karelerin olmadigin1 gosterdi [14]. Daha sonra i1se kisa bir ispatin1 Doug Stinson

vermistir [15].

Onerme 3.4.5: nxn boyutlu k ikili dik Latin karelerin kiimesi tiim girdileri

{1, 2,...n} kiimesinden olan ve her bir satir, siitunu sirali ikilileri iceren n*x(k+2)

boyutlu bir matrise denktir[3].

3.4.1 Latin karelerden afin diizlem elde etme

Afin Diizlemelerin elde edilisi icin n ’inci mertebeden Latin kare tam seti

(n—1 MOLS) kullamlabilir. » ’inci mertebeden Latin kare tam seti L,,L,,L, ,

seklinde olsun. Burada, noktalar1

X = {1, 2,0y n} ><{1, 2y n} olan Afin diizlem olusturulacaktir. Afin Diizlemin bloklar1

asagidaki gibidir.

1<x<n-L1<k<n
A ={(i.7): L, (i, j)=k].

ve 1<k <n igin
A, ={(i,j):1< j<n}

Boylece;

B={A, |1<sx<n+L1<k<n}

seklinde olusur. Burada (X , B) yapisina n ’nci mertebeden Afin diizlemi denir.
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Ornek 3.4.3: n =4 mertebeden birbirine dik Latin kareler 3 tanedir.

1 2 4 31|11 3 4 2|1 4 2 3

21 3 4114 21 3|3 2 41
{lﬂ’Lz’lg}: ] ]

4 3 1 21|12 4 3 1|41 3 2

34 2 1J13 1 2 4112 3 1 4

Bu Latin kareler ikiserli olarak 16 nokta olusturur.

(L1),(12),...,(4,4). Bu noktalar1 kolaylik olsun diye 11,12,...,44 olarak yazilir.

Dogrularimiz sunlar ;

Birinct tip:

11,12,13,14
21,22,23,24
31,32,33,34
41,42,43,44

Uciincii tip:

L
11,22,33,44
21,12,43,34
41,32,23,14
31,42,13,24

L2

11,32,43,24
41,22,13,34
21,42,33,14
31,12,23,44

Ikinci tip:

11,21,31,41
12,22,32,42
13,23,33,43
14,24,34,44

L,
11,42,23,34
31,22,43,14
41,12,33,24
21,32,13,44

Tanmim 3.4.4: Tiim girdileri {1, 2, 3....n} kiimesinden ve k tane siituna sahip olan bir

matrisin eger her bir t siitunlu alt kiimesi; {1, 2,3....n} kiimesinin her ¢ siralisini tam

olarak A defa igeriyorsa t—(n,k,/’t) bir dik dizim (orthogonal array) denir.
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Bir t—(n,k,A) dik dizininde tam olarak An' satira sahiptir. Ciinkii n' farkli 7—

stralis1 var ve her t—siralis1 tam olarak A defa meydana geliyor. Onerme3.4.5°e

gore k ikiserli dik Latin kareler, 2 —(n,k +2,1) diz dizinine denktir.

1) Satirlarin sirasini degistirelim.

2) Siitunlarin sirasini degistirelim.

3) Verilen bir siitunda girdilerin permutasyonu yaparsak ( 6rnegin tiim 1’lerin ve 2
’lerin yerini degistirelim.) Satirlarin sirasimi degistirsek degismez. Ciinkii her bir 7 —
siralisinin sayist degismez. Siitunlarin sirasint degistirsek sonu¢ degismez. Ciinki
girdilerimiz degismiyor.1 yerine2 ve 2 yerine 1 yazdigimizdan ¢ —sirali degismez.

O halde dikdizimler bu islemler altinda dik dizimdir.

Tanim3.4.5: Eger A, dizininden (i), (ii),(iii) islemleri yaparak A, dizimi elde

edilebiliyorsa A, ve A, dizilerine denk dizimler denir.
3.5. Cisimden Dik Dizim Olusturma
3.5.1. Cebirsel yolla latin kare elde etme

(F,+,.) gelemanl bir cisim ve g = p" olacak sekilde p asal say1 ve n dogal say1

olsun. 2—-(q,q+1,1)dik dizimi asagidaki gibi olusturalim.
F cisminde ¢ primitif eleman olsun. Dizinimizin satirlar1 (g +1) —siralisidir.

(x,ye F)

X0, x+ 9, x+ Ly, x+L72y)

Simdi ¢”x(g+1) matrisini asagidaki gibi elde ederiz.
1<i,j<gvei,j simdi ¢g°x(g+1) matrisini diisiinelim.

(g+1) —swrali(x,x Xt 4 " x e X T 4 2 x j) olusturulan matrisin satirlaridir.



X X X+ ox X +$x lergq—Zx1

o Xy XptXy X HEX, X+ 472y,
-2

N Xq x1+xq xl"';xq .......... x1+é’q xq

Xq X1 xq+x1 xq+§/x1 .......... xq"'é,q_le

Xq Xo Xq+x2 Xq+;x2 ________ xq+é’q_2x2
qg—2

Xqg Xq Xqtxq xqtlxg e xg+l xq
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Eger biz birinci x e (i +3)—inci siitunu alalim. g —2>i >0 oldugundan ¢ vardur.

(x,x, +(n*—=n*)/2 +x,) = (X, +¢'x,)

S X =X,

Eger biz ikinci ve (i+3)" siitunu alirsak g—2>i>0 o zaman ' vardur.

(X, x, + ¢'x,)= (%X, x, + ¢'x,)

th

Son olarak biz (m, +3)" ve (m, +3)
ny my . my my
R A A N IR TS TUP ST 4LE
& M, —x )= 6" (x;, —x,)

mo__ Fm
& " =g

S om=m,

stitunlart o <m,,m, < g—2 alirsak
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Boylece her bir siitun cifti her bir 2 —sirali bir defa icerir [16].

Teorem 3.5.1: Mertebesi n olan afin diizlem 2—(n,n+1,1) dik dizinine esittir[3].

3.5.2. Cebirsel yolla yar1 grup elde etme

(F,+,.) gelemanl bir sonlu cisim olsun. Kabul edelim ki F={1,2,...q} ve ¢

burada sifir eleman1 gosteriyor. Her g #k€ F i¢in F iizerinde o(k)ikili islemi su

sekilde tanimlansin.

xo(k)y = xk + yo zaman (F,o(k)) bir yart gruptur. Kabul edelim ki
xo(k)y = xo(k)z = xk + y = xk + z buradan y = z olur. Ote yandan eger
yo(k)x =zo(k)x = yk+x =zk +x = yk = zk = y = z olur. k # g oldugundan

(F,o(k)) bir yar1 grup olur[16] . (Ayn1 zamanda Latin karedir)

Ornek 3.5.1: 4 mertebeden yar1 grup asagidaki sekilde olusturulur. 4. mertebeden

cisim tizerindeki indirgenmez polinomumuz 1+ x+ x> olsun.

Tablo3.3. Cisimden elde edilen Latin kareler

+ 0 1 X 1+x 0 1 X 1+x
0 0 1 X 1+x 0 0 0 0 0
1 1 0 1+x X 1 0 1 X 1+x
X X 1+x O 1 X 0 X 1+x 1
1+x 1+x X 1 0 1+x2| 0 1+x> 1 X

Cismimizin0,1,xve 1+ x elemanlar1 sirasiyla 4,1,2,3 ile adlandirirsak tablomuz

asagidaki gibi olur.



Tablo 3.4. 4. mertebeden cisim {izerinde toplama ve carpma

+ 4 1 2 3
4 4 1 2 3
1 1 4 3 2
2 2 3 4 1
3 3 2 1 4

F cismimizin sifir disindaki elemanlar1 1,2, ve 3 ’tiir.

O halde 3 tane yar1 grup olusturulur.

Tablo3.5. Cismin elemanlarindan olugan yar1 gruplar

Q| 4 1 2 3

4 4 1 2 3

1 1 4 3 2

2 2 3 4 1

3 3 2 1 4

QQ3) 4 1 2 3
4 4 1 2 3
1 32 1 4
2 1 4 3 2
3 2 3 4 1

4 1 2 3
4 4 4 4 4
1 4 1 2 3
2 4 2 3 1
3 4 3 1 2
QQ)| 4 1 2 3
4 4 1 2 3
1 2 3 4 1
2 3 2 1 4
3 1 4 3 2
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Bu tablolar 4. Mertebeden F cismi tizerinden toplama ve ¢ikarma islemi yapilarak

yazilmustir.

Teorem 3.5.2: (F,+,.) g mertebeli sonlu bir cisim olsun. (F = {1, 2,3....q} ,q=0)

o zaman (F,o(1)),(F,o0(2)),....,(F,o(g—1)) mertebesi g olan dik yar1 grup 01ur[16].

Ispat: (F,o(k))yar1 grubunu L(k) Latin karesi gostersin. O zaman bu Latin karelerin
dikligini gosterelim. Bunun i¢inde 1<k <l <qg ve L(k)ve L(/) iki Latin kare olsun.
Simdi iki parmak kurali ile bu iki Latin karenin dikligi ispatlayalim. Kabul edelim ki
(@, j,) ve (i, j,) hiicrelerini ayn1 sembolii L(k) ve L(¢) Latin kareleri igersin. O
zaman i, =i, ve j, = j, esit oldugunu kanitlamaliy1z. Kolaylik olsun diye x.y yerine

xy diyecegiz. Ayrica

(F,o(k)) ve (F,o(k)) yar grup olduklarindan (tanimdan)

ik+j, =iL,k+j,
i+ jy =i+ j,
ik+j—i,k=j,=i,{+ j—i,l veya

(I, —1,)k =@ —1,)!

k#/{vek, {#0 oldugundan bu esitlik ancak i, —i, =0 oldugunda saglanir. O
zaman j, = j, olur. Onerme3.4.5."e gore g—1 ikiserli dik Latin karenin kiimesi,

2—-(gq,q+1,1) dik dizemine denktir. Bu yiizden bizim dik dizinimizde 2—(gq,q+1,1)

olur.



BOLUM 4. VEKTOR UZAYLARI VE TASARIMLAR

4.1. Vektor Uzay1

Bu boliimde 2 —tasarimlari i¢in sonlu boyutlu vektdr uzayini diisiinecegiz. F cismi

tizerindeki n—boyutlu vektor uzaym V (n, F) ile gosterilir.

Tanmim 4.1.1: g — Gauss katsayr olmak iizere

n n
|: k:| veya { k} sayist g elemanli F cismi iizerindeki n— boyutlu vektdr uzayinin
q

k —boyutlu alt uzaylarinin sayisidir.

[’(j =1 oldugunu kabul ediyoruz.
n n n .
Gaus katsayilarinda = oldugundan; =1dir.
k n—k n

n
Simdi L} ’lisi n—boyutlu vektér uzaymin 1—boyutlu alt uzaylarinin sayisidir. Bu

saylyl hesaplayalim. V=V(n,q) vektor uzaymin 1-—boyutlu alt uzaylarn
U,,U,,U,,..U, olsun. ie{l,Z,....,r} iginUi\{O} kiimeleri vektor uzayini V\{O}

kiimelerine ayirir. O halde ;

Ui| =¢q heriigin

r(g-1)=q"-1 = r= z]__llolur.
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O zaman {ﬂz q _1.

Bj ile (B,U) ikilerinin sayisin1 hesaplanir; burada B,U ’nun sirali bir baz1 ,U da V

nin bir alt uzayr ve dimU =k dir. Her bir B sirali baz1 U alt uzaym belirtir. Bu

n
yﬁzden{k} lisi ¢ elemanli F cismi tizerindeki n—boyutlu vektdor uzayinin k

elemanli lineer bagimsiz kiimelerin sayisidir. Bu say1
G -D)(q"-9)q" =q")..(q"—q"™"). Diger taraftan eger U, V vektor uzayinin
k —boyutlu alt uzay1 ise U ’nun bir baz1 (¢* —1)(¢" —¢q)....(¢" —¢"*™") olur.

n

J.(qk -D(¢" - q)....(¢" —¢" ).

(q"-D(q" —q)...(q"—q"") {

Boylece

(4.1)

[n}: (@' =D(q" =) q" =q""
k| ¢ -D(q"~q)...(q" —q

_ (q"-D(q"" =1...(g"" =1 .
(" -D.(¢"" =D...(g =D

O zaman [n]z{ﬂ ve [n]'z[n][n—l][l] (4.2) belirtir. O halde (4.1) esitligine

gore
ni_ [n]! 42)
k| [kl'[n—k]' '

n n n n
Egerg=1 alirsak X q = X olur. Ayrica Esitlik (4.2) den k = Nk esit

olur.
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Teorem 4.1.1: V =V(n,q) olsun. V 'ninl-boyutlu alt uzay:r noktalar kiimesi, V

‘nink —boyutlu alt (1<k <n) uzaylarin1 bloklar kiimesini gostersin ve c¢akisim

yapist D olsun. O zaman D

n n—1 n-2 . . .
V=[n],b=| |, r= el "k"=k], A= P parametreleriyle verilen bir2—

tasarimdur[17].

Ispat: n-boyutlu V vektor uzaymin 1-boyutlu alt uzay sayisi [n] dir. O halde

D ’nin[n] noktast olur. ¢ Gauss katsayilarin tanimi geregince V 'nink —boyutlu alt

n n
uzay1 sayist {k} dir. O zaman D ’nin {k} blogu olur.

Simdi her bir blogun icerdigi nokta sayisin1 hesaplayalim.V ’ninl-—boyutlu alt uzay1

k
noktalar kiimesinin, k —boyutlu her alt uzay1 L} noktaya sahiptir. Bu yiizden D

cakisim yapisi bir tasarimdir. Her bir 1—boyutlu alt uzay ¢ifti {k 2} k —boyutlu alt

uzaya aittir. O zaman D bir 2 —tasarim ve A ={ }dir. Son olarak 1-boyutlu alt

n—1
uzay sayist L J k —boyutlu alt uzaya ait olur.

Eger k =n—1 alirsak Teorem 4.1.2 geregince simetrik tasarim elde ederiz.
n—2
Eger k=2 alirsak A = { 0 } =1 olur.

Eger n=3 ve k=2 alirsak A=1 ile verilen simetrik tasarim olur. Bu simetrik

tasarim g mertebeden bir projektif diizlemdir.
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Tanim 4.1.2: V(n, F) bir vektor uzay1 olsun. V ’nin bir (n—1)—boyutlu alt uzaymna

hiper diizlem denir.

Teorem 4.1.2:V=V(n,q) ve V ’nin hiper diizlemi H olsun.D c¢akisim yapisi

V' ’nin 1-boyutlu alt uzayr fakat H ’nin noktalar1 degil ve V ’nink —boyutlu alt

uzayl (1< k <n) Dnin bloklar1 fakat H ’ nin bloklar1 degil ise o zaman D cakisim

yapisi bir 2 tasarim olur. O halde D

V n—-1 b n—k n_l n_l uku k-1 l n_2 t 1 . 1 1
= ,0D= = , = A= arametreleriyle verien
e = 1 k2P Y

bir 2 —tasarimdir [17].

. n
Ispat: V ’nink —boyutlu alt uzay sayisi LJ ve H ’nink—boyutlu alt uzay sayist

-1
{"k }hr. O halde D nin blok sayist

{n} _{n —1} _@"=D@" =9)-(q" =)= (¢"" -D(¢"" = q)..(¢"" =¢")
k G =g = q)(g T = 4)

_ . n—k l’l—l
k1)

k
V ’nin k—boyutlu bir alt uzay L} 1-boyutlu alt uzaya ve H hiper diizlemi

1

k-1
[ }zq“ noktaya sahiptir. Teorem 4.1.2 geregince her bir nokta { J bloga

aittir. Her bir nokta cifti {Z 2} blokta bulunur.

Eger k=n—1 alirsak bu tasarim Teorem 4.1.2 geregince simetrik tasarimin bir artik

tasarimi olur.
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Eger n =3,k =2 ise bu tasarimdan afin diizlem elde edilir.

Ornek 4.1.1: 3 boyutlu2 mertebeli 2—(15,7,3)" ye ait 3-boyutlu hiper diizlemler
ve tizerindeki noktalar asagidaki gibidir. ( ¢ boyutlu n mertebeli projektif diizlem

PG (n, q) ile gosterilir.)

Tablo 4.1. Projektif diizlemden elde edilen tasarim

B, B B, B, B, B, B, B, B, B, B, B, B, B,
XX 0 1 0 1 o0 o0 0O O O O 1 0 1 o0
X190 0 1 1 o0 o0 1 1 O 1 1 0 o0
X0 o0 1 1 0 1 1 O O 1 1 0 0 1
X, 1 1 1 o0 o0 o0 O 1 1 1 0 0 0 O
Xs 0 1 0 o0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1
X 1.0 0 0 0 1 1 1 1 0 O 0 1 1
X0 0 1 0 1 O O O O 1 O 1 1 o0
Xs 1.1 1 1 1 1 1 0 0 O O O 0 o0
X, 0 1. 01 0 0O 01 1 1 0 1 0 1
X1 0 0 1 1 o0 0 O O 1 0 0 1 1
X, 0 o 1 1 0 1 1 1 1 O O 1 1 o0
X1 1 1 0 O 0O O O O O 1 1 1 1
X0 1.0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 o0
X410 0 0 0 1 1 O O 1 1 1 0 O
X0 0 1 0 1 O O 1 1 O 1 0 0 1

Burada hiper diizlemler, bloklar gibi diisiiniildiiglinde bunun bir simetrik tasarim

cakisim matrisi oldugu goriiliir. Bu tasarim 2-(15,7,3) simetrik tasarimidir.

Ayni ornegi afin diizlem i¢in yapalim. Birinci hiper diizlem ve bu diizleme ait

noktalar ¢ikarilsin. Bu durumda bir AG(n,q)ya ait dogrular ve iizerindeki noktalar;

( g boyutlu n mertebeli afin diizlem AG(n,q)ile gosterilir.)
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Tablo 4.2. Afin diizlemden elde edilen tasarim

B3 B4 B5 B6 B7 BS B9 BIO Bll B12 B13 B14 BlS

B,

)

—

—

@)

S

—

—

(@)

)

—

—

@)

S

—

—

@)

SIS S e

seklinde olacaktir.

Goriildiigii gibi 2°=8 noktali ve (2'-2)/(2—-1)=14 hiper diizlemli bir afin

geometri elde edilir. Bu tasarim ayn1 zamanda 2 —(8, 4, 3) tasarimidir.



BOLUM 5.TASARIM TEORiSiINDEN KOD OLUSTURMA

5.1. Tasarim ve Kod

Onerme 5.1.1: 2—(v,k,A) tasarimin ¢akisim matrisi vxb boyutlu N matrisi olsun.
Eger n=b,M =v,d =2(r—A),t=r—A—-1 ise w(c)=r her ce C igin N cakisim
matrisinin  satirlarinin - olusturdugu C  kodu f—hata diizelten bir (n,M,d)

kodudur [5] .

Ornek 5.1.1: P={P,P,,P,} noktalarin kiimesi olsun. B, ={P,P,},B, ={P,,P,} ve
B,={P,P,} bloklar kiimesi olsun. O halde B={B,,B,,B,} bloklar kiimesidir. Bu

tasarimin parametreleri (v,k,A) =(3,2,1) veb=3,r=A(v-1)/(k-1)

r=3-1D/2-1)=2ved =2(r—A4)=2.2-1)=2 olur. Bu tasarimin ¢akisim

1 01
matrisi N,=1 1 0 |dir.
0 1 1

Bu matris (3,3,2) ikili kodunu olusturur. Bu kod hi¢ hata diizeltmez. Ancak bir hata

tespit eder.

Eger B,=B,B;=B, ve B, =B, alip bloklar kiimesini B={B,,B,,B,,B,,B;,B,}

olarak  diizenlersek tasarimimiz  bir DTBT tasarnmi ve  parametreleri

(v,k,A)=(3,2,2)dir. O halde b=6,r=4,d =4 ve t=1 olur. Bu tasarimin ¢akisim
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1 01 1 01

matrisi N=|1 1 0 1 1 0] olur. Bu tasarim (6,3,4) kodunu olusturur. Bu
01 1 01 1

kod tek hata diizeltir.

Ornek 5.1.2: Bloklar kiimesi B={B,,B,,B,,B,,B;,B,B,,B,,B,,B,, B, B, } ve
noktalar

kiimesi P ={1,2,.....,9} olsun. B, ={1,2,3}, B, ={1,4,7}, B, ={1,5,9}, B, ={1,6,8},
B, ={2,4,9},B,={2,5,8}, B, ={2,6,7}, B, ={3.4,8}, B, ={3,5,7},

B, ={3,6,9},B,, ={4,5,6} ve B, ={7,8,9} bloklarimiz olmak iizere o zaman bu
tasarim bir DTBT tasartmidir. Tasarimin parametreleri (v, k, A) = (9,3,1) seklindedir.

Bu tasarimda b =12ve r = A(v—1)/(k —1) =4 olur. Bu tasarimin ¢akisim matrisi

B B, B, B, B, B, B, B, B, B, B, B,

1 11100000000
1 00 0 110000 0
1T 000000T1T1T1°00
3010010010010
oo 1001001010
0001001001 10
o1 0000101001
/000101010001
90 01 0100001 01

Matrisin satirlarinin olusturdugu kod ise (12,9,6) kodudur. Bu kod iki hata diizeltir.

Simdi bu matrisin siitunlarin olusturdugu koda bakalim. Her bir nokta c¢ifti yalniz bir
bloga aittir ve herhangi iki blogun arakesiti yalniz bir noktadir. O halde A =1dir. Her
bir blokta 3 nokta vardir. O halde d =2(r—A4)=2(3-1) =4 olur. Matrisin siitunlarin

olusturdugu kod (9,12,4) kodudur. Bu kod tek hata diizeltir.
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5.2. Simetrik Tasarimdan Kod Olusturma

(v,k,A) parametreleri simetrik tasarimin parametreleri olsun. O halde (v,k,A4)

k(k—1)

tasarimi simetrik oldugundan (v—1)4=k(k—1) esitliginden v=1+ olur. O

halde bu tasarimin var olabilmesi i¢in A 'nin k(k —1) bolmesi gerekir.

Teorem 5.2.1: D bir (v,k,A) simetrik tasarim1 olsun. Eger v ¢ift say1 isek—A4 tam

karedir[3].(Shutzenberger)

Teorem 5.2.2: (Bruck- Ryser-chowla) (v,k,A) simetrik tasarimi oldugunukabul
edelim. Eger v tek say ise x* = (=1)""? 122 +(k—A)y” esitligini saglayan ve hepsi

sifir olmayan x, y, z tamsayilar bir ¢oziimii vardir[3].

Teorem 5.2.3: (v,k, A) tasarimi bir simetrik tasarim olsun. vtek say1 ve #

n=k— Aolsun. O zaman her bir p tek asal sayisi i¢in;
1) Egerpln ve p|Aise n sayis1 (mod p) gore karedir.

2) Egerp|n vep|A ise (=1)"""*A" sayist (mod p) gore karedir.
3) Eger pln ve plA ise (—1)(V_1)/2.[ij.[lj sayisi(mod p) gore karedir
p p

[18].

(m ,m'm carpimmm tam kare yapacak sekildeki en kiiciik pozitif tamsayidir.)
Teorem 5.2.3’nin 2 ve 3. kosullar1 simetrik tasarimla iligkili kendine diial kodun var

oldugunu iddia etmektedir. Teorem 5.2.2°e gore n - nin hangi degerleri icin n
mertebeden projektif diizlemin olmadigini belirtir. =1 ve v=n’+n+1 tek ise eger
n=1 veya 2 (mod4)ise esitlik nX’>=Y>+Z> sekline doniisiir. Bu esitligin tam
sayilarda agsikar coziimiinden baska coziimiin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

n’nin iki tam saymin karesi seklinde yazilmasidir. Bu durumda n =6,14,21,22,30
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ve 32 mertebeleri i¢in projektif diizlem yoktur. Ornegin 6 =a” +b” olacak sekilde

a,b tam sayilar1 yoktur.
Simetrik (v,k,A) tasarimin olmast i¢in gerekli ve yeterli sart A nin k(k —1) bolmesi

ve Shutzenberger Teoremin ve Bruck-Ryser Chowla Teoreminin saglamasidir.

Ornek 5.2.1: N asagida verilen simetrik tasarimin ¢akisim matrisi olsun. Simetrik

tasarimin parametreleri (16,6,2) ve N.N' =41 16 T 2J dir.

1111100O0O0O0O0O0O0O0TO0°1
11 0001T1T1QO0O0O0T1QO0O0O0O0
1 010010O01T1U0O01QO0O00O0
011 0010O0T1T1TF0O0OT1TO0TO0O0
1 001001O01O0T1O0O01T1F20
01 01001O0O01O0O0T1O0T1F20
0o0110001T1TQO0O0T1O0O0T1F20
N:OOOO 11 10100O0O0O0TI1
1 000100101 1O0O0O0T1F20
01 001O0O0O01T1TO0O0OO0T1T1TO0ODO0
001010100101 0100
000101O01O01°O0O0O0T1TQO0°1
0o00111O0O0O0O0OT1T1T1TG0T®O0OO
0010001 1O0O0T1O01Q0°O01
01 000O0O0O0OT1T1T1TT1TTUO0O®O0O01
1 000O0O0OO0O0OO0OO0OOTITTI1T1T1T1

O halde bu simetrik tasarimin iiretecegi kodun parametreleri n=b=v=16,
M=v=16 ve d=2(r—A)=2(6-2)=8olur.(16,6,2)simetrik tasarimi(16,16,8)
kodunu tretir. 2t+2=8=2t=6 = t=3hata diizelten kod dur. v¢ift oldugundan
k—A=6—2=4 tam karedir.

Simdi standard Hadamard matrisine goz atalim. Eger #>2 icin (4r—1,2t—1,1—1)

Hadamard tasarimi varsa simetrik tasarimda vardir.
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Ornek 5.2.2: t=2 igin parametreler (7,3,1) tasarimini verir ki bu tasarim ikinci
mertebeden projektif diizlemdir. Diger adiyla Fano diizlemdir. Bu tasarimin

parametreleri (7,3,1) dir. Bu tasarimi noktalar1 kiimesi de P:{l, 2,....,7}, bloklar

kiimesi ise 7 bloktan olusur bunlar ;

B, ={1,2,3}, B, ={1,4,7}, B, ={1,5,7}, B, ={2,4,6}, B, ={2,5,7}, B, ={3,4,5}
B, ={3,6,7} dir.

1 110000

1 001100

1 000 011
Cakistm matrisi N={0 1 0 1 0 1 O] olur.

001 0110

001 1 001

0100101

Simdi bu tasarimdan elde edilen Hadamard matrisi de bulalim. Cakisim matrisinde
sifir olan her yere —1 yazalim. Bilesenlerin tiimii 1 olan 1. satir ve 1. siitiin ekleyerek
matrisi genisletelim. O halde ¢akisim matrisinden elde edilen Hadamard matrisi

(standart Hadamard matrisi)

olur.

Il
et ek ek ek ek ek ek e

Bu tasarimin iirettigi kod ise M =v=n=b,d =2.(r—A) esitliklerinden
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v="T7
r =3 = O halde Hadamard matrisinden elde edilen Dengeli Tamamlanmamis Blok

A=1
Tasarimdan elde edilen kod (7,7,4) kodu olur. Simdi yaptigimiz islemi

genellestirelim. Mertebesi 47 —1 olan bir Hadamard tasariminin ¢akisim matrisinin

drettigi kod (r <2) (4t—1,4r—1,2¢) seklindedir. Simetrik tasarimlardan farkli sekilde

kodlar elde edilebilirler. Biz birkag yol iizerinde durulacak. Simdi simetrik

tasarimdan elde edilen diial kodlar1 inceleyelim. D bir simetrik (v,k,A4) tasarimi ve

N de cakisim matrisi olsun.

G =[I:N] olsun.
T 1 T
GG :[I:N]{ T}:HN.N
N

=(k+1-)I+AJ

Eger k+1 ve A’nm her ikiside p ’ye boliiniiyorsa G.G" =0(mod p) olur. O zaman
G saur wuzayr GF (p) lzerinde kendine dik kod olur. Bu yiizden
A=0,k=-1(mod p) ise detN =k(k—A)""" olur. fakatdet N , p ’ye boliinmez.
Bu yiizden G’nin ranki GF (p) iizerinde rankiv olur. O halde kendine diial kod

olur.

Ornek 5.23: P ikinci mertebeden bir projektif diizlem olsun.{1,2,3},
{1,3,6},{1,4,7}.{2,3,7}.{2,4,6} ,{3,4,5} ve {5,6,7} bloklarini diisiinelim. P 'nin

cakisim matrisi
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dir.

=2

I
S O = O O =
S = O O = O =
-0 O = O O =
— o O O = O O
S = O = O = O
S O = === O
— = = O O O O

N matrisinin her satirinin sonuna ekstradan 1 ekleyelim, ve elde edilen yeni matrise
G diyelim. C ikili kodu G nin satirlar iiretsin. G’nin F ={0,1} cismi iizerindeki
ranki en az dorttiir. Birinci, besinci, altinci ve yedinci satirlar lineer bagimsizdirlar.
N matrisinin herhangi iki satirin i¢ carpimi da 1(mod?2) esittir. Bundan dolay:
herhangi iki nokta tek bir bloga ait olur. G’nin herhangi iki satirin i¢ ¢arpimi da
0 (mod?2). Hatta G.G" =0 (mod2). Bu sebepten dolayr G’nin sifir uzayi, G'
siitun uzaym ayni zamanda G’ninde satir uzayim igerir. O halde G ’nin sifir

uzayinin boyutu en az dorttiir. Bu yiizden G ’nin ranki4 olur. O halde C bir [8,4]-

kodu olur.

1 1 1 0 0 0 0 1]
St o000 011
G =

01 001 011

001 10011

matrisini G 'nin birinci, besinci, altinct ve yedinci satirlar1 olusturur. G' matrisi

C ’nin lirete¢ matrisi olur.

Simdi C’nin herhangi bir kodsoziin agirliginin dorde boliindiigiinii gosterelim.

x,ye Colsun. O halde (x,y)=0. Ciinkii G' herhangi iki satirin i¢ ¢arpimui sifir ve

herhangi iki vektoriin, ayn1 zamanda G' matrisinin satirlarinin lineer kombinasyonu

da sifirdir. Bu yiizden eger x ve y, C’nin iki sozii ise onlarin koordinat pozisyonunun
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sayis1 olarak ¢ift olur. x ve y sozlerinin pozisyonlarin sayis1 2¢ olsun. bundan dolay:

eger w(x) ve w(y) dorde boliiniir. O halde

w(x+y) = (w(x)=2t) +(w(y)—21)

w(x+y)=w(x)+w(y)—4tolur.

O halde w(x+ y) de dorde boliiniir. Fakat G 'nin her bir satirin agirliginda dérde de
boliiniiyor ve G’nin her bir satirin lineer kombinasyonlart agirhigt da dorde

boliintindiigiinden , C kodunun boyutu 4 olur. (F, iizerinde) C’ninl6 tane kodsozii

olur. C ’nin bir tane kodozii sifir bir tanesinde bir digerleri ise tam olarak dort tane

bir iceren kodsozlerdir.

Tanim 5.2.2: Mertebesi n =2 (mod4) olan projektif diizleminin cakisim matrisi N

olsun. Eger C ikili lineer kodu N matrisin satirlarindan iiretiliyorsa o zaman C 'nin

uzatilmis kodu kendi dual ve agirligi dorde boliiniir.

5.3. Support Tasarim

Tanim 5.3.1: x = (xl,...,xn) sifirdan farkli bir vektor ve x’in sifirdan farkli
bilesenlerin kiimesine x ’in support denir ve supp(x) ile gosterilir.
Supp(x):{i|x[. ;tO} ve xeF, ={0,1,2,3,..,q-1}. Support tasarimi su sekilde

yapilir. C sifir vektoriinii iceren n uzunlugunda koddan agirligi sifirdan farkli w
kodsozleri noktalar kiimesi olarak segebilir, bloklar kiimesinde n koordinat

pozisyonuna sahip kodun tiim w agirligindaki kodsozlerin supportu olarak alinir.

Tanim 5.3.2:¢ —(v, k, /1) tasariminda eger A =1 ise bu tasarima Steiner sistem denir.

Teorem 5.3.1: (Assmus and Mattson)Bir lineer [n,k,d = 2t+1] kodun F .y tizerinde
miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul minimum agirhigindaki kodsozlerin

support tasariminin (7 +1)— (1,2t +1,(g—1)") tasarim olmasidir[12].
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Teorem 5.3.2: n uzunlugundaki binary kodun minimum uzakhi@ d=2t+1 ve
sifir vektoriinii  igeriyorsa miikemmel kod olmasit icgin gerek ve yeter kosul

minimum agirhgindaki kodsozlerin support tasarimimin bir Steiner S(f+1,2¢+1,n)

tasarimi olmasidir. Ayrica bu kodun uzatilmis kodununda minimum agirligindaki

kodsozlerin support  tasariminin  bir Steiner S(r+2,2t+2,n+1) tasarimi

olmasidir[12].
Ornek 5.3.1: Hamming[7,4,3] miikemmel kodunun genisletilmesi olan [8,4,4]

kodu Teorem 5.3.2 gore bir S (3,4, 8) steiner tasarimini olusturur.

Ornek 5.3.2: Hamming [7,4, 3] miikemmel kodun olusturdugu tasarimlart bulalim.

—_ = O =
- O = O
o = O O
- O O O

o O O =
O O = =
S = = O

L J44x7

Hamming kodunun iirettigi kodsozler ve agirliklart asagidaki gibidir.
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Tablo 5.1. Kodun agirlik sayacinin bulunusu

Kodsozler Agirliklar
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 3
0 1 1 0 1 0 0 3
0 0 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 1 0 1 3
1 0 1 1 1 0 0 4
1 1 1 0 0 1 0 4
1 1 0 0 1 0 1 4
0 1 0 1 1 1 0 4
0 1 1 1 0 0 1 4
0 0 1 0 1 1 1 4
1 0 0 0 1 1 0 3
1 0 1 0 0 0 1 3
1 1 1 1 1 1 1 7
0 1 0 0 0 1 1 3
1 0 0 1 0 1 1 4

Agithigr 3 olan kodsozler2—(7,3,1) tasarimini olustururlar. Agirligi 4 olanlar ise
2—-(7,4,2) tasarimini olusturlar. YukaridakiTeorem 5.3.1 insaglandigini da goriiliir.

Teorem 5.3.3:F, iizerinde Cbir lineer [n,k,d]kodu ise C*dual kodu da
[n, n—k,d L] dur.n, <nolacak  sekilde en  biiyik tamsayin, ve

n,+gq-2

. <dBenzer sekilde n,* sayisida C* igin saglansin. Bazi ¢
q-

o

tamsayilar1 icin0<r<d ve C in w<n—t olacak sekildeki agirlig1 sifirdan farkl

w sozlerin sayisi en fazla d —¢dir. O zaman :

1) C’nind <u <n, olacak sekildeki herhangi u agirhigindaki kodsozlerin support
tasartmu bir ¢ —tasarimidir.

2) C" ind"<w< min{n —t, nOL} olacak sekildeki herhangi w agirhgindaki

sOzlerin support tasarimi bir # —tasarimidir [12].
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Ornek 5.3.4: Uzatulmis binary Golay [24,12,8]kodu agirlik sayaclarina gore

A=A, =1A =A,=759, A, =2576 aynlir. O halde bu koddan teoreme gore elde

edilen tasarimlar asagidaki gibi olur.

A, ={supp(c)|ce Ci} - 5-(24,8,1)
A, ={supp(c)|ce C,,} —5-(24,12,48)
A, ={supp(c)|ce C;i} > 5-(24,16,78).

Ornek 5.3.5: Miikemmel kodlara karsil1 gelen tasarimlar sunlardir.

Tablo 5.2. Miikkemmel kodlara karsilik gelen tasarimlar

t q n Kod Tasarim
1 Asal bir say1 -1 Hamming kodu 2 - [ "1 5 - 1]
q- qg -1
3 TernaryGolay kodu G
2 11 YRORY ROGUBI s
3 BinaryGolay kodu G
2 23 yboly = 4-(23,7,1)

5.4. Hadamard Matrisinden Kod Olusturma

p|n ve p tek asal say1 olsun. GF' (p) iizerinde nxn Hadamard matrisinin satirlarinin

elde edilen kodu diisiinelim.
Tanim 5.4.1: A ve B iki tam sayr matrisi olsun. Eger A ve B matrislerinin denk
olmas1 i¢in; P ve (Qgibi tamsayr matrisleri var Oyle ki detP=detQ=1 ve

PAQ = B dir.

Teorem 5.4.1: nXn boyutlu A matrisi olsun. O zaman bir tek kdsegen matrisi var

D =diag{d,.d,.....d,} dyleki;
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1) D matrisi A matrisine elementer olarak denktir.
2)i=1,2,3..n—1icin d, |d,,,

d.d,...d, sayilar1 elementer bolenlerdir. Herhangi bir cisim iizerinde det A=det B

ise bu matrisler ayni ranka sahiptir[19].

Ornek 5.4.1: 12 mertebeden Hadamard matrisi H olsun. O halde H.H" =121 ve
det H =12°dir. Teorem 5.3.1den H matrisinin bir kosegen matrisi vardir.
Oyleki3°®|det H, 3°|detD olur. D kosegen matrisin en fazla 6 tane terimi 3
boliinebilir. O halde H.H" ve D ranki en az 6 olur. Fakat GF(3)iizerinde

H.H" =0. O halde rank H en fazla 6 olur. rank(H)=6ve H ’nin satir uzaylari

(12,6) kendine dual liner kod tiretirler.

5.5. Latin Karelerden Kod Uretme

Teorem 5.5.1: g—(4,4",3) kodunun olmasi icin gerek ve yeter kosul, ¢ dereceden

birbirine dik iki Latin karenin olmasidir [20].

Teorem 5.5.2: ¢—(n,q°,n—1) parametreleri kodun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

g dereceli n—2 tane birbirine dik Latin kare ¢iftinin olmasidir[20].

Ornek 5.4.1: 5 mertebeden birbirine dik 4 Latin kare agsagidaki gibi olsun. Bu Latin

karelerin olusturdugu kodu bulalim. (mod 5 gore islemler)

043 2 1][0 432 17[0 4 3 2 1][0 4 3 2 1
1 0 43 2(|21043[[3210 443210
2 1 0 4 3432101 043232104
3210 4[[1 04 3 2{43210[|21043
4321 0/[32104]|21043][10432

C ={G. joa;.by.c;nd)) iy j=10,2...4}}.

/A
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€ ={(0,0,0,0,0,0),(0,1,4,4,4,4),(0,2,3,3,3,3),(0,3,2,2,2,2),(0,4,1,1,1,1),(1,0,1,2,3,4),

(1,1,0,1,2,3),(1,2,4,0,1,2),(1,3,3,4,0,1),(1,4,2,3,4,0),(2,0,2,4,1,3),(2,1,1,3,0,2),
(2,2,0,2,4,1),(2,3,4,1,3,0),(2,4,3,0,2,4),(3,0,3,1,4,2),(3,1,2,0,3,1),(3,2,1,4,2,0),
(3,3,0,3,1,4),(3,4,4,2,0,3),(4,0,4,3,2,1),(4,1,3,2,1,0),(4,2,2,1,0,4),(4,3,1,0,4,3),
(4,4,0,4,3,2)} kodu lineer kod tur.



BOLUM 6. SONUCLAR

Tasarim teorisiyle ile lineer kodlar arasindaki iliski incelendi. Tasarimlardan elde
edilen kodlarin ozellikleri verildi. Tasarimdan kod iiretmeye ve koddan tasarim

iiretmeye ornekler olusturuldu.



BOLUM 7. TARTISMA VE ONERILER

Tasarim teorisinde ¢ > 5 i¢in 7—(v,k,1) parametreli bir Steiner sistemin varlig

arastirilabilir. Eger varsa boyle tasarimlar, bunlarin sonlu sayida olup olmadigi

arastirilabilir. Bu tasarimlarin Steiner sistemine karsilik gelen kodsozleri bulunabilir.
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