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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

R} : 3—boyutlu Minkowski uzay1

S; : R’ uzayimda Lorentziyen birim kiire

H; : R? uzayimda hiperbolik birim kiire

M : Minkowski uzayinda timelike yiizey

K : Gauss egriligi

H : Ortalama egriligi

w’] : Minkowski uzay1 ¢at1 alaninin bag formlari

w : Minkowski uzayinda dual 1- formlar

A : M timelike ylizeyinin sekil operatorii

a : M ylizeyinin birinci asli egriligi

c : M ylizeyinin ikinci asli egriligi

VH : Ortalama egriligin gradiyenti

* : Hodge operatorii

M : M nin asli egriliklerini koruyan deformasyonu

d : Non-trivial izometri

X(s,1) : Timelike tanjant agilabilir yiizey

n(s) : X (s,t) tanjant agilabilir yiizeyinin dayanak egrisi
Kk(s) : n(s) egrisinin egriligi

z(s) : 7(s) egrisinin burulmast

I : Yiizeyin birinci temel formu

Y (§,f ) X (s,t) yiizeyinin asli egriliklerini koruyan izometrik deformasyonu
n (§ ) 1Y (§ J ) tanjant agilabilir yilizeyinin dayanak egrisi



OZET

Anahtar Kelimeler: Minkowski Uzayi, Timelike Yiizeyler, Timelike Tanjant
Acilabilir Yiizeyler, Timelike Bonnet Yiizeyler.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde iki ve ii¢ boyutlu Minkowski uzaylarinda a¢1 ve vektor kavramlari, temel
tammlar ve gerekli teoremler verilmistir. Ugiincii bdliimde Minkowski uzayinda
timelike yiizeyler ve timelike Bonnet ylizeyler iki alt bolimde tanitilmistir. Ayrica,

bir timelike yiizeyin Bonnet yiizey olmasi i¢in bir dl¢iit verilmistir.

Dordiincti bolim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir ve iki alt bolim
halinde diizenlenmistir. Dordilincii boliimiin  birinci alt boliimiinde Minkowski
uzayinda timelike tanjant acilabilir yilizeyin dayanak egrisinin egrilik ve burulmasinin
sabit olmama kosulu altinda timelike tanjant acilabilir yiizeyin timelike Bonnet
yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart verilmistir. Ikinci alt boliimiinde ise Minkowski
uzayinda timelike tanjant agilabilir yiizeyin dayanak egrisinin egrilik ve burulmasinin
sabit olmasi yani dayanak egrisinin helis olmasi durumu ele alinmis ve bu 6zellige
sahip timelike tanjant agilabilir yiizeyin yani diiz helikodial yiizeyin sahip oldugu

ortalama egriligi koruyan non trivial izometri bulunmustur.

Besinci boliimde tiim ¢alismanin kisa bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak

yeni arastirmalara yonelik neride bulunulmustur.

Vi



TIMELIKE TANGENT DEVELOPABLE SURFACES AND
BONNET SURFACES

SUMMARY

Keywords: Minkowski Space, Timelike Surfaces, Timelike Tangent Developable
Surfaces, Timelike Bonnet Surfaces.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the concepts of the angle and vector, basic definitions and
necessary theorems in two and three dimensional Minkowski spaces are introduced.
Third chapter is arranged as two subsections. Timelike surfaces and timelike Bonnet
surfaces are summarized in these two subsections of the third chapter. A criterion is
given for a timelike surface to be a Bonnet surface.

The fourth chapter is the original part of this study and it is organized as two
subsections. In the first part of the fourth chapter, a necessary and sufficient
condition for a timelike tangent developable surface to be a timelike Bonnet surface
is obtained under the condition of the curvature and torsion of the base curve of the
timelike developable surface being non constant. In the second part, the curvature
and torsion of the base curve of a timelike developable surface are considered as
constant that is the base curve is considered as circular helix and the non-trivial
isometry that preserves the mean curvature is obtained for a timelike developable
surface which is a flat helicodial surface.

In fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion
is proposed for new investigations.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda ortalama egriligi koruyan bir izometrik deformasyon kabul
eden ylizeye Bonnet yiizey ad1 verilir. 1987 de O. BONNET yiizeyin ortalama egrilik
korunarak izometrik olarak tasvir edilmesi probleminin genel halde c¢oziilebilir
olmadigini ve sabit ortalama egrilikli yiizeylerin birbirine izometrik olarak tasvir
edilebildigini gostermistir [1]. Bu nitelikteki yiizeylerle ilgili daha detayli sonuglari
ise E. CARTAN [2] ¢alismasinda elde etmistir.

B. H. LAWSON, Bonnet’in sonuglarin1 sabit egrilikli Riemann uzayinda sabit
ortalama egrilikli yiizeylere genisletmis ve sabit olmayan ortalama egrilikli Bonnet

yiizeylerin alt1 keyfi sabite bagli oldugunu gostermistir [3].

S. S. CHERN asli egrilikleri koruyan yiizeylerin izometrik deformasyonu igin

diferansiyel formlar yardimiyla bir karakterizasyon elde etmistir [4].

Konu ile ilgili pek ¢ok c¢alismasi olan .M. ROUSSOS, sirasiyla, [5], [6] ve [7]
caligmalarinda helikodial yiizey olan Bonnet yiizeyleri, tanjant agilabilir olan Bonnet
yiizeyleri ve Bonnet ylizeyler iizerinde global sonuglar1 arasgtirmistir. LM.
ROUSSOS, Chern’in yontemini kullanarak ortalama egriligi koruyan izometri igin

bir karakterizasyon vermistir.

Z. SOYUCOK bir yiizeyin Bonnet yiizey olmasi igin 6zel bir izotermal parametreli
sisteme sahip olmasinin gerek ve yeter kosul oldugunu gostermistir [8]. Ayrica Z.
SOYUCOK bir diger calismasinda 4-boyutlu Oklid uzaymnda 3-boyutlu bir
hiperylizeyin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ortogonal sebekeye
sahip olmast gerektigini kanitlamistir [9]. Z. SOYUCOK danismanliginda H.
BAGDATLI, bir hiperyiizeyin ortalama egriligini koruyan izometrisi problemini
doktora tezinde ele almistir [10]. R"" de bir hiperyiizeyin bir Bonnet hiperyiizeyi
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun A-sebekesi adi verilen 6zel bir ortogonal sebekeye

sahip olmasi gerektigini gostermistir.



BOLUM 2. MINKOWSKIi UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. R’ standart reel vektér uzayi iizerinde @=(a,,a,), b =(b,,b,)olmak

uzere

CRPxRP SR

(Ez,l;) —db =ab, +a,b,

seklinde Oklid i¢ carpimi tamimlanirsa, R* afin uzayma, Oklidyen 2-uzay denir ve
E® ile gosterilir.
Tanim 2.2. R? standart vektor uzay: iizerinde, Oklid i¢ carpimi yerine & = (al,az),

b = (b,,b,) olmak iizere

R>xR*> >R
(@.b)—>(@.b)=ah ~ap,

9

bigiminde tanmimli Lorentz i¢ carpimi alinirsa, R* afin uzaymna, Minkowski 2-uzayi

olarak isimlendirilir ve R7 ile gdsterilir.

Tanim 2.3. R} uzayinda herhangi bir vektér a =(a,,a,) olmak iizere
d=0 veya <Zz, d> >0 ise a ya spacelike vektor,
<Zz ,ﬁ> <0 ise a ya timelike vektor,
d#0 iken <c7 ,c?> =0 ise a ya lightlike (veya null) vektor

denir [11].



Tanim 2.4. G € R} igin @ vektoriiniin normu

lal= (@)
bigiminde tanimlidir [12].
Teorem 2.5. d € R? igin
i) |a]>0dr,
ii) @ = 0 iken |d]|=0<> a bir null vektérdiir,
iii) @ bir timelike vektor ise |a| =—(a,a) dur,
iv) @ bir spacelike vektor ise [la| =(a,a)
dir [12].

Tanim 2.6. R? uzayimnda iki vektér @ ve b olsun.

ise @ ve b vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir. R} uzayinda Lorentziyen

birim ¢ember
s, ={aeRr;|(a.a)=1]

biciminde tanimlidir. Bu ¢emberin tegetleri daima timelike vektorlerdir. Benzer

olarak, hiperbolik birim ¢ember de

H ={deR; |(da)=-1]
bi¢iminde tanimli olup, bu egrinin tegetleri de spacelike vektorlerdir [12].
Teorem 2.7. R} uzayinda iki spacelike (veya timelike) vektor dik olamaz.

Tanim 2.8. G € R} timelike vektdr olsun. & = (0,1) olmak iizere,



1) <Zz,é' > <0 ise a ya future-pointing timelike vektor,
i1) <c7, e > >( ise a ya past-pointing timelike vektor

denir [12].

Teorem 2.9. a@,b € R} future-pointing timelike vektdrler olsun. Bu durumda

i) a+ b future-pointing timelike vektordiir,

iii) —<a,5 )] [p]| (Minkowski uzayinda Schwartz esitsizligi),

v) HEi +b H > ||Zz || + Hl; H (Minkowski uzayinda tiggen esitsizligi)

dir [12].

Tanim 2.10. R} uzayinda future-pointing (veya past-pointing ) iki timelike birim

vektor @ ve b olsun.
coshd sinhé || a | | b
sinh@ cosh@ |[a,| |b,

esitligi saglanacak sekilde 8 € R sayisina a dan b ye (yOnlendirilmis) hiperbolik

ac1 denir ve 6 = (d,l;) bigciminde gosterilir [12].

Tanmm 2.11. @ ve b, sirasiyla future-pointing ve past-pointing timelike iki birim
vektdr olsun. —b future-pointing bir vektordiir. Tanim 2.10. a gére, 0 = (—b,a) ise,
g dan b ye (yonlendirilmis) ag1 (d,l; ) =—0 duir. d ile b arasindaki (yonlendirilmis)
ac1 da |t9| ile gosterilir [12].

Teorem 2.12. A(#) matrisi altinda, timelike vektorler timelike vektorlere, spacelike

vektorler spacelike vektorlere, lightlike vektorler lightlike vektorlere dontisiir [12].



Teorem 2.13. A(#) matrisi zaman yonlendirmesini korur. Yani, G eR; future-
pointing (veya past-pointing) timelike vektor ise A4(f)a da future-pointing (veya

past-pointing) timelike vektordiir [12].

Teorem 2.14. G ve b future-pointing timelike iki birim vektor olsun. €, a dan b

ye hiperbolik ac1 ise,

cosh@ = —<a l;>
dir [12].

Teorem 2.15. @ ve b future-pointing timelike iki birim vektdr olmak iizere,

esitlikleri gecerlidir [12] .

Tanim 2.16. R® standart reel vektor uzayi iizerinde a=(a,,a,,a;), b =(b,,b,,b,)

olmak Uzere

\—/

=ab, +a,b,—ab,

bigiminde Lorentz i¢ ¢arpim alinirsa, R’ afin uzayi, Minkowski 3-uzay olarak

isimlendirilir ve R’ ile gosterilir [11].



Lorentz i¢ ¢arpimi R; uzayindaki vektorleri ii¢ sinifa ayirir. Timelike vektorler,

lightlike (veya null) vektorler ve spacelike vektorlerdir.

R} uzayindaki Lorentz ve hiperbolik birim kiireler, sirastyla,
s; ={aer;|(a,a)=1]
ve
Hy ={aeRr}|(a,a)=-1]
bi¢ciminde ifade edilirler [16].
Tanim 2.17. R® uzaymnda iki vektér @ ve b olsun. @ =(a,a,,a,), b =(b,,b,.b,)
olmak {izere
anb= (a;b, —ab,, ab,—ab, ab,—ab)
vektoriine @ ve b nin vektorel carpimi denir [13].

Teorem 2.18. R; uzaymda ii¢ vektdr a=(a,,a,,a;), l;:(bl,bz,b3), ¢ =(¢.0,,04)

olsun. Bu durumda

dir [16].

Tanim 2.19. y = y(u,v), R} uzayinda bir yiizey olsun. Eger p € y(u,v) i¢in



()

indirgenmis i¢ ¢arpimi bir Lorentz i¢ ¢carpim ise y(u,v) ye timelike yiizey denir [16].

p:y(u,v)|p><y(u,v)|p >R

Tanim 2.20. (Gauss Egriligi) R}, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda bir yiizey M ve

M nin sekil operatoriine karsilik gelen matris S olsun. p e M igin
K(p)=edetS,

M ylzeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K:M — R fonksiyonuna M
yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada & =<N, N>=i1 dirve N, M

yiizeyinin birim normal vektor alanidir [16].

Tanim 2.21. (Ortalama Egrilik) R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve

M nin sekil operatoriine karsilik gelen matris S olsun. p e M igin
H=¢lzS,

M yilizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H :M — R fonksiyonuna M
yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Burada & :<N ,N > =+1 dir. N, M

yiizeyinin birim normal vektor alanidir [16].



BOLUM 3. MINKOWSKI UZAYINDA TIiMELIKE BONNET
YUZEYLER

3.1. Minkowski Uzayinda Timelike Yiizeyler

R?, 3-boyutlu Minkowski uzayt ve M umbilik nokta igermeyen timelike yiizey
olsun. p € M noktasinda {eT, g,g} ortonormal vektdrler olmak iizere gl timelike,

é; spacelike birim vektor ve ej yiizeyin spacelike birim normal vektorii olsun. Bu

durumda

(8)=-1 (G.) -1 e, -1
(6.5) () ~(ea)-o.

e ne, =—e, e, e =¢, e;ne =—¢

—_— — —

dir. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda {el, e, 63} ortonormal c¢att alaninin bag

formlari w’/ , 1<i, j <3 ve dual 1-formlar1 w', 1<i <3, olmak iizere

dx=w'e +we,

de, =wle, +we,

1 12 173
(3.1.1)

— = 4=
de, =w,e +w,e,

— =,
de, =wye +wje,

dir, burada w; =wj, w; =—w;, w =w) esitlikleri vardir [15]. M timelike yiizeyinin

sekil operatorii A:T,M —T M seklinde verilsin. Bu durumda
de =—ac —be., de. =be —ce,

yazilabilir. M timelike yiizeyin sekil operatoriine karsilik gelen matrisin reel 6z

vektorlerinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart



(a+c)

_ 2
—(ac+b*)=0 ve H’ —K:%—b2 >0

a+c

olmasidir oyle ki H = ve K =ac+b’, srasiyla, ortalama egrilik ve Gauss

egriligidir [15]. Calismamizda aksi belirtiimedikce H° > K (yani M nin umbilik

nokta igermedigini) ve eT, g asli vektorler oldugunu kabul edecegiz. Dolayisiyla,

b=0ve
wi =hw' +kw’
w =—aw' (3.1.2)
w; =cw’

olur. Burada agikga gorebiliriz ki sirastyla, eT ve ; boyunca a ve c asli egriliklerdir.

Ayrica M yiizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri, sirasiyla,

a+c
H =

ve K =ac (3.1.3)

dir. Ayrica J 2% >0 alalim. R} de {gl , g, é; } ¢at1 alaninin bag formlar1 w' ve
dual 1-formlar1 w' olmak tizere birinci tiir Cartan yap1 denklemleri

1 2 1
dw =w" Aw,

(3.1.4)
aw’ =w' Aw,
dir. Ayrica ikinci tiir Cartan yap1 denklemleri
dw =w] Aw; =—Kw' Aw’ (3.1.5)
aw, =wl Aws, dw, =wh AW, (3.1.6)

dir. Bu denklemler, sirasiyla, Gauss ve Codazzi denklemleri olarak adlandirilir [15].

Codazzi denklemlerinde (3.1.2) denklemleri yerine yazilirsa

dwl3 =hew' AW (3.1.7)



10

elde edilir. Ayrica (3.1.2) nin ikinci denkleminin dis tiirevinde (3.1.2) ve (3.1.4) iin
ilk esitlikleri yerine yazildiginda

dw; =—da AW —ahw’ AW (3.1.8)
bulunur. Benzer sekilde
dw; =—akw® A w' (3.1.9)
ve
dw; =dc AW +ckw' AW’ (3.1.10)

elde edilir. Sirasiyla (3.1.7) ile (3.1.8) ve (3.1.9) ile (3.1.10) denklemleri esitlenerek

(3.1.11)
(dc+(c—a)kwl)/\w =0
bulunur. Bu son denklem diizenlenirse
da=(c— " hw?),
¢ (c a)(pw W) (3.1.12)

a’c:(a—c)(kw1 +qw’)

da+dc

esitlikleri elde edilir. Ortalama egriligin tiirevinden dH = oldugu g6z oniine

alinarak son iki esitlikten
2dH = (a —c)((k —pw' +(q —h)wz)
oldugu goriiliir. Eger burada u ve v fonksiyonlari
u=k—pvev=q-nh
seklinde tanimlanirsa

2dH=(a—c)(uw1+vw2) (3.1.13)



11

veya

dH = J(uw' +vw?)

bulunur. Ayrica (3.1.12) de verilen esitlikler

da :(u—k)w1 —hw?,

“d“’ (3.1.14)
€ ' (vt )W

a—c¢

olarak diizenlenebilir. Boylece son iki esitligin farkindan
dln(a—c):(u—2k)wl—(v+2h)w2 (3.1.15)
bulunur. (3.1.13) denklemi dikkate alinarak A nin gradiyenti
VH = % (—ueﬁ1 + vg)

seklinde yazilir. Buradan

2
<VH,VH> = (gradH)* = (a;cj (—u®+v?%)
elde edilir, 0yle ki gerekli diizenlemeler sonucunda

4(VH,VH)=4(gradH)* =(a—c) (-u® +v*) (3.1.16)

veya

(VH,VH)=(gradH)’ =(H’ —K)(-u’ +v*)

yazilabilir. Aksi sdylenmedik¢e ¢alismanin tamaminda VH null olmadigin1 kabul

edelim. Yani, —u* +v* #0 olsun. & =sgn(VH,VH)=+1 olmak iizere

8(—u2 +v2) = _KVHI?_V]];U‘ =4
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seklinde yazabiliriz. Boylece

1 1 2
O =uw +vw",

(3.1.17)
0> =vw' +uw’
ve
1_ 1 2
@ YW, (3.1.18)
a’ =—vw' +uw’
I-formlarin1 tanimlayabiliriz. Hodge * operatorii
' =w? kwt =W =1 (3.1.19)

olarak tanimlidir [15]. Bdylece (3.1.2) de verilen w{ bag formuna Hodge operatérii

uygulayarak
swl =hew +k*w’ =kw' +hw’ (3.1.20)
bulunur. Ayrica (3.1.17) ve (3.1.18) denklemlerinden de

@' =uxw' +vEw’ = v +un’ = 6?
’ (3.1.21)
9 =vEw +urw’ =uw' +vw’ =6'

Ve

1 1 2 1 2 2
¥ =urw —vEW =—wvyw +uw =,
2

(3.1.22)

1 2 1 2 1
*QAT=—VEW FUFW =uw — VW =o

esitlikleri verilebilir. (3.1.21) nin ikinci esitligi g6z Oniine alinarak (3.1.13) denklemi

yeniden diizenlenirse
2dH =(a—-c)6' (3.1.23)

olarak yazilabilir. Benzer sekilde, (3.1.18) ve (3.1.20) yardimiyla (3.1.15) denklemi
de
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dln(a—c) = (uwl —vwz)—2(kw1 +hw?)
olur. Dolayisiyla
din(a—-c)=a'-2*w} (3.1.24)

elde edilir.

3.2. Minkowski Uzayinda Timelike Bonnet Yiizeyler

R?, Minkowski uzayinda asli dogrultulara sahip olan bir diger timelike yiizey M
olsun. Oyle ki M, M nin asli egriliklerini koruyan bir izometrik deformasyonu
oldugunu kabul edelim. M iizerinde ortonormal asli gat1 alani {?1, e,, ?3} olsun.
{?1, ?2} cat1 alanina karsilik gelen dual asli ¢ati {v_vl, v_vz} olmak iizere M nin birinci

temel formu
(@) +(#) ==(w) +(w?) (3.2.1)
dir. ¢ ve e, boyunca asli egrilikler, sirastyla

a=a, c=c (3.2.2)

olup =0 dir. (3.2.1) denklemi ile verilen birinci temel formdan goriilir ki M

uzerinde

w' = cosh w' +sinh pw’, (323)
W’ = sinh @w' + cosh pw’ o

olacak sekilde bir ¢ dontisiimii vardir. (3.2.3) denkleminin dis tiirevi alinir ve

sirastyla, asagidaki diizenlemeler yapilirsa
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dw' = sinh pd A W' + cosh pdw' + cosh pd @ A w* + sinh pdw?,
=sinh pdp A W' +cosh (W’ Aw)+cosh pdp A w* +sinh p(W' A n}),
= —sinh pw' A dgp—cosh pw’ Adg+ (cosh pw’ +sinh pw') AW},
= —(sinh @w' + cosh ew’) A d @+ (cosh w’ +sinh pw') A w?,
=W Adp+W AW,

= A(=do+w)
ve

dw’ = cosh pdp Aw' +sinh pdw' +sinh od g A W’ + cosh pdw?,
= cosh @d @ A w' +sinh p(w* A w) +sinh pdp Aw* +cosh p(W' A n}),
= —cosh pw' Adg—sinh pw’ Adg+sinh pw” A +coshpw' Awf,
= —(cosh pw' +sinh pw?) A d @ + (sinh pw’ + cosh pw') A w?,
=W Adp+W AW,

=W A(—=dp+w])

bulunur. Sonug olarak dw' =W’ A(=d@+w}) ve dw’ =W A(=dp+w}) elde edilir.
Ayrica bu son iki denklem, birinci tiir Cartan yapi denklemlerinde verilen

dw' =W’ Ay ve dw’ =W AW esitlikleri ile karsilastirildiginda

2

W=y, =w —de (3.2.4)
bulunur. (3.1.24) denkleminden

din(@-c)=a' -2+w

yazabiliriz. (3.2.2) denkleminden a =a ve ¢ =c¢ oldugu bilindiginden (3.1.24) ve

son denklem yardimiyla
a' =2xw] =a' -2%w;

elde edilmis olur. Bu son esitlige Hodge * operatorii uygulandiginda
xo' = 2w =*a' - 2w}

elde edilir, 6yle ki *a' =a’, *a® =a' ve ** =1 oldugundan
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o’ =2wl =a’ 2w
bulunur. Gerekli diizenlemeler sonucu
2(W —w)=a’ —a’
dir, yani
(7 -v)=5(@ -a)
esitligi elde edilir. Buradan (3.2.4) gbz Oniine alinirsa

d(pz%((xz -a’) (3.2.5)

bulunur. (3.1.23) denklemine benzer sekilde M icin
2dH =(a-¢)0"

verilebilir. (3.2.2) de goz Oniline alinarak bu son esitlik ile (3.1.23) karsilastirilirsa

@' = 6" bulunur. Boylece
uw' +vw’ = uw' +vw’
yazilabilir. (3.2.3) denklemi dikkate alinarak

LZ: ucosh ¢ —vsinh g, (3.2.6)
v —

—usinh g +vcosh ¢
bulunur. (3.1.18) esitligi dikkate alinarak

P=v W +uw

a
denkleminde (3.2.3) ve (3.2.6) denklemleri yerine yazilirsa

a’ = (usinh ¢ —vcosh @)(cosh pw' +sinh w*) + (1 cosh ¢ — vsinh @)(sinh ew' +cosh pn?),

a’ =sinh 2p(uw' —vw?) +cosh 2p(uw® —vw'),
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a’ =sinh 2pa' + cosh 2¢pa’ (3.2.7)
elde edilir.

Kabul edelim ki 7 = coth ¢ olsun. 7' nin diferansiyeli alinirsa

1

dTl = ———;
sinh” ¢

do

elde edilir. (3.2.5) denklemi son denklemde yerine yazilirsa

bulunur. Burada (3.2.7) denklemi yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
dT = cothpa' +a’
elde edilir. Son olarak 7 = coth ¢ oldugu g6z oniine alinirsa

dT =Ta' +a’ (3.2.8)

bulunur. Bu diferansiyel denklem izometrik deformasyonlar sonucu asli dogrultularin

@ acist kadar hiperbolik donmesiyle saglanir. Deformasyonun asikar olmamasi igin

gerek ve yeter sart (3.2.8) denkleminin tam olarak integrallenebilir olmasidir [15].

[15] de Weihuan Chen ve Haizhong Li tarafindan timelike yiizeyin ortalama
egriligini sabit kabul edilerek boyle bir ylizeyin timelike Bonnet yiizey olmasi ile

ilgili asagidaki teoremi vermistir.

Tanim 3.2.1. R} de H’>K olmak iizere sabit ortalama egrilikli tim timelike

yiizeyler bir parametreli asikdr olmayan izometrik deformasyon ailesi altinda

ortalama egriligi koruyorsa bu yiizeylere timelike Bonnet yiizey denir [15].

Simdi A nin sabit olma ve olmama durumlarini ayr1 ayr1 incelemek tizere

da' =Pa' ne’,

(3.2.9)
da’ =Qa' na?
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olacak sekilde P ve Q@ tanimlayalim. (3.2.8) denkleminin dis tiirevinde (3.2.9)

esitlikleri yazilarak
(TP+Q—1)a1/\a2:0 (3.2.10)
bulunur. Boylece yiizeyler

C, : H =sabit olma durumu,
C,: H #sabit, P=0 ve O =1 olma durumu,
C,: H #sabit, P#0 ve O # 1 olma durumu

olacak sekilde simiflandirmalar yapilarak {i¢ farkli kategoride incelenebilir. Bu

durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim

C, de ortalama egrilik sabit oldugundan (3.1.13) denkleminden u=v=0

oldugu aciktir. Dolayisiyla (3.1.18) dan a'=a’=0 dir. Sonug olarak (3.2.8)

denkleminden 7 nin sabit oldugu goriiliir. H nin sabit olmasi durumunda Bonnet’in

E’ de verdigi Bonnet teoreminin benzeri timelike Bonnet yiizeyler igin [15] de

incelenmistir.

C, de ortalama egrilik sabitten farkli olup eger, P=0 ve Q=1 ise (3.2.10)

denklemi her 7' igin saglanir.

C, de ise ortalama egrilik sabitten farkli iken P#0 ve Q=1 ise (3.2.10)

denkleminde

_1-0
T=— (3.2.11)

elde edilir. Boylece (3.2.8) denkleminin bir tek ¢oziimii vardir.

Simdi sabit olmayan ortalama egrilikli ve gradH null olmayan timelike

yuzeyleri incelemek iizere C; durumunu goz oniine alalim. (3.2.11) denklemindeki

T, umbilik noktasi olmayan yani H” > K olan herhangi timelike yiizey i¢in tam

anlamiyla hesaplanabilir. Ancak ortalama egriligi koruyan @ non-trivial izometriyi
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elde etmek i¢in 7' nin (3.2.8) denklemini saglamasi gerekir. Bu durumda (3.2.11)

denklemi (3.2.8) de yerine yazilirsa C,; deki timelike Bonnet yiizeyler i¢in bir kriter

asagidaki teoremde verilebilir.

Teorem 3.2.2. R} de H* > K olmak iizere sabit olmayan ortalama egrilikli timelike

yiizeylerin Bonnet ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

d(l_Qj:(l_Qjal+a2 (3.2.12)
P P

olmasidir, 8yle ki burada P#0 ve Q=1 dir ve (TP+Q0-1)a' ra® =0 dir.



BOLUM 4. TIMELIKE TANJANT ACILABILIR YUZEYLER

Calismanin bu bdliimiinde dayanak egrisi timelike ve dogrultmani timelike olan
timelike tanjant acilabilir yiizeyler incelenecektir. Benzer calisma diger timelike
tanjant acilabilir yiizeyler i¢inde yapilabilir. Bu calismada hi¢ bir timelike tanjant

acilabilir yiizeyin C, ve C, ye ait olmadigi bununla birlikte bazilarinin C; e ait

oldugu gosterilecektir. Ayrica (3.2.12) de elde edilen kosulu saglayan timelike tanjant
acilabilir yiizeylerin Bonnet yiizey oldugunu g6z Oniline alinarak tanjant agilabilir
yiizeyinin dayanak egrisinin egrilik ve burulmasinin sabit olmama ve sabit olma

durumlar1 ayr1 ayr1 incelenecektir.

4.1. Dayanak Egrisinin Egrilik ve Burulmasi Sabit Olmayan Timelike Tanjant

Acilabilir Yiizeyler
R} de M yiizeyi

X:IxR > R*

- (4.1.1)
(s,t) - X(s,t) = ﬁ(s)+tel(s)

parametrik denklemi ile verilen timelike tanjant agilabilir yiizey olsun. Oyle ki burada
n(s) , s yay uzunlugu ile parametrelendirilmis timelike bir egri ve eT(s) =17i(s)

timelike birim vektor alami olsun. Burada ¢>0 durumunu inceleyelim. (Benzer

calisma 7 <0 hali i¢in yapilabilir 6yle ki bu durum tanjant agilabilir yiizeyin ikinci

yapragini verir). g(s) , n(s) egrisinin asli normal vektor alan1 ve spacelike olsun. O

zaman &, (S)=K(S)g(s) dir. Burada x(s)20, 7(s) dayanak egrisinin egriligidir.

(4.1.1) denkleminden
X, (S,t) = eT(s) + tK(S)g(S), X, (s,t) = eT(s)

oldugu goriiliir. Yiizeyin birinci temel formu
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[=(=1+£*k"(s))ds’ — 2dsdt — dt’
dir.
dX (s,t)= X, ds+X,dt

oldugundan

dX(S,t) = (eT(s) + tl((s)g(s)) ds + eT(s)dt
dir. Gerekli diizenlemeler sonucu

dX (s,t) = (ds+dt)e, (s)+(tx(s)ds)e, (s)
yazilir. Ayni1 zamanda

dX (s,t)= wlgl(s) + wzg(s)

seklinde yazilip, bu son iki ifadenin esitliginden

w =ds+dt, w =ik(s)ds 4.1.2)

dir. Ayrica w) =<de7(s),%(s)> =<K(s)g(s)ds ,ej(s)> oldugundan w} = x(s)ds dir.

2
Bununla birlikte w” =¢x(s)ds oldugundan «(s)ds ZWT olup w} = %wz olarak elde

edilir. g (s) = eT(s) A ej (S) olmak iizere g (S) , n(s) egrisinin binormal vektor alani

ve spacelike vektdrdiir. 7(s), 7(s) egrisinin burulmasi olmak iizere

deT(s) = K(S)g(s)ds,
dg(s) = K(s)gl(s)—r(s)g(s)ds

Frenet-Serret formiilleri yardimiyla

w, = <da(s),g(s)> = <K(S);2(S)ds,a(s)> =0=0w'
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ve

w; = <dg(s), e, (s)> = <K(s)e1 (s)-7(s)e (s)ds, g(s)> =—7(s)ds

2 2
elde edilir. Ayrica w’ =tr<(s)ds oldugundan ds = ld olup w; =—T(s) id
tk(s) tx(s)

bulunur. Bu gosterir ki {gl,?z} asli ¢atiya karsilik gelen {wl,wz} dual catidir ve

7(s)

tx(s)

bunlara karsilik gelen egrilikler a=0>c=- , t>0 oldugunda T(S) >0 kabul
edilir.

Asli egriliklerin, dayanak egrisinin egrilik ve burulmasi cinsinden esiklikleri goz

Oniine almarak A ve J hesaplanirsa

H:l(ﬂj ve J:l(LS)] (4.1.3)
2\ tx(s) 2\ tx(s)

bulunur. Diger taraftan (3.1.13) denkleminden

d( —7(s) ]_l 7(s) (i) )

2k (s) ) 2 tx(s)

yazilabilir. Bu son esitlikte (4.1.2) yerine yazilirsa

_T(S) = T(S) u\as+ +VIIK|S \ L.
d(m(s)]_m(s)( (ds+dt)+v(trc(s))ds) (4.1.4)

elde edilir. Ayrica (4.1.3) denkleminden

T (M)

tk(s)

““J)E%—d[:’{(é))l- (s)|

bulunur. Burada
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F(s)= [m T(S)J (4.1.5)

—d( T(S) }: ;((SS)) I:u(ds+dt)+v(t1((s)ds)]

L—T'(S)f’f(s)”(S)”"(S)]ds+[T(S)K(s)jdz - (%(‘?)u +vr(s)st +{ 7(s) ujdt

elde edilir. Bu son esitlikten (T(S)K(S)]: T(S) u dir. Dolayistyla u =% bulunur.

tx(s)

Ayrica

—r'(s)t/((s)+r(s)t/('(s) r(s)

= M+VT(S)

£’x*(s) ti(s)

esitliginde, sirasiyla, asagidaki sadelesmeler yapilarak

_d [%] =%G+vm(s)j,

bulunur. Boylece (4.1.5) den



bulunur. Buradan

oldugu goriiliir. Sonug olarak

Ve

bulunur. Sonug olarak

23

(4.1.6)
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4.1.7)

elde edilmis olur. (4.1.7) deki esitliklerin, sirastyla, dis diferansiyeli alinirsa
: 2 1
da = d(F(s)+7j/\ds+d(;)/\dt,

_ [F(s)' ds+[;—22jdt} /\ds+(;—21dt) Adt,

= (;—sz dt A ds,

Z%dS/\dt(i 0)

Ve

tx(s) t'x(s) i(s) t'x(s)
| F (s)tx(s)ds—F(s)k(s)dt—F(s)tc'(s)ds 2tx(s)dt+1’x'(s)ds
=| kK'(s)ds + tsz(S) - . (S) J/\ds
N F’(s)tlc(s)ds—F(s)K(s)dt—F(s)tlc'(s)ds B 21K(s)dt+lzlc'(s)dsJAdt
£ k2 (s) ) ’
= /c’(s)ds+igi;ds—tfl(zs))dt—Ft(jKjK;()S)ds— 2 dt - K (s) dsJ/\ds

£’k (s) £’k (s)

) . F(s)  F(s)x'(s) 2 «'(s)
w(0) ) e () TR _T(s)dsJAdt’

=- f(s) dt nds —— 2 dl/\dS-i-mdS/\dl—MdS/\dt—fzﬁdS/\dt,
'Kk (s) £’k (s) tx(s) 1k () r’x*(s)

(PG, 2 F() FORG) #() ),
( %) () () j" .

2 (s)

elde edilir. Ayrica (an(S))' K((S)) oldugundan K'(S)I(IHK(S))'K(S) olup bu
K(s

denklem son esitlikte yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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+ + - -
2i(s) Pr(s) x(s) i (s) 2 (s)

Jof - j(s) 2 F'(s) F(s)(lnlc(s))’ (In K’(S))' ]dS/\dl,

| F(s)+2+22F (5)~F (5)e (ink(s)) ~(m(s)) ¢ |
t3K‘(S) |

| Presr) 2R ) et e |,
Z3K(S)

olur. Boylece

dal=%dS/\dt,
2 2 ! ! 4.1.8
- :[t F'(s)+1F (s)+ 21 g(z)gm(s)) ~(inx(s)) t}lsw (4.18)
K\S

elde edilir. (4.1.7) de verilen esitliklerden

al/\az=[(F(s)+%jds+%dtJ/\£[K(s)+F(S)Jr : l(s)]ds+F(S)+ . l(s))dt},

tc(s) 'k t(s) 'k

- F(s)+%j(%é))+t2; s)jdmdt+(%j(z<(s)+:(((i))+ﬁ1(s)]dmds,

FZ(S)+ Fs) +2F s 3 2( )de/\dt+(K(S)+ F(s) + l( )Jdl/\dS,
s s

(
(5)
tx(s) t'x(s) ’x(s) Px t Pi(s) i
(5)
()

F'(s) , F(s) L2
tk(s) tZK'(S) s

F(s)  2F(
t(s) t'x(s) ¢ i(s)

Lo £F?(s)+2tF (s)+1-1'k ()
r'x(s)

dsndt (#0) (4.1.9)

elde edilir. (3.2.9) denklemindeki ilk esitlikte (4.1.8) ve (4.1.9) esitlikleri yerine

yazilirsa
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2 2 2.2
zdS/\dt=P t°F (s)+2tF(s)+1—t K (s) ds nds
1 i (s)
elde edilir. Buradan
2tx(s)

P =
F(5)+ 20F (5)+1- 2 (s)

oldugu goriliir. Benzer sekilde (3.2.9) deki ikinci esitlikte (4.1.8) ve (4.1.9) yerine

yazilirsa

’

t¥%9+m@ﬁzz7&ﬂmdﬂ)(md@fijmQF¥%9+%ﬂﬂ+lﬁﬁﬁqum

r'x(s) ri(s)

elde edilir. Buradan

!

F'(s)e +F(s)t+2—£F (s)(Inx(s)) —(lnx(s)) 1
£’ F? (s)+2tF(s)+1—t2K2 (s)

0=

oldugu goriiliir. Boylece

P 2tx(s)
PR (S)+2tF(S)+1—t2K2 (S) ’

, , (4.1.10)
_ F'(s)¢ +F(s)t+2—t2F(s)(an(s)) —(an(s)) t

1’ F? (s)+2tF(s)+1—t2K2 (s)

elde edilmis olur.

Simdi Boliim 3 de elde etmis oldugumuz bir yiizeyin Bonnet yiizeyi olma kosulu

olarak C, de verilen kriteri tekrar inceleyelim. (3.2.11) denkleminde (4.1.10) esitlikleri

yerine yazilirsa
F'(s) +F(s)t+2-2F (s)(In(s)) —(Inx(s)) ¢

1-
22 (5)+ 2F (s)+1- 57 (s)

r=122_

P 2tk (s)
1*F*? (s) + 2tF(s) +1-£x7 (s)
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_ —1'7'(s)t2 +t2F(s)(1nK(s))’ +1°F? (S)—f2K2 (S)+(1n’((s)), H'F(S)t_l (4111)
2tk (s)

T

elde edilir. (4.1.5) denkleminde gerekli diizenlemeler yaparak

! !

F(s)=(1nr(s)) —(an(s)) (4.1.12)
bulunur. Buradan

! !

(an(s)) :(lnr(s)) —F(s)

oldugu goriiliir. Bu esitlik (4.1.11) denkleminde yerine yazilirsa

P (s)? +z2F(s)((1nT(s))' —F(s))+t2F2 (s)-£x° (s)+((1m(s))’ —F(s)jt+F(s)t—l

2tk ()

T =

olur ki gerekli sadelestirmeler sonucu

!

zz (—F'(s)w(s)(lm(s))'_KZ(S)jH(mT(S)) 1

2tx(s)

T =

(4.1.13)

bulunur. Bu son denklemin diferansiyelinden

zK(s){(_F'(mF(s)(lm(s))’ i (s))mz(_F'(s)+F(s)(1m(s))’ i (s)), ds]

dT =

4 (s)
2K'(s) (t(—F'(s) + F(s)(ln T(S))' -K° (S)Dds 2((ln r(s))” K (s)- (ln r(s))/ K’(S)j ds
- 4K (s) ! 4K (s)
N 2xdt + 2tds
47K (s)

elde edilir. Gerekli sadelesmeler sonucu
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_ : ' P K(s) ,
df—[zm(s)(—m Fls)(ins(s) Kﬂ(s>j O R e )|

x(s)
" K’(s) , 1K) (4.1.14)
+2n<t(s)(1nr(s)) 'zmt( T MO o )J
+[2ntc(s)(_F'( J+F(s )(IM 2t (s J

bulunur. (3.2.8) de verilen esitligin sag tarafi hesaplanmak iizere (4.1.7) ve (4.1.13)

denklemleri g6z Oniine alinirsa

o ﬁ(-p(s)w(s)(m(s))'—Kz(s)j+t(1m(s))'—1 [(F(S)Jr%)dﬁ%dt}

T =
@ 20 (s)

F(s) 1 F(s) 1
+H’((‘“)+ (o) +t2K(S)JdS+(tK(S) : tZK(s))dtJ

elde edilir ve gerekli sadelesmeler sonucu

. ﬁF(s)(-F'(s)+F(s)(1m(s))’_Kz(s)jﬂ(ap(s)(m(s))’_zF'(s)j+F(s)+z(m(s))’ .
21 (s) (4.1.15)

{f (-7 (5)+F(s)(mne(s) KZ(S)J”((IM(S))’+2F(S)j+l}dt
x(s)

2t°K

yazilir. dT =Ta' + a” oldugundan (4.1.14) ile (4.1.15) karsilastirilirsa

(lnr(s))’ +2F(s)=0

bulunur. Bdylece

(Inz(s)) =-2F(s) (4.1.16)

oldugu goriiliir. Bu esitlik (4.1.12) de yerine yazilirsa

(Inx(s)) =-3F(s) (4.1.17)
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elde edilir. Ayrica (4.1.16) denklemi (4.1.12) de yerine yazilirsa

(1n¢(s)) =-2( (e (s)) ~ (1 (s)) |

bulunur. Buradan

!

3(Inz(s)) ~2(Inx(s)) =0
olup bu son denklemin integralinden
Inz*(s)A-Ink’(s)=0
elde edilir yle ki burada 4 sayisi Az >0 olacak sekilde sabittir.
In 47° (s) =Inx*(s)
dir. Buradan
47 (s) = (5) (4.1.18)

bulunur. (4.1.16) ve (4.1.17) degerleri, (4.1.14) de yerlerine yazilirsa

(' (5) =287 () =K (s)) ~1* (BF (s)) (F"(5) ~2F" (5) =< (s))

i ds
2K (s)
L [C2F ()~ 1(3F (s )(-2F (5) + (3F (s))
2K (s)
# () F ) me(6)) X ()]
N dt
26°k ()

bulunur ve gerekli sadelestirmeler sonucu

g ((—F’(s)—2F2 ()= (5)) +3F (s)(=F (5) 27 (5) & (s)))—t(2F’(s)+6F2 ())-3F(s)
dr = 20x(5) & (4.1.19)

g (F(s)(lnr(s))’ -KZ(S)-F'(s)jH

d
27K (s) ’

+
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oldugu goriiliir. (4.1.15) ile (4.1.19) karsilastirnldiginda
(-F(5)-27 (5) - () +3F (5)(-F(5)-27 (5) = (5)) = Fis) =F(5)+ F(5)(in2(5)) =& (5)|
bulunur. Burada (4.1.16) yerine yazilirsa
(<F'(s)=2F2(s)= &% (5)) +3F (5)(=F"(5) = 2F" ()= &7 (5)) = F(5) (=F'(s)=2F* (s) =& (5))
olur. Yani

(F'(5)=2F" (s)=#°(s)) = 2F($)(~F'(5)=2F" (s) &> (s))

z'(s)

7(s)

oldugu goriiliir. (4.1.16) den elde edilen =-2F(s) esitligi son denklemde yazilir

ve dizenlenirse

(—F'(s)—ZF2 (s) K’ (s))' r(s) —(—F’(s)—ZF2 (s)—/(2 (s))z"(s) 0
7 (5)

dir. Kolayca goriiliir ki

dir ve

yazilabilir 6yle ki burada B sabit sayidir. Bu son denklemden
—F'(s)=2F*(s)=«"(s)+Bz(s) (4.1.20)

elde edilir. (4.1.16) dan elde edilen 7 (s)= ‘71 T ((S))
T(s

esitliginden
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F/(S):_T”(S)T(S)_(T’(S))z ve F2 =

27°(s) 47°(s)

bulunur ki bu esitlikler yardimiyla (4.1.20) denklemi

A(OL0 GO ) SR

27%(s) 47%(s)

olarak diizenlenir ve gerekli sadelestirmeler sonucu

"(s)7(s)=2(7'(s)) =272 (s)(« (s) + Bz (s))

bulunur. Son denklemde (4.1.18) de verilen esitlik yerine yazildiginda

T"(S)T(S)—2(T'(S))2 =27’ (S)(AT3 (S)+BZ'(S))
yani

"(s)7(s)=2(¢'(s)) =24¢° (5)+ 2B (s) (4.1.21)
o e o 2 .
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi ? ile ¢arpilirsa
7(s

4

—%(z"(s)) =4Ar*(s)+4B7’ (s) (4.1.22)

27"(s)

elde edilir. Burada §=r'(s)=0'(r) diyelim. O halde asagidaki islemler sirasiyla
s

yapildiginda

"(s)=0o'(7)7'(s),
"(s)=0o'(r)o(7),
27"(s) =20"(r)o (1),
27" = (o)

esitliginin var oldugu goriiliir. Boylece (4.1.22) denklemi



32
() —iaz =447"(s5)+4B7* (s)
o(s)

olarak diizenlenir. Tekrar o* = # alinarak

’ 4 4 2
'B_TS)’BZLI.AT (S)+4BT (S)

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Burada integral ¢carpani

4dr

A= e_I; =7
olmak tizere bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii

,8=TL(J.T4 (4Ar4 +4BT2)dT+C), C =sabit

-
L =447 —4Br’ +Cr*
bulunur. Ayrica ¢* =  oldugundan
o’ = (z")2 =447 +Cr* —4Br°
oldugu goriiliir. Burada (T')2 >0 ve Ar’ (S) =K (S) >0 oldugundan

4r° +£T—4£20
A A

dir. Eger A=C" —4(4A)(—4B) >0 yani C*>—644B ise <71 <r, veya 1,<r1, <7
, C B o , e
ve 7#0 dir. Burada r ve r, 4r +ZT_4Z:O ikinci dereceden {ii¢ terimlinin

kokleridir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 4.1.1. X(s,7) timelike tanjant agilabilir ylizeyin Bonnet ylizey olmasi igin

gerek ve yeter sartlar

i) A7’ (s)= K’ (s), Ar(s)>0, A=sabit
ii) r"(s)r(s)—Z(r'(s))2 =247 (s)+2Br3 (s) B =sabit veya
C B (4.1.23)
(r')2 = A7’ (42’2 +—r—4—j
A A

iii) C>>-64AB, C =sabit

dir.

4.2. Dayanak Egrisinin Egrilik ve Burulmasi Sabit Olan Timelike Tanjant
Acilabilir Yiizeyler

X(s,t)=7(s)+ te,(s), t>0 timelike tanjant agilabilir yiizeyinin 1(s), dayanak
egrisinin egrilik ve burulmasi sabit olsun. Bu durumda X (S,t) yiizeyi n(s) timelike

dairesel helisin timelike agilabilir tanjant yiizeyidir. Biitlin 7-sabit egrileri timelike

helistir ve X (s,t) timelike diiz (flat) helikoidal yiizeydir. Bu boliimde

wh,w?, wlz,wf, w;, a ve c ler Bolim 4.1. deki gibi ifade edilir. O halde (4.1.5)

denkleminden

| [r(s) ]
z(s) K(s)
F(s)=|In =
o) =5
K(s)
oldugu bilindigi lizere burada 7 ve x sabit oldugundan F (S)=O bulunur. Ayrica

(4.1.12) ile verilen

ﬂ (—F'(S)w(s)(lm(s))' i (S)jﬂ(lm(s))' 1

T =cothep = 25 (5)




34

denkleminde z(s) sabit oldugundan (lnr(s))' =0 ve F(s)=0 oldugundan F'(s)=0

dir. Dolayisiyla

—2k* -1
T=cothp=""2""" | pe(0,m
4 2tx 4 ( )

bulunur. Bu son denklem yardimiyla

N e AN
2tk sinh’ ¢

esitligi verilebilir. Asagidaki diizenlemeler sonucu

4k’ —(t41<4 +26°K7 + 1) 1
4K’ ~ sinh’g’
'’ +207 -1 1
4’ k? sinh® ¢’
2.2
sinh® ¢ = 4t—K2,
2.2
(t K —1)
. 2t
sinhp=——— , e (0,00
v=s5— » ¢<(02)
bulunur. Ayrica
2.2
cosh® ¢ — ALY >=1
2.2
'K —1)
yazilabileceginden
2.2
cosh® p =1+ B

et =202 +1°
Pt =20k + 1+ 487K
et =200k +1

cosh’ ¢ =



et + 20K +1

cosh’ p = ,
¢ 't =2k +1
2 2 2
cosh’ ¢ = —(t " +1)
(Z2K2 —1)2
£’ +1

COSh¢:_ZJTl , @E(0,00)

oldugu kolayca goriiliir. Boyle bir yiizeyin birinci temel formu
1=(=1+£x(s))ds” - 2dsdt - dt*
olarak elde edilir. Yiizey tizerindeki yansima ihtimali de gz 6niine alinarak
dX (s,t)= X ds+X,dt
dX (5,1) =g (5)+txc(s)e(s) ) ds +e () dt
dX (s,t)= (ds+db)e, (s)+(tx(s)ds)e, (s)

elde edilir. Bu denklem ayni1 zamanda

dX (s,t)= w'e (s)+we,(s)
seklinde yazilip, bu iki ifadenin esitliginden
w =ds+dt, w = t/c(s)ds
bulunur. w' ve w* degerleri (3.2.3) denkleminde yazilirsa

w == (cosh ow' +sinh pw’ ),

'’ +1 2tx
= i((—m](ds +dt)+(mj(t’(ds)},

£+l 2%k P’ +1
==|| - + ds+| ——|dt |,
(( £t -1 'k’ -1 -1
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Ve

W=+ (sinh ow' + cosh pw’ ) ,

2t '’ +1
=t|| 5—— [(ds+dt)+| ———— |(txds) |,
2 ) o)
2t £k’ +1 2t
=4 - ik |ds+| ——|dt |,
'k’ -1 'k’ -1 ] Etzlfz—lj J
K~k —tk 2tk
=t|| ———— |ds+| 5—— |dt |,
'’ -1 j (tzlcz—l] }
tk—t'K’ 2K
=+ ds + dt |,
tsz_lj (tzlcz—l) }
'’ -1 2tk
=t| —tk| —— |ds+| —— |dt |,
[z‘zlcz—l] * (Zsz—lj ]
=+ —ths+22#dtj
'k -1
bulunur. sinh ¢ = ———— denkleminin diferansiyeli alindiginda
I'Kk” —

(22‘](')' (2‘21(2 —1) —(2t1()(t2/c2 —1)'
(tzlcz —1)2
2(w'tds + wedt) (£ ” —1) = (2tx) (2 s’ ds + e dlt
(tzicz —1)2

coshpdp =

2

coshpdo =

b

(21‘21(3 -2k —4t°K° )

=

coshpdo =
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2,2 2K =267k
i (p:( K ’z)dt,
e -1 (tsz_l)

2.2
—?Kerldgo:—ZK(lLK)zdt,
k-1 (tsz_l)

2
9=

bulunur. w{ = xds ve do degerler W = i(—d(p+ wf) esitliginde yerine yazilirsa

bulunur. M timelike yiizey ve M den M yiizeyine asli egrilikleri koruyan izometri

tanimli oldugundan @ =a, ¢ =c¢ olup

=3 —1 =3 _ =2
W, =aw ve W, =Ccw

yazilabilir. a =a=0,c =c=— 7(s) oldugundan
tk(s)
w, =0w'
ve
=3 _ 7(s)
2 t(s)
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bulunur. Béylece sonug olarak

I= (—1+t2/(2 (s))a’s2 —2dsdt —dt*,

[d +t K +1dl‘J i(—l‘l('dS'f'#Kldtj, (421)

i’ 'k

w; =i%w2, w =0w', w; :i(rds— 222 dtj
elde edilir. Ayrica @ (X (s,t)) timelike ytlizeyin goriintiisii (flat) diizdir. Fakat silindir
ve koniler i¢in da'=0< P=0 oldugundan ®(X (s,¢)) bir silindir veya bir koni

olamaz. Bu nedenle Y (§,t) 77( )+tel( ), f >0 ifadesi timelike agilabilir tanjant

yiizeylerini verir. Burada

W =—(~dp+w)=dp-w

dir. &ds = %"ldt —kds, &= oldugundan
'K —

d§+ds:%dt,
t°k” -1

- 2( 1 1+tx
§+s=—|——In ,
K\ 2 -tk

S+s= —garctanh(lct),
K

2
§ = —s— Zarctanh
S S Karcan (K't)

dir. Burada §, ﬁ(§ ) timelike egrisinin yay parametresidir ve 77(5) = 5{(5) timelike

birim teget vektoriidiir. Y (5,7) timelike yiizeyi igin
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elde edilir. Diger taraftan

olup buradan

yazilir. W = IZ(§ ) ds ifadesinde W' =7 IZ(E ) ds, IZ‘(S) ds = degeri yerine yazilirsa

W =k(5)ds =

bulunur. Y(5,7) timelike yiizey ve X (s,¢) den Y(5,7) ye asli egrilikleri koruyan

izometri tanimli oldugundan

yazilabilir. O halde

Ve

elde edilir. Boylece sonug olarak
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[=(-1+7% (5))ds> - 2dsdf — df
=7k(5)ds, (4.2.2)

elde edilir. (4.2.1) de verilen formlar ile (4.2.2) de verilen formlar karsilastirildiginda
w igin + ve W’ igin — isaretinin alinmasi gerektigi goriiliir. Yani, bir Lorentzian

yansima gereklidir ve f =¢, K=K, 7T =17,5 =—S —Earctanh(zct) dir. Boylece, eslenik
K

timelike yiizey esas ylizeyin kendisi olur ve ortalama egriligi koruyan non-trivial

izometri

QX (s5,6) > X(s,1)

(S,t)—)q)(s,t):(—S—%arctanh(lct),t]

veya

— 2 — 2
D (77 (s)+te (s)) = 77(—5 —;arctanh(/ct)) +te (—s —;arctanh(xt)j

olarak verilir. Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 4.2.1. Ortalama egriligi koruyan @ : X (S,t) ->X (S,t) dontistimii bir izometri

oldugu direkt olarak gosterilebilir. Bu doniisiime karsilik gelen ikinci temel formlar

esit degildir ve bu nedenle @ trivial degildir.

Sonug 4.2.2. §=-s —zarctanh (xt),f =—t <0 doniigiimii ortalama egriligi koruyan
K

X in diger parcasi ilizerinde non-trivial izometridir fakat geometrik olarak farkli

degildir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismadaki orijinal kisim Bolim 4 de verilmis olup iki alt bdliim halinde
diizenlenmistir. Bolim 3 de elde edilen timelike yiizeylerin Bonnet yiizey olma
kriteri g6z oniine alinmis ve timelike tanjant agilabilir yilizeylerin Bonnet yiizey olma
kosullar1 aragtirilmistir. Boliim 4 {in ilk alt boliimii olan 4.1°de timelike tanjant
acilabilir yiizeylerin dayanak egrilerinin egrilik ve burulmalarinin sabit olmadig
durum go6z Oniine alinarak timelike tanjant acilabilir ylizeyin Bonnet yiizey olmasi
icin gerek ve yeter sart elde edilmistir. Alt Boliim 4.2 de ise timelike tanjant agilabilir
yiizeyin 6zel olarak diiz helikodial olmasi yani dayanak egrisinin egrilik ve
burulmasinin sabit olmasi durumu arastirilmistir. Bu durumda diiz helikodial yiizeyin

sahip oldugu ortalama egriligi koruyan non-trivial izometri elde edilmistir.

Bu calismada elde edilen teorem ve sonuglar tanjant acilabilir null scrollar i¢in de

arastirilabilir.
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