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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer Kodlar, Non-Hamming Metrik, Tam Agirlik Sayaci, Split
p Agirlik Sayaci.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim diger boliimlere hazirlik amacl
olup bazi temel kavram ve teoremler, lineer kodlarin yapisi, Hamming metrigi ve
MacWilliams o6zdesligi hakkinda bilgi verilmistir. Bu bolimin sonunda non-
Hammnig metriginde minimum uzaklik, minimum agirlik ve lineer kodlarin duali
incelenmistir..

Ikinci bolimde R, = F, +UF, +VF, +uvF, halkasimin yapisi, R, Gizerinde lineer kodlar
ve halkanin karakter yapis1 verilmistir.

Uclincti bolimde non-Hammnig metrigine gore M

yapisi ve tam agirlik sayact verildi. Bolimiin sonunda da tam agirlik sayaci
kullanilarak MacWilliams 6zdesligi M, (R,) Uzerindeki lineer kodlar i¢in saglandigi

goruldi ve érneklendirildi.

s (Ry) tizerinde lineer kodlarin

nxs

Dordinct bolumde non-Hamming metrigine goére M (F,) Gzerindeki lineer kodlar

igin split p agirlik sayaci tanimlanmis ve MacWilliams 06zdesligi ispatlanmis ve
orneklendirilmistir.

nxs

Vii



MACWILLIAMS IDENTITIES FOR ROSENBLOOM
TSFASMAN(RT) WEIGHT ENUMERATORS

SUMMARY

Keywords: Linear Codes, Non-Hammning Metric, Complete Weight Enumerator,
Split p Weight Enumerator.

This thesis consist of four chapter. The first chapter is a preparation for the
followings. Some basic definitions and theorems, structure of linear codes, Hamming
metric and MacWilliams identity are given. End of the this chapter, minimum
distance, minimum weight and dual of linear codes with respect to non-Hamming
metric are investigated.

In the second chapter, the structure of R, = F, +uF, +VF, +uvF,, linear codes over
R, and the ring’s character are given.

In the third chapter, the structure of linear codes over M (R,) with respect to non-

Hamming metric and complete weight enumerator are investigated. Finally,
MacWilliams identity for complete weight enumerator of linear codes over
M . (R,) with respect to non-Hamming metric is provided and examples are given.

In the fourth chapter, split p weight enumerator for linear codes over M
defined and MacWilliams identity is proved and examples are given.

(F,)is

nxs
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BOLUM 1. GIRiS

1.1. Cebirsel Yapilar ve Ozellikleri

Bu kisimda temel kodlar1 insa ederken kullanacagimiz cebirsel yapilar ve 6zellikler

islenmektedir.

Tanim 1.1.1: G bog olmayan bir kiime ve * , G de bir ikili islem olsun. (G, *)
cebirsel yapisi asagidaki dort aksiyomu sagliyorsa G grup olarak adlandirtlir [1].
G1: Kapalilik: va,beGicinc=a * b € G dur.

G2: Birlesme: Va,b,ceGigina * (b * c) = (a *b) * c dir.

G3: Birim eleman: Va €G igin, a * e = e * a = a olacak sekilde 3e € G vardur.

G4: Terseleman: Va €Gigin a * a™* =a™ * a =e olacak sekilde 3a™ € G vardur.

Ayrica Va,beG igin a*b=Db=*a degisme ozelligi de saglaniyorsa gruba degismeli

(abel) grup denir.

Tanim 1.1.2: G sonlu bir kime ise (G, *) grubuna bir sonlu grup ve eleman sayisina

da grubun mertebesi denir. Grubun mertebesi |G|ile gosterilir [1].

Tanim 1.1.3: G bir grup ve H, G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger H, G grubundaki isleme gore kendi basina bir grup ise H ye, G nin bir alt grubu

denir ve H < G ile gosterilir [1].

Tanim 1.1.4: (G,0) ve (H,*) iki grup ve f: G — H bir fonksiyon olsun. Ya,beG i¢in
f(a o b)="f(a)* f(b) ise f fonksiyonuna G grubundan H grubuna bir
homomorfizma denir. Ayni zamanda f birebir ve 6rten bir homomorfizma ise f

izomorfizma olarak adlandirilir [1].



Eger G ve H gruplari arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar

denir ve G = H ile gosterilir.

Tamim 1.1.5: R # & kiimesi lizerinde taniml iki ikili islem toplama (+) ve
carpma (.) olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina halka
denir [1].
H1: (R,+) bir degismeli bir gruptur.
H2: Carpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.
H3: Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri
vardir. Yani,

abce Ricina.(b+c)=a.b+a.cve(at+b).c=a.c+b.c
dir.
Halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir elemanti denir ve Og
ile gosterilir. Eger carpma islemine gore de etkisiz eleman varsa boyle bir halkaya
birimli halka denir ve bu etkisiz elemana da halkanin birim elemani denir ve 1y ile

gosterilir.

Tanim 1.1.6: R bir halka ve @# | c R olsun. Asagidaki iki aksiyom saglaniyorsa | ya
R nin ideali denir [1].
I11: Va,belicina-bel ve

I 2: Vsel ve VreR iginsr € | ve rse | dir.

Tanim 1.1.7: R ve Siki halka ve f :R — S bir fonksiyon olsun. Eger Va,b eR igin;

1) f(a+b)=f(a)+ f(b)
2)f (ab) = f (a) f (b)

ise f ye R den S ye bir halka homomorfizmasi denir [1] .

Tanim 1.1.8: f : R — S bir homomorfizma ise f nin ¢ekirdegi
Cek f ={aeR:f(a)=0}=f"(0)

ile tanimlanir [1].



Homomorfizma Teoremi 1.1.1: f : R — S bir halka homomorfizmasi ise
1) Cek f =1, R nin bir idealidir.
2) Vr e R icin ¢(r)=r+1 ile tamml ¢: R — R/ | fonksiyonu bir drten
homomorfizmasidir. ¢ ye dogal homomorfizma denir.

3)R/1 = f(R) dir [1].

Tanim 1.1.9: R birimli ve degismeli bir halka ve R — {OR} =R’ ikinci islem ¢arpmaya

gore bir grup ise R ye bir cisim denir. Bir cisimde sifirdan farkli her elemanin tersi

vardir [1].

Tanim 1.1.10: R bir halka, x bir bilinmeyen ve a,,a,,...,a, € R olmak tizere,

3, +aX+...+ax"
seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim
polinomlar kiimesi R[x] ile gosterilir [1] .

Eger a, #0 ise a, e polinomun baskatsayis1 ve n yede polinomun derecesi denir.

1.2. Lineer Kodlar

Bu boliimde ¢ok onemli bir sinif teskil eden lineer kodlar ve lineer kodlarla ilgili

temel kavramlar verilmektedir.

Tanim 1.2.1: F cismi {lizerinde tanimh elemanlar1 vektorler olan V kiimesi asagidaki
aksiyomlar1 sagliyorsa V kiimesine vektor uzayi denir [2].

V1: V kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

V2: Yae F veUueViginaueV dir.

V3: Va,be FveVvuyveVicina(u+v)=au+av ve (a+b)v=av+byvdir.

V4: Va,be F ve YUueV igin (ab)u = a (bu)

V5: YueVigin 1u=u dir.



Tanim 1.2.2: V bir vektor uzayi olsun ve W= J da V nin bir alt kiimesi olsun. Eger

W vektor uzaymin biitiin aksiyomlarini sagliyorsa W ya V nin bir alt uzay1 denir [2].

Teorem 1.2.1: V bir vektor uzay1 ve J#W cV alt kiimesi olsun. W asagidaki
aksiyomlar1 sagliyorsa V vektor uzayinin bir alt uzayidir [2].

1) VXYEW igin x + yeW dur.

2) Va€eF ve YXeW icin axeW dir.

Tanim 1.2.3: &, ler skalerler ( yani cisim elemanlari) olmak iizere, r tane v,,Vv,,...,V,
vektorlerinin lineer birlesimi

V=aV, +a,V, +...+4a,V,
seklindedir. Eger A={v,,V,,..,v,}ise A kiimesinin biitiin lineer birlesimlerinin

kiimesi Sp(A) olarak gosterilir. Ayrica Sp(A),V vektor uzayinin bir alt uzayidir [2].

Tamim 1.2.4: A={v,,V,,...,v, } olsun. Sp(A) , A kiimesinin biitiin lineer

birlesimlerinin kiimesi olmak Uzere, Sp(A) uzayina A kiimesinin gerdigi (lirettigi)

alt uzay denir. E kiimesine de, Sp(A) alt uzayinin bir iireteci denir [2].

Tanim 1.2.5: V vektor uzaymnda v,,V,,...,V, vektorleri verilsin. Eger
av,+aVv, +..+ayv, =0
olacak bi¢cimde en az biri sifirdan farkli olan a,,a,,...,a, sayilar1 varsa {vl,vz,...,vr}

vektorlerinin kiimesi lineer bagimlidir denir. Lineer bagimli olmayan kiimeye lineer
bagimsiz kiime denir [2]. Yani
av,+aVv,+..+av,=0=a=a,=..=a

r

Tamm 1.2.6: V bir vektor uzay1 ve A={v,,v,,...,V, } olsun. Eger A kiimesi asagidaki

iki kosulu sagliyorsa A ya V nin bir taban1 veya bazi denir [2].
1) A lincer bagimsiz bir kiimedir.

2) A, Vyigeren bir kiimedir.



Tanim 1.2.7: V vektoér uzaymin herhangi bir tabanindaki vektorlerin sayisina V nin

boyutu denir ve boyV ile gosterilir [2].

Tanim 1.2.8: V bir vektor uzay1 olsun. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu vektor
uzayina i¢ ¢arpim uzay1 denir [2]. ¢ bir skaler ve u,v,w €V olmak Uzere;

1) (u,u}>0;{(u,uy=0<u=0,
< > <V u>d1r

3) (u+v,w)=(u,w)+(v,w) ve (u,v+w)=(u,v)+(u,w) dir.
{

4) (cu,v)=c(u,v)ve (u,cv)=c(u,v)dur.

Tanim 1.2.9: V i¢ ¢arpim uzayinda <u,v>:0ise u vektord, v vektorune diktir (veya

ortogonaldir) denir [2].

Tanim 1.2.10: R bir halka olsun. M kiimesi asagida verilen dort aksiyomu sagliyorsa

M kiimesine R halkasi tizerinde sol modiil denir [3].

M1. M kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

M2: YmeM ve vr, s € R icin (r + s)m = rm+ sm dr.

M3: vmeM ve vr, s € Ricin (rs)m =r (sm) dr.

M4: vm, neM ve vr € R icin r (m+n) = rm+ rn dur.

Eger R halkas1 birimli bir halka ise asagidaki ek aksiyom da saglanir.

M5. YmeM icin Im = m dir.

Tanim da verilen “sol” ifadesi halkanin elemanlarinin sol taraftan ¢arpildigini

gosterir. Eger halkanin elemanlar1 “sag” taraftan ¢arpiliyorsa sag modiil tanimi elde

edilir.

Tanim 1.2.11: M, R Uzerinde bir modil ve N , M modulinin bir toplama islemine
gore alt grubu olsun. vr € R ve VYne N icin rneN ise N , M modilunin alt moduli
olarak adlandirilir [3].



Tanm 1.2.12: X = (X, Xy, X,) V€ Y =(Y},Y,,..,Y,) Vvektorleri olsun. x ve y nin

farkl1 bilegenlerinin sayisina Hamming uzakligi denir ve d(X, y) ile gosterilir [4].

Tanim 1.2.13: Bir x = (X, X,,..., X,) vektoriiniin sifirdan farkli elemanlarinin

sayis1 X vektorinin Hamming agirhigini verir ve w(X) ile gosterilir.

Buradan
d(x,y)=w(x-y)
oldugu goriiliir [4].

Tanim 1.2.14: A:{al,az,...,aq}sonlu bir cimle ve A" de A ciimlesinden alinan n-

lileri temsil etsin. A" nin herhangi C altkiimesine kod, C nin her bir elemaninda
kods0z denir [4].

Tanim 1.2.15: C kodunun minimum uzakligi

d(C)= min d(x,y)

X,yeC,x#y

seklinde tanimlanir [4].

Tanim 1.2.16: Bir C kodunun sifirdan farkli kods6zlerinin agirliklarinin en kiigligiine

0 kodun minimum agirlig1 denir [4].

Tanim 1.2.17: Eger C <V (n,q)altkiimesi V (n, q) vektor uzayinin bir alt uzayi ise C

ye lineer kod denir. Eger C nin boyutu k ise C ye [n,k]-kodu denir. Eger C nin ayrica

minimum uzakligi d ise 0 zaman C ye [n,k,d] kodu denir [4].

Teorem1.2.2: Eger C lineer bir kod ise d(C) =w(C) dir [4].

Tanim 1.2.18: V(n,q) vektoér uzayinda dogal olan bir i¢ ¢arpim tanimlidir. Eger

u=(u,u,,..,u,) ve v=(v,V,,..,v.) €V (n,q) olmak lzere u ve v nin i¢ garpimi
(U, V) = UV, +U,V, +. 4+ ULV,

seklinde tanimlanir [4].



Tanim1.2.19: C bir [n,k]- kodu olsun.

ct ={u EV(H,Q)|<U,C>=0,VC€C}

seklinde tamimlanan C* koduna lineer kodun dik tiimleyeni denir [4].
1.3. Agirhik Sayaclari

Bu boliimde kodlama teorisinin en 0nemli sonug¢larindan biri olan MacWilliams

0zdesligi ispatinda yardimei olacak kavramlar verilecektir. Bu 6zdeslik C nin agirlik

sayaci bilindiginde C* in agirlik sayacinin tamamen tanimli oldugunu gosterir.

Tanim 1.3.1: C bir [n,k,d] lineer kod olsun ve W, ,C de Hamming agirlig1 i olan
kodsozlerin sayisini gostersin. Burada agik¢a goriilir ki W, =0 (1<i<d) ve W, =1

dir. Asagida verilen
W, (2) =D W,z
i=0

ifadesine C nin Hamming agirlik sayaci denir [5].

Ornek 1.3.1: [5,2,-] parametrelerine sahip F, sonlu cismi tizerinde
C ={00000,10110,01011,11101} kodu igin
C* ={00000,10100,11010,01001,01110,11101,10011,00111} olup C veC" kodlar

igin agirlik sayaclari sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

W, (z) =1+22° +72*
W, (z) =1+22* +42° + 7

1.3.1. Karakterler

Tanim 1.3.1.1: (G,+) bir grup ve (C —{0},.) kompleks sayilarin ¢arpimsal grubu
olsun. y :G —C —{0} homomorfizmas: varsa y , G grubunun karakteri denir.
homomorfizma oldugundan her u,veG igin,

x(u+v)=y(u).y(v)vey(0)=1
dir. Eger YV U€eG iciny (u) =1 ise y 6zel olarak G grubunun temel karakteridir [4].



Teorem 1.3.1.1: G bir grup ve x da G grubunun bir karakteri olsun. O halde,

> xU)=

ueG

G| v temel karakter ise
0 Diger
7 :F, — C—{0} karakteri (F,,+) grubu iizerinde temel karakter olmasin. U€V (n,q)

olmak tzere herhangi bir C cV (n, q) lineer kodu i¢in y,:C —>(C—{O} fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanabilir [4]. ¢ =(c,,cC,,...,C,) ve u=(u,U,,...,u ) olmak lzere

2:(€) = z((c,u)) = x(cu, +C,u, +...4C.U, )

seklindedir. I¢ c¢arpim ozellikleri ve y, i¢in verilen tamim kullanilarak

fonksiyonunun C kodu i¢in karakter oldugu asagidaki gibi gosterilebilir [4]:
Zo(c+d)= z({c+d,u)) = z((c.u))+ z({d,u))
= z({c,u)).x((d,u)) = 2,(c).2,(d)

Teorem 1.3.1.2: y,:C —C —{0} karakterinin temel karakter olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart U e C" olmasidir [4].

Bundan sonra y, karakteri, temel olmayan karakter olarak ele alinacaktir.

Sonug 1.3.1.1: C cV (n, q) lineer kod olsun. Bu taktirde ueV (n,q) icin,

|C| ueC*
,(€)= dir [4].
AC {0 Lo dr

Tanim 1.3.1.2: f, F Uzerinde n uzunluklu tiim vektorlerin uzayi olan V(n,q) Gzerinde
tanimlanmis bir fonksiyon olsun. Ayrica f toplamanin ve ¢ikarmanin tanimli oldugu
bir climle tizerinde degerler alsin yani f(u) toplanabilir ve ¢ikarilabilir olsun [6]. Bu

durumda f nin Hadamard dontisiimii;

fw= > x(uv).f(v) , uev(ng

veV (n,q)



Onerme 1.3.1.1: Eger C V(n,q) tzerinde bir [n,k.-] lineer kod ise

Z f(v)=|%z f(u)
dir [6].
Ispat:
> f(u):Z[ > Z((u,v}).f(v)} =3 WD x(uv)+ D F (W)Y x(u,v))
ueC ueC| vev(n,q) veCt ueC veCt ueC

toplama isleminin sag tarafindaki ifade sonug 1.3.1.1 den dolayi sifirdir ve sol

tarafindaki ZZ(<U’V>) =|C| dir.

ueC

O halde;

> fw=[c| > fW)

ueC veCt

elde edilir.

Teorem 1.3.1.3: (MacWilliams Ozdesligi) F, tizerinde tammli C [n,k,d] lineer kodu

olsun . Bu taktirde;

1

IC

W, (2) = 5> L+ (@-D2)"" (1-2)"®

ceC

dir [5] .
ispat: C* kodunun tanim 1.3.1 den dolay1 agirlik sayaci

W (z)=> 2"V

uect

seklindedir. Buradan

U€F$ ceC

W = T Srlfoe)

‘mZ| A

ceC U€F$

elde edilir.
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Burada u = (u,,u,,...,u,)ve c=(c,C,,...,Cc,) olmak lzere
2((u,e)) = 7 (g +u,c, +...+u,c,)

= x(u,c,) x(u,c,)... x(u,c,)

=1_"jlz(ujcj)
boylece )
W, (2)= c ;u;q(z(u ¢;)z"")
“ic ZH(Z}((UC )zWMJ (0.1)
olur.

F, =F,—{0} olsun. Teoreml.3.1.1 den dolay1 biliyoruz ki » temel karakter

olmadigindan
St o
bu nedenle
UEZF:Z(UC )2"“ = #(0 +zu€ZF: x(uc;) = {iiq_l)z Zjig:ef
olur.

O halde C deki her bir c=(c,,c,,...,Cc,) kodsozi i¢in

H[Z 7 (uc;) W<“)] =1+ (q-1)z)""O@1-2)"©

j=1 \ ueF,

bulabiliriz. Son esitligi (0.1) de yerine yazarsak

W,.(2) = Z(1+(q ~)z)"O(1-2)""

ceC

MacWilliams 6zdesligi elde edilir.
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1.4. Non-Hamming (Rosenbloom-Tsfasman) Metrigine Gore Lineer Kodlarin

Yapisi

phon-Hamming (Rosenbloom-Tsfasman) metrigi [7] de sunulmus ve minimum

uzaklik i¢in st sinirlar hesaplanmigtir. Bu bélimde de non-hamming (RT) metrigi
iizerinde lineer kodlarin minimum uzakligi, minimum agirhigi, duali ve i¢ ¢arpimi

incelenecektir. Daha ayrintili bilgi i¢in [8] e bakilabilir.

Tanim 1.4.1: a = (e, @, ..., @, ;) € C kod s6zlin non-hamming agirhig ;

WN(a):{max{Hai;tO}ﬂ a#0

a=0

Herhangi «,f eCicin p(a, f)=w, (o —f)seklinde tanimlanan p fonksiyonuna

a ve pkodsozlerinin non-Hamming uzakligi denir. o bir metriktir.

Tanim 1.4.2: Non-Hamming metriginde minimum uzaklik
dN (C) = mina,ﬁ'eC {p(a1ﬂ) | ,O(a,ﬂ) * O}

seklinde tanimlanur.

Tanim 1.4.3: Non-Hamming metriginde minimum agirlik;
WN (C) = minaeC {WN (a) | a#* O}
seklinde tanimlanir.

Hamming metriginde oldugu gibi C lineer kod ise d (C) =w, (C) olur.

Tanim 1.4.4: C nin herhangi iki kodsozi « = (a,, &,...,a ;) Ve B= (B, Brr-s B 1)

olmak lizere non-Hamming metrigine gore i¢ ¢arpim
s—1
<6¥, ﬁ> = Zaiﬂs—l—i
i=0

seklinde tanimlanir.
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Tanim 1.4.5: C bir [n,k,d] lineer kod olsun ve W, ,C de non-Hamming agirlig1 i olan

kodsdzlerin sayisini gostersin. O halde
W, (2) =D W,z
i=0

polinomuna C nin non-Hamming agirlik sayaci denir.



BOLUM 2. F,+uF,+vF,+uvF, HALKASI UZERINDE LINEER
KODLAR

Bu bolumde ilk olarak R, = F, +UuF, +VF, + uvF, halkasinin elemanlar1 ve idealleri

verilecek daha sonra lineer kodlar tanimlanacaktir. Bu halka yapisi ile ilgili daha

ayrintili bilgi i¢in [9] e bakilabilir.
2.1. R,= F,+uF,+VF,+uvF, Halkas:

R, halkas asagidaki gibi tanimlanir:
R, ={a+bu+cv+duv|ab,c,deF,u*=v’=0veuv=vu}

Buradan R, nin F,iizerinde 4 boyutlu oldugu goriiliir

R, nin elemanlarini asagidaki gibi listeleyebiliriz:

{O,U,v,u +V,UV,U+Uv,V+uv,u+v+uv,1+u,1+v,1+u+v,1+uv,1+u +uv}
2 =

1+v+uv,1+u+v+uv

Buradan |R,|=16 oldugu goriliir.

R, deki toplama ve ¢arpma ise, 6, =a, +bu+cyv+duv ve 5, =a, +b,u+c,v+d,uv
olmak Uzere;
o0,+0,=(a +a,)+ (b +b,)u+(c,+c,)v+(d, +d,)uv
0,0, =(aa,)+(ab, +ba,)u+(ca, +c,a)v+(ad, +a,d, +cb, +bc,)uv

Seklindedir. Ayrica R, nin birimleri kolay bir sekilde bulunabilir ve bunlar asagidaki
gibidir.
. {1,1+u,1+v,l+u +v,1+u +uv}

F, +uF, +VF, +uvF,) =
(F; +UF, +VF, 2) 14+v+uv,1+uv,1+U+V+uv
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1 r birimise

Onerme 2.1.1: Herhangi bir r e R, igin r®= _
0 diger

2.2. R, nin Ideal Yapist

Halkanin ideal yapisi kodlar iizerinde calisirken dnemli bir role sahiptir. R, nin

idealleri asagidaki gibi listelenebilir.
J, =U(F, +uF, +VF, +uvF,) ={0,u,uv,u + v}
J, =V(F, +uF, +VvF, +uvF,) ={0,v,uv,v +V}
J,.y = (U+V)(F, +UF, +VF, +uvF,) ={0,u+Vv,uv,u+Vv+uv}

J,v ={0,u,v,u+v,uv,u+uv,v+uv,u+v+uv}

Buradan J, ={0}c J,, < J,.J,,J.., € J,, = J; =R, oldugu goriiliir.
2.3. F,+uF,+VF,+uvF, Uzerinde Lineer Kodlar

Tanim 2.3.1: F,+uF, +VF, +uvF, (zerinde n uzunlugunda bir C lineer kodu

(F, +uF, +VF, +uvF,)" nin bir altmodalidur.

Bu halkanin bir dezavantaji1 lirete¢ matrisinin olusturulamamasidir. Fakat en azindan

tiretecleri siniflandirmak miimkiin olmustur. F, +UuF, +VF, +uvF, Uzerinde lineer
kodlar icin 6 siif iiretecler vardir. Bunlar &,b,c,d,&, f olarak gosterirsek;

ae(F, +uF, +VF, +uvF, )"\ (J,,)"

be(,)" P e(,), )" 0,.)

Te@)"\VQ)"

de@@)"\(J,)"

ge(d,.)" V()

fe,)" ={0,uv}’
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Tamim 2.3.2: Eger ; € R, , f; e F,+UF, +VF, , 7, €F, +VF,

u. €F,+uUF, , n, € F,+uUF, ve & € F, olmak Uzere;
k k  _ k ko ks kK _
D&+ b+ T+ D b+ B+ D ¢ F =0
i=1 j=1 m=1 t=1 r=1 s=1

esitligi sadece a;, B;,7,, #4:7,, ¢, =0 igin saglaniyorsa R; in alt kimesi olan

lineer bagimsizdir denir.

Tanim 2.3.3: Kabul edelim ki

Kiimesi yukaridaki gibi tanimlanan lineer bagimsiz iireteglerin kiimesi olsun. O halde

S tarafindan tretilen n uzunlugundaki C lineer kodu
k kk _ k ke ks ke _
{Zaigi +Zﬂjbj +Z7/m6m +Z/utdt +z77r€r +Zé/s fs |ai € RZ
i=1 j=1 m=1 t=1 r=1 s=1
ﬂj eF,+uF, +VvF,,y, €F, +VF, i, €F, +uF,,n, € F,+uF,, ¢, €F}

Bu durumda diyebiliriz ki C (16)" (8)" (u)"s (v)* (u +Vv)' (2)* tipindedir.

Ornek 2.3.1: <(O, u,0,u+v,uv),(0,0,uv,uv, O)> nin iirettigi C kodunu bulalim:

Cozim: Bu iki kodun lineer kombinasyonlarina bakmaliyiz. Oncelikli kodlarin

elemanlarinin hangi iirete¢ sinifindan alindigina bakalim. Birinci kodun elemanlari

b sinifindan ikinci kodun elemanlari ise f sinifindandir.

Tanim 2.3.2 den dolay: b sinifindan olan kodun katsayilari;

B, € F,+UF, +VF, ={0,u,v,u+Vv,1,1+u,1+v,1+u+V}
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ve f smifindan olan kodun katsayilari

¢, eR={01

olacaktir.
O halde bu katsayilarla kodu carpip birbirleriyle toplarsak yani lineer

kombinasyonlarini alirsak;

(0,0,0,0,0),(0,0,0,uv,0),(0,uv,0,uv,0),(0,uv,0,0,0),(0,u,0,u +v,uv)
(0,u,0,u+v+uv,uv),(0,u+uv,0,u+v+uv,uv),(0,u+uv,0,u+v,uv)
C =<(0,0,uv,uv,0),(0,0,uv,0,0),(0,uv,uv,0,0),(0,uv,uv, uv,0)
(O,u,uv,u+v+uv,uv),(0,u,uv,u+v,uv),(0,u+uv,uv,u+v,uv),
(O,u+uv,uv,u+Vv+uv,uv)

Buradan |C|=8.2=16 oldugu goriiliir.

Bu kodun non-Hamming (Rosenbloom-Tsfasman) minimum agirligt Tanim 1.4.3

den w, (C) =2oldugu goriiliir.

Tanim 2.3.4: a+bu+cv+duveR, olsun.CT =(a,b,c,d)de 4 uzunlugundaki bir ikili
vektor olarak diisiiniilebilir. wt(C) de bu vektdriin Hamming agirlig1 olmak iizere;
x(a+bu+cv+duv) = (-1)"®
R, halkasinin iirete¢ karakteridir. Buradan gortilebilir ki ;
2(0)=1
2@ =xU)=x(v) = x(v)=-1
y@+u)=y(L+v)=y@+uv)= y(u+Vv)= y(u+uv)= y(v+uv) =1
yA+u+v)=y@+u+uv)= y(L+v+uv)= y(u+v+uv)=-1

y@+u+v+uv)=1

seklindedir.



BOLUM 3. NON-HAMMING RT METRIiGINE GORE M __(R,)

UZERINDEKI LINEER KODLAR iCiN TAM AGIRLIK SAYACI
VE MACWILLIAMS OZDESLIiGi

R,=F,+UF, +VF, +uvF, 16 elemanli halka olsun. M _((R,) R,’nin tim nxs
matrislerini gostersin. Tekrardan p (Rosenbloom-Tsfasman) agirligini tanimlamak

gerekirse ;

a=(ay,a,...o,) € M (R,) olsun. Boylece;

max{i|e; #0}+1 , ¢« #0

WN(a):{ 0 . a=0

seklinde tanimlanir. Non-Hamming metrigini kullanarak p metrigi
a=(aya,...a.,) Ve =(f, B Py icin,
pla, B) = wy(a - p)

olarak tanimlanir.

Simdide bu tanim1 matrislere genisletirsek;

& = (& Eqren € 4q) (LSi<n)olmak lizere &=(&,5,.....E)" € M (R,) olsun. Bu

durumda
W (€)= w, (&)

seklindedir.
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Tanim 3.1: M_.(R,)nin bir R,altmoduli C, n uzunlugunda bir lineer kod olarak

adlandirilir.C < M (R,) bir lineer kod olsun.

w,(C)=[éeClw(&)=rY 0<r<ns

kodun p agirlik spektrumu olarak adlandirilir ve p agirlik sayact

W, (2) = iwr C)z' =) 7"
r=0

£eC
ile gosterilir.

Tamm 3.2: & = (&g, &1 Eiy) V& A = (00,0, 0 1) € My (R,) olsun. & ve A

1xs

i¢in i¢ carpim ;

s—1
<&, A >= zgijé‘i,s—l—j
=0
olarak tanimlanir.

Simdi bu i¢ ¢arpimi matrisler igin genisletirsek;
E=(&,5, 0 E) veA=(ALA,,....,A) eM_ (R, olmak lizere

<§,A>:Zn:<§i,Ai >

olarak genisletilebilir.

Tanim 3.3: C kodu n uzunlugunda bir lineer kod olsun.C nin dual kodu;

C'={AeM(R)<&A>=0,VEeC

nxs

olarak tanimlanir ve C* de n uzunlugunda lineer bir koddur.



19

Ornek 3.1: Kodsozleri M,,,(R,) den olan C kodu asagidaki gibi olsun.

C ={(0,0),(0,uv), (0,u+V), (0,u+Vv+uv), (uv,uv), (uv,0), (uv,u +v+uv), (uv,u+v)}

Bu C kodunun Rosenbloom Tsfasman metrigine gore duali ise;

(0,0),(0,u),(0,v),(0,uv), (0,u+V),(0,u+uv),(0,v+uv),(0,u+Vv+uv),(u+v,0),
(U+v,u),(u+v,v),(U+v,uv)(U+Vv,u+v),(u+v,u+uv),(u+v,v+uv),

C =<5 (u+v,u+v+uv),(uv,0),(uv,u),(uv,v),(uv,uv), (uv,u+v), (uv,u+uv)(uv,v+uv),
(uv,u+v+uv),(u+v-+uv,0),(Uu+v+uv,u),(u+v+uv,v),(U+Vv+uv,uv),
(U+v+uv,u+Vv),(Uu+v+uv,u+uv),(U+Vv+uv,v+uv),(U+Vv+uv,u+v+uv)

3.1. Tam Agirhk Sayaci

Agirlik sayacina gegilmeden Once asagidaki tamimlar verilmelidir. Bu bdlimde

kodsozler polinom olarak verilecektir.

E=(&91Epy-Eisq) EML(R) Ve E=(E,E,,...,.E) €M (R,) olsun.
¢7: Mnxs(RZ) - Mnxl(RZ[X]/ < XS >)

E (gt EuXtot e X et EuXtote, X))

n,s—lX
Yukarida tamimlanan doniisim R-modiil izomorfizmasidir. &(x) € (R,[X]/ < x® >)

polinomunun w, agirhigr der(g(x))+1 oldugu goriilir. Yani

w,, (e(x)) =der(e(x)) +1

Tanim 3.1.1: g(X)= g, +&X+..+&x e (R,[X)/ <x*>) olsun &(x) in lLinci
katsayist
c(e(X))=¢ (0<1<s-1)

olarak tanimlanair.
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E(X) = (& (X), & (%), &, ()" ve A(x) = (A1(X)’A2(X)r---’An(X))T e M (RIX) < x*>)

olsun. Burada &(X) =&+ & X+ & X Ve A (X) =8+ G X+...+ 6, X dir,

i i,s-1

Yukarida tanimlanan £(x) ve A(X) in i¢ ¢arpimi polinomlar cinsinden
<E(x),A(X) >= 3 ¢,4(&(x), 4,(x)) olur
i=1

Bir a e R, elemaninin Hamming agirhig ;

0 ,a=0
w(a) :{ .
1, diger

olarak tanimlanir.

1<i<nve 0<j<s-1 i¢in &=(&;)y V& Yoo = Yig Yirreos Yisases Yoor Yarr o Yosa

olsun. Bir C kodunun tam p agirlik sayact;

_ (&10) y,@(&11) o(&51) (&n0) \y@(&n1) o(&ns1)
W, (Y,,) = D yilolyplan |yl | yola) yolon) | yoline
£eC

olarak tanimlanir. Tam p agirlik sayacinin ns degiskenli bir polinom olduguna
dikkat cekilir. Ayrica tam p agirlik sayacinda degiskenler doniigiimii yapilarak o

agirlik sayacini elde etmek miimkiindiir.

Ornek 3.1.1: Ornek 3.1 deki C ve C* kodlarinin agirlik sayaglarini yazalim:

W (Y)=1+y, +3y,+3y,y,
W_. (Y) =143y, +7y, +21y,Y,

Onerme 3.1.1: y R, nin karakteri olmak tizere

> x(@)=0

acR,

seklindedir.
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Onerme 3.1.2:Va+ub+vc+uvd € R, olsun.c = (a,b,c,d) 4 uzunlugunda ikili kod
gibi diisiiniilebilir. O halde bu ¢ vektériiniin Hamming agirligi w,, (c) olsun.

x(@+ub+ve+uvd) =(-1)" Karakteri olsun. H={0} , R, nin bir alt modulii

olsun.

1 , H=0

a+ub+vc+uvd) = —)" @) =
> x(a+ub+vc+uvd) > {O,Diger

a+ub+vc+uvdeH a+ub+vc+uvdeH

Yukaridaki 6nerme kullanilarak asagidaki 6nerme gosterilebilir.

Onerme 3.1.3: y yukaridaki gibi tanimlansin ve i, j sabit olsun

E(X) =gy + X+t g X € (R[X]/ < X° >) olsun.

i,s—1

j o(a ~o(g 51 j (& 51-j)
Z x(<e(x),ax’ >)yij( ):(1+15yij)l (5, )(1_ Yi)

acR,

fspat: Y 7(< &0, ax) >y = 3 x(c, ,(£(0),ax)yy

acR, acR,

= z Z(gi,s—l—j ) yij'o(a)

aeR,

Simdi bu son esitligi & ¢, ; Ve « nin durumlarina gore inceleyelim:

Eisa = 0 0 Sisaj = 0 1
= O)y. =1 ve :2 0)v: =15v.
a=0 } ;}Z( i a#0 ooy 7005 =15%
acR,
Buradan ¢ =0 iken

i,5-1-j

Z Z(gi,s—l_j Q) yicjo(a) = 1+15yij

aeR,

elde edilir.
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&

51 70 0 &is1j #0
= 0y. =1 ve = Eioq )Y =—VYi
a=0 ;Z( i a#0 ;}(( s @)Yy =Y,

acR,

Buradan ¢; ., ; #0 iken

Z Z(gi,s—l—j'a)yij'o(a) =1- Yii

acR,

elde edilir. Yani

z Z(Ei,s—l—j Q) yﬁu(a) =

acR,

1+18y; , &44;=0
1- Yi yEis | * 0

i,s-1-

elde edilir. Baska bir deyisle

j o(a ~o(&ig o(& s j)
Z x(<e(x), ax’ >)yij( )=(1+15yU)1 @ )(1_ yij)

aceR,

Onerme 3.1.4: y yukaridaki gibi tanimlansin. O zaman

Y, 2(<E(),A(x) >) =

£(x)eC

0 , A(X)gC*
c| , Ax)ec

Ispat: Eger A(X) € C" ise dual tanimindan dolay1 < &(x), A(X) >=0 dir.

> 0= (1)°= 3 1=[C|

s(xeC £(x)eC $(x)eC

oldugu goriiliir. Eger A(X) ¢ C* ise 0 zaman en az bir tane £(x) € C vardir Syleki

< &(X),A(X) ># 0 dir. < &£(x), A(X) >= y olsun. O halde
Pro :C R

E00 - <EMLAK) >= Y0, 4(& (04,()

Doniisiimii bir homomorfizmadir ve Img, ,, R nin bir alt grubudur.
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Homomorfizma teoreminden dolay:r C Ker (g, ) =Img,, olur.

Bundan dolay1 6nerme 3.1.2 den

> 2(<E0),AX) >) =[Ker(p,)| D x(e)=0

£(x)eC aclmey )

elde edilir.

Onerme 3.1.5: f 1M (R,[X]/ < X° >) = ClYy9,-.., Y] V€ x yukarida tammlandigi
gibi olsun.

fE() = > 2(< (), A(x) >) T (A(X))

A(X)EM g (Ry [X]/<X°>)

Ve &(X) = (&(X), & (%), &, (X)) Ve A(X) = (A (%), A5(X),.... A, (x))" olmak izere;

S A== Y FE)

A(x)eCt |C|§(x)ec

fspat: Y. F(EO0)= ) > 2(<8(x),A(x) >) (A(X))

&(x)eC E()EC  A(X)eMpyq (Ry[X1/<X®>)

=2 2 2(KEMAM)TAM) + X, XL x(<EMX),AX)>) f(AX)

E(X)eC A(x)eCt S(X)eC A(x)eCt

= 2 fAM) X 2(<EX,A)>)+ 3 FAX) D x(<E(X),AX)>)

A(x)eCt £(x)eC A(x)eCt £(x)eC

Onerme 3.1.4 den

> feEe=1c| Y )

£(x)eC A(x)eCt

elde edilir.
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. (60) @ (Gsa) (6n0)  \y@(0nsa) —
Teorem3.1.1: D yel® Lyt yefoo) Ly ) =
A(x)eCt

1 n s-1 n_os1( o9 y (& s11)
el (1+15yi) [—k'j
|C|(1|_1[11_! : g(xz);‘clk_!ll_o[ 1+15y,

Ispat:1<i<n igin &(X) =& + & X+ + & X Ve A (X) =8, + 5 X+ + 8 X
Ve &(x) = (£(X), & (X),... &, (x))" ve A(X) = (A (x), Ay (X),- A, ()" o1sun.

F (AL (), Ay (K)o A (X))T) = yol0) Ly Chsd) | yeloh) | yelnss) glsun,

fEx) = > (< EX),A(X) >) yplon) Ly es) | yelon) | yelns)

A(X)EM e (Ry [XY/ <X >)

D K< EX)ALX) >+t <E(X), AL (X) >) yle) y2Gea) yeli) yolths)

A(x)e
Mn><1(R2[X]/<Xs >)

) y@Bien) \o(oh) o)
Y 2(KE00,A() ) (< & 00, A (X) >) Yl Ly Ly
)
Mo RV 6°>)

= Z Z(< fl(x)’é‘lo >)y10())(510).., Z Z(< 51(X),51YS71X5’1 >)ylﬂ<’)s(fisf1)

S0€Ry S151€Ry

Z Z(< én (X)’ §n0 >) yr?()(an(})'” Z Z(< én (X)’ §n,571X571 >) y:),ii][s_l)

Sno€R; S s1€Ry

s-1 . §
:H Z Z(< él(x)’é‘ljxj >)ylj(5lj)

j=0 &jeR,

s-1 e
H Z (<& (x),6,;x >y2j(51)

j=0 6, j€R,

n s-1

[ % scamon >y = [T T rcaman >y

j=0 &y <R, i1 j=0 &R,
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Onerme 3.1.3 uygulanirsa;

f(f(x)) = f[ﬁ (1+15yij )1_(U(gi*s’l’j) (]__ yij )w(gi,s—lfj)

i=1 j=0

=}

(1415, ) (L+15y,0 ) " (L= v )"

1]
4N

(&)

(rsy, ) (1+35%,) 7 (oy0)

(U(gl s 1) a)(glo)
1-vy. ‘ 1- Yisa
1+15y,)...(1+15y. — -0 | ——
g ( + le) ( + yl,s—l)[1+15yioj [l+15yi’5_1j :|

>

n s—1 n s—1 1 ykl ( )
(1+15y; } ()"
L 4 j=0 J :11:01 1+15y,

Onerme 3.1.5 de son esitligi yerine yazarsak ;

>, )= Z JE)

A(x)eC* | |§(X)GC

(6y) @(dy54) @(Sno) ®(3n51)
D Yy Ly Ly
A(x)eCt

n s-1 n s-1
1 z{ (1+15y”j H( 1- Yu )w(fksll)
i=1

|C| £(xeC k=t 1m0 1+15Yy,

n o s— n o s-1 1_y o(&.s11)
1+1 =K
|c|[H e 5”’] > M2

i=1l j= &(x)eC k=1 1=0

elde edilir. Bu 6zdesligin en genel halinin ispati i¢in [10] a bakilabilir. Ayrica [11] da

R=F,[u]/(u"-a) olmak tzere M, (R) Uzerindeki kodlar igin ptam agirlik

nxs

sayaci kullanarak yapilan bu 6zdesligin ispatina bakilabilir.
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Ornek 3.1.2: Ornek 3.1 deki C ve C‘kodlar1 i¢in MacWilliams 6zdesliginin

saglandigin1 gdsterelim:

o(&p)
_1 2 2 1_yi
wcmv)gnauwi{ > T[] ]

i=1 g(x)eC i=1

2 _ (&) _ (&)
sy ¥ |2k j (1 2 J
g1 G\ 1e1sy, | (1+415y,

_Lavisyyasisy,)| 1o 22 | LY gl AoV | 12V,
8 L 1+15y, ) (1+15y, 1+15y, Jl 1+15y,

(1+15y,)(1+15y,) +(3-3y, )1 +15y,) + (1 ¥, ) A +15y,) + (3-3y,)L-¥,)
(1+15y,)(1+15y,)

:%(1+15y1)(1+15y2){

= %[8+ 24y, +56y, +168y,y, | =1+3y, + 7y, + 21y,y,

elde edilir. Boylece esitlik saglanmis olur.



BOLUM 4. NON-HAMMING (ROSENBLOOM-TSFASMAN)
METRIGINE GORE M _(F,) UZERINDEKIi LINEER KODLAR

nxs

ICIN SPLIT p AGIRLIK SAYACI VE MACWILLIAMS
OZDESLIiGI

Tanim 4.1: (X,Y) = (X, X500 X0 Yi» Youeenn Yy ) OISUN. M (F,) deki lineer Ckodunun

Split p agirlik sayact S¢(X,Y)ile gosterilir ve
SC (X ’Y) = ZHXin(gi)yis_Wp(gi)
£eC i=l

Seklide tanimlanir. Burada & = (g, &,,...,&,)' €C ve g e M, (F,) dir.

1xs

Simdide ¢; ve J, € M, (F,) nin agirliklarina gore karakterin davranisi incelensin:

F23 iin tim elemanlari;
{(OOO), (100),(010),(001),(110),(101),(011), (111)}

seklindedir. Bu elemanlarin birbirleriyle i¢ ¢arpimlarina bakilirsa:

Tablo 4.1 : F23 deki elemanlarin non-Hamming i¢ ¢arpimi

(£,0) | &=000 | &=100 | £=010 | £=001 | &=110 | £=101 | &=011 | &=111
5=000 | O 0 0 0 0 0 0
5,=100 | 0 0 0 1 0 1 1
5,=010 | 0 0 1 0 1 0 1
J5,=001 0 1 0 0 1 1 0
5=110 | 0 0 1 1 1 1 0
s=101| 0 1 0 1 1 0 1
5,=011 0 1 1 0 0 1 1
s,=111| O 1 1 1 0 0 0
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Herhangi bir € eleman: sabitlensin ve w,(5) =1 (1<1<3) olan kodlarla iliskisine

bakilsin:

1.durum: Oncelikle W, (&) =1 olan elemanlar ele alinsin.

a) w,(6)=1 olsun.&, =100 ve &, =100 kodlari alinsin:

> 2((e9)=2((2::6,)) = 2(0) =1

(SEMlxs (F23)

elde edilir. Burada s—1+1=3-1+1=3 olup w,(s)<s-1+1 oldugu goriiliir.

b) w,(6) =2o0lsun. &, =100 ve 6, =010, J, =110kodlar1 alinsn:

2. 2((8:0)= 20D + 2 ((22:55)) = 2(0)+ 2(0) =2

§€Mlxs (F23)

elde edilir. Burada s —1+1=3-2+1=2 olup w_(¢) <s—1+1 oldugu goriiliir.

¢) w, () =3olsun. &, =100ve &, =001, 8, =101,6, =011 , &, =111kodlar

alinsin:

Z(<€2'5>):}((<‘92’54>)+7((<52’56>)+Z(<82’57>)+7((<52’58>)

5€M1xs (F23)

=x(M+x()+x(Q)+x(1)=-4

elde edilir. Burada s—1+1=3-3+1=1 olup w,(&)=s—1+1 oldugu goriiliir.

2.durum: w_(¢) =2 olan elemanlar ele alinsin:

a) w,(o)=1olsun. &, =010, &, =110 ve 6, =100 kodlar1 alinsn:

> 2({e00))=2((5:4,) = 2(0) =1

§EM1XS (F23)

> 2({(&:0))=2((e.6,))= 20 =1

§EM1XS (F23)

elde edilir. Burada s—1+1=3-1+1=3 olup w,(&)<s—1+1 oldugu goriiliir.



29

b) w,(5) = 2o0lsun. &, =010, =110ve &, =010, &, =110 kodlar

alinsin:

)y Z(<53’5>):Z(<83,53>)+Z(<83,55>)=;((1)+;((1):—2

56M1xs (F23)

Z Z(<85’5>):Z(<55’53>)+Z(<55,55>)=}((l)+;((1):—2

5EM1><5 (F23)

elde edilir. Burada s—1+1=3-2+1=2 olup w,(¢)=s—1+1 oldugu goriiliir.

¢) w,(0) =3olsun. & =010,¢; =110ve ¢, =001, 5, =101, 6, =011,
0y =111 kodlar1 alisin:

Z Z(<53’5>):Z(<53’§4>)+Z(<53v56>)+7((<33’57>)+Z(<53’58>)

=x(0)+x(0)+x(1)+x(1)=0

Z Z(<‘95’§>):}((<55’§4>)+Z(<85’56>)+l(<‘95'57>)+l(<‘95’58>)

6eMyys (Fz3)

= 7()+£()+2(0)+ £(0)=0

elde dilir. Burada s—1+1=3-3+1=1 olup w,(&)>s—1+1

3.durum: w (&) =3 olan elemanlar ele alinsin:

a) w,_(0) =1olsun.&, =001, ¢, =101, ¢, =011, ¢ =111 ve 5, =100 kodlar

alinsin:

Z Z(<84’5>):Z(<84152>):Z(1) =-1

56M1xs (F23)

> x((6:0))=2((25:6,)) = 2 = -1

‘SeMlxs (F23)

> x((e:0))=x((6::0,)) = 2@ =1

66M1xs (F23)

> x((e:8))=2((5.6,)) = 2W) =1

5€M1XS (Fzs)



elde edilir. Burada s—1+1=3-1+1=3 olup w,(s)=s-1+1

b) w, (o) =2o0lsun. ¢, =001, ¢, =101, ¢, =011, &, =111 ve 5, =010,
0, =110 kodlar1 alinsin:

Y x((e06)=2(en )+ 2((£4:6,)) = 2(0)+ (1) =0

5€M1XS(F23)

> 2((&:6) =28+ 2 ((86:65)) = 2(0)+ 2 (1) =0

6eMyys (Fzg)

2 2(en0)) =2z o)+ x({e1.65)) = 2 (1) + 2(0) =0

5€M1xs(F23)

Y 2((&:6)=2((&.0,)) + 2 ((:65)) = 2 (1) + 2(0) =0

5€Mlxs (F23)

elde edilir. Burada s—1+1=3-2+1=2 olup w,(g)>s—-1+1 oldugu goriiliir.

¢) w, (o) =3olsun.g, =001, g, =101, ¢, =011, ¢ =111 ve 5, =001,

0, =101,9, =011, 6, =111 kodlar1 alinsin:

Z Z(<84'5>):l(<54’§4>)+Z(<€4’§6>)+Z(<54’§7>)+Z(<‘94’§8>)

SeMy (F)

= 7(0)+ 2(1)+ 7(0) + £(1)=0

Z Z(<56:5>):Z(<ge154>)+Z(<56156>)+Z(<56157>)+Z(<86v58>)

56M1xs (F23)

=x(1)+2(0)+x(1)+x(0)=0

5€MZ:(F3)Z(<87'5>) = ;(((57,54»+;((<57,56>)+;((<57,57 >)+;((<g7,58>)
=2(0)+ (1) +x(1)+x(0)=0
Z Z(<58v5>):Z(<58’54>)+Z(<58’56>)+Z(<58’57>)+Z(<58158>)

56M1xs (F23)

= 21+ £(0)+ £(0)+ £(1) =0

30
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elde edilir.Burada s—1+1=3-3+1=1olup w, (&) >s—I+1oldugu goriiliir.

Bu durumlara bakarak bir modelleme yapmak gerekirse;

2durumda I=3icin > y((¢,5))=0

§EM1>‘<5 (F23)
w, ()=l

1. W, (¢)>s—I+1iken <3.durumdal=2icin > y((£5))=0

56M1>§s (F23)
w, ()=

I=3icin > x((e,5))=0

5eMy, (F5)
w, (55=
O halde ;
w,(¢)>s—l+1durumunda 3" y((¢,5))=0dur.
oM )
Ldurumda I=3igin Y y((¢,6))=-4=-2°
Pt )

2durumda 1=2igin > y((¢,06))=—2=-2"
2. w, () =s—l+1iken 5;“”(153&3)

P

3.durumdal=1icin > y((¢,6))=-1=-2°

56M1xs (F23)

w, (3)=I

O halde ;

w,(¢)=s—l+1durumunda > y((e,5))=-2""dir.

§EM1>55(F23)

w, (3)=I
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Ldurumda I=1icin ) x((&,6))=1=2°

56M1xs (F23)

w,(0)=

I=2icin > x((e,0))=2=2

3. w (¢) <s—I+1iken oM ()
2durumda I=1ligin > y((¢,0))=1=2"
SeMyy, (FF)
w, (53=!
O halde;
w,(¢)<s—l+1ldurumunda Y y((e5))=2"dir.
5€M1xs(F23)

w, (0)=

Tamim 4.2: Sabit bir | L<1<5s)icin ¢, : M (F,) > Z fonksiyonu her ¢ e M, (F,)

1xs

icin agagidaki gibi tanimlanir.

2" w (e)<s-I
p(e)=1-2""  w (e)=s-1+1

0 W, (&) >s—1+1

Lemma 4.1: Sabit bir € € M,,(F,) olsun.

Y (500K Oy <y S g ey
1=1

€My, (Fp)

Ispat: My, (F,)" = My, (F,) \{0} olmak izere Z Z(<8,5>)XW”(5)YS_W”(§) toplami1

EEMlxs(Fz)

yeniden dlizenlenirse;

z Z(<5,5>) Xwﬂ(o‘)ys—wp(a‘) _ ys + Z Z(<315>) pr(a)ys_wp((y)

5eMyy (Fy) SeMy s (F)
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My (F,) izerinde O lar degistikge W,(9) degeride 1 ile s arasinda degisir. O halde

yukaridaki toplami1 yeniden diizenlersek;

- ~ S
2, x((eo) Py =3 3 x((e.0))Xy
5eMy s (Fy) I=1 5vev/'7\41§3£5)

seklindedir. Bu toplami hesaplamak icin dncelikle 0 =(6;,6,,--,6;4) € My, (F,) ve

w,(6)=1 olsun. O halde 6,#0 ve 6 =0 (I<i<s)dir. Bu yizden

€= (&6, 61) € My (F,) ile O ig carpimu ;

1-1
<(C,‘, 5> = gs—lé‘l—l + ‘C"s—l+15I—2 +ot 85—150 = Z Ss—l—ié‘i

i=0

Eger F, = F,\{0} ise

> Awo)- T3 o)

5eMyy (Fy)" 801811012 6 1€F, i=0
w, (5)=I

- 3 steaf][ 3 e

2
8.16F, i=0 \ SeF,

x(0)=1ve z () =0 oldugunu kullanarak

acF,

2! w, () <s-I
> x((e)=1-2"  w,(e)=s-1+1
i S 0 w,(£)>s—1+1

Esittir ki buda tamm daki ¢,(9) ya esittir. O halde;

S ()X Oy O Z g 1Y g (@)X y
1=1

GeMy, (F)

Lemma saglanir.
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Teorem 4.1:C, M, (F,) iizerinde bir lineer kod ve (X,Y) = (X, X5s s Xy Y13 Yoo ¥,)
olsun.
O halde;

1

SCL(X’Y) :EZIL[{W +i¢i(8i)xilyi5|}

£eC =1

dir. Burada ¢ =(&1,6,,-.,6,) €C ve & € M (F,) ve ¢(¢) tammdaki gibidir.

Ispat: A= (8311 6,1)" € M (F,) ve 6 € My, (F,) olsun. Ayrica

n
f(a) =[xy
i=1

olarak tanimlansin.

f(Cf) = Z ;(((5 A>)f[ Xiwp(éi)yispr(ai)

AeM s (Fy)

(8 5y (8) W, (62) 5, (8) 3 W, (3,) 54, (5,)
= 2 2({E )y gy ey

AeM s (Fy)
C S R ) o Dy D) o)
AeM s (Fy)

= T () (58 (o B s

AeM o (Fy)

= Z Z(<gl’51>)X1wp(51)yls—wp(51) Z Z(<82’52>)X\2Np(52)yszp(§2)

€My, () 0,eMyy ()

£l 8Ky

‘snEMlxs(Fz)

I 3 a((aa)s oy

i=1 6eMys(F,)
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Lemma 4.1 den dolay1 her i igin;

(<g 5>) X (a)yls w, (b) s+i¢|(8i)xilyis_l
1=1

5ieMyys (Fp)

seklindedir. Buradan
f(&)= H{ +Z(/7.(€)X Y.s'}
elde edilir.
zf@>=zn{ +z¢.<s>x'yf'}

Onerme 3.1.5 den dolay1

5. (X,Y)= Y f(a)=

AeC*t |

:izn{y. Sy }

seklinde teorem ispatlanmis olur.

o {2 33 »
0 96 900 2 96 e 3 9 )

olmak tizere split agirlik sayaglari bulunsun ve esitligin saglandig gosterilsin.

Co6zim:

S (X Y) ZHXW (g,) 2 W, (&)

£eC i=l

w, (51) 2 w, (81) w, (82) 2-w, (£,)
=2.(% Y
£eC

2.,0,,2 2,,2 2

_lelx y2+X1y1X yz YiYo tX WY,



SCL(X Y) ZHXW (a) 2-w, (2) _z(xlw (cl)ylz w, (51) w, (gz)yzz w, (52))

seC i=l £eC
=X VX Vs X YIXa s + X YK Y, + XY Xe Vs + X Yy Xo Vs + X Vi X5,
+lel 2y2+xlyl 2y2

= VIYS YK + YKo Yo YKy X Y Vs X Y Xs X Y XY, + X Yy X,
=YYy +2YIX A YT Y, + X Yy Yo 2K Y Xe + X Y X, Y,

Simdi de esitligin saglandig1 gosterilsin:

S..(X,Y)== ZH{y, +Z¢,(£)X' - '}

éeC i=1

2

Z%ZH{Y.Z +o (&)%Y +(p2(€i)xi2}

éeC i=l

:_Z{(yl +¢1(51)X1 Yi +§02(51)X1 )(y22 +¢1(82)X2y2 +¢2(82)X22)}

§EC

N[~

(Y7 +27(2-Dx y, +2°712-Dx) (v + 272 -D)x,y, + 227 (2-1)x)
(¥ +27@-Dxy, — 2707 ) (y; + 272 -D)x,y, + 27 (2-1)x;)

=%{(yf+><1y1 20 ) (V25 Y, + 22 )+ (¥ + 3y, =2 ) (V2 %, +2%C )|

1
= (2002 + 260 + AGYE +2X Yy Y7+ 20 VX Yo + 4G, )

= Vi Ys XYY, 26V XYYy X Y X, Y, 2% X5 Y,

|
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BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Rosenbloom-Tsfasman metrigine M, (R,) Uzerindeki kodlar i¢in tam agirlik sayaci

nxs

tanimlandi ve MacWilliams 6zdesligi gosterildi.

Ayrica yine ayn1 metrik tizerinde M, (F,) tzerindeki kodlar igin split p agirlik

nxs

sayaci kullanilarak MacWilliams 6zdesligi gosterildi.

Ayni metrik kullanilarak R degismeli ve birimli sonlu bir halka olmak iizere split p

agirlik sayact M _ . (R) izerindeki kodlar igin genisletilebilir.

nxs
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