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Calismalarim sirasinda bir¢ok fedakarlik gosteren, beni destekleyen, bana karsi

duyduklar1 sarsilmaz inang ve gosterdikleri sabirlarindan dolay1 aileme en derin

duygularla tesekkiir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Smarandache Egrileri, Sabban Catisi, Geodezik Egrilik

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliimde Oklid uzayinda temel kavramlar verilmistir. Ayrica, Oklid uzaynda Frenet
Bishop, Darboux ve Sabban ¢atilar1 tanitilmis ve yine bu catilarin Frenet gatisi ile
olan iligkisi verilmistir.

Uciincii boliimde 3-boyutlu Oklid uzaymda Frenet, Bishop, ve Darboux catisina gore
Smarandache egrilerinin tanimlar1 verilmistir.

Dordiincli boliim bu c¢alismanin orijinal kismmi olusturmaktadir. Bu boliimde 3-
boyutlu Oklid uzaymda Sabban catisina gore Smarandache egrilerinin tanimi
verilmis olup buna bagli teoremlerle ilgili egrinin Sabban catisina gore invaryantlari
ispatlanmaistir.

Besinci bdliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda Sabban catisma gdre Smarandache
egrilerine ait bir 6rnek verilmis olup gerekli hesaplamalar yapilarak buna dayali

sonuglar ile grafikleri ¢izilmistir.

Altinc1 boliimde ¢alismanin sonuglar iizerine durulmus ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.

viii



SMARANDACHE CURVES ACCORDING TO SABBAN FRAME
ON E®, 3-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

SUMMARY

Key Words: Smarandache Curves, Sabban Frame, Geodesic Curvature

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, basic concepts in the Euclidean space are introduced. Frenet,
Bishop and Darboux frame is defined in Euclidean space, respectively and its
relationships with Frenet Frame are given.

In the third chapter, Smarandache curves according to Frenet, Bishop and Darboux
frame in Euclidean space is defined.

The fourth chapter is the original parts of this study. In this chapter, Smarandache

curves according to Sabban frame on E®, 3-dimensional Euclidean space is defined
and their invariants are proved on Sabban frame with related theorems.

In the fifth chapter, an example about Smarandache curves according to Sabban
frame on 3-dimensional Euclidean space are given and graphs are plotted with the
results obtained from the calculations.

In the sixth chapter of this thesis, the results of the study are emphasized and
suggestions have been made for future works.
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BOLUM 1. GIRIS

Geometride, egriler teorisi ¢ok genis kapsamli ¢alisma alanidir. Egriler teorisinde,
ozellikle geodezikler, cemberler, genel helisler ve Bertrand egri ciftleri vb. gibi 6zel
egriler c¢alisilmaktadir. Egriler teorisinde bir egrinin Serret-Frenet denklemlerinin

bulunmasi ve egriliklerinin hesaplanmasi ¢ok énemlidir.

Oklid ve Minkowski uzaylarinda en ¢ok ¢alisilan problemlerden biri de regiiler bir
egrinin karakterizasyonlar1 hakkmdadir. Bu problemlerin ¢6ziimiinde x (Egrinin
egriligi) ve 7 (Egrinin burulmasi) nun 6nemli bir roli vardwr. x ve 7 nun
yardimiyla regiiler bir egrinin seklini ve biiylikliigiinii tanimlayabiliriz. Bu problemin
¢Ozlimiinde baska bir yaklagimda iki egrinin Frenet vektorleri arasindaki iliskiyi ele
almaktir. Ornegin Bertrand egrileri ve Mannheim egrileri bu iliski sonucunda ortaya

cikar.

Oklid ve Minkowski uzayinda Bishop, Darboux ve Sabban ¢atilar1 da egrinin
hareketini tanimlamak ic¢in farkli birer yaklasimdir. Bu yaklasimlar yardimiyla 3-
boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda Smarandache egrilerinin Frenet, Bishop ve

Darboux c¢atilarina gore oOzellikleri veya karakterizasyonlar1 i¢in bir¢ok c¢alisma

yapilmustir [1], [2], [3], [5], [15].

Bu tez calismasinda 3-boyutlu Oklid uzaymnda Sabban gatisma gore Smarandache
egrilerinin karakterizasyonlar1 ve Ozellikleri i¢in gerekli tanimlar ve teoremler
verilerek birim kiire {lizerinde bu egrilere ait bir uygulama tanim ve teoremler

kullanilarak yapilan hesaplamalarla grafik olarak ¢izimi yapilmustir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. E?, 3-boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda temel kavram ve teoremlere yer verilecektir.

Tanmm 2.1.1. A bos olmayan bir climle ve bir K cismi lizerindeki vektor uzayr V
olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa, A ya

V ile birlestirilmis afin uzay denir [7].

i. VP,QReAi¢in f(P,Q)+f(QR)="f(PR).

ii. VPeAve aeV i¢in f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A noktas vardir.

Tamm 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A birlesen bir vektor uzayr V olsun. V de;

(, ):VxV >R

(X, y)—><x,y>=izn1:)(iyi {X=(X1,-..,xn)

Y =(Yiss ¥n)

seklinde bir i¢ garpim tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay1 denir. Eger A=R"
(noktalar ciimlesi) ve V =R" (n-boyutlu standart reel vektor uzayi) olarak segilirse,

A standart reel Oklid Uzay1 adin1 alir ve E" ile gosterilir [7].

Tanim 2.1.3.
d:E"xE" >R

(x9) >3 (x)= = S50



olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu ve

d(x, y) reel sayisina da X,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

Teorem 2.1.1. E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir [7].
Tanim 2.1.4.

d:E"xE" >R
(09) >0 (1)= o]

bi¢iminde tamimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir [7].

Tamm 2.1.5. VX,y,zZ€ E" i¢in Xyz agisinm 6lgiisii

(w.2)

C0SH = ———
Pl

den hesaplanan 6 reel sayisidir [7].

Tanim 2.1.6. E", n-boyutlu Oklid uzaymda X € E" i¢in X vektdriiniin normu
X1 = (% %)
bi¢iminde tanimlanir [7].

Tanim 2.1.7.
AE"XE" > E"

(x,y)—> X/\y:zn:det(ei,x, y)e,
i=1



seklinde taniml1 A i¢ islemine vektorel carpim denir. x Ay vektorii, hem X hem de

y vektoriine dik bir vektordiir ve

[~ y[=[x]ly]sine

dir [7].

Tanimm 2.1.8. E" de sirali bir {PO’Pl’P27""Pr1} nokta (n+1)-lisine R" de karsilik

gelen {RP,RP,RP,...RR} vekior n-lisi R" igin bir ortonormal baz ise

{P,P,P,,...P,} sistemine E" in bir dik ¢atisi veya Oklid ¢atisi denir [7].

Tamm 2.1.9. V vektor uzayi ile birlesen afin uzay A olsun. Pe A ve veV icin

(P,Q) sirali ikilisine A afin uzayinmm P noktasindaki bir tanjant vektorii denir. A

afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektorlerinin climlesi TA(P) ile gosterilir

[7]1.

T, ( P) de toplama ve skaler ile carpma iglermleri sirasiyla ,

ve

O:RxT,(P)>T,(P)
(/1,(P,\7))—>19(P,\7)=(P,2,\7)



bi¢giminde tanimlayalim. Burada R ile A nin birlestigi V vektdr uzaymnin cismi

gosterilmektedir. {TA(P),(-B, R, +,-,®} vektor uzayma, A afin uzaymm P

noktasindaki bir tanjant uzay1 denir ve kisaca T, (P) ile gosterilir [7].

Tanmm 2.1.10. Ac E" {izerindeki bir vektor alani

X:A= (T, (P)

PeA
bicimde bir fonksiyondur, dyle ki
roX=1:A>A

doniisimii bir 6zdeslik fonksiyonudur. Boylece E" de bir X vektor alanini,
VP € E" noktasina karsilik bir X, tanjant vektorii kargilik getiren fonksiyon olarak

diistliniilebilir.

E" de vektor alanlarmnin ciimlesi ;((E”) ile gosterilirse, tanjant uzayima benzer
sekilde { ;((E” ) VD, R, +,-, @} altilisinin vektor uzayi oldugu gosterilebilir. Bu vektor

uzayma E" ilizerindeki vektor alanlarmin uzay1 denir ve kisaca Z(E”) ile gosterilir

[7]1.
2.2. E®, 3-boyutlu Oklid Uzayinda Egriler ve Yiizeyler Teorisi

Tamim 2.2.1. X bir ciimle ve X in alt climlelerinin bir koleksiyonu 7~ olsun. 7~

koleksiyonu asagidaki dnermeleri dogruluyorsa X {izerinde bir topoloji ve (X T )

ikilisi de bir topolojik uzay admi alir [7].

. X,8eT,
ii. VA,A e7 icin ANA €T,



iii. Ae7 ,iel icin UA€T .
iel
Tammm 2.2.2. X ve Y birer topolojik uzay olsun. f:X —Y fonksiyonu siirekli,

f ' varve f desiirekliise f ye X den Y ye bir homeomorfizm denir [7].

Tamim 2.2.3. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in X
de sirasiyla P ve Q noktalarmi igine alan A, ve A, acik alt climleleri A, (A, =<

olacak sekilde bulunabiliyorsa X topolojik uzay1 bir Hausdorff uzayr admi alir [7].

Tamm 2.2.4. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler saglaniyorsa
M ye bir n-boyutlu topolojik manifold denir [7].

I. M bir Hausdorff uzayidir.

ii. M nin her bir agik alt climlesi E" e veya E" nin bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

iii. M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 2.2.5. M, n-boyutlu topolojik manifold ve U, E" nin bir a¢ik alt ciimlesi

olsun. O zaman U bir w homeomorfizmi ile M in bir W agik alt ciimlesine
eslenebilir. Boylece w:U cE" >W <M olmak tizere (U,l//) ikilisine M de bir

koordinat komsulugu denir.
Tamm 2.2.1. | < R bir a¢ik aralik olmak tizere
a:l >E"

diferansiyellenebilen fonksiyona E" de bir egri adi verilir. Burada | R araligina
o egrisinin parametre araligl, te | degiskenine « egrisinin parametresi ve (I,a)

ya da koordinat komsulugu denir [7].



Tamm 2.2.2. E" de bir M egrisi (I,a) ve (J,,B) gibi iki koordinat komgulugu ile

verilsin.
h=a08:J >

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (M nin | daki

parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [7].

Tamm 2.2.3. E" de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

a1 — E" fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlar1 o, a,,...,c, olmak lizere
, de, de, , . o

o' (t)= Et,...,FL dir. (a(t),a(t))eT., (P) tanjant vektériine, M

egrisinin te| parametre degerine karsilik gelen (t) noktasinda (I,«) koordinat

komsuluguna gore hiz vektori denir [7].

Tamm 2.2.4. E" de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
||| ;1 > R

fonksiyonuna M egrisinin (I ,a) koordinat komsuluguna gore skaler hiz fonksiyonu

ve Ha’(t)u reel sayisma da o (t) noktasindaki skaler hizi denir [7].

Tamm 2.2.5. Eger Ha'(t)uzl ise M egrisine (I,a) koordinat komsuluguna gore

birim hizli egri, t € | parametresine de yay parametresi denir [7].

Tanmim 2.2.6. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye (yani Vtel

igin o' (t)#0) regiiler egri denir [7].



Tamm 2.2.7. E" de bir M egrisi (I,a) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu
durumda, y/:{a’,a",...,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve v , k>r i¢in;
a eS {y} olmak iizere, y den elde edilen {V,,V,,..,V,} ortonormal sistemine,

M’ egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani ve te M igin {Vl (t).V, (t),....V, (t)} ye ise

t € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklist denir [7].

Tamm 2.2.8. E" de bir M egrisi (1,) koordinat komsulugu ile verilsin. sl ya

karsilik gelen «(s) noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi {Vl(s),Vz(s),...,Vr(s)}

olsun. Buna gore,

kil >R
sk (8)=(V/(s). Vs (s)) , 1<i<r

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrinsin i-yinci egrilik fonksiyonu ve se | igin

ki (s) sayism da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [7].

Teorem 2.2.1. E" de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s e |
yay parametresi olmak iizere, a(S) noktasmdaki M nin i-yinci egriligi k; (s) ve

Frenet r-ayaklisi {Vl(s),V2 (). V, (S)} olmak iizere

dir.

n =3 6zel halinde, E®, 3-boyutlu Oklid uzaymda a(s) noktasinda bir M egrisinin

Frenet 3-ayakli alani,



dir [7].

Burada 1-inci egrilik olan kl(S)zlc(S) degerine sadece egrilik, 2-nci egrilik olan
k,(s)=7(s) degerine de burulma (torsiyon) denir. T, N ve B vektdrlerine de,

strastyla egrinin teget vektor alani, asli normal vektor alan1 ve binormal vektor alani

denir. Boylece matris formunda

T' 0 « O||T
N'|l=l-x 0 7| NJI.
B’ 0 - 0|l B

verilebilir [7].

Tamm 2.2.10. Bir egri boyunca N normal vektor alaninin tiirevi tegetsel ise N ye

relatif paralel vektor alani denir [4].

Tamm 2.2.11. E® de se| yay parametresi ile verilen C? siifindan regiiler bir o
egrisi iizerindeki relatif paralel vektor alanlar1 yonlendirilmis 1-boyutlu teget ve 2-
boyutlu normal kisimdan olusan R cismi iizerinde 3-boyutlu bir vektor uzayi
meydana getirir. Bu vektér uzayinin bir ortonormal bazmna relatif paralel adapte

edilmis ¢at1 ya da Bishop catis1 denir [4].

Boylece N, =T AN, olmak iizere {T, N,, N2} C? smifindan regiiler egrinin Bishop

catis1 olsun. Buna gore



olacagindan gatinin S yay parametresine gore tiirevi

T 0 k k[T
N, |=|-k 0 O]N,
NZ’ —k2 0 O N2
dir. Boylece her se | icin
k=T = kN, + KN, | = k2 +k,>

10

olacak bicimde x, a egrisinin egrilik fonksiyonudur. Burada @, N, normal vektor

alani ile N asli normal vektor alani arasindaki ag1 olmak iizere k; ve k, Bishop

catisinin dogal egrilikleri olup

k, =xcosé@ ve k, =xsing

seklindedir. Dolayisiyla

N =N, cos@+N,sing

yazilabilir. Buna gore

tan@ =2

olmak tizere
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@ = arctan (ﬁj (2.2.1)
kZ
elde edilir. Diger taraftan

N’:—leinez—9+ N, cos@+ Nzcosez—9+ N, sin@
S S

=—«T +(-N,sing+ Nzcosﬁ)d—e
ds

=—xT +7B
oldugundan Frenet formiilleri kullanilarak
B=-N,sind+ N, cosd
ve

_do

T=—
ds

bulunur. (2.2.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

_do kk, —kK,

T= =
ds  k’+k)’
elde edilir. Dolayisiyla buradan

6’=Irds

olur. Ayrica
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B = —Nlcosed—e— N, sin@— N, sin p92., N, cos®
ds ds

=—(N,cos@+N,sin G)Z—f

=-7N

ve
T'=kN, +k,N, = xcosON, + xsinON, = kN

oldugundan

T 0 KC0S6 Ksiné T

N, |=| -« —sin 099 cosp9? N,

ds ds N

N’ 2
? 0 —cos0d? _singd?
ds ds |

elde edilir. Son olarak Frenet ¢atis1 ve Bishop catisi (relatif adapte edilmis cati)

arasindaki iliski

ile verilir [4], [9].

Tamim 2.2.13. S, E® iin bir alt kiimesi olsun. VP €S icin P nin E?® {izerinde bir
komsulugu V olmak iizere E® nin U agik ciimlesinden VNS ye bir F

diffeomorfizmi varsa, S ciimlesi E® de bir yiizey admn1 alir [8].
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Tamm 2.2.14. E® de yonlendirilebilir bir yiizey S olmak iizere S de yatan bir egri

a olsun. a egrisi S yiizeyi iizerinde oldugundan her bir noktasinda ikinci bir gati
meveuttur ve bu ¢ati Darboux ¢atisi olarak adlandirilir. Darboux ¢atist {T,g,n} ile
gosterilirse T, o egrisinin birim teget vektorii, n, S ylizeyinin birim normal
vektorii ve g =nAT olacak sekilde bir birim vektordiir. Boylece T birim teget
vektorii hem Frenet ¢atisinda hem de Darboux ¢atisinda oldugundan N, B, ve g, n

vektorleri ayni diizlemdedirler [17].

try

=l

Sekil 2.1 Frenet ve Darboux Catilarimin Elemanlari.

O halde Darboux ¢atist {T,g,n} ve Frenet ¢atis1 {T,N, B} arasinda

T 1 0 0 T
g|=/0 cosep sing || N
n 0 -singp cosep|l B

(2.2.2)

bagmtist vardir. Burada g ve N vektorleri arasindaki ag1 ¢ dir. Boylece (2.2.2)

denkleminden

g = cos@N +sinpB, n=-sinpN +cospB
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dir. Dolayisiyla son denklemlerden

i N
HE Brsdbed I
n —Sing cose || B
dir. Burada

cose sing
—sing Ccosg

matrisi diizlemin donme matrisi olup ortogonal bir matristir. O halde (2.2.3)

denkleminden kolayca goriilebilir ki

N| |cosp —sing| g
B| |sing cose|ln
ve

N = coseg —singn, B =singg +cosen

dir. Boylece {T, g, n} Darboux ¢atisi nin tiirev formiilleri

T’ 0 k, k. |[T
=1k, 0 7,9
n’ -k, —z, 0 LN

ile verilir. Oyle ki burada ky, k, ve r,, sirasiyla o egrisinin geodezik egriligi,

normal egriligi ve geodezik torsiyonu olarak adlandirilir.

O halde, o egrisinin geodezik egriligi k,, normal egriligi k, ve geodezik torsiyonu

7, ile K ve 7 arasinda asagidaki iligki
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. de
k,=xc0sep, k =xsing, r,=7+——

ds

ile verilir [16]. Burada

da d’a
k, =(—=, =2 An
9 ds ds

<da dn>
T =(— nNA—
g ds ds

dir. Yonlendirilebilir S yiizeyi lizerinde yatan « egrisi i¢in 6zel olarak;

i. Eger k, =0 ise a bir geodezik egri,
ii. Eger k, =0 ise & bir asimptotik egri,

iii. Eger 7, =0 ise a bir egrilik ¢izgisi,
dir [11], [17].

Tamim 2.2.15. Merkezi orijinde bulunan ve yaricap: bir birim olan kiireye E® de

birim kiire denir ve
s?={P=(R,P,,R)I(P,P)=1}
ile gosterilir [6].

Tamim 2.2.15. y, S? de birim hizli kiiresel egri ve S, y mn yay parametresi olsun.

t(S) = 7/'(8) olmak iizere t(S), y nin birim teget vektori olarak tanimlansin. }/(S)
yer vektorii olmak tizere y egrisi boyunca d (S) = ;/(S) nt (S) de binormal vektdriinii

gostersin. Bu sekilde olusturulan {7,t,d} catisina ¥ nm S° {izerinde Sabban catis1

ad1 verilir [10].
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Tamm 2.2.16. y, S? de birim hizli kiiresel egri ve S, y nin yay parametresi olsun.

y nin S? iizerinde Sabban catis1 {y,t,d} icin

%, ={t.0)

ifadesine y min S? {izerinde geodezik egriligi denir.

Boylece y egrisinin kiiresel Frenet formiilleri

(2.2.4)

ile verilir [10].



BOLUM 3. E?, 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA
SMARANDACHE EGRILERI

Bu bolimde E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda farkli catilara gére Smarandache egrileri

tanimlanmis ve bu egriler ile ilgili teoremler verilmistir.
3.1. E®, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Catisina Gore Smarandache Egrileri

Y= }/(S) ve =0 (S*), E® de birim hizli regiiler egriler ve » nin Frenet catisi

{T, N, B} olsun. Béylece TN -Smarandache egrisi, NB -Smarandache egrisi ve TNB

-Smarandache egrisi asagidaki sekilde tanimlanabilir [1].

Tanmm 3.1.1. y =y(s), E® de birim hizli regiiler egri ve {T,N,B}, y nin Frenet

catis1 olmak iizere TN -Smarandache egrisi

ile verilir 6yle Ki y nin egriligi ve burulmasi, sirasiyla k¥ ve 7 olmak iizere £ nin

egriligi «” ise

o _Noynt vn) g

(21(2 +72 )2

dir. Burada
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n, = —(K‘2 (2/(2 +z-2)+z'(nc’—zcr’))
7, = —(K2 (2K2 +372)+r(z’3 — 7K'+ m"))

N, = K(T(2K2 +z'2)— Z(TK’—KT'))

dir. Ayrica  min burulmasi 77 ise

o \/E[(KZ +7° —K')(K,u3 +ou )+ k (kT +7") (14, —,u3)+(1<2 +K’)(K/13 —r,uz)}

- . . )
(T(2K2+T2)+K‘Z"—TK") +(1<’z'—m") +(2K‘3+K"£'2)

dir. Burada
=K +K‘(‘[2 —31(')—/(”
Ly, =—K° — K‘(T2 - 31(') -3’ + k"
= —K7—7+ 2tk + k7' + 7"
dir [1].

Tanm 3.1.2. y =y(s), E® de birim hizli regiiler egri ve {T,N,B}, y nin Frenet

catis1 olmak iizere NB -Smarandache egrisi

p(s)-

(N+B)

-

ile verilir [1].

Tanim 3.1.3. 7:7/(3), E® de birim hizli regiiler egri ve {T, N, B}, y nin Frenet

catis1 olmak iizere TNB-Smarandache egrisi
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ile verilir [1].

NB ve TNB-Smarandache egrilerinin egrilik ve torsiyonunu TN -Smarandache

egrilerindeki gibi hesaplayabiliriz [1].
3.2. E?, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catisina Gére Smarandache Egrileri

7:7(8) ve /3:,8(3*), E® de birim hizli regiiler egriler olsunlar. » nin Bishop
catist {T,N;,N,} olmak iizere TN,-Smarandache egrisi, TN,-Smarandache egrisi,

N;N, -Smarandache egrisi ve TN,;N,-Smarandache egrisi asagidaki gibi verilebilir

[5].

Tamm 3.2.1. y = 7(8), E® de birim hizli regiiler egri ve {T, N,, N2} , ¥y nin Bishop

catist olmak iizere TN, -Smarandache egrisi

:B(S*)ZE(T + Nl)

ile tanimlanir. Burada y nin dogal egrilikleri, sirastyla k, ve k, ise S nin egriligi

x? olmak iizere

P

) (22 +k,2)

dir. Oyle ki

A, = kK2 = 2k,* — 3k ’Kk,? —K,* + KKK,
A, ==2K* —k K2 + K K, ? — kKK,
Ay = =2k Kk, —kK,* + 2k °k," — 2k k'K,
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dir. Ayrica y nm burulmasi 7/ olmak iizere

\/E[(klz _k1,)(p3k1 +p1k2)+ k1(k2' - klkz)(pl +p2)—(k1' +k + kzz)(pzkz —p3k1)}

Tﬂ - 14 ! 2 ! ! 2 2
(klkz K, kz) +(k1|<2 2k %k, —k, kz—k23) +(2K2 +kk,?)

dir. Burada
p, =K' —3kk, —3k,k, +k?+kk,’
P2 = _3k1k1, —k’ —kk,” + k1”

Ps = _2k1’k2 —k’k, —k,’ ~ klkz’ + k2"

dir. Ilave olarak 6, = —J. 7’ (s)ds olmak iizere B nin dogal egrilikleri

" :«/112+/122+132 cosb, Ve kA «//112+122+/132 sind,

(2K +K.2) - (2K +K2)

olur [5].

Tanm 3.2.2. y =y(s), E® de birim hizli regiiler egri ve {T,N;,N,}, y nm Bishop

catist olmak iizere TN, -Smarandache egrisi

B(s)=—=(T+N,)

-

ile tanimlanir. y nin dogal egrilikleri, sirastyla k, ve k, ise f nim egriligi x” olmak

uzere
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Kﬂ:ﬁ/ﬂiz_i_%z_i_ﬂaz

2
(k2 +2k,%)
dir. Burada
A =—k2k, —k* =3k k2 — 2k," + k kK,
A, = kK, — 2k K, + 2k, 'k,” — 2k K.k,

A, = kK2 =2k, + kK, —kk/'k,

dir. flave olarak y min burulmasi 7” olmak iizere

, \/E[kz (k1k2 _k1')(p3 +p1)+(|(2' _kzz)(p1k1 +p2k2)—(k2' +k+ kzz)(pzkz _pskl)}

T =

(ke Kk, [ (2 -k, ) 2k kK, 4Kk, )Z

dir. Oyle ki burada
p, =K, —3kk, 3K,k +kzk, +k}
P2 = _2k1k2! —k? —kk," ~ kllkz + kl”

P = _3k2k2, —k’k, —k,’ + k2”

dir. Ayrica 6, = —'[ 7’ (s)ds olmak iizere B nin dogal egrilikleri

" :«/ﬂf+/122+132 cos6, Ve kA «//112+122+/132 sind,

(k2 +2k,2) ) (k2 +2k,2)

2

dir [5].
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Tanim 3.2.3. y = }/(S), E? de birim hizhi regiiler egri ve {T, N,, NZ}, y nin Bishop

catis1 olmak iizere N;N,-Smarandache egrisi

1

ﬁ(S*)zJ—(N1+N2)

N

ile tanimlanir. y nin dogal egrilikleri sirasiyla k, ve k, ise g nm egriligi x” olmak

uzere

p \/Z/kf +k,2

K =
k, +K,
ve burulmasi 77 olmak iizere

_ _\/E(Ps (k12 +kk, ) — P (k1k2 N kzz))

5o
’ (kl+k2)((klk2+k22)2+(k12+klk2)2)

dir. Burada

PL= k1" + k2” - k13 - k12 k, — klkzz - kz3
P, = 3k1kl’ + 2k1k2' + kllk2
Ps = 2k1'k2 + 3k2k2' + k1k2'

dir. Ayrica 6, = —J. rf (S)ds olmak lizere £ nin dogal egrilikleri

2(k?+k,”)cosd, e 2(k? +k,?)sing,
S =

K” =
! k, +K, k, +K,

dir [5].
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Tanim 3.2.4. y = }/(S), E? de birim hizhi regiiler egri ve {T, N,, NZ}, y nin Bishop

catis1 olmak iizere TN;N,-Smarandache egrisi

B(s")=—=(T+N,+N,)

&l

ile tanimlanir. y nin dogal egrilikleri sirasiyla k, ve k, ise g nm egriligi x” olmak

uzere
= */gxMz + 2, +%22
4(k? +kk, +k,°)
dir. Burada

A, =—2K/'K,2 =k K, + kKoK, — 2k, * — 2k °k, — 4k K, — 2k K, — 2K,* + kK, 'K, + K, 'K,?
A, = —2K,* — 4k ’k, — 4k °k,” — 2k k. + k k'K, + 2k, 'k,* —k,°k," — 2k K.k,
Ay = =2k Kk, — 4k ’k,” — 4k K,® — 2K,* + 2k °k," +k kK, — 2k k 'k, —k,'k,?

dir. Ayrica ¥ nm burulmasi 7/ olmak iizere

(klr - k12 - klkZ)(_p3kl — pK, — ok, ) + (kz' —kk, - kzz)(pzkl + oK, + plkl)
(K +h k(= + k)

(klkz' kK, )2 t (klkz' 2k 2K, — 2k,k,2 — 2k,2 —k/k, )2

B3

P

2
+(2k13 T2k 2K, + 2k k.2 — kK, + klkz')

dir. Burada
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p,=—k" —k," =3k k' 3Kk, +k+kk,+kk,+k,>
p, =—3kk, —2kk, —k® —kk,2 =k 'k, + k"
s = —2kK, — 3Kk, —kk, —K,? —kk, +k,"

dir. 6, = —j 7”(s)ds olmak iizere 8 min dogal egrilikleri

- \ByA7 + 4,7+ cosb), ve k.7 B4 + 2,7+ 4 sing,

4(k? +kk, +k,2) ) 4(k? +kk, +k,7)

2

dir [5].

3.3. E°, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Darboux Catisina Goére Smarandache
Egrileri

y=y(s) ve p=p (s*), E® de birim hizh regiiler egriler olsunlar. y nm Darboux

catisi {T,g,n} olmak iizere Tg -Smarandache egrisi, Th-Smarandache egrisi, gn-

Smarandache egrisi ve Tgn-Smarandache egrisi asagidaki gibi tanimlanabilir [3].

Tanim 3.3.1. E® de M, ydnlendirilebilir bir yiizey, y =y(s), M iizerinde yatan

birim hizli regiiler egri ve {T,g,n}, y nm Darboux catisi olmak iizere Tg -

Smarandache egrisi
B(s')=—=(T +0)
\2

ile tanimlanir. y nm, swrasityla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik

- - o 1w ﬁ .
torsiyonu k,, k, ve 7, ise B nm egriligi k" olmak tzere
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J2(r 41,7 +T)

2 2)\?
(Zkg +(kn+rg))

K =

dir. Burada

>
+

n rg)[kg(kn'Jrrg"—knkg—z'gkg)—kg'<kn+rg)—kn(2kg2+(kn+rg)2)}—2kg4
K, +7, )[—kg (k2 ks + 7k )y (K +7) =7, (2|<g2 (K, +7, )Z)J—Zkg“

K (kb7 )| =2, =Koty (k1) |+ 2K, (7, +K, 7))

)1
o
I
— —~

o
I

dir. Ayrica  nin burulmasi 77 olmak iizere

, (771+772)[kg(k +7, ) kg (kn+r )} (r n,—k.n,+k 773)[2k92+(kn+1-g)2}
T —
O (K +7,) (k2 +7,2)+ 2K (k'+kgz)+279(kg'—kgz)}

o =7) |+ K (ko =7,

S

N
N\
A

@\
\_/

X

+

(\]

—_~ l_l

dir. Burada

=k 2k, (k) 7 kg (36 =,k kg (7,
7, = —kg" +27, (kn' +rg')+ K, (3kg' +7,0 4k + kgz)+fg' (kn +Tg)

=k, ey vk =7y ) (k) (7 k) + 2K (7,

dir. Eger, g” ve n” arasindaki ac1 ¢’ ise S nim geodezik egriligi, normal egriligi

ve geodezik torsiyonu,

kﬁ_\/Z/r +0,2+T;

g (2kg +(kn +7, )2)

cos ¢’
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e 2 r2+T2 41

n (Zkg +(kn +7, )2)

=sin g’

ve

-

= ()| Ky (k) +0 ) = (ko7 ) | (= +kom)| 2674 (k47 ) | g
K

’ % '\ ' ' i ds”
2((kg) +kg4j+ (ko) (k4 ) (747, )+2k (k) +k? )+ 27, (k) —k,?) |

(ke K =2k (k=) [ (7,
dir [3].

Tanim 3.3.2. E® de M, ydnlendirilebilir bir yiizey, y =y(s), M iizerinde yatan

birim hizli regiiler egri ve {T,g,n}, » nin Darboux catisi olmak iizere Tn-

Smarandache egrisi

ile tanimlanir. » nin swrasiyla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik

- - o 1w ﬁ .
torsiyonu k,, k, ve 7, Ise B nm egrili§i k" olmak tzere

J2(T 41,7 +T)

(2kn2 +(r, —k, )2)2

K =

dir. Oyle ki
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rl=(rg—kg)[kn(—kg’+fg'+knk —ryk )=k (7 Ky )k (27, =k ) - 2%,

=k, (7 =k )| 2K 47, (k2 =7,7) |- 2K, (o 47, =K, ko,

(z —kg)[( K, +z, kK +z'k) Kk, (7, K, )~ z'g(an2+Tg—kg)}—2kn4
dir. Ayrica  nin burulmasi 7 olmak iizere

o) ) (e, k) k(e )] e ), K, )

_q kK, (rg —kg)[kn (m.—n5)+m, (kg -7, )]—ZKn (kn' +kn2)772

p_ 1
V2 2((kn’)z+kn4]+(fg k)| 2(k =K )2k (k) [ (7~ ) (1K)
e k)| (7 ks )2k (g 7y [+ (kg 7, )
dir. Oyle ki

=k, + 2k, (7, —kg’)+ K, (3kn' —r7 -k —k92)+ K, (K, ~7,)
=k, =2y k(=7 ) (7 kTG (26 k) 2k,

=k, 425, (7 =k, )k (36, 1t (k7)) (K = 7y ) (K =7, )

dir. Eger,, g” ve n” arasindaki ac1 ¢’ ise B nin geodezik egriligi, normal egriligi

ve geodezik torsiyonu,

; \/Z/r +T,7+T,2
k,” = ~cos¢’
(Zkg +(Tg_kg) )

e 2 r2+T2 41

\ >-sing’
(2kg +(Tg_k9) )
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ve

(r42)| (= )= (7 =g )k (7 K, ) [+ () (7, =, )
y (k) )+ )]-2k, (k) +k,2) do”
T2 2[(kn')2+kn4j+(rg k)| 2(k =k )2k (k7 =k [ (7 = ) (1K) ds’
+(z, —kg’)[(rg'—kg’)+ 2k, (K, +7, )}rknz(kg ir,)

dir [3].

Tamim 3.3.3. E° de M, yonlendirilebilir bir yiizey, y = ]/(S), M iizerinde yatan

birim hizli regiiler egri ve {T,g,n}, y nn Darboux catis1 olmak iizere gn-

Smarandache egrisi

ile tamimlanir. y nin, swrasiyla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik

- - o 1w ﬁ .
torsiyonu Kk, k, ve 7, Ise B nm egrili§i k" olmak tzere

J2(T 41,7 +T)
= =
(21-92+(kn+kg) )
dir. Oyle ki
Fo=20,7, (kg ) =227 (K, 4K, ) g(kg—k)(zf +(k +k,))
F2=—27g4+r k +k [ Zz'gkg} k +k )+Tg'+rg2}
ry=-20, 4z, (K, +k,) [ 20k } (k o)+, =5,
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dir. Ayrica 8 nin burulmasi 7 olmak iizere

A —((Tg’ —, )2 —k, (k, +K, )jnz
+((rg' +7, )2 +k, (K, +k, )Jng
—z, (1, +n3)[(k ) (KK, )T

(k, +k, )

1
T =—
V2 (1, 1k, (k2 +K,2) +2(k, +K, )| o5 772k, (rgz—rg')}+2(rg')2
+2Tg4+[(kn’+kg') g(kn—kg)}2
dir. Oyle ki

nl=kn”+kg"+2rg'(kn—kg)+fg(kn'_k ')—(kn+k )z, k2 oK)
nzzfg”+2kg(kn’+kg)+3m (K, +K,) ( ) .7 (K =k, )-7,°

n

n

M=ty 42k )+ )+ 3r,e) (k) (K —Tgkg) 7o (K =k, )+7,°

dir. Eger,, g” ve n” arasindaki ac1 ¢’ ise B nin geodezik egriligi, normal egriligi

ve geodezik torsiyonu,

kﬁ_\/Z/r +0,2+T;

g (ZTg +(kn+kg))

oS¢’

e 2 r2+T2 41

n (ng +<kn+kg))

>sin g’

ve
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REACEENEA ((rg'—r )Z—kn(kn+kg ));72

(k, +k, ) )
((Tg +z'g) +k k +k )j%
, , 2
Tﬁ— R A RN [(k +k, )+z‘ n—kg)} +d¢f
LV (k) (k2 )+2(kn+kg)[kg (Tg'+rg2)+2kn(rgz—rg’)} ds
+2(rg')2+219“+[(kn'+kg')+rg(kn—kg )T
dir [3].

Tamim 3.3.4. E° de M, yonlendirilebilir bir yiizey, y = 7(8), M iizerinde yatan

birim hizli regiiler egri ve {T,g,n}, y nin Darboux catis1 olmak tizere Tgn-

Smarandache egrisi

,B(s*):is(T +g+n)

ile tanimlanir. » nin swrasiyla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik

- - o 1w ﬂ .
torsiyonu k,, k, ve 7, ise B nm egrili§i k" olmak tzere

\/z(rf +T,7+T2)

(k) + (7 =K, )+ +,))

K’ =

dir. Oyle ki
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)
Ty = (2, =Ky ) [k (Kot ) =7 (7, + ) ]+ (2, K, [k+k (K, +k, ( +kn)(rg'+kn')}
AR,
K, (kg +k, )]+ (7, +K )[ (kn+kg)(kn K, )—(z'g—kg)(z'g'—kg’)}
+((kg+kn)2+(fg_kg)2) Tg( Tg)+( 9) kn(k9+kn)}

dir. Ayrica  nin burulmasi 7¥ olmak iizere

(ko ks )(k; = )(f k) + (K, =2, ) (=K

+(k v, [k =, )+ (K, +kg)n2]

k+rg)[k+r — Ty )17 — <k+2') J
k

- )
+(ky+74 ) (7gm — ko, )+ (k +7, )(zy15 Ky )+ (K, + 7 ) (kg5 k7,
( (

_q kg — rg)(k +7 )( s —K 772)+ k,+K )( )
\E(kg—rg 2(k +2(k +k, )[kg (kg k +7 )}+(kn+z-g)z
+2 K, +7, [rg +kg2 k, +7, ]+ k +k k +7, )
12(k, +k, ) (z'g—kg (7, +k, }+kr (70 =k, )+ (k! K, )

9
k2+r2 +(Tg' Ky )2+(r -k, ) Z' —kg)(rg +kn)

dir. Oyle ki
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=k =2k (I =7 )= (kg ) () (b = ) (= kry )+ 26, () 7, )
+(k,+7, )(kn' —kgrg)

=ty =k 20 (K 2k () k) (g ) (K —kry )+ (7 k) (kb 75 )
(kg =74 ) (K" +7,°)

=, =k 2k, (k) (7 =y ) (7 =kl )+ (kK ) (k) kg,

+27, (rg' —kg')+(kn +7, )(kn2 +ng)

dir. Eger,, g” ve n” arasindaki ac1 ¢’ ise B nin geodezik egriligi, normal egriligi

ve geodezik torsiyonu,

2a/r2+r2+r2
k,” = V2L + T 4T, ~cosg”,

(k) (K ) (e )

24/r2+r2+r2 .
k” = 2T+ T 4T, ~sing”

(kb ) (g =)y )

ve
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7y )
kn+f) Tyl nﬂz) (k +7, ) (747 gm) (k +2,) (kg —kon,)

Tﬂ—_1+ ky — r)(k +r)( s — k772)+(n+ )( ) dgo
TNB (k-7 ) (K, )+2(k K, )[kg K, 7, )+K, (k tr )}r(knﬂg)z ds
+2 k, +7, [rg k +7, }+ k +k k +7, )
12(ky 4k ) Ky (7 =y ) =k (7 }+kr £y k) (K 4k, )

9
2
k2+ng +(Tg kg') +(r -k, ) T —kg)(rg +kn)

dir [3]



BOLUM 4. E*, 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA SABBAN
CATISINA GORE SMARANDACHE EGRILERI

Bu boliim tezin orijinal kismi olup E®, 3-boyutlu Oklid uzaymnda S? birim kiiresinde
de Sabban ¢atisina gore Smarandache egrileri tanimlanmis ve bu egrilerle ilgili

teoremler verilmistir.

y= }/(S) ve [ = ,B(S*), S? birim kiiresinde birim hizl regiiler egriler olsunlar. y
nin Sabban catisi {y,t,d} ve [ nin Sabban catisi {ﬂ,tﬁ,dﬁ} olmak tizere t-

Smarandache egrisi, td -Smarandache egrisi ve ytd -Smarandache egrisi asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

4.1. yt-Smarandache Egrileri

Tamm 4.1.1. y=y(s), S iizerinde birim hizli regiiler egri ve {y,t,d}, y nm

Sabban catis1 olmak iizere yt-Smarandache egrisi

B(s)=—=(r+t) (4.1.1)

ol

ile tanimlanir.

Boylece yt-Smarandache egrisinin Sabban catisi ve Kgﬂ geodezik egriligi ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.1. 7:7/(8), S? {izerinde birim hizli regiiler egri, {7,t,d}, y nin
Sabban catisi Ve «;, y nin geodezik egriligi olsun. S (s*), y nm yt-Smarandache

egrisi ise S nin Sabban catisi {ﬂ,tﬁ,dﬂ}

1 0 1
B V2 V2 Y
. 1 1 K, ¢
dﬁﬁ \/2+ng \/2+ng \Ilerng d
K, -1-x, 2
N N TR TN (R T
ile verilir. Burada
4 2
A=Kk, —K," =2
A, =—K9Kg' —2—2Kg2 —Kg4
Ay =2k, + 2K, + i)
olmak tizere
ﬂ 1
Kl = ——— (A, + A (-1, )+ 24)
(2+K‘92)2

dir.

Ispat. (4.1.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

(B 1
’B(S)_ds* ds «/5(7/“)

elde edilir. Bu son denklemde (2.2.4) denklemi yerine yazilirsa



ds* 1
ﬂd_z=$(t+’(gd_7)

bulunur, 6yle ki burada

ds*_ 2+K92
ds_\l 2
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(4.1.2)

(4.1.3)

dir. (4.1.3) denklemi (4.1.2) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa S

egrisinin t, teget vektori

t, =;(—7+t+xgd)

2
2+1<g

olur. (4.1.4) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

=t (it 2)
(24,7)7

t

elde edilir 6yle ki burada

= o
A=Kk, —K," =2
A =K ky —2-2K," — K,

— -
A =2k, +2K, tk,

(4.1.4)

(4.1.5)

dir. (4.1.3) denklemi (4.1.5) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

tﬂ’=—ﬁ2 7 (Ay+ A+ Ad)
(2+Kg )

(4.1.6)
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denklemleri bulunur. Eger (4.1.1) ve (4.1.4) denklemleri g6z Oniine alinirsa S

egrisinin d, normal vektdri

1

dﬁ=13Atﬁ=ﬁ(’<g7+(_l_’<g)t+2d) (4.1.7)
4+2Kg

olarak elde edilir.
Son olarak (4.1.6) ve (4.1.7) denklemlerinden g egrisinin geodezik egriligi
ﬁ _ !
Ky = <tﬂ ’dﬂ>
1
= (ﬂlxg +ﬂ2(—1—l('g)+2ﬁ.3>
e

(2 +K, )2

olur.

4.2. td - Smarandache Egrileri

Tamm 4.2.1. y=y(s), S® iizerinde birim hizli regiiler egri ve {y,t,d}, y nm

Sabban ¢atis1 olmak iizere td - Smarandache egrisi

,3(8*)= (t+d) (4.2.1)

-

ile tanimlanir.

Bu durumda td - Smarandache egrisinin Sabban catis1 ve Kgﬂ geodezik egriligi

asagidaki teoremle verilebilir.
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Teorem 4.2.1. y =y(s), S? iizerinde birim hizl regiiler egri olmak iizere {y,t,d},
y nin Sabban catis1 ve x, de y nin geodezik egriligi olsun. ﬂ(s*), y nmn td -

Smarandache egrisi ise £ nin Sabban catist { Bit,,d ﬂ} olmak tizere

0 1 1
2 J2
B 4
1 -K K
t, |=|- g g t
2 2 2
d, 2?2’ L2 ||
K, -1 1+ K,
I J2+4K \2+ak) |2+ 4K) |
ile verilir dyle ki
A= ZKgKg' +K,+ 2Kg3
A =—1-x, =3k’ -2k,
A= —ng +K'g’ —21('94
olmak tlizere
ﬂ l
K =——— (ﬂllcg — o+ 25 (14K, ))
(1+ 2](‘92)2

dir.

Ispat. (4.2.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

(o B L
'B(S)_ds* ds ﬁ(t +d’)

elde edilir. Eger (2.2.4) denklemi bu son denklemde yerine yazilirsa
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t ds’ =i(—}/+1cgd —th) (4.2.2)

ﬂgﬁ

bulunur. (4.2.2) denkleminden agiktir ki

* 2
ds” _ /1+2K9 (4.2.3)
ds 2

dir. (4.2.3) denklemi (4.2.2) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa S

egrisinin t, teget vektori

1

t, =m(—7—lfgt+l(gd) (4.2.4)

olarak elde edilir. (4.2.4) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

7 ds

ﬁ(ﬂiymztwgd) (4.2.5)
1+ 21(g2 2

t

bulunur. Oyle ki burada

' 3
A =2K,Kk, +K,+2K,
A =—1-x, =3k’ -2,

9

_ .2 r 4
A =-K,"+K,; -2k,

dir. (4.2.3) denklemi (4.2.5) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ty = Lzz (A + 2t +4,d) (4.2.6)
(1+2x,%)
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elde edilir. Eger (4.2.1) ve (4.2.4) denklemleri goz 6niine alimirsa B egrsinin d

normal vektori

o
Il
i
>
mr—?
I

ﬁ(;(gy—t+(l+l(g)d) (4.2.7)
\A g

bulunur.

Son olarak (4.2.6) ve (4.2.7) denklemlerinden g nin geodezik egriligi

Kgﬁ =<tﬂ ,dﬂ>

:ﬁ(ﬂixg—ﬁz—kﬂg(l—%ﬂ))
+ 2K, 2

dir.

4.3. ytd - Smarandache Egrileri

Tamm 4.3.1. y=y(s), S® iizerinde birim hizli regiiler egri ve {y,t,d}, y nm

Sabban ¢atis1 olmak iizere ytd - Smarandache egrisi

B(s)=—=(r+t+d) (4.3.1)

e

ile verilir.

Boylece ytd- Smarandache egrisinin Sabban ¢atis1 ve Kgﬁ geodezik egriligi

asagidaki teoremle verilebilir.
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Teorem 4.3.1. 7:7/(8), S? {izerinde birim hizli regiiler egri, {7,t,d}, y nin
Sabban catis1 Ve «, y nin geodezik egriligi olsun. S (s*), y nmn ytd - Smarandache

egrisi ise £ nin Sabban catisi { ﬂ,tﬁ,d ﬂ} olmak tlizere

1 1 1
, N3 & N3
olo] 1 1—Kg K, jt/
dﬁﬁ \/2(1—1(9 +K92) \/2(1—1(9 +ng) \/2(1—/(9 +K92) d
2k, -1 -1-x, 2-k,
\j6(1—/<g +ng) \/6(1—1(9 +K‘gz) \/6(1—1(9 +/cg2)
dir. Burada

_ ! l_ _ 2 3
A =—k, +2K,k, —2+4K, — 4Kk, + 2K,

4

_ (_ (_ _ 2 3_
A =k, —K,ky —2-4K,"+2Kk, + 2K, — 2K,

_ ! _ 2 4 3 4
A =—Kyky +2K, 4K, +2x, +AKk -2k,

olmak tzere

Kgﬂ= s (A2, —1)+ A4, (-1-K, )+ A4 (2—K, ).
4ﬁ(1_,<g+,(gz)z( (oo t)e 2 o2 o)

dir.

Ispat. (4.3.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

. dpdst 1
’ — =—— (' +t'+d’
p(s) ds* ds \/§(7/+ +0)

elde edilir. Eger (2.2.4) denklemi son denklemde yerine yazilirsa
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t di=i(t—y+z<gd—xgt) (4.3.2)

Fds 3

bulunur. Oyle ki burada

ds’ _J2(1—Kg 5y’ (4.3.3)
ds 3
dir. (3.3.3) denklemi (3.3.2) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa S

egrisinin t, teget vektori

t, = 1 (—]/+(1—K‘g)t+l('gd) (4.3.4)

g \/2(1—Kg +ng)

olur. (4.3.4) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

, ds” _ 1
" ds 2\/5(1—1(9+ng)

5 (Ay + 2t + 4d) (4.3.5)

elde edilir 6yle ki burada

_ ! l_ _ 2 3
A =—k, +2K,k, —2+4K, — 4Kk, + 2K,

O L, 2 3 4
A =k, —K,ky —2—-4K,"+2Kx, + 2K, — 2K,
4

_ ! _ 2 ! 3_
A =—K Kk, +2K, -4k + 2K, +4Kk,; 2K,

dir. (4.3.3) denklemi (4.3.5) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ty = V3 5 (Ay+ At +4d) (4.3.6)
4(1— K, + ng)
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bulunur. Eger (4.3.1) ve (4.3.4) denklemleri goz 6niinde bulundurulursa

d,=fAt, = ! (26, 1)y +(-1-x, )t+(2-x,)d) (@37)

\/6(1—1(9 +ng)

bulunur &yle ki burada d;, B egrisinin normal vektdriidiir.

Son olarak (4.3.6) ve (4.3.7) denklemleri kullanilarsa 8 nin geodezik egriligi

’(gﬂ = <tﬂ,’dﬂ>
1
= (4 (25, ~1)+ 2, (-1-1, )+ 4 (2—x,
4\/5(1—Kg+,c92)2( ( J el Jal ))

olur.



BOLUM 5. SMARANDACHE EGRILERINE BiR ORNEK

Bu bolimde E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda Sabban gatisma gore tanimlanan

Smarandache egrilerine drnekler verilmistir.

¥(s)={cos(s)tanh(s), sin(s)tanh(s), sech(s)} (5.1.1)

S? iizerinde birim hizl1 regiiler egri olmak iizere bu egrinin Sabban catisma gore

Smarandache egrileri hesaplanabilir.

Sekil 5.1 ¥ = 7(S)

Boliim 4’te verilen bilgiler 1s1ginda gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa

y=y(s) egrisinin Sabban catisma gore tegeti ve normali bulunabilir. Béylece

(5.1.1) denklemi ile verilen y egrisi gdz oniine alnirsa
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t ={cos(s)sech’(s)—sin(s)tanh(s),cos(s)tanh(s)+sin(s)sech’(s),—tanh(s)sech(s)}

ve

d, (s)=—sech®(s)sin(s)—cos(s)sech(s)tanh(s)-sech(s)sin(s)tanh?(s)
d,(s)=cos(s)sech®(s)—sech(s)sin(s)tanh(s)+cos(s)sech(s)tanh?(s)
d, (s) =cos’(s)tanh*(s)+sin®(s)tanh®(s)

olmak tizere

d= {dl(s)’dz (s).d; (S)}

olur. O halde Tanim 2.2.15 ve Tanim 2.2.16 dan y egrisinin geodezik egriligi gerekli

islemler ve kisaltmalardan sonra
K, = 2sech(s)
olarak bulunur.

(5.1.1) denklemi ile verilen y egrisinin yt - Smarandache egrisinin denklemi:

B, =—sin(s)tanh(s)+cos(s)tanh(s)+cos(s)sech®(s)
B, =sin(s)tanh(s)+cos(s)tanh(s)+sin(s)sech?®(s)
B; =sech(s)—tanh(s)sech(s)

olmak tizere

IB(S*): {ﬁl’ﬂZ’ﬂS}

ol
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dir, 6yle ki burada £ nin geodezik egriligi
1 16sech®(s)+8sech®(s)—8(tanh(s)—1)sech’(s)
—~2(tanh(s)-2)sech?(s)—2(tanh(s)-1)sech(s)+1

(2+4sech?(s ))

B _
K'g =

dir. (Sekil 5.2)

10

0.5

10

Sekil 5.2 1 - Smarandache Egrisi

(5.1.1) denklemi ile verilen y egrisinin td -Smarandache egrisinin denklemi

s)+cos(s)sech?(s)—sin(s)sech®(s)—cos(s)tanh(s)sech(s)

B, =—sin(s)tanh

(
(

)
—sin(s)tanh*(s)sech(s)
B, =cos(s)tanh(s)+cos((s)sech’(s)+sin(s)sech?(s)+cos(s)tanh*(s)sech(s)
—sin(s)tanh(s)sech(s)
B; =sin®(s)tanh®(s)+cos’ (s)tanh?(s)—tanh(s)sech(s)

olmak tizere
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{B. B s}

ol

B(s*)=

dir. Ayrica £ nin geodezik egriligi
—64sech’ (s)+32sech’(s)—8(2tanh(s)+1)sech®(s)

B _

1
g _(1+8sech2(s))2 —4(tanh(s)—3)sech’ (s)—4tanh(s)sech(s)+1

dir. (Sekil 5.3)

Sekil 5.3 td - Smarandache Egrisi.

ytd - Smarandache egrisinin denklemi,

B, =—sin(s)tanh(s)+cos(s)tanh(s)+cos(s)sech?(s)—sin(s)sech?(s)
—cos(s)tanh(s)sech(s)—sin(s)tanh*(s)sech(s)
B, =sin(s)tanh(s)+cos(s)tanh(s)+cos(s)sech?(s)+sin(s)sec’ h(s)

+cos(s)tanh*(s)sech(s)—sin(s)tanh(s)sech(s)
B; =sech(s)+sin?(s)tanh?(s)+cos?(s)tanh?(s)—tanh(s)sech(s)
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olmak tizere

ﬂ(s*)=i3{ﬁl,ﬁz,ﬁz}

olur. ilave olarak B nimn geodezik egriligi

128sech®(s)—64sech* (s)+32sech’(s)+16sech’(s)
Kk, = L —8sech(s)—48tanh(s)sech®(s)+24tanh(s)sech?(s)

9 3

42 (4sech’ (s)~2sech(s)+1)? | _12tanh (s)sech(s)+4

dir. (Sekil 5.4)

1.0

Sekil 5.4 ytd - Smarandache Egrisi.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzaymda Sabban ¢atisina gdre Smarandache egrileri ele
almmis olup ilgili teoremler ile bu egrilerin Sabban invaryantlar1 hesaplanmistir. Daha

sonra da Smarandache egrilerine bir 6rnek verilerek grafikte gosterilmistir.

Bu calismada ilk defa 3-boyutlu Oklid uzaymnda Sabban ¢atisma gore tanimlanan
Smarandache egrileri, yine Sabban catisima gore Minkowski uzaymnda tanimlanarak

kendine has ozellikleri verilebilir.
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