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OZET

Anahtar kelimeler: Modiiliis Fonksiyonu, De La Vallee-Poussin Ortalamasi,
Lacunary Dizisi, Ideal Yakinsaklik, » -Norm, Fark Dizisi

Bu ¢alisma yedi béliimden olusmaktadir. Ik bes boliim literatiir taramasidir. Altinct
ve yedinci bolumler 6zgiin kisimlardir.

Birinci boliimde; Modiiliis fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan dizi uzaylarinin
matematikteki yeri ve dneminden bahsedilmistir.

Ikinci bsliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugtincii boliimde; ideal yakinsaklik, A -ideal yakinsaklik, lacunary ideal yakinsaklik
incelenmistir.

Dérdiincti bolimde; »-normlu uzaylar ve n-normlu uzaylarda ideal yakinsaklik
incelenmistir.

Besinci boliimde; fark dizi uzaylart ve genellestirilmis fark dizi uzaylari
incelenmistir.
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SOME IDEAL CONVERGENT SEQUENCE SPACES DEFINED
BY A MODULUS FUNCTION IN n-NORMED SPACES

SUMMARY

Key Words: Modulus Function, De La Vallee-Poussin Mean, Lacunary Sequence,
Ideal Convergence, n-Norm, Difference Sequence

This study consists of seven chapter. The first five chapters are literature review.
Sixth and seventh chapters are original parts.

In the first chapter; it is mentioned the area and importance of the sequence spaces
defined by Modulus functions.

In the second chapter; the fundamentel definitions and theorems are given.

In the third chapter; ideal convergence, A-ideal convergence, lacunary ideal
convergence are given.

In the fourth chapter; 7 -normed spaces and ideal convergence in »n-normed spaces
are given.

In the fifth chapter; difference sequence spaces and generelized difference sequence
are given.
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topological properties of these spaces are given.
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BOLUM 1. GIRIS

Son yillarda modiiliis fonksiyonu kullanilarak bir ¢ok dizi uzayr tanimlamig ve bu

dizi uzaylan gelistirilerek giintimiize kadar gelinmistir.
Modiiliis fonksiyonu tanimu i1k kez Japon Matematikgi Nakano [1] tarafindan verildi.
Daha sonra Ruckle [2] {el,e2 ..} birim vektorlerinin siirl kiimesini barmndiran en

kigik FK wuzaytr var midir?” sorusuna cevap ararken (¢, dizi uzaymin

genellestirilmisi olan

L(f)z{x=(xk):2f(|xk|)§oo}
k=1
dizi uzayim f Modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimladi.

| Maddox [3] kuvvetli Cesaro toplanabilen dizilerin uzayr W (f) i tammladi. Daha
sonra Connor [4] Maddox [3] un tanimuini Cesaro Matrisi yerine herhangi negatif
olmayan regiller matris toplanabilme metodunu alarak W (4, f) toplanabilme
tammuna gelistirdi.

Modiiliis fonksiyonu kullanilarak Maddox [3], Pehlivan ve Fisher [5], Altin ve Et [6],
Kizmaz [7] ve birgok kisi tarafindan farkli modiilis dizi uzaylar tanimlanmig ve

bunlarin gesitli 6zellikleri incelenmistir. Biz burada, yukaridaki ¢aligmalar1 temel

alarak bu uzaylar1 daha genellestiren dizi uzaylar iizerinde ¢aligsacagiz.



BOLUM 2. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu bolumde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. [8] X bos olmayan bir kiime ve F', reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.
+: XxX —>X SFEFxX > X
x,y)—>x+y (a,x)>ax

donugimleri ile toplama ve c¢arpma iglemleri tamimlansin. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa X kiimesine /' cismi lizerinde “lineer uzay (veya vektor uzayi)” denir.

Va,pecF ve Vx,y,zeX igin

I- x+y=y+x

2- (x+y)+z=x+(y+2)

3- Vxe X igin x+60 =60+ x=x olacak sekilde bir 8 € X vardur.

4- Vxe X i¢in x+(—x)=(—x)+x =0 olacak sekilde —x € X vardur.
5- 1lx=x

6- a(x+y)=ax+a.y

7- (a+pB)x=ax+px

8- a.(fx)=(@@p)x

F =R alinirsa X e bir reel vektor uzayl, £ =C alinirsa X e bir kompleks vektor

uzay1 adi verilir.



Tamum 2.2. [8] X, F cismi iizerindeki bir lineer uzay ve M de X in bir alt kiimesi

olsun. Vx,yeM ve o € F igin

- x+yeM
2- axeM

sartlart saglaniyorsa A/ ye X nin “alt uzay1” denir. Bu iki sart, o, f € F olmak

uzere,
ax+pyeM
olmasina denktir.

Tamim 2.3. [8] X, F cismi tzerinde bir lineer uzay ve x € X olsun.

7
X= 0% O, + o O, = D X

i
i=1

olacak sekilde x, e X ve o, e€F varsa x vektorine x,x,,---,x, vektorlerinin

“lineer kombinasyonu” denir.

Tamm 2.4. [8] X, F cismi uzerinde bir lineer uzay ve S = {xl,xz,m,xn} de X in

sonlu bir alt kiimesi olsun. «; € F' olmak iizere,

olmasi her i i¢in o, =0 olmasim gerektiriyorsa § kumesine veya x,x,,--,x

n
vektorlerine ( F' Uizerinde) “lineer bagimsiz” denir. Lineer bagimsiz olmayan kiimeye

veya vektorlere de “lineer bagimli” denir.



Tamm 2.5. [8] X, F cismi lizerinde bir lineer uzay ve 4 < X bir alt kiime olsun.

x,y € A keyfi olmak iizere
B:{zeX:z=ax+(l—a)y, OSaSl}gA

ise A kimesine “konveks kiime” denir.

Tanim 2.6. [8] X, F' cismi iizerinde bir lineer uzay ve 4 — X bir alt kiime olsun.

A kumesini kapsayan en dar alt uzaya “ 4 nin gereni” denir ve spanX ile gosterilir.

Tamm 2.7. [8] X, F cismi izerinde bir vektor uzay1 ve B, X in bir altkiimesi
olsun. B lineer bagimsiz ve B, X 1 geriyor ise B ye (F lzerinde) X in bir "bazt

(tabani)” denir.

Tamm 2.8. [8] X, F uzerinde sifirdan farkli bir vektor uzayi olsun. X in herhangi

bir bazindaki vektor sayisina X in (£ tzerindeki) “boyutu” denir ve kisaca BoyX
ile gosterilir. Sayet X ={6} ise BoyX =0 olarak tammlanir. Bir vektdr uzaymn

boyutu 0 veya pozitif bir tamsay1 ise vektor uzayr “sonlu boyutludur”, aksi takdirde

“sonsuz boyutludur” denir.

Tamm 2.9. [9] X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ||||X — R fonksiyonu,

Vx,ye X ve Va e F igin

1- =0
2- |¥|=0=x=0
3 feex|=lod |

4 Jer A<+

ozelliklerini sagliyorsa || fonksiyonuna X iizerinde bir “norm™ ve (X,

|||) ikilisine

de bir “normlu vektor uzay1” veya kisaca “normlu uzay” denir.



Tamm 2.10. [9] (X,

H) normlu bir uzay ve bu uzay igerisinde bir dizi x=(x,)

n

olsun. Eger Ve >0 i¢in Vn >n, iken

xn—x0||<e

olacak sekilde bir n,(¢) e N sayisi varsa “x=(xn) dizisi x, a yakmsaktir” denir.

x=(x,) dizisi x, ayakinsak ise limx, =x, veya x, =X, seklinde yazlir.

Tamm 2.11. [9] (X,

) normlu bir uzay ve bu uzay igerisinde bir dizi x=(x,)

olsun. Eger Ve >0 igin Vm,n > n, iken

||xm -x, <&
olacak sekilde bir #,(¢) € N sayis1 varsa x = (xn) dizisine bir “Cauchy dizisi” denir.

Tamm 2.12. [9] (X, |}

) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya “Banach uzay1” denir.

Tanim 2.13. [9] x=(x,), (k=1,2,3,...) seklindeki reel veya kompleks terimli biitiin
sinirli veya sinirsiz dizilerden olusan uzay w ile gosterilsin. x =(x,),y=(y )ew ve

A bir sabit olmak tizere
x+y=(x,+y,), Ax=(4x,)

seklinde tanimlanan iglemler altinda w bir lineer uzaydir. w nun her alt uzayina bir

“dizi uzay1” denir.

Bu ¢alismada sik sik kullanacagimiz



£, = {x = (%) sukp\xk‘ < oo}
sinirlt diziler uzayi,

c= {x =(x,): liI{n Xy mevcut}
yakinsak diziler uzayi ve

Co = {x =(x,): li/{nxk = 0}
sifira yakinsak diziler uzay1

], = suplx,

i

normu ile birer Banach uzayidir [9].

Tamm 2.14. [10] X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzay1 ve
7,: X >C, 7.(x)=x, (k=123,..)
doniisiimii siirekli ise X e bir “ BK -uzay1” denir.

Lemma 2.15. [9] Her bir £ icin a,,b, € C olsun. 0 < p, <sup p, = H olmak iizere,
g +8," < D{a,|” +[p,"}

esitsizligi saglanir. Burada D= max{l,Z”"} dir.



Bir K < N kiimesinin eleman say1sini |K | ile gosterelim. Yani 'K‘ :=cardK olsun.

Tamm 2.16. [11] K < N olsun. K(n):=

s HyNK ‘ seklinde tanimlayalim.

d(K)—hmmf () d(K)—hmsup&

n—o n—om

sayilarina sirastyla K kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunluklari denir. Eger

n—»o0

d(K)=d(K) ise, llm[ e )] d(K) meveuttur. d(K) sayisia K kiimesinin

“asimptotik yogunlugu” denir.
Tamm 2.17.[12] K< N igin

5(1()—111’1’111’1fL Z — 5(K)_]1msupL Z i

no M e, a 1 IR e G

sayilarina sirasiyla K kiimesinin alt ve iist logaritmik yogunluklari denir. Eger

5 (K)=98(K) ise, 5(K)= limL > L mevcuttur. 6(K) sayisina K kiimesinin

n——>ooln n aekK,asn a

“logaritmik yogunlugu” denir.

Tanim 2.18. [13] KN, t,5€Z ve t20, s>1 olsun. Kﬂ[t+1,t+s] kiimesinin

eleman sayist K (z+1,¢+s5) olsun.

a, =liminf K (¢ +1,t+s), o ~11msupK(t+lt+s)

—w

olmak iizere,

.S

u(K)= llm—, u(K)—hm—

S0 §—>0 S




sayilarina sirastyla K kiimesinin alt ve st diizgiin yogunluklar1 denir. Eger

u(K)=u(K)=u(K) ise, u(K) sayisina K kiimesinin “diizgiin yogunlugu” denir.
Tanim 2.19. [14] x =(x,) bir dizi olsun. Eger her £>0 i¢in
K=K(¢) ::‘{k eN:|x, -] 28}‘

kiimesinin yogunlugu sifir ise x=(x,) dizisi L sayisina “istatistiksel yakinsaktir”

denir ve
st—limx=1L

bi¢ciminde yazilir. Burada istatistiksel yakinsaklik ¢esidi kullandigimiz yogunluk
cesidine gore belirlenir. Yani, eger logaritmik yogunluk kullanirsak logaritmik
istatistiksel yakinsaklik, diizgiin yogunluk kullanirsak diizgiin istatistiksel

yakinsaklik tanimlar1 elde edilir.

Tamm 2.20. [1] Eger f: [0,00) —>[O,oo) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa

bu fonksiyona “modiiliis fonksiyonu” denir. Vx,y e [O,oo) icin,

1- f(x)=0©x=0,

2- f(x+y)£f(x)+f(y),
3- f fonksiyonu artan bir fonksiyondur,

4- f sifirda sagdan siireklidir.

(2) ve (4) dzelliklerinden dolay1 f, [O,oo) da siireklidir. Ornek olarak 0<r <1 icin

f(t)=1" fonksiyonu bir modiiliis fonksiyonudur. Modiiliis fonksiyonu sinrlt veya

sinirsiz olabilir.



Ornek 2.21. f(x)= li smirlt modiiliis fonksiyonudur [15].
+x

0 < p <1 olmak iizere f(x)=x” sinirsiz modiiliis fonksiyonudur [15].

Lemma 2.22. [5] f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve 0<¢ <1 olsun. Her bir
X290 igin f(x) < 2f(1)5_1x dir.

Ispat. [A], h sayisinin tamsay1 kismini gostersin.
@< r(1+[ox )< )+ £([57%])
<f()+[67x] () =r (1) (1+[57x])
<f()(1+(7%)) <27 (1)57'x.



BOLUM 3. IDEAL YAKINSAKLIK

3.1. ideal Yakinsakhk

Bu bolimde ideal yakinsaklik kavramina girebilmek i¢in oncelikle ideal ve stizgeg
tamimlarint verilecek, daha sonra bu kavramlarla ilgili ihtiya¢ duyuldugu oranda

tanim ve teoremlere deginilecektir.

Tamm 3.1.1. [16] X # & olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir 7 = 2% ailesi
Q) @el

(1) Her A,Be! i¢in AuBel

(i) Her Ael ve Bc Aigin Bel

sartlarini sagliyorsa / kiimeler ailesine X kiimesinde bir “ideal” denir.

Ornek 3.1.2. N nin alt kiimelerinin bir ailesini
I,={4cN:5(4)=0}
olarak alirsak, bu aile bir idealdir.
Tamm 3.1.3.[17] X =D olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir 7 < 2% ailesi
(1) DeF

(1) Her A,BeF i¢in AnBeF
() Her Ac F ve ACB igin Be F
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sartlarin1 sagliyorsa F kiimeler ailesine X kiimesinde bir “stizge¢” denir.

Tanim 3.1.4. [18] I #J ve X ¢ ise I idealine “gergek ideal” denir.

Ideal ile siizgeg arasindaki iligkiyi asagidaki 6nerme agikga vermektedir.

Onerme 3.1.5. [18] 7 < 2” idealinin gergek ideal olmasi igin gerek ve yeter sart
F()={McX:34del>M=X-A4}

kiimeler ailesinin X kiimesinde bir siizge¢ olmasidir.

Tamm 3.1.6. [18] 7 = 2" bir gergek ideal olsun. Eger her xe X i¢in {x} e[ ise I

idealine “uygun ideal” denir.

Ornek 3.1.7. I; ={4cN:5(A4)=0} ideali uygun bir idealdir.

Tamm 3.1.8. [18] 7 <2", N de bir gercek ideal ve (X,

) bir normlu uzay olsun.

Eger her £ >0 igin,

A(s)z{neN:

x,—&|zelel

ise (xn) € X dizisi £ € X e norma gore I -yakinsaktir” denir. Bu ifade

I-limx,=¢

n—o

ile gosterilir. Burada & € X elemanina (x,) dizisinin “7 -limiti” denir.

I 2" olmak iizere Kostyrko [18] tarafindan 2000 de tanimlanan gergek uygun

ideal 6rnekleri verelim.
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Ornek 3.1.9.

a. N nin biitiin sonlu alt kiimelerinin ailesi 7 s o ideali olarak alinirsa o zaman / ;

gergek uygun bir idealdir. Bilindigi lizere adi anlamda yakinsaklikta limit noktasinin
komsulugu disinda kalan eleman sayisi sonlu bir degerdir. Bu 6zellige sahip kiimeler

ideal tanimindaki sartlart saglar. Bu yiizden I, -yakinsaklik adi anlamda

yakinsakligin genellestirilmesidir. 7, kapsamaya gore en kii¢iik uygun idealdir [18].

b. I, ={ACN sl (A)=0} ailesi N de bir gercek uygun idealdir. Bilindigi tizere

istatistiksel yakinsaklikta limit noktasinin komsulugu diginda kalan eleman sayisi
sonlu veya biitiin eleman sayisina gore daha az bir degerdir. Ancak sonlu olmasi
gerekmez sonsuz da olabilir. Ol¢iim teorisinde bunun dizinin tiim terimlerine orani
bilindigi gibi sifirdir. Bu 6zellige sahip kiimeler ideal tanimindaki sartlar1 saglar. Bu

ylizden I,-yakinsaklik istatistiksel yakinsakligin genellestirilmesidir [18].

c I, ={ACN :u(A)=O} ailesi N de bir uygun idealdir. 7, -yakinsaklik diizgiin

istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir [18].

de Iy = {A cN:5(4)= O} ailesi N de bir uygun idealdir. I, -yakinsaklik logaritmik

istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir [18].

Uyari: Yukaridaki idealler arasinda 7, < I, = I, < I; < I kapsama bagintisi vardir.

Uyarr: Eger I bir uygun ideal ise, X de genel yakinsaklik X de I -yakinsakligi

gerektirir.

Simdi yakinsaklik aksiyomlarinin hangilerinin [ -yakinsaklik i¢in de saglandigini

gorelim. En iyi bilinen yakinsaklik aksiyomlar1 asagidadir.

(i) Her {é,f,...,g",...} sabit dizisi £ ye yakinsar.
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(ii) Her bir yakinsak dizinin limiti tek olarak belirlidir.

(iii) Eger x=(xn) dizisinin limiti & ise, bu dizinin biitiin alt dizilerinin limiti de
aynidir.

(iv) Eger x=(x,) dizisinin biitiin alt dizileri ¢ ye yakinsak ise o zaman x =(x,) de

£ ye yakinsar [18].

Onerme 3.1.10. [18] X in en az iki noktasi oldugunu kabul edelim. I <2* bir

uygun ideal olsun.

a. [ -yakinsaklik (i), (ii), (iv) sartlarin1 saglar.
b. Eger I sonsuz bir kiime igeriyorsa, bu durumda [ -yakinsaklik (iii) sartin

saglamaz.

Uyarr: Eger I sonsuz kiime icermeyen bir uygun ideal ise o zaman [ -yakinsaklik

genel yakinsaklikla ¢akisir ve (iii) sartinin saglandigi agiktir.
Teorem 3.1.11. [19] / bir uygun ideal olsun.

(i) limx, =¢ ise I—limx,=¢ dir.
(i) I-limx, =&, I-limy, =n ise I-lim(x,+y,)=£+7 dir.

(iii) 7-limx, =&, I-limy, =n ise [-lim(x,.y,)=&n dir.

Tamm 3.1.12. [19] (X,

) bir normlu uzay ve I < 2% bir uygun ideal olsun.

A(g)={neN:|x,|>M}e1

olacak sekilde M >0 sayist meveut ise (x,)€ X dizisine X iizerinde 7 -siurlr”

denir.
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3.2. Lacunary ideal Yakmsaklik ve A -ideal Yakmsakhk

Tamm 3.2.1. 6 =(k,) pozitif tam sayilarin » —oo iken A, =k, —k,, — o0 sartim

saglayan artan bir dizisi olsun. Bu 9:(k) dizisine “lacunary dizisi” denir. &

7

tarafindan belirlenen araliklar 7, = (kH,kr] ve Er orani ¢, ile gosterilir. Herhangi
r-1

bir 6 =(k,) lacunary dizisi igin

olacak sekilde bir L sayisi mevcutsa, (xk) dizisi L sayisma “kuvvetli lacunary

yakinsaktir” denir ve kuvvetli lacunary yakinsak diziler uzay1

N, :{x:(xk): IimhLZka —L| —0, enazbirL ig:in}

v keI,

seklinde Freedman [20] tarafindan tanimlanmustir. Bu sekilde tanimlanan kuvvetli

lacunary yakinsak N, dizi uzay:

1
s - 2

v kel,
normu ile birlikte bir BK -uzayidir.

Ozel olarak & 2(2’) olmasi durumunda kuvvetli Cesaro toplanabilen diziler uzayi

|| elde edilir. Burada,

ol=¢{x=(x.): lim— y x,—L|=0, enazbir Licin
ol ={ = ()it S s, -1 e}

n—>0 n =1
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bi¢iminde tanimlidir.

Tamm 3.2.2. [21] I<2", N de bir gercek ideal, (X,

) bir normlu uzay ve

6 =(k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger (x,)€ X ve her £>0 igin,

A(g)z{reN;hiz||xk_g¢428}ez

) kel,
ise (xk) € X dizisi £ € X e norma gore “lacunary I -yakinsaktir” denir. Bu ifade
I, -limx, =¢&
ile gosterilir.
Tamm 3.2.3. [22] A=(4,) pozitif tam sayilarin 4, <A, +1, 4 =1 sartin saglayan

azalmayan ve sonsuza giden bir dizisi olsun. Genellestirilmis Vallee-Pousin

ortalamasi

t,(x)=/1i2xk

r kel,

ile tanmlidir. Burada I, =[r—4 +Lr] dir. Eger n—oo igin t,(x)—>L ise
x:(xk), “(V,ﬂ) -toplanabilir dizidir” denir. Eger 4, =n ise (V, /1) -toplanabilirlik

n

|o,| toplanabilirlige indirgenir. (¥, 1) -toplanabilir dizilerin siniflar:

[VJ] Z{XZ(xk):lﬁ%Z(xk —L‘ =0, enazbirl igin}

n kel,

olarak tanimlanir.
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Tamm 3.2.4. [23] I<2", N de bir gergek ideal, (X,

) bir normlu uzay ve

A =(A4,)pozitif tam sayilarm A, <A +1, 4 =1 sartim saglayan azalmayan ve

sonsuza giden bir dizi olsun. Eger (x,) € X ve her £>0 igin,

A(s):{reN:%lexk—guzg}el

r kel,
ise (x,)€ X dizisi £ e X e norma gore “ A -ideal yakinsaktir” denir. Bu ifade
I, —limx, =¢

ile gosterilir.



BOLUM 4. n-NORMLU UZAYLAR

4.1. n-Normlu Uzaylar

Tamim 4.1.1. [24] 2<n<d olmak tizere X , d boyutlu bir vektor uzay1 olsun.

1- ||x1,x2,...,xn =0 x,x,,...,x, lineer bagimly,

2- |%.%,,....x,||, x,%,,-..,x, in her permiitasyonu altinda degismeyen,

3- Ve R i¢in ||axl,x2,...,xn| =|a|||x1,x2,...,x””

4- ||x+y,x2,...,xn

|<

b,y |+

9, By |

sartlanin1 saglayan X" de taniml reel degerli ||,,

| fonksiyonuna X tzerinde bir

“n -norm” denir ve (X,

|., e, ") ikilisine ““7 -normlu uzay” denir.

Ornek 4.1.2. Her i =1,...,7 igin (x,) =(x,,x, x,,) € R" olmak iizere;

12722

X1 Xin
|x .o x, ||, =|det :
xnl xﬂn

bir Oklid 7 -norm ve (.,.), X de ki i¢ ¢arpimu gostermek tizere;

1
(0,%) o (XX )02

<xn>x1> <xn’xn>

bir standart # -normdur.
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Bu 6meklerden Oklid # -normu ispatlayalim.

xll xln
() |- x|, =(det| i . i |=0&x,x,,...,x, lineer bagimlidir.
xnl xnn

(11) ||x1,x2,...,xn E="x2,x1,...,x,7 |E=

ax ax, X4 X1y
(iii) det| : . i |=adet

xnl o xnn xnl xnn

oldugunu biliyoruz. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

6 A ; 5 b SO
det| + .1 [=|ef|det i
X, nl T xnn xnl o xnn

esitligi elde edilir. Bu ise,

||ax1,x2,...,x” E:|a|||x],x2,...,xn

E
demektir.

(iv) nxn tipindeki 4 ve B matrislerinin toplaminin determinanti genellikle, 4 ve
B matrislerinin determinantlarinin toplami degildir. Bu agsamada en iyi sonug olarak
sunu verebiliriz: Eger 4, B ve C, nxn tipinde matrisler k -inci satir1 (siitunu) harig
diger bitin satirlart esit ve C nin k-inci satin 4 ve B nin k-inci satirlarinin

toplami ise bu durumda

det(C) = det(A)+det(B)

olur [25].
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Bu durumda

||x+y,x2,...,xn"E £||x,x2,...,xn E+|y, xZ,...,xn"E

olur. Dolayisiyla,

By e X

1n

..o, |, =|det

nl T ““nn
bir #-normdur.

Tamm 4.1.3. [24] x(k), (X,

o]

) n-normlu uzayinda bir dizi ve x € X olsun.

Eger Vx,x,,...x,, € X 1¢n,
igg}||xl,x2,...xH,x(k)—x":O

1se “x(k) dizisi x noktasina yakinsiyor” denir. n-normlu uzayda tanimlanan bu

yakinsamaya “ 7 -norma gore yakinsama” denir.

Tamm 4.14. [24] x(k), (X,

,,||) n-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger
VX, X,,...X, , € X i¢In,
A%Lrlo||xl,x2,...xml,x(k)—x(l)" =}

ise bu “x(k) dizisine n-norma gore “Cauchy dizisi” denir. Eger X uzayinda her

Cauchy dizisi bir x € X noktasina yakinsak ise, X uzayimna “»-norma gore tamdir”

denir. n-normlu bir tam uzaya “» -Banach uzay” denir.
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4.2. n-Normlu Uzaylarda ideal Yakinsakhk
Bu bolumde #-normlu uzaylarda ideal yakinsaklik kavramini verilip, daha once
ideal yakmsaklik bolimiinde verilen tanim ve teoremler »-normlu uzaylara

genisletilmigtir.

Tamm 4.2.1. [26] 7 <2", N de bir gergek ideal ve (X,

) bir 7 -normlu uzay

olsun. Eger x,,x,,...x, , € X veher £ >0 igin,

A(e)={keN:|x,-&,x,x,,...x

Aahgyeeed,

| > s} el
ise “(xk) € X dizisi £ € X e n-norma gore [ -yakinsaktir” denir. Bu ifade
[-lim|}x, —&,%,x,,...x,_,|=0
n—>0

ile gosterilir. Burada &€ X elemanina “(xn) dizisinin »-norma gore [ -limiti”

denir.

Lemma 4.2.2. [26] Eger / bir uygun ideal ise, (X ,

|) n-normlu uzayindaki

tgeeay

genel yakinsaklik (X A .

|) n -normlu uzayinda 7 -yakinsakligi gerektirir.

Simdi [ -yakinsaklik i¢in verdigimiz yakinsak aksiyomlarini 7 -normlu uzayda ideal

yakinsaklik i¢in verelim.

(i) (X, |-~ ]]) #-normlu uzayindaki her {&,¢,....&,...} sabit dizisi & ye yakinsar.
(11) (X , |,,|) n-normlu uzaymndaki her bir yakinsak dizinin limiti tek olarak
belirlidir.

(iii) Bger (X,

||) n-normlu uzaymndaki x=(x,) dizisinin limiti & ise, bu

dizinin biittin alt dizilerinin limiti de aynidr.
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(iv) Eger (X /| . ||) n -normlu uzaymndaki x =(x,) dizisinin biitin alt dizileri & ye

yakinsak ise 0 zaman x =(x,) de ¢ ye yakinsar [26].

Onerme 4.2.3. [26] (X"

) n-normlu uzaymin en az iki noktast oldugunu

kabul edelim. 7 2" bir uygun ideal olsun.

a. (X,

|.,..., II) n-normlu uzayindaki 7 -yakinsaklik (1), (i1), (iv) sartlarini saglar.

b. Eger I sonsuz bir kiime igeriyorsa, o zaman (X,].,...,]) #-normlu uzayndaki

I -yakinsaklik (ii1) sartin1 saglamaz.

Tamm 4.2.4. [26] I = 2", N de bir gercek ideal ve (X ||,||) bir n-normlu uzay

olsun. Eger z=1x,,x,,...x, , € X veher £>0 igin,

A(e) = {k eN:"xk —xN(S!z),xl,xz,...xﬂnzs}el

olacak sekilde N (8,2) say1sl var ise “(xk) € X dizisine n-norma gore I -Cauchy

dizisi” denir.

Tamm 4.2.5. /<2", N de bir gergek ideal, (X,

loon]

6@ =(k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger x,,x,,...x, , € X veher £ >0 igin,

) bir »-normlu uzay ve

A(e):{reN:hiZ"xk—é",xl,xz,...xn1 26}6]
r kel,

ise “(xk) € X dizisi £ € X elemanina »n-norma gore lacunary [ -yakinsaktir” denir.
Bu ifade

1, _hm”xk _faxwxz"“xn—l" =0
n—>w0

ile gosterilir.
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Tamm 4.2.6. 7 =2, N de bir gergek ideal, (X ,

|||) bir »-normlu uzay ve

<A +1, A4 =1 sartim1 saglayan azalmayan ve

7+1

A =(4,)pozitif tam sayilann A

sonsuza giden bir dizi olsun. Eger x;,x,,...x, , € X ve her £ >0 ig¢in,

A(e) ={re N:%Z”xk—é",xl,xz,...xn1 |28}€1
v kel,

ise “(x,) € X dizisi £ € X elemanina n-norma gore A -ideal yakinsaktir” denir. Bu

ifade

I, -lim|x, —&,x,x,,...x,.]| =0
n—0

ile gosterilir.



BOLUM 5. MODULUS FONKSIYONU ILE TANIMLI BAZI
FARK DiZi UZAYLARI

Bu bolimde en bilinen fark dizi uzaylan tanimlanacak ve bazi o6zellikleri

incelenecektir. Ayrica fark dizilerinin genellestirilmesi verilecektir.

5.1. Fark Dizi Uzaylarn

Tamm 5.1.1. Fark dizileri; Ax=(x, —x,,,) olmak iizere ¢,(A),c(A),c,(A) dizi

uzaylar

fw(A):{xz(xk):Axeé’w}
c(A):{xz(xk):Axec}

¢, (A) z{x:(xk) :Axeco}
olarak Kizmaz [7] tarafindan tanimlandi.

Teorem 5.1.2. [7] £, (A),c(A),¢,(A) dizi uzaylan

Il =]+ lax].,
normu ile birer normlu uzaydir.

ispat: X; ¢,(A),c(A),¢ (A) dizi uzaylanndan birini gostermek iizere x,y € X ve

o bir skaler olsun.
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N1 i, = |, =0

N2) |4, =|x|+[|Ax], =0 olsun. Bu takdirde x, =0 ve her k€N igin |x, —x,,|=0
olur. Buradan her k€N i¢in x, =0 elde edilir. O halde x=0 dir. Aksine x=0

olmasi halinde ||x|| , =0 olmasi agikardur.

N3)
et =foes] + suplor (x, ~ 3,..)
-fel bl 5.
. e+ supls ..
“fel,
N4)

"x+y”A = le +y1I+Sl;:p|(xk +yk)—(xk+l +yk+1)

= |x] +y1|+Sl,’:p|(xk _xk+1)+(yk —Vin )|
= |x1|+Sl]‘:p|xk _xk+1|+|y1| +Sl,':p|yk _yk+1|

<[, +,

Teorem S.1.3. [7] ¢, (A) dizi uzayi

Il =l +lAd,
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normu ile bir Banach uzayidir.
Ispat: x* =(xf,xf,x;‘,...) el,(A) olmak iizere (xs), (..(A) da bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda s,¢ — o igin

x° —x

| :xf—xf|+||A(xs—x‘)“ —0
A £

olur. Buradan s, — 0 igin

xf—xl‘|—>0
ve her ke N i¢in

—0

5 t A 1
(xk — X ) _(xk+1 - x/m)

olur. Buna gore (xf ) , € de bir Cauchy dizisidir.

s '3 S t s I3 5 2
X1 — X | S ‘(xk - xk) b (xk+1 ~Xen ) +lxk - xk|
olmasindan dolay1 her ke N ve s,f — o igin,

—0

s /3
Xp — %

elde edilir.

Buna gore x; :(xl,xf,xf,...) dizisi her sabit k=1,2,3,... i¢in C de bir Cauchy
dizisidir. € tam oldugundan (xi'), C de yakinsaktir. limx;:xk,(k:1,2,3,...)

diyelim. (x,), ¢, (A) da bir Cauchy dizisi oldugundan her & >0 igin s, >N iken



26

"xs —x’uA < ¢ olacak sekilde bir N =N (&) dogal sayisi vardir. O halde her s,7> N

i¢in

s 3
X, —x1| <e
ve her bir £ i¢in

s t S 1
|(xk - xk)_(xk+l —xk+1) <€

olur. Bu son iki ifade de # —> o0 i¢in limit alinirsa her s > N i¢in

2 s t 5 t
hfnl(xk - xk) - (x/m ~ Xk )

s s
- \(xk - xk)_ (xk+1 - xk+1)

<&

bulunur. Buradan s > N i¢in

<2e

"xs - x“A = les —H I + 5‘;1’\("7; - xk)_ (x1§+1 = Xen )
elde edilir. Buise liin x* = x demektir.
Simdi de x=(x,)e(,(A) oldugunu gosterelim.

= N_ N N
|xk —xk+1| = ‘xk ~ X % X — X X

N v
s ](xk —X )_(xk+1 _xk+1)

N N N
ﬁ"x —x“A+|xk =X

NN
+ ’xk ~ X

olmast nedeniyle x=(x,)e{,(A) elde edilir. O halde (f@ (A), A) bir Banach

uzay1 olur.
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Sonug 5.14. c¢(A) ve ¢,(A) uzaylan ¢, (A) uzaymin birer kapali alt uzayi

olduklarindan ||x||A :|x1|+||Ax||w normu ile birer Banach uzayidirlar.

5.2. Genellestirilmis Fark Dizi Uzaylan

Et ve Colak [27] genellestirilmig fark dizi uzaylarini, m bir pozitif tam say1 ve
on:(xk), Ax:(xk ~ X))
A"x=(A"x,), A%, = A™'x, —A"'x, ,

olmak tuzere

£(87)={x=(x):amxer )

c(A”’) & {x= (x,): A’”xec}
e, (A”‘) = {x =(x,):A"x € co}

olarak tanimladilar ve bu uzaylarin

w5 =30 (7

v=0

olmak iizere

Aﬂl

I+, = le

normu ile birer Banach uzay1 olduklarini gosterdiler.

Basar ve Altay [28] A fark operatortiniin bir genellemesi olan B fark operatorinii
tamimladilar ve daha sonra Basarir ve Kayik¢i [29] s=1, t=-1 ve binomial

gosterimi
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n

B, = Z (mv)s"'x,,,

v=0

olan B™ operatoriinii tanimladilar.

X herhangi bir dizi uzayi olmak tizere X (A) dizi uzayini
X(A):{x:(xk):AxeX}

seklinde tanimlayalim.

X (A) uzayinin bazi topolojik 6zelliklerini asagidaki teoremlerde verebiliriz.

Teorem 5.2.1. [30] X <Y ise X(A)cY(A) dur.

Teorem 5.2.2. [30] X bir vektor uzay1 ve 4 X olsun. 4 konveks ise A(A) ve

X (A) dakonvekstir.

Teorem 5.2.3. [30] X,

|| normu ile bir Banach uzay1 ise X (A)
I, =[]+ A
normu ile Banach uzayidir.

53. W' (N,,4".1p,

|,,||) ve W, (NB,A”’,ﬂp,”.,...,.”) Dizi Uzaylan

0 =(k,) poztif tam sayilarin k,=0 ve r—>oo iken i =k, —k K —>o sartim

saglayan artan bir dizisi ve /, N nin bir uygun ideali olsun. f bir modilis

fonksiyonu, (X , ) bir n-normlu uzay ve p=(p,) pozitif reel sayilarin sinirl

geeene
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bir dizisi olsun. S(n—X) ile (X || ....... ||) uzerinde tanimli bitin dizilerin uzayin

gOstersin.

W (Ng, A" £, P

J=

xeS(n—X):{reN:hLZ:[f(HA"’xk—L,zl,z2 ..... Z, 4

r kel,

)T Ze}el, |

baz1 L >0, ve herbir z,, z,,...,z,_, € X igin

xeS(n—X):{reN: [f(||A"“xk,zl,zz,...,z}H

)Tk 28}6],

herbir z, Z,,5:5,2, ; EX

dizi uzaylar Sahiner ve Akin [31] tarafindan tanimlandi.

Teorem 5.3.1. [31] W'(N,,A" f,p)|

o)) ve W (N, A" £, p)]) dizi

uzaylar birer lineer uzaydir.

Ispat. Ispat1 yalnizca W’ (NG,A”’, FoDis-s- ) dizi uzay1 igin yapacagiz. Digeri icin

,||) ve

benzer sekilde ispatlanabilir. Kabul edelim ki x,yeW, (NH,A’”, 7, p,

a, € C olsun. Boylece

{reN:hiz:[f("z&”’xk,zl,z2 ,,,,, Z’Hll)}pk 25}61

T kel,

ve

{r eN: hLZ[f(||A’"yk,zng,...,zn1

r kel,

)Jp" > s} el
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elde edilir.

|

I bir n-norm, f bir modiiliis fonksiyonu ve A™ nin lineerliginden

graegy.

IS Ly er—

r kel,

)

< DTasuppk hLZ |:f ("Amxk’ 21,2905 2, )]pk +DTﬂS“PPk hiz |:f ("Amyk’ 2152750+ Z’F1||):lpk

, kel kel

esitsizligi elde edilir. Yukandaki esitsizlikte 7, ve T,, |a| <7, ve |B|<T, sartlar

saglayan birer pozitif tamsayidirlar. Yukaridaki esitsizlikten agagidaki kapsamay1

elde ederiz.

{r eN: hiZ[f("A"’ (ax, +BY,),2,2,,..., zn_1||)]pk > 8} -

{rEN:DT;UMhi,kezz,[f(“Aka’Zl’Zz ..... Z, s )Tk 25}
u{r e N: DT,"" h%%: [f(||AmykazI=ZZ ----- Zp1 )Tk = ‘5}-

Kapsamanin sagindaki iki kiime / ya aittir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.2. [31] f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde

W (N, A, |l ) <P (N, A", £, 2 ])
kapsamasi saglanir.

ispat. xew! (Ne,A’",p,l

,]I) ise
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{r eN: hi Z[("A’"xk =D, B By ey B ")T* > g} el

r kel,

olur. Simdi f nin surekliligini kullanirsak; verilmig bir £ >0 i¢in, 0 <d <1 dyleki

her ¢ i¢in 0 <t <= f(¢) <& segelim. Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz.

1 P 1 Pr
— [ lams-Lazezal) | =+ (A"~ Lz 2oz, )
h" kel, r keI,.||A”‘x,;L,zl,zz,...,z,HHSS

1 Pi
Fi Z [f("Amxk S . NP )J
hr kel,‘llA’"x,c—L.zl,zz,...,z,,_1||><§'

< hir (hr max(ginfpk , gsuppk )) + max {a17 a, }hir : [("A’”xk, Z,Z550005 2,4 H)]Pk .

inf p; Sup py

Yukaridaki esitsizlikte a, = (2 f (1) 5’1) o 8y = (2 f()s ‘1) dir. Buradan

{r eN: h%}; [f(”A’”xk — L, 2, Zyyuees By )Tk = a} ={r eN: 711—(}1, max(si“f”",es“pp* )) > e}

7

u{r e N: max(a,,a, );1-1; [(”Amxk =L,2,2,,.-,2,, ”)]m }

kapsamasi elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.3. [31] f bir modilis fonksiyonu olsun. Eger

limsup@ =7>0,

t—w0
ise asagidaki esitlik elde edilir.

W (Np A", £, .- ]) =W (N, A7, |- )
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Ispat. Teorem 5.3.2 den yalnizca W’ (NB,A’”, f.p

,,||) cw’ (NQ,A’”,p, ||,,||)

kapsamasini gostermek yeterli olacaktir.

y >0 oldugundan, her >0 i¢in, f(¢r)>Bt olacak sekilde B>1 sabiti vardir.

Buradan
i};}r[f(HAmxk =y 2y B By )]pk > B h%};(”Amxk -L,z,2,,...,2, )pk

esitsizligini elde ederiz. Bu da bize istedigimiz sonucu verir.

Teorem 5.3.4. [31] f, ve f, birer modiliis fonksiyonu olsunlar. Eger

M>0

2

limsup

t—o0
1se

W (No, A", £,(), P ) €7 (Mo, A”, £, (2). P,

J

kapsamasi saglanir.

Teorem 5.3.5. [31] (X [ "E) ve (X it . "S) sirastyla Standard ve Euclid 7-

normlu uzaylar olsunlar. Bu halde

w' (N, A", £, p)|

kapsamast gegerlidir.

ispat. xe W’ (NQ,B’”,F,p,".,...,.||E)mW1 (NQ,B’”,F, P,

S) alalim. Bu halde

oo ) I (N 87 2o ) € (N &, £, (s Ly o
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hlrkd, |:f((||,,"E +|| ....... "S)(Amxk _L’Z“Z?""’anl)ﬂpk
l . m (3
th—rkd’[f(”A x,—L,z,2,,...,2,, E)] +D r;[ ("A X, _L’ZDZZ’---:ZH"SHP

esitsizligini elde ederiz. Bu da bize ispat1 verir.

Teorem 5.3.6. [31] f,f,f, birer modilis fonksiyonu olsunlar. Bu takdirde

agagidaki kapsamalar saglanir.

i 1 (No, A", £, P, oo ) €W (£ 2 £, o] )
ii- W, (No, A", £, Do ) O (N A, £ o ) T (F + A7 -0 )
iii- W' (N, A", £, Do ) W7 (f o £ A", -0 ])
iv- W' (Np, A", £, Do ) 0 (N A £, P ) <7 (f + £ A7, 2 )

Ispat. Ispat1 yalmzca (i) ve (ii) siklan i¢in yapacagiz.

(1) f nin sorekliligini kullanirsak; verilmig bir £>0 i¢in, 0<d <1 oyle ki
0<t<d= f(f) <e segelim. Simdi (x,) e W’ (Ng,A’",f, p||,||) olsun. Buradan

asagidaki esitsizligi elde ederiz.

I

P
m
A xk,zl,zz,...,z,H||)J .

I R

kel

))]P’f _,_];[f(fl ("A”’x,‘,,zl,zz,...,z”_1

Slnsupa"" +max(1,(K5‘1f(2))H)hiZ[f](

n k r kel,

n-1

Yukaridaki esitsizlikte ilk toplam [ 5 (A5 2230002

)Tk <o, ikinci toplam

[fl (||A”’xk,zl,zz,...,z,H II)Tk > ¢ uzerindendir ve K >1 dir. Boylece



{r S N:h%kdr [f(f1 ("A’"xk,zl,zz,...,Zn-lu)ﬂpk Zs}g {r eN: sgpe‘”" > 8}

u{r e N: max (1,(K5_1f(2))H )%kel [fl (”A’”xk, 215 Zpsrem ZH”):lpk }

kapsamasi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(ii) (x,) e, (NH,A’”,fI,p,”.,...,,")mWO[ (NQ,A"’,f,p,".,...,.||) olsun. Buradan

hl[fl +h (”Amxkaznzzw-,Z,,_lﬂ)}pk <

D?’llj[fl (“Amxk’ 215250052y “):lpk * Dzl:[fz ("Amxk’ Q295000 2 ”)]pk

elde edilir. Bu da bize ispat1 verir.

Teorem 5.3.7. [31] m =1 olsun, bu durumda asagidaki kapsamalar saglanir.

@ W, (N, A £, oo ) W (Nou A £, -0 )

i) 7' (N, A" £, po|n ) W (N A™, £ )0 ])

Ispat. (i) xew,/ (NQ,A”"I,f, D, ||||) olsun. Boylece

{h € N:hLZl:f(”A""lxk,zl,zz,...,zn1”)]“ = 8} el

r kel,

elde ederiz. f bir modiilis fonksiyonu oldugundan,

hL (A5 202200200 |
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R IE RS

r kel,

- D{hl Z |:f (”Am_lxlcﬂa Z152y500052,

y kel,

1§

esitsizligini elde ederiz. Sonug¢ olarak yukaridaki esitsizlikten aradigimiz sonuca

ulasirz.

(ii) Benzer sekilde ispatlanabilir.




BOLUM 6. n-NORMLU UZAYLARDA MODULUS
FONKSIYONU TARAFINDAN TANIMLI BAZI
IDEAL YAKINSAK DiZi UZAYLARI

Bu bolimde bir modiilis fonksiyonu ve bir fark dizisi kullanarak 7 -normlu

|) ve

w.! (zl,B’“,F, p||,||) dizi uzaylannm tammlayacak ve bu uzaylarm baz

uzaylarda A-ideal yakinsak W’ (A,B’",F A

o) W(AB"E D]

ozelliklerini inceleyecegiz.

A =(4,) pozitif tamsayllann A4, <A +1, A4 =1 sartim saglayan, azalmayan ve

7+l —

sonsuza giden bir dizisi ve I, N nin bir uygun ideali olsun. . F'=(f,)

i) Vx>0 igin sup f(x)>0
k

i) lingfk (x)=0, k ya gore diizgin

sartlarin1 saglayan bir modiiliis fonksiyon dizisi olsun.

(x,

) bir n-normlu uzay ve p=(p,) poztif reel sayilarn sinrli bir dizisi

tgeeeg .

olsun. S(n—X) ile (X,

) uzerinde tanimli bitin dizilerin uzayini gostermek

uzere

geeeg.

w'(4,B",F,p,

=

xeS(n-X):Ve >O{reN:/%Z:[fk(||3"’xk—L,zl,zz,...,zn‘1

v kel,

HHZS}EL

>

baz1 L >0, ve herbir z,,z,,...,z, , € X i¢in
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EERTY

W, (4,B",F,p,

=

1 :
xeS(n—X):Vs>0{reN:IZ|if,c(

r kel,

Pr
m
B x,{,zl,zz,...,z"‘l||)} > g} el,

herbir 2,,%,.. w2, €X

veE

W, (4,B",F,p,

)=

xeSn-X):3K>0 'o'yleki{r eN: llz A (lBmx - Lz 22, )| 2 K} el,

r kel,

herbir z,,z,,...,z, , € X
ile tanimlansin.

Teorem 6.1. w! (/1, B F i

). WH(AB".F.p|...]) ve

w'! (l, B",F,p,|s---. H) dizi uzaylar1 birer lineer uzaydir.

Ispat. Ispat1 yalnizca W, (/?,,B’”,F , p,H.,...,.”) dizi uzay1 igin yapacagiz. Digerleri
igin benzer sekilde ispatlanabilir. Kabul edelim ki x,y e W, (ﬂ, B"F, p,HH) ve

a, B e C olsun. Boylece

{r eN %Z[f, (”B'"xk,zl,zz,...,zn_l||):|m > E}E]

r kel,

veE

{reN:%;[ﬁ(("B’"yk,zl,zz,...,zn_, )Tk 26}61

elde edilir.
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H ....... || bir n-norm ve f,, her k i¢in bir modiiliis fonksiyonu oldugundan ve B™ nin

lineerliginden

£ P LICSRT IR e ||
/%Z (HaBmxk’L:BBmyk 213 Z3- ”)T
kel,

S%ﬂ{e] :fk (HaB'"xk,Zl’ZZ""’Z"—l + "V B 05 B g )}m
Y (X e Y LI |
LS5 ) ]

v kel =
LA SN A (g |

o kel -
T — D*Z[f(ll I
. /%I;[r[ k(HB it i )Jﬁk +DTﬂsupﬂk %;[fk (“B”yk,_.l,zz,...,zn_1 )}ﬁ,r

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerde T, ve T,, |a|<T, ve |B|<T,

sartlarini saglayan birer pozitif tamsayidirlar. Yukaridaki son esitsizlikten asagidaki

kapsama elde edelir.

{r eN: iljke » [jk (“B ax,+pBy.),z.,z Zn_l”)}”k > E} c

{I‘ eN: DT:upm— %{;{j" (”B'"xk,zl,zz,...,z”_l “):|"’-' > 8}
olren:onmn LS nneal)] 24

kel,



|
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Kapsamanin sagindaki iki kiime  ya aittir. Idealin (iii) sartindan sol taraftaki kiime

de I ya ait olur. Béylece ispat tamamlanur.

Teorem 6.2. F=(f,) ve G=(g,) birer modiiliis fonksiyon dizisi olsunlar ve

h=inf p, >0 olsun. Bu takdirde asagidaki kapsamalar saglanir:

i- W' (4, B",F,p)|.....

e (2

Joeeesd)
2]

L) ew! (4.B" F+G,p)|....

ii- W7,' (4, B", F. p,

..])em! (1.B".GF.p,|.,

iii- ' (4, B",F, p,||.

) (2.87.G.p

)
)

iv- Wl(/l B",F,p,|.,.

)W (2.8".G. p.|..

)W (4.B" . F+G,p)|....

9

Ispat. (i) F nin siirekliligi kullanilirsa; verilmis bir £>0 icin, oOncelikle

max{go“"p‘ gy } < & sartini saglayan g, >0 segelim ve 0 <06 <1 6yle ki her kigin

0<t<6= f,(t)<g, almabilir. Simdi (x,)eW'(4,B".F.p.]....,

; ) olsun.

Boylece

m
B, ~ LBl s evill

n—1

A(5)—{reN IZ[f/ (

r kel,

)" > 5”} el

dir.

Eger r ¢ A(0) ise buradan

ﬂl'/; [fk (HB”’xk —L.z,z,,.. .,z,:—ln)]m <o

buradan
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[fk (|8, —L,zl,zz,...,zn_l”)]pk <a8h

=~

el,
dir.

Her ke Ir igin

LA (18" - Lznzz, )] <67
buradan
F([B75 = Lz ez <8
dir.

Yukaridaki esitsizlikte G nin siirekliligi kullanilirsa

g (fk (HBmxk —L,zl,zz,...,zn_l”)) <g , Vkel

elde edilir. Buradan

[g" (f" (HB'"xk —L,z,z,, "’Zn—l"))}pk <4 max{sé“""* ﬁéﬂfpk}

kel

S

<Ae

sonug olarak

}“irkelr [gk (fk (HBmxk "Lazl,zz,...,Z,,J”))]pk <e

esitsizligine ulasilir. Bu da bize asagidaki kapsamay1 verir.
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B %, =L, 22500052, 4 "))Tk > g} c A(0).

Kapsamanin sagindaki kiime / ya aittir. idealin (iii) sartindan sol taraftaki kiime de

I ya ait olur. Boylece ispat tamamlanur.

(ii) Eger (i) sikkinin ispatinda L =0 alinirsa, ispata kolaylikla ulasilir.

(iii) (x,) e (4,B",F. p,

s = ||)mW’ (/1, B”‘,G,p,”.,...,.“) olsun. Boylece

m
B*x, — L, 20 25y 2

> “n—-1

%Z[(flc_*-gk)( )Tk

r kel,

=/1Lkz[fk( B"x, _L,zl,zp...,zn_l”)+gk( B"x, —L.zl,zz,...,Z”_IH):IM
r kel,
< Dﬂ%];[fk (“B”'xk =Ly & By B )]m +Di—l§|:gk (”Bmxk —L.z,z,,..., 2 |)]pk

esitsizligine ulasilir. Bu da bize ispati verir.
(iv) Eger (iii) sikkinin ispatinda L =0 alinirsa, ispata kolaylikla ulasilir.

Onerme 6.3. F=(f,) ve G=(g,) birer modiiliis fonksiyon dizisi olsunlar ve

h=inf p, >0 olsun. Bu takdirde asagidaki kapsamalar saglanir.

i- W' (1. B". p,

,,”) cw! (/1, B’”,G,p,”.,...,.")

ii- 7, (1. B", p.

o] )W (4,B",G, p,

)

Ispat. Teorem 6.2’nin (i) ve (ii) siklarinda F ve G modiiliis fonksiyon dizileri,

F=(x,x,...) ve G=(g,) olarak alinirsa ispata ulaslir.
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Teorem 6.4. F'=(f,) bir modiiliis fonksiyon dizi olsun. Eger

lim igf@ = 30, her & igin,
ise

w'(4,B".F,p.|.....]) ="' (4.B". p.|.-...])
ve

W) (A, B" . F, .- n]) =W, (4. B, p.]s- )
dir.

ispat. Ispati yalnizca W’ (A,B"’,F 2

J)=w'(4.8". p.

lsta H) esitligi icin

verecegiz. WO[ (/1, B",F,p,|.s--5- ):WO’ (/1, B, p,|lsees- ||) esitligi i¢in gereken ispat
da  benzer sekilde yapilabilir. Onerme 6.3. ten dolayr yalnizca

w'(4,B",F,p,|....

]l) cw! (A, B™, p“”) kapsamasini  gostermek  yeterli

olacaktir.

Herhangi bir modiiliis fonksiyonu i¢in , y ile verilen pozitif limitin varligit Maddox

[32] tarafindan gosterilmistir.

Simdi ¥ >0 ve xeW’ (A,Bm,F,p, e

) olsun. ¥ >0 oldugundan, her ¢#> 0 i¢in,

co.

S, ()= yt (her k i¢in) yazilir. Bu esitsizlikten

—, Z[fk (HB'"xk Ly 252505 .,2"_1”):|pk = }/H %;(”B”’xk =L, 2525 ..,z”_,“)m

r kel,



esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Onerme 6.5. F =(f,) ve G=(g,) birer modiiliis fonksiyon dizisi olsunlar. Eger

liminf ££9 5 o
—»o k gk(t)
ise
i- W' (4,B",F,p.)|....]) W' (4B".G, p.]}-... )

ii- 77, (4. B".F. p,

o) S (2B, piloeen]))
kapsamalar1 saglanir.

Teorem 6.6. m=1 ve F =(f,) bir modiiliis fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda,

i- I/VO[ (2’, Bm—l’F’p,

oeeen]) W (A B™ F, o)
W[

AJe )

AN EPL (4B F o | 5ovens

egooe

ii- W' (1,B™",F. p.

(4,B".F,p,

iii- 7,' (4. B"", F, p,

Ll

)

ege e

kapsamalari saglanir.

Ispat. (i) xew,' (1,8, F,p,

..... ,“) olsun. Boylece

{r eN :/1L Z [fk ("B’"‘lxk,zl,zz,...,zn_1 ")T > 5} el

7 kel,

elde edilir. f,, her k i¢in bir modiiliis fonksiyonu oldugundan,

43
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%:ke,r [fk (HBmxk,zl, zz,...,z”_l”):!m

1 m—1 m—1 Pr
:I l:fk (HIB X, T80 xk,zl,zz,...,z”‘l||ﬂ
y kel
< 1 Bm—l Bm—l P
7N T A B %0215 % s vv s B [ BB 200 254 - - a By
kel,

m—1
l:fk (M”B Xit19 215295252y
€ '

+l 'l Bm—l = - £
§ XisZppZanee s Zyy
< 1 Bm—l . Bm—l - i
S f 4 ]t‘ R385 Boes sy BV 2B T |9| W B Baeinil,

kel,

)

< D% [ka (HB"'_lka,zl,zz,. : vl I])]m + D}—— Z[TjA (||B"”‘x,c,zl,zz,...,z,,fl “)T’

r kel, 7 kel,

m—1
[];.fk (HB Xpadys Egner eadipy
€ r

m—1
)+Tyfk (”B BB B oo B

Py

< zHD%k g (18" 51010202002 ) " +1;HD% >[4 (B 072

esitsizligi elde edilir.

Burada 7, ve T, ‘1’37} ve ‘s’STy sartlarin1 saglayan birer pozitif tamsayidirlar.

Sonug olarak x e ¥, (/1, B".F, p,H.,...,.H) olur.
(ii) ve (iii) benzer sekilde ispatlanabilir.

Tanmim 6.7. X bir dizi uzay1 olsun. Eger (x,)€ X iken, VkeN igin |o,[<1 sartim
saglayan skalerlerin her (ak) dizisi igin (@,x, ) € X oluyorsa, X dizi uzaymna “solid

uzay” denir.

Teorem 6.8. W7’ (/1, B",F, p,”.,...,.”) ve W' (/1, B".F, p,”.,...,.”) dizi uzaylar solid

uzaydir.
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Ispat. ispati yalnizca 7’ (A,B’", D,

B ) uzay! i¢in yapacagiz.

(x)ew, (/1, B", ; ,||) ve (o, )skalerlerin VkeN icin }ak‘ <1 sartmi

saglayan bir dizisi olsun. Boylece

{reN —”;[jk ("B’" (2,%.),2,:2550 002, )]"" zs}g
{FEN Z};[]{k( 1922500092, )jlpkzg}

m
B X B By piinniT

kapsamasi elde edilir. Burada Z,

C= max{l, T;k’} . Sonug olarak (x,)eW,’ (l, B".F,pl.,...

u) oldugunda VkeN
igin  |a|<1  sartim  saglayan  skalerlerin  her (@) dizisi igin

(e,x) €Wy (4, B" . F,p......

.]|) olur. Bu da ispat1 bitirir.

Teorem 6.9. (

) ve (K]

uzaylar olsunlar. Bu takdirde

,||S) sirastyla Standard ve Oklid 7 -normlu

W' (4, B",F,p...

A, )W (4.B",F. p,

.

Is)sw' (4.B",F,p.(

..... 9

kapsamasi gegerlidir.

Ispat. xew'’ (/I,B'”,F,p, .

,.||E)mW’ (/1, B",F,p,|... HS) alalim. Bu durumda,

%,;l:fk (( . +|| ....... ”S)(B’"xk —L,zl,zz,...,z“ﬁl))}pk
:likz,:[fk (( B"X, =L,z 25505 2, + B'"x,(-L,zl,zz,...,zn_lus))r.

m
W\ B X —L,2y,2,5,..052, 1” )+fA(

m
B %, —L.z%

I

s v ol

n—l

)
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Ok

m g 1 e
p e e B | R A e R B

esitsizligi elde edilir. Bu da bize ispat1 verir.



BOLUM 7. »-NORMLU UZAYLARDA MODULUS
FONKSiYONU TARAFINDAN TANIMLI BAZI
LACUNARY IiDEAL YAKINSAK DiZi UZAYLARI

Bu bolimde bir modiilis fonksiyonu ve bir fark dizisi kullanarak 7 -normlu

e )

e H) dizi uzaylarini tammlayacak

uzaylarda lacunary 1deal yakinsak w'! (N 5 B", F,p,

W) (N, B".F,p|\.....]) ve W,/ (N,.B".F.p,

ve bu uzaylarin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.

8= (k,) pozitif tam sayilarn » —>o iken A =k, —k  —> oo sartim saglayan artan

bir dizisi ve /, N nin bir uygun ideali olsun. . ¥ =(f,)

i) Vx>0 igin sup f(x)>0
k

ii) lim f, (x)=0, k ya gore diizgiin
sartlarin1 saglayan bir modilis fonksiyon dizisi olsun.

(x

) bir n-normlu uzay ve p=(p,) pozitif reel sayilarm sinirl bir dizisi

g evege

olsun. S(n—X) ile (X"

) tizerinde tanimli biittin dizilerin uzay1 olmak tizere

w'(N,,B",F,p,

)=

xeS(n—X):Va>O{reN:hLZ[fk(”B”’xk g L% S )Tk Z(«;}EI,
r kel

g eag.

>

bazi L >0, ve herbir z,,z,,...,z, , € X i¢in
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ege ey

VK)[(NHBBI”’Fapa

):

xeS(n—X):Vs>0{reN:LZ[J’A,(I . .ZE}E[,
ki,

m
7 z Z
B"x,.2,,2,,.. Hl”)}

herbir z,,z,,...,z,, € X

2 “n-1

ve
W, (Ny, B" . F,p.... ) =

xeS(n-X):3IK>0 6yleki{r eN hiZ[fk( B"x, _L’ZUZZ,-.-,Z,,_,”)T . K} el

r kel,

herbir z,,z,,...,2z,, € X
ile tanimlansin.
Teorem  7.1. w! (Ng,B’",F,p, el ), w,! (NH,B’",F,p, _— ||) ve
w ! (Ng, B",F,p,|.se-,. H) dizi uzaylan birer lineer uzaydir.

Ispat. Boliim 6 da ki Teorem 6.1.e benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 7.2. F=(f,) ve G=(g,) birer modiliis fonksiyon dizisi olsunlar ve

h=inf p, >0 olsun. Bu takdirde asagidaki kapsamalar saglanur:

@  w'(N,B".F.p,

e ]) W' (N, B".GoF, p,

eenr])

(i) W, (N,.B".F.p, )W, (N,, B".GoF, p,||.....])

EXERTE

(i) W' (N,.B".F.p,

....... )W (N,.B".G. p.

av) W,/ (N,.B".F.p,

yenos] ) EW N B™, F 4 G, Py ||

)OS (No, B" G, poo- o ) < Wy (N, B", F+G, p, ..o
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Ispat. (i) F nin siirekliligini kullanirsak; verilmis bir £>0 igin, Oncelikle

max{gg“"”‘ B P } <& sartin1 saglayan g, >0 secelim ve 0< 5 <1 &yle ki her k icin

0<t<8= fi()<g, alabiliiz. Simdi (x,)eW’(N,,B",F,p,

D olsun.

egr ey

Boylece

A(é):{reN:hLZ[fku

B"x,~L "estel
X, — s By Zyanes Sy >0 ;e
r kel,

dir.

Eger r ¢ A(S) ise buradan

hizl:f" (HB’"xk —L,zl,zz,...,z”_l|l)]pk <"

r kel,

buradan

> |:f}( (HB’”xk =L, Bs Byusns z,,_lu)]pk <hs"

kel,
dir.

Her ke, icin

L4 (

Bm L P 51{
X, —Ly25255000 2 <
buradan

B"%, = Ls2(, % 5000558

> “n-1

Al

)<5
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dir.

Yukaridaki esitsizlikte G nin stirekliligi kullanilirsa,

2 (fk (HB'"xk ~L,2,2, 50052,

))<go , Vkel

elde edilir. Buradan

Z[gk (fk (HB"’xk — LB By ey

P !
supp;  inf py
))} <h, max{go &y }

kel,
<he
sonug olarak
h%/; [gk (fk (”B"’xk S [ ”))TA <&

esitsizligine ulasilir. Bu da bize asagidaki kapsamayi verir.

{reN:hLZ[gk(f}((

B"%, = L; 852554 ..,zn_l”))]m > 5} c A(S).

Kapsamanin sagindaki kiime / ya aittir. Idealin (iii) sartindan sol taraftaki kiime de

I ya ait olur. Bdylece ispat tamamlanir.

(ii) Eger (i) sikkinin ispatinda L =0 alinirsa, ispata kolaylikla ulasilir.

(iii) (x,)eW' (N,,B".F.p,

.,...,.||)mW’ (NH,B’”,G, p”") olsun. Béylece

%AZ,: |:(fk +gk)(”Bmxk S I A mpk
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:hir/g:[fk (HB’”xk —L,szza-~-7~"1—1")+gk( By~ L,z 230020y )Tk
L I e R || GOS8 o AR

r kel, r kel,
esitsizligine ulasilir. Bu da bize ispat1 verir.

(iv) Eger (iii) sikkinin ispatinda L =0 alinirsa, ispata kolaylikla ulagilir.

Onerme 7.3. F=(f,) ve G=(g,) birer modiiliis fonksiyon dizisi olsunlar ve

h=inf p, >0 olsun. Bu takdirde asagidaki kapsamalar saglanir.

o)W (Np. B", G, pi]- )

S| Ty Al 08 ) |

Ispat. Teorem 7.2’nin (i) ve (ii) siklarinda F ve G modiiliis fonksiyon dizileri,

F =(x,x,...) ve G=(g,) olarak alinirsa ispata ulagilir.

Teorem 7.4. F =(f,) bir modiiliis fonksiyon dizi olsun. Eger

lim igf@ =y>0, her k igin,
ise

W' (NgsB",F, Pl n]) =W (Np. B", Pl .
ve

VVOI (NH’BM’F9P7

)=, (N B", Pl -o )

egeven.
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dir.

5

Ispat. Ispat1 yalnizca W’ (N ,B".F,p,l,...

J)=w'(N,,B",p,|-..

..... D= (¥,.B",

ispat da  benzer sekilde yapilabilir. Onerme 7.3. ten  yalmzca

) esitligi icin

verecegiz. W, (N P

H) esitligi igin gereken

w'(N,.B",F, p,

s “)QW’ (NH,B”', p“H) kapsamasini gostermek yeterli

olacaktir.

Herhangi bir modiiliis fonksiyonu i¢in , y ile verilen pozitif limitin varligt Maddox

[32] tarafindan gosterilmistir.

Simdi y>0 ve xeW'(N,,B".F,p.]....

||) olsun. y >0 oldugundan, her ¢>0

icin, f,(#) =yt (her k igin) yazilir. Bu esitsizlikten

IV

BYx, —L 2 2 E

n—l1

PN

h,- kel,

]2 2

P

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 7.5. F =(f,) ve G=(g,) birer modiiliis fonksiyon dizisi olsunlar. Eger

lim infM >0

e kg (f)
ise

i- W' (N, B", F, p......

) ew(N,.B".G,

peead)

)W (N, B",G, p,|- ..

ii- ,' (N, B",F. p|.

kapsamalar1 saglanir.
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Teorem 7.6. m=1 ve F =(f,) bir modiiliis fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda,

(i) VVOI (Ng,Bm_l,F,p,

)W, (N,. B".F. p.

s ])

o)W (Ngo B" . F, D)

ege s e

(ii) W' (N, B",F. p,

i) W, (N,,B",F,p,

)W, (N, B F, .0 )

kapsamalar1 saglanir.

Ispat. Boliim 6 da ki Teorem 6.6. ya benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 7.9. W, (NH,B'",F,P,

) ve Wm[(Ng,B’",F,p,

,,H) dizi uzaylari

egeesge

solid uzaydirlar.

Ispat. ispati yalnizca W' (NH,B’",F s D

LiIe ”) uzay1 icin yapacagiz.

(xk)EVVo] (N(?’Bm=Fapv

,.) ve (o, )skalerlerin VkeN igin ‘aASl sartini

egees

saglayan bir dizisi olsun. Boylece

{reN:hiZ[fk (

r kel,

{reN:-}f—Z[fk (”Bmx,(,zl,z2 ,,,,, Z”_l“)}”‘ Zg}.

r kel,

= .”k>
B (akxk),zl,zz,...,z”,l”) >grC

Burada T, ,

ak} <T, sartini saglayan pozitif bir tamsayidir ve C = max {1, 7;’: } >

egresg

Sonug olarak (x,)e W, (Ng, B",F,p,

]) oldugunda VkeN igin |e,|<1

)

olur. Bu da ispati bitirir.
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Teorem 7.8. (X,H ...... ||F) ve (X,H,”S) sirastyla Standard ve Oklid 7 -normlu

uzaylar olsunlar. Bu takdirde

W' (Nos B™sF, s e s )OI (Ngs B, Fo peces | ) S W (N3 B B s (ool oo )

kapsamasi gegerlidir.

Ispat. xe W' (N,.B".F,p.|......|, )" W' (N,. B". F,p.|.....],) alalm. Bu halde

1 , ’
T LAl e A ) B~ L2 2p2,0)) |
r kel,

1 m m R
) fk((HB xk~L,zl,zz,...,z"_l”E +||B %, —L,zl,zz,...,zn_llls))
- kel,

esitsizligi elde edilir. Bu da bize ispati verir.

P
e ” )
> “n-1 <
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