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ONSOZ

Bu c¢aligmada, bir pargalanmis zayif singiiler lineer model ve bu modelle iligkili baz1
lineer modeller altinda regresyon katsayilarinin tahmini ele alinmistir. Ele alinan
modellerde alt parametrelerin alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicilerinin en iyi

lineer yansiz tahmin edicilere gore etkinlikleri incelenmistir.
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OZET

Anahtar kelimeler: OLSE, BLUE, dik izdiisiim, Gauss-Markov modeli, zayif singiiler
model, kii¢ciik model, indirgenmis model, alternatif model, Watson etkinligi, etkinlik

carpant.

Bu ¢alismada bir pargalanmis zayif singiiler lineer model ve bu modelle iligkili olan
bazi lineer modeller altinda regresyon katsayilarinin tahmini ele alinmistir. Ele alinan
modeller altinda alt parametrelerin alisgilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi
(Ordinary Least Square Estimator OLSE)’lerinin en 1yi lineer yansiz tahmin edicisi
(Best Linear Unbiased Estimator BLUE’larina gore etkinlikleri incelenmistir.

Ik boliimde, etkinlik kavrami genel olarak tanitilip kisa bir literatiir bilgisi
verilmistir. Baz1 temel kavram ve 6zellikler ikinci boliimde ele alinmustir. Ugiincii
boliimde, calismada ele alinan modeller altinda parametrelerin ve bu parametrelerin
alt vektorlerinin OLSE ve BLUE’lar1 ile ilgili baz1 sonuglar ve 6zellikler verilmistir.
Dordiincti  bolimde, oncelikle ele alinan modeller altinda parametrelerin
OLSE’lerinin BLUE’ya gore etkinlikleri elde edilmistir ve daha sonra etkinliklerin
carpimsal ayrigimlar verilerek bazi karsilastirmalar yapilmistir. Son boliim ise sonug
ve Onerilerden olusmaktadir.
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COMPARASION BETWEEN EFFICIENCIES OF THE
ESTIMATORS UNDER GENERAL PARTITIONED LINEAR
MODEL

SUMMARY

Key Words: OLSE, BLUE, Orthogonal projection, Gauss Markov model, Partitioned
linear model, Weakly singular model, Watson efficiency, Small model, Reduced
model, Alternative model, Efficiency factorization.

The estimation of regression coefficients under a partitioned weakly singular linear
model and some linear models associated with this model has been considered in this
study. OLSEs of sub parameters with respect to BLUEs have been examined.

In the first chapter, the concept of the efficiency has been introduced in general and a
short literature information has been given about efficiency. Some fundamental
concepts and properties have been considered in the second chapter. In chapter three,
some results and properties have been given releated to OLSEs and BLUEs of
parameters and sub parameters under the considered models. In the four chapter,
firstly, the efficiencies of the OLSEs of parameters with respect to BLUEs have been
obtained under considered models, and then some comparisons have been made
giving the multiplier compositions of the efficiencies. The last chapter consists of
conclusion and proposals.
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BOLUM 1. GIRIS

Istatistikte etkinlik, cesitli istatistiksel yontemlerin karsilastirilmasinda kullanilan bir
terimdir ve Ozellikle bir tahmin edicinin, bir deneysel tasarimin ya da bir hipotez
testinin en iyi olmasmin Ol¢iisiinii ifade eder. Etkinlikler genellikle varyans ve
ortalama hata kareler kullanilarak tanimlanir. Genellikle verilen bir yontem ve
kuramsal bir yontem arasinda en iyi yontem karsilagtirmasi yapmak i¢in kullanilan
goreli etkinlik, yontemlerin etkinliklerinin orani olarak tanimlanir. ki ydntemin
karsilastirilmasinda kullanilan etkinlik ve goreli etkinlik, teorik olarak verilen
yontem i¢in uygun olan Orneklem biiyilikliigiine baghdir. Fakat ¢ogunlukla
Olciimlerin karsilagtirllmasinda temel olarak goreli etkinliklerin limiti olarak

tanimlanan asimptotik goreli etkinlik kullanilir.

Istatistiksel tahminde etkinlik konusu 1922 yilinda Fisher [1] tarafindan ortaya
atilmistir. Fisher tarafindan kabul edilmis olan kriter, bir tahmin edicinin diger bir
tahmin ediciden daha kiigiik varyansa sahipse daha etkin bir tahmin edici olmasidir.
Wilks [2] dagilim matrislerinin determinantlar1 olarak genellestirilmis varyanslar
kavraminit tanitmig ve genellestirilmis varyanslarin oranim1 bir vektor degerli
parametrenin tahmininde etkinligin bir Ol¢lisii olarak tanimlamistir. Aitken [3]
alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi OLSE ’nin genellestirilmis varyansini ele
almis ve 1951°de Watson [4] doktora tezinde genellestirilmis varyanslarin orani
olarak OLSE ’nin etkinligini tanitmistir. Bu nedenle Watson tarafindan tanitilmis

olan etkinlik Watson etkinligi olarak bilinir.

y=X/f+¢ linecer modelinde, X tam siitun rankli ve V' pozitif tanimli oldugunda
S parametreler vektorliniin OLSE ’si ve en 1yi lineer yansiz tahmin edicisi BLUE

sirastyla



B=(XX)"'XYy ve B=(XV'X)'XV'y

dir ve bu tahmin edicilerin kovaryans matrisleri ise sirastyla

cov(B) = (XX) " XVX(XX) " ve cov(f)=(XV'X)"

dir. Gauss-Markov Teoremine gore [5], Lowner siralamasi dikkate alinarak

cov(fB| M) 2, cov(B| M)

yazilir [6] ya da denk olarak OLSE ve BLUE 'nun kovaryans matrisleri arasindaki
fark nonnegatif tanimlidir bi¢iminde ifade edilir. OLSE 'nin BLUE ’ya gore
etkinligini karsilagtirmak i¢in bazi yontemler mevcuttur. Bu yontemlerden en sik

kullanilani, genellestirilmis varyanslarin (kovaryans matrislerinin determinantlarinin)

orani olarak tanimlanan Watson etkinligidir. Watson etkinligi

_leov(BI )| | XXP
cov(B| )| | XVX XV X

(1.1)

olarak tanimlanir [4, 7]. (1.1)’de tanimlanan etkinlik ayrica OLSE ’nin toplam

etkinligi olarak da bilinir. Kolayca goriiliir ki Watson etkinligi ¢ <1 dir. ¢ =1
olmasinin gerek ve yeter kosulu ﬁ = olmasidir [8]. BLUE ve OLSE ’nin esitligi

ile ilgili literatiirde bir¢ok ¢aligma bulunmaktadir [9-27].

Etkinlik konusu literatiirde yaygin bir sekilde galisilmaktadir. Ornegin, Liski ve
caligsma arkadaglar1 [28] bir singiiler lineer model i¢cin OLSE ve BLUE arasinda
etkinlik karsilagtirmasi yapmis ve etkinlik kriterinin {ist sinirint elde etmistir. Liu
[29] ise, [28] de ele alinan konuyu daha genel durum igin ele almistir. Liu ve King
[30] bir lineer modelde OLSE ve BLUE arasinda etkinlik karsilastirmasi yapmak
icin iki etkinlik kriteri tanimlamigtir. Balakrishnan ve Rao [31] BLUE 'nun bazi
etkinlik 6zelliklerini vermistir. 2003 yilinda Chu ve Styan [32], OLS ve GLS

(genellestirilmis en kiiclik kareler) regresyon dogrularin paralel oldugu durumda



basit lineer regresyonda OLS ’nin etkinligini incelemistir. Chu ve ¢alisma arkadaslari
[33, 34] bir parcalanmis zayif singiiler lineer model ve bu modelle iliskili modeller
altinda parametrenin ve parametrelerin bir alt kiimesinin OLSE ’lerinin Watson
etkinliginin bir ayrisimin1 vermistir. [35]’te ise [34]’te verilmis olan etkinlik
ayrisimi, alt modeller ve onlarin doniistiiriilmiis modelleri i¢in ele alinmistir. Chu ve
caligsma arkadaslar1 [36] dik par¢alanmis model altinda Watson etkinligi ile iligkili
olan bir etkinlik ¢arpant tanimlamistir. Tian ve Wiens [37], genel lineer model
altinda OLSE , agirlikli en kiigiik kareler tahmin edicisi (Weight Least Square
Estimator-WLSE) ve  BLUE’nun esitlikleri ve etkinlikleri arasindaki
karsilastirmalart matris rank metodunu kullanarak yapmislardir. Yang ve Wang [38]
ise, Watson etkinliginin Oklid normuna dayanan bir alternatif formunu vermistir.
[39] ise, bir parcalanmis lineer model ve bu modelle iligkili olan modeller altinda
model matrisinin dik ve V' dik parcalanma kosullar1 altinda bazi Watson etkinlik
ayrisimlart verilmistir. Bunlarin yan1 sira etkinlik konusu ayrica uygulamali
bilimlerde de 6nemli bir rol oynadigindan bir¢ok ¢alismada ele alinmistir [23, 29, 40-
42,44, 45].

Bu calismada bir parcalanmis lineer modelin yani sira bu modelle iliskili olan
indirgenmis modeller ve bir alternatif model ele alinmaktadir. Ele alinan modeller
altinda parametrelerin ve alt parametrelerin OLSE ’lerinin BLUE ’ya gore
etkinlikleri elde edilecektir. Ayrica modellerin zayif singiiler model olma kosullar

altinda etkinliklerin ¢arpimsal ayrisimlari verilerek karsilastirmalar yapilacaktir.



BOLUM 2. GENEL BILGILER

Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve ispatsiz olarak

bazi teoremler verilecektir.

2.1. Siitun Uzayi, Satir Uzayi, Sifir Uzay1 ve Bir Matrisin Ranki

Tanmm 2.1.1. x,x,,...x, € R™" vektorleri igin Zaixi =0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan a ,a,,...,a, skalerleri bulunuyorsa, x,,x,,...,x, vektorlerine lineer

bagimlidir, aksi takdirde lineer bagimsizdir denir [46, 47].

Tanim 2.1.2. A matrisi mxn boyutlu ve a,a,,...,a, stitunlarina sahip olan bir matris
olsun. x'=(x,x,,....,x,) vektéri i¢cin Ax=xaqa, +x,a,+..+x,a, ifadesi A4
matrisinin siitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gosterir. 4 matrisinin slitunlarinin

lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen biitiin vektorlerin kiimesine A

matrisinin siitun uzay1 denir ve C(A4) ile gosterilir. C(A4), A matrisinin stitunlar

tarafindan gerilir ve siitun uzayi
C(A)= {y eR™:y=Ax,xe ]R"Xl}
ile ifade edilir [47-49].

Tamm 2.1.3. 4 matrisinin @,,qa,,...,a, satirlari tarafindan iiretilen R™ in alt

uzayina A matrisinin satir uzayr denir. 4 matrisinin satir uzayr C(4') olarak

gosterilir [47-49].



Tamim 2.1.4. 4 matrisinin siitun uzayinin boyutuna 4 matrisinin siitun ranki denir.
A matrisinin satir uzaymnin boyutuna A matrisinin satir ranki denir. Bir A4
matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkli satirlarin sayisina A

matrisinin ranki denir ve r(A4) ile gosterilir [47-49].
Tanim 2.1.5. 4 matrisinin sifir uzayi,

N(4)={xeR"™: 4x=0} cR™

seklinde tanimlanir [51].

Teorem 2.1.6. A matrisi mxn boyutlu bir matris ve C matrisi, 4 matrisinin satir
indirgenmis eselon bi¢imi olsun. 4 matrisinin satir uzayi ile C matrisinin satir uzayi

aynidir [47,49].

Teorem 2.1.7. A mxn boyutlu bir matris olsun. A matrisinin satir ranki, siitun

rank1 ve ranki esittir [47].
Teorem 2.1.8. Uygun boyutlu 4,8 ve C matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur:

(@) C(4:B)=C(A)+C(B),

(b) C(4B) = C(4),

(c) C(44")=C(4),

(d) C(C)<c C(A) & C matrisi AB bigimindedir,

(€) boy(C(A)) =r(4),

(f) Eger C(4) < C(B) ve r(A)=r(B) ise C(4)=C(B) dir. Ozellikle, C(/,)=R""
dir,

(g) AeR™" i¢in r(A4) < min{m,n},

(h) Bir matrisin bazi satir ya da siitunlarinin silinmesiyle elde edilen alt matrisinin
ranki, orijinal matrisin rankini1 gegemez,

(i) AeR™ ve BeR" ise, r(4)+r(B)—k < r(AB) < min{r(4),r(B)},



(i) 7(4) = r(A") = r(A'4) = r(44") [46, 49, 50].

2.2. Tersler ve Genellestirilmis Tersler

Eger AB=1 ise, B matrisine 4 matrisinin sag tersi denir ve bu ters B™" ile
gbsterilir. 4 matrisine ise, B matrisinin sol tersi denir ve bu ters A~ ile gosterilir.
A matrisinin sag tersi 4 tam satir rankli oldugunda vardir. Benzer sekilde B
matrisinin sol tersi B tam siitun rankli oldugunda vardir. Sag ters veya sol ters tek
olmayabilir. 4eR™" liggensel bir matris olmak {izere, rank sartlar1 gosterir ki,
m >n oldugunda sag ters olmayabilir ve m <n oldugunda sol ters olmayabilir.
Aslinda her iki tersin olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin kare matris ve tam
rankli olmasidir. Bu durumda, 4*ve A" tek olur ve birbirine esit olur. Bu 6zel
matrise, nonsingiiler 4 matrisinin tersi denir ve 4~ ile gosterilir. O halde, bir 4

matrisinin tersi vardir ve bu ters tektir ancak ve ancak A nonsingilerdir.
AA =A"A=1 dir. Eger A ve B matrislerinin her ikisi de nonsingiiler ve ayni
boyutlu ise, (4B)" =B'4™" dir.

Herhangi bir 4 matrisi igcin 4BA = A ise, B matrisine 4 matrisinin genellestirilmis
tersi denir ve 4 matrisinin genellestirilmis tersi A~ ile gosterilir. Eger 4 € R™" ise,
A” e R™™ dir. Her matrisin en az bir genellestirilmis tersi vardir. Her simetrik
matrisin en az bir simetrik genellestirilmis tersi vardir. Genel olarak, 4~ tek degildir.
A~ matrisinin tek olmasi icin gerek ve yeter kosul 4 matrisinin nonsingiiler

olmasidir, bu durumda 4~ = 4" dir.

Herhangi bir 4 matrisi i¢in,

(a) ABA=A4
(b) BAB=B
(c) AB=(AB)’

(d) BA=(BA)



kosullarin1 saglayan, B matrisine 4 matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve A" ile

gosterilir. Bir matrisin Moore-Penrose tersi tektir. Eger A tersinir ise 4™ = A4~ dir

[49].

Teorem 2.2.1. 4, ve A, tersinir matrisler ise, bu durumda herhangi bir 4, matrisi

icin 4,, AA4,, 4,4, ve A A4, matrisleri ayn1 ranka sahiptir [50].

Tamm 2.2.2. Eger P’ =P olacak sekilde bir P matrisi varsa P matrisine

idempotent matris denir [49].

Teorem 2.2.3. A, B ve C uygun boyutlu matrisler olmak iizere asagidakiler

dogrudur:

(@) (A")" =dve (A) =(4"),

(b) AA" ve A" A idempotenttir,

(©) r(A)=r(4")=r(44")=r(4"4),

(d) A/A4" =A"=A4"AA" ve A'(A")A " =A"=A4"(4")'4,

() A=0=A4"=0, AB=0<=B"A"'=0ve A 'B=0& A'B=0,

() r(A)=r(A" A)=r(AA )<r(4d),

(g) BAC, A’nin genellestirilmis tersinin se¢imine gore degismezdir ancak ve ancak
C(B")c C(A4") ve C(C)c C(A) dur,

(h) A A ve AA™ matrislerinin her biri idempotenttir,

(1) A matrisi simetrik ve idempotent ise / —A4 matrisi de simetrik ve idempotenttir

[46, 49-51].
2.3. Determinantlar

Tanmm 2.3.1. A:(a[/) bir nxn boyutlu matris olmak {lizere A4 matrisinin

determinanti |A| ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:



(a) n=1 i¢in |A|=a“,

(b) n=2 i¢in |A| = a,,a,, — a,,0,, ,

(© n>2 igin |d|=a,|4,|-a, |4+t (-D)"a,

Aln

= Zn:(—l)l”ali |4,|. Burada
i=l

A, (1,i). mindrdiir [47].

Teorem 2.3.2. 4 kosegen elemanlar1 a,,,...,a,, olan bir nxn boyutlu matris olmak

lizere, eger A list liggensel, alt liggensel veya kdsegen matris ise |A| =a,,ay...a,, dir

[47].

Sonug 2.3.3.  birim matris olmak iizere |/|=1 dir.

Teorem 2.3.4. 4 ve B kare matrisler olmak lizere |AB| =|A||B| dir [47].

Sonug¢ 2.3.5. A tersinir bir matris olmak tizere |A| = ‘L dir.

Al\

2.4. Vektor Uzaylan ve Izdiisiim

S e R™ olsun. Her u,veS ve a,beR icin au+bveS oluyorsa, S kiimesi bir
vektor uzayidir. R™ vektor uzaymin her alt vektor uzayr 0 vektoriinii icerir. Eger
S,, S, e R™ vektor uzaylari igin, S, NS,={0} ise S, ve S, vektdr uzaylarina
(hemen hemen) ayrik vektor uzaylari denir. S, NS, bir vektor uzayidir, fakat S, US,
bir vektdr uzayr olmak zorunda degildir. S, U S, kiimesini igeren en kiiglik vektor
uzayma iki uzaym toplami denir ve S, +S, ile gosterilir. S, +S,, ue S, ve veSs,
olmak tiizere, u+v bigimindeki tlim vektorleri icerir. Ayni boyuttan u ve v
vektorleri igin, eger u'v=0 ise, u vektori, vvektoriine diktir denir. Eger S,ve S,
vektor uzaylari i¢in S, vektor uzayindaki her vektor S, vektor uzayndaki tiim
vektorlere dik ise S, ve §, vektor uzaylari birbirine diktir denir ve S, LS, ile

gosterilir. Birbirine dik olan iki vektor uzaymnin toplamina bu vektdr uzaylarinin



direkt toplam1 denir ve bu durumda S, +S, ile gosterilen toplam S, @S, seklinde
ifade edilir. Eger S, ®S,=R"™ ise S, ve S, alt uzaylarma birbirinin dik
timleyenleri denir ve S, = S; (veya S, = S;") seklinde gosterilir. Agikga bir S vektor
uzayt i¢in (ST)" =S olur. {u,u,,..,u, } vektorlerinin kiimesi asagida verilen

kosullar1 sagliyorsa, S vektor uzay1 i¢in bir bazdir.

@ueS,i=12,..,k.
(b) {u,,u,,...,u, } lineer bagimsizdir.
(c) S vektor uzaymin her elemant wu,,u,,...,u, vektorlerinin lineer kombinasyonu

olarak yazilir.

Her sifirdan farkli sonlu boyutlu vektér uzaymin bazi vardir, ancak bu baz tek
olmayabilir. Fakat verilen herhangi bir sonlu vektér uzaymin farkli bazlarindaki
vektorlerin sayist aynidir. Bu sayiya vektor uzayinin boyutu denir ve S vektor uzay
icin § vektor uzayinin boyutu boy(S) ile gosterilir. nx1 boyutlu vektorleri iceren
herhangi bir § vektdr uzayr icin S@® S+ =R"™ olur. Bdylece, ye R™ vektorii,
ueS ve veS* olmak iizere, y =u+v olarak tek tiirlii yazilabilir. Bu ifadeye, y
vektorliniin dik ayrisgimi denir. Burada u vektoriine, S vektor uzayi iizerinde y

vektoriiniin izdiisiimii denir ve bir izdiisiim tek olarak belirlenir [49].

Tamm 2.4.1. S vektor uzayr olmak lizere Vve S i¢in Pv=v ve PveS ise P
matrisine bir izdiisiim matrisi denir. Her izdiisim matrisi bir idempotent matristir

[49].

Tamim 2.4.2. P matrisi, S vektor uzaymin bir izdlisiim matrisi olmak tizere /— P

matrisi S* vektdr uzayinin bir izdiisiim matrisi ise, bu durumda P matrisine S

vektor uzayinin bir dik izdiislim matrisi denir [49].
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Teorem 2.4.3. Herhangi bir 4 matrisi i¢in A4~ matrisi C(A4) icin bir izdiisim

matrisidir. 4(A4'A)” A" matrisi ise C(A) igin bir dik izdiisiim matrisidir [49].
Teorem 2.4.4. C(P,)=C(A) ve C(I-P,)=C(A)" dir [49].

Teorem 2.4.5. A ve B satir sayilar1 ayni olan matrisler olmak iizere,

(a) C(4:B)c C(A)®C(U-F,)B),

(b) P(A:B) = PA + P(I—PA)B

dir [49].

Teorem 2.4.6. 4 ve B uygun boyutlu matrisleri i¢in, C(4) < C(B) olsun. Bu

durumda

P By =F,P, =P,
dir [51].
Teorem 2.4.7. Uygun boyutlu 4 ve B matrisleri i¢in

(a) B'A=0< C(B)c C(A)",
(b) C(4) = C(B) = C(B)" < C(4)*

dir [49].
2.5. Kuadratik Formlar

Tamm 2.5.1. y=(y,) € R™ vektorii ve simetrik bir 4= (a;) € R™ matrisi i¢in,

O(y)=ydy= Zz y.y,a; ifadesine, y, elemanlarinin bir kuadratik formu ve A4

i=l j=1

matrisine de bu kuadratik formun matrisi denir. y’Ay kuadratik formu, simetrik bir
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A matrisi tarafindan karakterize edilir ve bu matrise kuadratik formun matrisi denir.

Boyle bir matris i¢in agsagidakiler soylenebilir:

(a) Eger Vy #0igin y'Ay>0ise A pozitif tanimlidir,
(b) Eger Vy #0icin y'4Ay <0 ise A negatif tanimlidir,
(c) Eger Vyigin y'dy >0 ise A nonnegatif tanimlidir [49, 50].

Teorem 2.5.2. A nonnegatif tanimli ve r rankli bir matristir ancak ve ancak 4= RR'

olacak seklinde r rankl1 bir R matrisi vardir [51].
2.6. Lowner Siralamasi

Tamm 2.6.1. Eger A ve B nonnegatif tanimli matrisleri i¢gin B— A nonnegatif

tanimli ise Lowner siralamasina géore 4, B den daha kiigliktiir denir. 4 <, B veya
B>, A4 ile gosterilir. Eger B—A pozitif tanimli ise, bu durumda A matrisine

kesinlikle B matrisinden kiiciiktiir denir. 4 <, B veya B>, A ile gosterilir [49].

2.7. Schur Tamamlayicisi

A
Tamm 2.7.1. 4 =( " Alzj olsun. Eger 4,, kare matris ve nonsingiiler ise, bu
21 22

durumda S =4, — 4,44, matrisine 4, matrisinin 4 matrisindeki Schur
tamamlayicist adi  verilir. Benzer sekilde, eger A4,, nonsingiler ise

T = A, — A,A4, 4, matrisine 4,, matrisinin 4 matrisindeki Schur tamamlayicisi ad

verilir [48].

Tamim 2.7.2. Eger Tanim 2.7.1°de verilen A, matrisi singiiler ise 4, 4, ile yer
degistirir ve bu durumda S = 4,, — 4, 4,4, matrisi 4,, matrisinin 4 matrisindeki

genellestirilmis Schur tamamlayicisi olarak tanimlanir [48].
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Tanim 2.7.3. 4 matrisi Tanim 2.7.1°de verilen parcali matris olmak iizere, Schur

tamamlayicisinin determinant formiilii
|A| = |A11”A22 - A21A1_1A12‘ = |A22”A11 _A12A2_2A21

dir [48].
2.8. Lineer Denklem Sistemleri

Tamm 2.8.1. AeR™, BeR" ve CeR™ bilinen matrisler olmak iizere,

AXB = C matris denklem sistemini saglayan en az bir X € R™* matrisi varsa, sistem

tutarlidir denir. Aksi durumda sistem tutarsizdir [50].
Teorem 2.8.2. 4cR™", BeR" ve CeR™ olsun. AXB=C matris denklemini
saglayan bir X € R”* matrisinin var olmasinin yani sistemin tutarli olmasinin gerek

ve yeter kosulu A4 CB B =C olmasidir. Eger sistem tutarli ise / € R™* herhangi

bir matris olmak iizere,
X=ACB +H-A AHBB™
ile verilen X matrisi AXB = C matris denkleminin genel ¢oziimiidiir.

AXB =C matris denkleminde X matrisi yerine xeR"™ vektorii, B=1 ve C
matrisi yerine geR™" vektorii alindiginda, Ax=g lineer denklem sistemi elde

edilir. Boylece Teorem 2.8.2°nin daha 6zel bir durumu olarak asagidaki teorem

verilebilir [50].

Teorem 2.8.3. Ax=g lineer denklem sisteminin tutarli olabilmesi icin gerek ve
yeter kosul 44" g =g olmasidir. Eger sistem tutarli ise, bu durumda herhangi bir
heR™ vektorii icin x=Ag+(I—A A)h ile verilen x vektérii Ax=g lineer

denklem sisteminin genel ¢oziimiidiir [50].
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2.9. Rasgele Vektorler ve Baz Istatistiksel Kavramlar

Rasgele vektor, elemanlar1 rasgele degiskenler olan bir vektdr ve benzer sekilde
rastgele matris ise, elemanlar: rastgele degiskenler olan bir matristir. Rasgele vektor
ve matrislerle ilgili bazi temel kavram ve teoremler agsagida verilmektedir. Bu tanim
ve teoremler ile ilgili detayli bilgi i¢in, 6rnegin, [51, 52] kaynaklarina bakilabilir.

Tamm 2.9.1. Z=(z;) mxn boyutlu rasgele bir matris olmak lizere. Z matrisinin

beklenen degeri, E(Z) = (E (Zg)) dir.

Teorem 2.9.2. Z rasgele bir matris, 4,B ve C bilinen uygun boyutlu matrisler
olmak iizere, E(AZB+C)= AE(Z)B+C dir.

Sonu¢ 2.9.3. 4 ve B bilinen uygun boyutlu matrisler, x vey ise uygun boyutlu
rasgele vektorler olmak ilizere E(Ax+ By) = AE(x)+ BE(y) dir.

Tamim 2.9.4. X rasgele degiskeninin varyansi, var(X)=o’ =E(X —u)’ dir.

Burada, y=E(X) dir.

Tanim 2.9.5. X ve Y vrasgele degiskenleri arasindaki kovaryans,

cov(X,Y)=0,, = E(X —u)Y —v) dir. Burada y=E(X), v=E(Y) dir.

x=(x,...,x,)" px1 boyutlu rastgele vektdriiniin kovaryans matrisi (varyans-

kovaryans matrisi veya dagilim matrisi)

D(x) =cov(x,x)=cov(x)=2 = (aij ) = (cov(xl.,xj)) = (E(xl. —u)(x; - ,U_,))

= E(x—p)(x— p)' = E(xx") — gt/

olarak tanimlanir. Burada wux=FE(x) ve 2, pxp boyutlu bir matristir.
y=>-»¥,) gx1 boyutlu rasgele vektér olmak iizere x ve y vektorleri

arasindaki kovaryans matrisi,
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cov(x,y) = (cov(x,,x,)) = (E(x, = ) (y; =v,)) = E(x = p)(y =)' = E(xy") — v/
dir. Burada = E(x) ve v=E(y) dir ve cov(x,y) pxg boyutlu bir matristir [48]

Teorem 2.9.6. A< R"" ve BeR”" bilinen matrisler, xe R™" ve y e R"" rastgele

vektorler olsun. Bu durumda

(a) cov(Ax,By)= Acov(x,y)B’,
(b) D(Ax)=cov(Ax, Ax)= Acov(x,x)A" = AD(x)A’'

dir [51, 52].



BOLUM 3. LINEER MODELLERDE TAHMIN

Bir tek parametreyi tahmin etmek i¢in bir tek istatistik kullaniliyorsa, bu durumda
parametrelerin nokta tahmin edicisi kullaniliyor denir. Yani nokta tahmin edicisi, bir
kitle parametresini tahmin etmek i¢in kullanilan tek bir istatistiktir. Genel olarak bir
istatistikten bahsediliyorsa, buna bir tahmin edici ve eger istatistik belirtilen bir
degeri almigsa buna tahmin denir. Q bir parametre olmak iizere E(T)=Q ise, T
istatistigine Q parametresinin yansiz tahmin edicisi, £(7") = Q + (bir terim) ise, buna
yanli tahmin edici denir. Yanli ve yansiz tahmin ediciler arasinda se¢im séz konusu
oldugunda yansiz tahmin edicinin se¢ilmesi dogaldir. Ancak iki yansiz tahmin edici
arasinda se¢im s6z konusu oldugunda yeni bir 6l¢li kullanmak gerekir. Bu durumda
da parametreye yakin olmasi olasilig1 yiiksek olan tercih edilir. Bir parametrenin bir
yansiz tahmin edicisi, diger herhangi bir yansiz tahmin edicisinden daha kii¢iik
varyansa sahip ise, bu istatistie parametrenin minimum varyansli tahmin edicisi
denir. Parametrelerin bir lineer fonksiyonu, gozlemler vektoriiniin beklenen
degerinin bir lineer fonksiyonuna denk ise, bu durumda parametrelerin lineer

fonksiyonuna tahmin edilebilirdir denir.

Genel olarak bir lineer model y =X +¢ biciminde tanimlamir. Burada y e R™
gozlenebilir rastgele degiskenler vektorii, X € R™” bilinenler matrisi, feR”

bilinmeyen parametrelerin vektorii ve € € R™ ise gdzlenebilir olmayan hatalarin bir

vektorudir.

f parametre vektoriinii tahmin etmenin degisik metotlart vardir. Bu metotlardan en
cok kullanilanmi en kiigiik kareler tahmini (least square estimation-LSE) metodudur.

Bu model &£=(¢) olmak iizere, Zel.z ifadesinin £ parametresine gore

minimumlastiriimas: islemlerini igerir. E(e)=0 ve D(g)=0c"I olmak iizere, bu
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islemler sonucunda elde edilen XX/ = XY denklemine normal denklem denir. X
tam rankli kabul edildiginde sistemin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim
,5’ =(XX)"' XY dir. Bu durumda ,5’ tahminine, alisilmig en kiigiik kareler tahmin
edicisi (OLSE) denir. X ’in tam rankli oldugu kabulii altinda bilinen bir V' pozitif

taniml1 matrisi i¢in E(¢)=0 ve D(g)=0c"V olarak alindiginda elde edilen normal
denklemlere karsihk gelen XV 'XB=XV"'y denkleminin tek ¢oziimii

B=(XV'X)"'XV'y tahmini genellestirilmis en kiicik kareler tahmin edicisi

(generalized least square estimation-GLSE) olarak bilinir.

Lineer modeller altinda tahminler ile ilgili daha detayli bilgilere gegmeden &nce

caligmada ele alinan lineer modeller asagida tanitilmistir.

3.1. Bir Genel Parcalanmis Lineer Model ve Bu Modelle iliskili Olan Bazi
Modeller

y=Xp+e=XpB+X,b,+¢ 3.1

parg¢alanmis lineer modeli ele alinsin. Bu modelin diger bir gdsterimi,

M=y, XB,V}={y,X\B+X,5,,V} 3.2)

bicimindedir. Burada E(y)=Xp, E(e)=0 ve cov(y)=cov(e)=V dir. Bu
modelde yeR™ gozlenebilir rastgele vektor, £eR™ rasgele hata vektori,
X, eR"™ ve X,eR"” olmak tizere X =(X,:X,) olarak par¢alanmis nxp
boyutlu matris, B eR”, B, eR”" olmak iizere S=(f:f,) bilinmeyen
parametrelerin bir px1 boyutlu vektorii ve V' bilinen bir nxn nonnegatif taniml

matristir. Calisma boyunca (3.2)’de verilen .47 lineer modelinin tutarli yani,

yeC(X:V)=C(X:VM) (3.3)
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oldugu kabul edilecektir. Burada M , C(X)" iizerine dik izdiisiim matrisidir. Simdi
calismada kullanilacak olan izdiisim matrisleri ile ilgili bazi gdsterimlerden

bahsetmek yararli olacaktir. Herhangi bir 4 matrisi i¢cin P, ve Q, ile gosterilen

matrisler sirastyla C(A4) ve C(A)" iizerine dik izdiisiim matrisleri olmak iizere,

P,=AA" = A(A'A) 4 ve O, =1-P, (3.4)

dir. Ozellikle ¢alismada,

F=P ,M,=I-F,i=1,2ve H=P , M=1-H

gosterimleri kullanilacaktir.

Bu calismada tam model olarak bilinen .47 modelinin yani sira asagidaki modeller

de ele alinacaktir:

M=, X\ BV}, M ={y,X,5,,V}, 3.5)
My ={My,M X,3,MVM,}, (3.6)
M ={y,M X,B,,V}. 3.7

Burada M, matrisi C(X,)" iizerine dik izdiisiim matrisidir. .47 ve .4, modelleri
/M modelinin kiigiik modeli olarak bilinir ve sirasiyla B, =0 ve S =0
kisitlamalart altinda .47 tam modelinden elde edilirler. .47, modeli, .47 modelinin
soldan M, dik izdiigim matrisi ile ¢arpilmasiyla elde edilmistir ve .47 tam
modelinin bir diizglin indirgenmis modeli olarak bilinir. .47 modeli ise, diger

modellerden farkli olarak .47 modelinden elde edilmemistir. Ancak 44X/,

parametrik fonksiyonlar vektorii hakkindaki sonuglari iceren bir alternatif model

olarak ele alinabilir.
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Calismada lineer modeller ile ilgili kullanilacak olan bazi kavramlar ve ozellikler

asagida bagliklar halinde ele alinacaktir.
3.2.Tahmin Edilebilme

Regresyon modelleri ile ilgilenildigi zaman, ele alinan modeller altinda
parametrelerin ve bu parametrelerin lineer fonksiyonlarinin tahmin edicilerinin agik

ifadelerini bilmek yararlidir. Ancak ¢ogu zaman bu ifadeler tek degildir. Ornegin
M modeli altinda X 2,32 nin ,32 nin se¢imine gore degismez olmasinin gerek ve
yeter kosulu X,f, nin A7 modeli altinda tahmin edilebilir olmasidir. Diger bir
degisle, ,@2 tek olmayabilir, ancak eger X, /5, tahmin edilebilirse bu durumda X, ﬁz

tektir. Asagida parametrelerin ve bu parametrelerin bazi lineer fonksiyonlarinin A7

modeli altinda tahmin edilebilme kosullar1 verilmektedir.

Eger her feR” icin E(Ay)= AX =K f olacak sekilde bir 4 matrisi mevcutsa,
yani K/ bir lineer yansiz tahmin ediciye sahipse, K/ parametrik fonksiyonuna

/M modeli altinda tahmin edilebilirdir denir. Diger bir degisle,
K tahmin edilebilirdir < C(K')c C(X') < 34: K = AX (3.8)

dir. Acikga gorilmektedir ki XpfB, A7 modeli altinda her zaman tahmin

edilebilirdir. S vektorii tek basina ele alindiginda elde edilen kosul su sekildedir.

M modeli altinda eger her S eR” igin E(Ay)= AX = olacak sekilde bir 4

matrisi varsa, £ tahmin edilebilirdir. Diger bir deyisle,

B tahmin edilebilirdir <> 34:1, = AX = X'4' (3.92)
SR =C(X)

< X tam stitun ranklidir.

/M modeli altinda K, £, nin tahmin edilebilme kosulu:
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K, B, tahmin edilebilirdir < C(K7) € C(X;M,) < 3F : K, = FM, X, (3.9b)

dir. Agikga goriilmektedir ki M X,p5,, A7 modeli altinda her zaman tahmin
edilebilirdir. X,f, vektoriiniin .47 modeli altinda tahmin edilebilir olmasinin gerek

ve yeter kosulu
r(M,X,)=r(X,) yadadenk olarak C(X,)NC(X,)={0} 3.9¢)

olmasidir. Bu kosulun ayni zamanda X,f, parametresininde .47 modeli altinda

tahmin edilebilme kosulu oldugu agikca goriilmektedir. Ayrica .47 modeli altinda
B, tahmin edilebilirdir < (M, X,) =r(X,) = p,

dir [14, 34, 48].

3.3. Ahsilmis En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi (OLSE)

En kiigiik kareler tahmini yontemindeki diisiince, gézlenmis y degerlerine miimkiin
oldugunca yakin olacak sekilde X/ vektorii i¢in £ vektoriinii bulmaktir. Buna gore
f parametreler vektoriinin A7 modeli altinda OLSE’si, (y—Xp)(y—Xp)

ifadesinin S vektoriine goére minimumlastirilmasiyla elde edilen XX g = XY

normal denklem sisteminin ¢dziimii ile elde edilir ve OLSE(B| A=/ ile
gosterilir. XX =Xy normal denklemi f’ya gore ¢oziilirse, herhangi bir u
vektori i¢in

B=(XX)Y Xy+(I—(XX) (XX))u (3.10)

elde edilir. (XX)" X' = X" oldugundan

f=Xy+(I-X"X)u=X"y+Ru (3.11)
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olarak yazilir ve burada R, C(X')" iizerine dik izdiisiim matrisidir [53, 54]. A/
modeli altinda tahmin edilebilir olan bir K/ parametreler vektoriiniin OLSE ’si,

K e R™? olmak iizere

OLSE(KB| M) =K.OLSE(B| M) 3.12)
olarak tanimlanir [48]. (3.11), (3.12) deki esitlikte yerine yazildiginda,

OLSE(KB| M)=KpB=KX"y+KRu (3.13)

elde edilir. K£ tahmin edilebilir oldugunda (3.8)’e gore K = LX olacak sekilde bir

L matrisi vardir. Buna gore,
OLSE(KB| M)=KX y+LRu =KX'y 3.14)

olur. Burada eger (3.13) ve (3.14)’de 6zel olarak K matrisi yerine X alinirsa, X S

parametreler vektoriiniin OLSE ’si

OLSE(XB| M)=XB=XX"y+XRu=XX"y=Py

elde edilir. Simdi X matrisinin tam siitun rankli ve V' varyans kovaryans matrisinin
pozitif tanimli oldugu kabul edilsin. Bu durumda .47 modeli altinda, (3.8)’e gore X

tam siitun rankli oldugunda £ tahmin edilebilirdir ve (3.9¢)’ye gore

BM)=(XX)'Xy=X"y (3.15)

dir. Ayrica (3.15)’ten,

OLSE(XB| M)=X(XX)" XY (3.16)
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elde edilir. .47 modeli altinda M X,p,, X,p, ve [, paramertelerinin OLSE ’leri

asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.3.1. A7 pargalanmis lineer modeli ele alinsin. Bu durumda

OLSE(M X, B, | M) =M X, (X, M, X,) X,'M,y (3.17)
dir. X,p,, /M modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Bu durumda

OLSE(X, B, | M) =X,(X, M, X,) X, M,y (3.18)
dir. Ayrica f,, /M modeli altinda tahmin edilebilir ise

Pr(M) = (X3M,X,) X3 M,y

dir [48].

M modeli altinda parametreler vektorii ve bu vektoriin lineer fonksiyonlari igin

elde edilmis olan sonuglar benzer sekilde A7, A7, ve A4 modelleri i¢in de ifade

edilir. .47 modeli ele alindiginda, herhangi bir u vektorii igin

B=(X/ X)X/ y+[I-(X/ X)X,/ X Ju= X y+R u
A%
OLSE(X,\f, | M) =X X"y = By = X,.OLSE(B, | M) (3.19)

dir. KB, A altinda tahmin edilebilir oldugunda (3.8)’¢ gére, K =LX, olacak

sekilde bir L matrisi vardir. Boylece
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OLSE(KB, | M) =Kf, =KX}y (3.20)
elde edilir. X| tam siitun rankl1 oldugunda,

A =X/ X)Xy

dir. Buradan ve (3.20)’den

OLSE(X,B, | M)=X,(X, X)Xy

olur. X =(X,:X,) ve f=(B:p,) igin

dir. Eger X, ile X, dik ise,

[(X{mel'y][ﬁl]
(Xz’Xz)_le’y IBZ

dir. Buradan da

OLSE(XB| M) =X, (X, X)Xy + X,(X, X,)"' X, y

= OLSE(X1ﬂ1 | -/1/11) + OLSE(Xzﬂz ‘ -/l/lz)
oldugu goriiliir.

B, M, ve A modelleri altinda tahmin edilebilir oldugunda,
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Br( M) = (XM X,) ' XM,y

ve

Pr(M) = (XM X,) XM,y

dir.

3.4. En lyi Lineer Yansiz Tahmin Edici (BLUE)

Daha 6nce ifade edildigi gibi, eger her SeR” icin E(Gy)= X} ise, Gy tahmin
edicisi X £ ’nin bir yansiz tahmin edicisidir. Bu lineer yansiz tahmin edici eger diger

tiim yansiz tahmin ediciler arasinda Lowner siralamasina gore en kii¢lik kovaryans

matrise sahipse, en iyi lineer yansiz tahmin edici (BLUE) olarak tanimlanir. Yani,

E(By)= X f olacak sekildeki her By vektorii igin

cov(Gy) <, cov(By) (3.21)

dir. Gy lineer tahmin edicisi yansiz oldugunda GX = X dir ve ayrica Teorem 2.9.6
(b)’ye gore cov(Gy)=GVG' olarak yazilir. Bu durumda (3.21)’deki ifade, BX = X

olacak sekildeki tim B matrisleri igin
GVG' <, BVB' (3.22)

olarak yazilabilir.

Asagidaki lemmada temel BLUE denklemi olarak bilinen denklem verilmistir. Daha
detayl bilgi i¢in [55] e bakilabilir.

Lemma 3.4.1. KB, A7 modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Gy, /A7 modeli

altinda K/ ’nin BLUE’ sudur ancak ve ancak G matrisi
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G(X :VM) = (K :0) (3.23)

denklemini saglar. Benzer sekilde .47 modeli altinda X4 ’nin BLUE ’su Ay dir

ancak ve ancak
AX :VM)=(X:0) (3.29)
dir.

K tahmin edilebilir oldugundan (3.23) ile verilen denklem daima tutarlidir. O
halde,

CUK 0y 2 (X vy yada o X e[ *
(K:0) cC(X:VM)) yada € el

dir. Clinkii K tahmin edilebilir oldugunda en az bir L matrisi i¢in (3.8)’e gore
K =LX olacak sekilde bir L matrisi vardir ve (3.23) saglanir. Genel olarak,
BLUE(K | M) =Py, y olarak gosterilir. Burada Fy ., , G(X:VA)=(K:0)

matris denklemindeki G matrisi igin bir ¢oziimdiir. Bu denklemin parametrik formda

genel ¢oziimii ise, U keyfi olmak tizere
G=(K:0)(X: VM) +UM y4,, 3.25)

dir. (3.25)’den goriildiigii gibi G tek olmak zorunda degildir. Ancak y rasgele
vektorleri C(X :V)=C(X:VM) siitun uzaymin elemanlart oldugu zaman, yani
model tutarli oldugunda, ‘‘bir olasilikla’> Gy ’nin sayisal gozlenmis degerleri tektir

[48]. Ayrica,

BLUE(X | M) =Py, y ve BLUE(AXB| M) =Py ¥

olarak ifade edilir.
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LSE metodu yaklasimiyla, A7 modeli altnda pB’nn  BLUE’su J,
(y=XpP)V (y—Xp) ifadesinin f’ya gére minimumlastirilmasiyla elde edilir. V'

pozitif tanimli oldugunda minimumlastirma ile elde edilen XV 'XB=XV"'y

denklemi tahmin denklemi ya da Aitken denklemi olarak bilinir [34, 56]. Bu
denklem ilk olarak 1935°te Aitken [3] tarafindan tanmitilmistir. X tam siitun rankli ve

V' pozitif tanimli oldugunda tahmin denklemi tek olarak,
B =XV ' X)XV 'y (3.26)

¢ozlimiine sahiptir ve bu ¢oziim .47 modeli altinda f’nin BLUE ’sudur. Ayn

kosullar altinda,
P, = BLUE(S, | M) = (X;M,X,) ' XM,y
dir [48]. Burada,

M =V -V XX 7'X)" XV
=V'(VM,(MVM,) M,)
=M,(MVM,) M,
=(MVM,)"

= Psz(MzVMz)JerPv
dir. X tam siitun rankli ve V' singiiler oldugunda .47 modeli altinda,

BLUE(B| M) =(XV X)XV y,

BLUE(, | M) = (X, M, (MVM,)” M, X,)" X,M (M VM) M,y

dir. A7 modeli altinda X £’ nin BLUE ’sunun diger gosterimleri, ayrica
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BLUE(X B) = Hy— HVM(MVM)™ My (3.27)

BLUE(XB)=X(XW X)) XW y (3.28)
olarak verilebilir [34, 48, 53, 55, 57]. Burada
Ww=V+XVX'

ve U, C(W)=C(X :V) olacak sekilde keyfi bir matristir.

A modeli i¢in BLUE ile ilgili elde edilmis olan bu sonuglar A7, A7, ve M

modelleri i¢in de elde edilir. X tam siitun rankli ve V' singiiler oldugunda A7

modeli altinda,

ﬂ~l (M) =XV X, )71 XV y

dir. X tam siitun rankli ve 7 singiiler oldugunda .47, modeli altinda,

Bo( M) =[ XM (MVM,) M, X,] XM, (MVM,) M,y

= (Xz’Mle)iX;Mly

ve /M modeli altinda,

B (M) = XMV MX,)' XMV y

dir.

3.5. Ele Alinan Modeller Altinda OLSE ve BLUE’larin Kovaryanslar:

X tam siitun rankli oldugunda, £ vektorii tahmin edilebilirdir ve A7 tam modeli

altinda B(A)=(XX)'Xy ve BM)=XV'X)'XV'y dir. Teorem 2.9.6
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(b)’den bilindigi gibi cov(A4y)= Acov(y)A" oldugundan V' varyans kovaryans

matrisinin pozitif tanimli oldugu durumda,

cov(f) = coll(XX) ' X =(XX) ' XVX(XX)! (3.29)

veE

cov(B) =XV X)XV VYV X (XY X)
=XV'X)7'XxvV'xXxv'x)"
=Xv'x)" (3.30)

olarak bulunur. BLUE en iyi tahmin edici oldugundan Lowner siralamasina gore [6],

kovaryansi daha kiigiiktiir ve (3.29) ve (3.30)’da verilen kovaryans matrislerine gore

cov(B) <, cov()
XV X)) <, (XX)TXVX(XX)!

XX)'XTX(XX) ' -(XV'X)"'>, 0

oldugu goriliir. Ayrica (3.27) ve (3.28) de verilen BLUE gosterimlerinin

kovaryanslari,
cov[BLUE(X B)|=HVH —HVM (MVM ) MVH (3.31)
coV[BLUE(X B)]=X(XW X)) X'- XUX' 3.32)

olarak ifade edilir.

M modeli i¢in OLSE ve BLUE ’nun kovaryans matrisleri ile ilgili elde edilmis
olan sonuglar A4, A4, ve M modelleri igin agagidaki gibi verilebilir. X tam
situn rankli, V  varyans kovaryans matrisinin pozitif tanimhi  ve

M, =M, (MVM,) M, oldugu durumda,
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cov(B, | M) = (X X)) XVX, (X[ X)),

cov( B, | M) = (XY X,) 7,

COV(,éz | Mz) = (leMle)_leerVMle(erMle)_la

COV(,&Z | A1) = ()(2']\}[1)(2)71 XZ'MIVMIX2 ()(2']\'41)(2)71

COV(,éz | -A//r) = (XéMle)_lerMlVMle(Xz'Mle)_l,

cov(,&2 | M)=(XMV M X)) XcMVVV M X,( XMV MX,)"

dir.



BOLUM 4. BIR GENEL PARCALANMIS LINEER MODEL VE
BU MODELLE ILISKILIi OLAN MODELLER ALTINDA
ETKINLIKLERIN KARSILASTIRILMASI

Bu béliimde, oncelikle .47 tam modeli ve bu modelin indirgenmis modelleri olan

M, M, ve M, modelleri ile birlikte alternatif bir model olan .47 modeli altinda

parametrelerin OLSE ’lerinin BLUE ’ya gore etkinlikleri elde edilmistir. Daha sonra
ele alman modeller altinda parametrelerin OLSE ’lerinin  BLUE ’ya gore

etkinliklerinin ¢arpimsal ayrisimlari verilerek karsilagtirmalar yapilmistir.

4.1. B, Alt Vektoriiniin OLSE ve BLUEsu ile ilgili Baz1 Sonuclar

Teorem 4.1.1. (Genellestirilmis Frisch-Waugh-Lovell (FWL) teoremi) .17 tam

modeli altinda M X,f, nin BLUE ’sunun her gosterimi .47, indirgenmis modeli
altinda BLUE kalir ve bunun tersi de dogrudur. Yani, .47 ve .44, modelleri altinda

M X, , ’nin BLUE ’larinin kiimesi ¢akisir, yani

{BLUE(M X, B, | M)} ={BLUE(M X, 3, | M)}

dir [48, 58-60].

Teorem 4.1.2. 7 tam modelinde, X tam siitun rankli oldugunda
P M) = B, (M) ve (M) = (M)

dir [48].
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Calismada ele alman .47 modeli ayrica [59] ve [34] tarafindan da ele alinmistir. X
tam siitun rankli oldugunda Teorem 4.1.2°de verilen A7 ve A7, modelleri altindaki

OLSE ’lerin esitliginin yani sira, .47 altinda f,’nin OLSE ’si de bunlara esittir,

yani
Bo( M) = B (M) = B (M) = (X;MX) ' XiM,y .1)

dir [34]. Ancak X matrisinin tam siitun rankli oldugu durumda A7 ve A4,
modelleri altinda f,’nin BLUE ’lar1 aymi iken .47 altinda p,’nin BLUE ’su
bunlardan farklidir. [59]’da A7 altinda M X,f, ’nin BLUE ’sunun A7 altinda

BLUE olmast ile ilgili kosullar verilmistir.

Simdi ﬁ~2 ’nin genel ifadesi ele alinsin. Oncelikle

C(X,)NC(X,) = {0} @.2)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda (3.9¢c)’ye gore X,f,, A7 tam modeli altinda

tahmin edilebilirdir.

W=V+XX"ve W,=V+XX,i=12, 4.3)

olmak {iizere, (3.23) ve (3.28)’e gore A7 tam modeli altinda,

BLUE(X,f, | M)=X,(X;M, X,) XM,y 4.4)

=X, (X)M, X,) XM, y 4.5)

dir. Burada,

le:Ml(MlWMl)_Ml:MI(M1W2M1)_M1’ (4.6)

M, =PM P =W -WX(XWX)XW' .7
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dir. Ayrica, eger r(M,X,)= p, ise, bu durumda f,(A1,)=X,(X:M, X,) XiM,,y
dir. Eger (4.2)’deki kosul ve

C(Xz)g C(Xl V)

saglanirsa ya da denk olarak

C(X,: X,:V)=C(X,:V) 4.8)

ise, bu durumda

BLUE(X,f,)=X,(X:M,X,) X;M,y (4.9)

seklinde yazilir. Burada,

M, =M,(MVM,) M, (4.10)

dir. (4.8) kosulu, .47 tam modeli ve .47 kiiciikk modeli arasinda herhangi bir celiski
olmadigim1 gosterir. Ayni problemle .47 modeli ile .47/ modeli birlikte ele
alindiginda da karsilagilir. Eger A7 modeli zayif singiilerse, bu durumda A7

modeli ve A7 modeli arasinda bir g¢eliski olmaz. Modellerin gelismeme kosulu ile
ilgili daha detayli bilgi i¢in [59, 61] kaynaklarina bakilabilir. Zayif singiiler modelde
C(X)cC(V) oldugundan V ile W yer degistirebilir. X, tam siitun ranklh

oldugunda ve (4.2) kosulu saglandiginda,

Bo( M) = X, (XM, X,) XM,y = X, (XIM, X,) " XIM, y (4.11)

yazilabilir. Burada,

M,=PM,P,=PM,(MVM,) M,P, 4.12)
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dir. C(X,) < C(V) oldugu kabul edilirse .47, indirgenmis modelinde

C(M,X,) CC(M,V) = C(MVM,) (4.13)

olur ve bu durumda .47, de zayif singiiler bir modeldir. Boylece

ﬁ~2('/l412) = [XZIMI (MIVMI)_M1X2]_1X2'M1 (MIVMI)_Mly

= (X2’M1X2)71X2’M1y 4.14)

dir. Buradan, .47 tam modeli altinda S, ’nin BLUE ’sunun .47, altinda f, nin

BLUE ’suna esit yani,

B,(M,) = B, (M) (4.15)

oldugu goriiliir. Diger taraftan, .47 modeli altinda g, ’nin BLUE ’su A1 ve M,
modelleri altinda g, ’nin BLUE ’sundan farklhidir. A7 modeli altinda S, nin
BLUE ’su:

5'2 (M) = (Xz’MlViMle)ile,MlViy

dir.

Watson etkinligi ayrisimu ile ilgili temel sonuclar1 ifade etmeden 6nce, asagida ana

sonuclarda kullanilacak olan iki Lemma verilecektir.

Lemma 4.1.3. A7 tam modeli ele alinsin. X € R™” matrisi 1 <r <n olmak tizere

r rankli ve V matrisi 1 <v<n olmak iizere v rankli olsun. M, ve M, matrisleri,

Ml =M, MVM,) M, ve Ml :Plepv



olarak tanimlansim. BPM, =0 oldugunda asagidakiler saglanir:

(a) Ml =PMMVM,)MP =V"-V'X(XV"'X)XV",

(b) M, =M M, =MM,=MMM, =P(MVM,)P.
Ispat: (a)’y1 ispat etmek icin
P,+Py=P,, < AB=0

(

1
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(4.16)

1
ifadesi kullanilacaktir [62]. 4=(V")?> X, ve B=V?2M, alinsin. Bu esitlikler (4.16)

1 1

da yerine yazildiginda, P, = (V" )2V2 ve

1 1

A'B :Xlr(V+)EVEM2 =X\PM,=X/RPM, =0

oldugundan,

1 1 1 1

BAtB) - VEMI (]\/IIVA/II)_‘]MIVE +(V+)EX1 (Xl’V+X1 )_le’(VJr)E = Pv

1
elde edilir. Esitligin her iki tarafi sagdan ve soldan (V)2 ile garpilirsa,

Vi =PM,(MVM,)) M\P+V X (XV*'X)' XV*
olur. Buradan,
PM,(MVM))yMP =V -V X ( XV 'X)' XV*

bulunur.
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(b) Ml :Plepv :>M1M1 :M1PVM1PV
=(I=PR)PMF,
:Plepv_PvaMlpv

=M P, ~REM (M VM) M,P,

elde edilir. Burada PPM,=0 ve PM,P =M, oldugundan MM, =M, oldugu

ispatlanmis olur. Benzer sekilde

MlMl:PVMlPVMI
=FM,P,(I-R)
:Plepl_Plepvpl

=FM R ~PM ,(MVM,) M PP

dir. Burada PPM, =0 ve PM,P, = M, oldugundan, M M, = M, oldugu ispatlanmis

olur.

MIMIMIZMIPVMIPVMI
=([-B)PMP(I-P)
=PM,P,.—PM,P,F,— FPM P, + PM PP’

= PVMIPI _PIPVMI(MIVMI)_MIPV

dir. Burada PPM,=0 ve PM,P =M, oldugundan, M ,M,M,=M, oldugu

ispatlanmis olur.

MMVM) M =(MVM) M =MMVM)" =(MVM)* 4.17)

oldugundan [48], (4.17) esitligindeki ilk ve son ifadeler ele alindiginda,

M =PM(MVM)*MP, = P(MVM)"P,
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elde edilir. Ispat biter. m

ﬁ; (M) = ﬁAz (AM,) ve ,52 (M) = ,52 (M) esitliklerini g6z Oniinde bulundurarak

asagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 4.1.4. X, tam siitun rankli olmak iizere, .47 tam modeli ele almsin ve

C(X,)NC(X,)=1{0} oldugu kabul edilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

@ B M)=B(M),

®) B M) =B (M),

() C(MVM.X,)cC(MX,),

(d)  C(MVM,(M,X,))") S C(M,X,)",
() Py MVM =MVMP,,,

) P MVMQ,,, =0,

(8 Py VM,=MVP,,

(h) By x, VM =0.
Burada, O, , =1-P, , dir.

Ispat. Oncelikle .47 modeli altinda f,’nin BLUE ’sunun ve OLSE ’sinin esit
oldugu kabul edilsin. Yani ,@2 (M) = B, (M) = (XM, X,)" XM,y olsun. Bu

durumda tutarlik kosuluna goére yeC(X:V) ve siitun uzayr Ozelliklerine gore

C(X:V)=C(X:¥M) oldugundan
B (M) = By (M) = (X3M X)) XIM (X, : X, VM)=(0:1, :0)

dir. (XM, X,)" X;M X, =0 ve (X;M X,)" X;M X, =1, oldugundan



36

Bz(-/‘/i)::éz(-/‘/i)<:> (X;Mle)_leerVM =0 < X;MlVM =0

dir. Teorem 4.1.2°ye gére X tam siitun rankli oldugunda, ﬁz(/l//)z ﬁz(./l//lz) ve

Bz (-/l//) = Bz (/l/llz) oldugundan

ﬁAz(M) = Bz(/l//) = ﬁAz(/l//lz) = BZ(MZ)
oldugu yani (a) ve (b) arasindaki denklik agik¢a goriiliir.

M = I_ID(XlzXz) = I_PXI _PM1X2 = (I_PX1 )(I_PMlxz):MIQMIXZ

oldugundan
XoMVM =0 XM VM0, =0 C(M VM, X,) 2 C(O,x, ) =C(M,X,)

dir. Boylece (a) ve (c) arasindaki denklik goriiliir.

X2,M1VM =0 leMlMlVMlQMle =0
& C(MX,) cCMIMQ, )

= CMIMQ, )< CMX,)",
yani (a) ve (d) arasindaki denklik goriiliir.
X;MVM =0 < MVM X, =0 dir. Buradan

MVM X, =0< QMIXZMIVMIMIXZ =0
< QMIXZMlVMlleXZ =0 (4.18)

& MVMP,, =P, MVMP,, . (4.19)
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(4.18) ayni zamanda P, , M\ VM Q, , =0 esitligine denktir. Béylece (a) ve (f)
arasindaki denklik gorilur. B, , M\VM,Q,, . =0 esitliginden (a) ve (e) arasindaki

denklik de goriiliir.

XMVM, =0 P, VM0, =0
= PMIXZ VMIPM|X2 = PMIXZ VPM]X2
< Py VM, =MVP, .
elde edilir. Yani (a) ve (g) arasindaki denklik goriiliir. Burada C(M,X,)cC(M,)

oldugundan B, , M, =M P, , =P,  esitligi kullanilmustir [53].

X\MVM =0 B, VM =0

dir. Boylece (a) ve (h) arasindaki denklik goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m
4.2. Watson Etkinlik Ayrisim

Asagidaki teoremlerde Watson etkinligi ile ilgili verilecek olan ayrisimlar i¢in model

zayif singiiler ve X tam siitun rankli kabul edilecektir. (4.1)’e gore A7, A4, ve

M altinda S, ’nin OLSE ’leri ¢akistigindan

cov(B, | M) =cov(B, | M) =cov(B, | M)

= (X;Mle)_lXéMlVMle(X;Mle)_I (4.20)
dir. BLUE ’lara karsilik gelen kovaryans matrisleri ise,

COV(Bz | )= COV(Bz | AM,) = ()(2']‘}[1)(2)_l 5 4.21)
cov(f, | M) =(XsM VM, X,)" 4.22

dir. Lemma 4.1.4°0 kullanarak
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COV(Igz | A,) = (XéMle )71
:[/Y;]\/[1(]\41V]\/[1)_le/Yz]_l
= {X;[V+ — V+)(1 (/\"I'I/'+)('l)_l/\"I'VH“]/\"Z}_1

={ XMV V-X,(XV'X)"' X V'MX,}" (4.23)
yazilabilir.

M zayif singiiler modeli altinda £ ’nin OLSE ’sinin Watson etkinligi, kovaryans

matrislerinin determinantlarinin orani yani

_leov(B| M)|

eff (B| M ~
HEAD |cov(B| )]

B | X/V+X |—l
| XX XVX || XX |

XX P
= | | —=¢ (4.24)
| XVX|| XV X|

olarak tanimlanir. .47 altinda S, ve f, 'nin OLSE ’lerinin etkinlikleri ise,

_leo(B | M)

3| M _
A vy Yy

— |X1'M2X1 |71
| XML X, [ XML VMO X || XML X [

_ | XM, X, |2 i —
| XIM VML X, || XM, X, |

) (4.25)

_leov(B, | M)

3| M -
Ay Y

_ | XM X, [
| XM X, [T XoM VMLX (| XM, X, [




o XMXE
[ XIMM X, | XMX, |

9,
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(4.26)

olarak ifade edilir. (4.26)’daki esitlik .47 ve A7, modelleri altinda g, 'nin OLSE

leri ¢akistifindan dolayr .47, indirgenmis modeli altinda f,’nin OLSE ’sinin

etkinligi ile aynidir. O halde,

eff (B, | M) =eff (B, | M) = ¢,

dir. A7 altinda S ’in OLSE ’sinin etkinligi,

; XX
e M=
ﬂm'”|xxmxmmmm*
— |X1’X1 |2 .:¢
xXvx 1 xyex

dir ve benzer sekilde 47, altinda B, 'nin OLSE ’sinin etkinligi,

| XX [

eff (B, | M) = ——"12 R—
PUIXOX, T XX || XX, [

_ |X2’X2 |2 ._¢
- ’ 17+ 22
| X VX, ([ XV X |

dir. A7 modeli altinda £, ’nin OLSE ’sinin etkinligi,

| X2'M1V+M1X2 |71

eff (B, | M) =— s , _
? |X2M1X2‘ I‘XZMIVMIXZHXZMIXZ| 1

_ | XiMX, P _
| XéMlVMlXZ H X;M1V+M1X2 |

2

olarak ifade edilir. Simdi Watson etkinliginin ayrisimi ile ilgili ana

verilecektir.

4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

sonuglar
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Teorem 4.2.1 7 zayif singiiler modeli altinda X tam siitun rankli olmak {izere

ﬁ' (A1) ’nin ¢ Watson etkinligi,

=4, 9 (4.31)
olarak ifade edilir. Burada

a. = |X2’M1VM1X2 |
1 1] + —
| XoM (M V™M) M, X, |

>1 4.32)

etkinlik ¢arpanidir. Ayrica ¢, =1 dir ancak ve ancak X, M VX, =0 dir.

Ispata baslamadan énce belirtilmelidir ki (4.31) ve (4.32)’deki «,, A ve M,

modellerine gore .47 tam modeli ile iliskili olan etkinlik ¢arpanidir.

Ispat: X =(X,:X,) parcalanmis matrisi igin

XY _(Xl’Xl Xl'ij

XX XX,

dir. Bir pargalanmig matrisin determinanti i¢in, Tanim 2.7.3’de verilen Schur

tamamlayicisinin determinant formiiliinii kullanarak,

| XX = XX, | X0X, - XX (X[X) XX, |
:| XI'Xl H Xz’[I_Xl(Xlle)inl]Xz |

:l X{Xl HXz’Mle | (4-33)

elde edilir. Burada M, =7—-P, =1-X,(X|X,)” X dir. XVX matrisi

T — (X{VXl XX, j

XWX, XX,
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olarak yazilabileceginden,

| XTVX = X[VX, || X,VX, - X, VX (X[VX,) XVX, |

= X VX, || X;[V VX, (X]VX,) XV]X, |
dir. Lemma 4.1.3’e gore V —VX (XVX,) XV =M (M,V'M,) M, oldugundan
| XTVX = XVX, || X;M,(MV ™M) M, X, | 4.34)
olarak yazilabilir. Benzer sekilde X'V* X matrisi

e (X;Vv(l Xl’V+X2]

XX,  X,VX,
olarak yazilabileceginden

| XV ' X=XV X || XV X, - XV X(XV X)) XV'X, |

= XVX X0 VX (XVTX) XV,
olur. Lemma 4.1.3’¢ gére V —VX,(XVX,) XV =M,(MV"M,)” M, oldugundan
| XV X=XV X, || XM (MVM,) M X, | 4.35)

elde edilir. (4.33), (4.34) ve (4.35) formiilleri (4.24)’de tanimlanan ¢’de yerine

yazilirsa,

_ | X, , | XM X, [
|X1'VX1 || X2’Ml (MIVJer )7M1X2 | |X1'V+X1 || X2’Ml (MIVMI )7M1X2 |

¢

__IXXPE aMX P MM, |
|X1'VX1 || X1’V+X1 | |X2’M1VM1X2 || X2’M1X2 |2 |X2’M1 (M1V+M1)7M1X2 |

(4.36)
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bulunur.
g = XX
| XVX || XV X, |
ve
4 | oM X, [

CIXOMPM X, || XM X, |
oldugundan (4.31) elde edilir. (4.36)’dan ve Lemma 4.1.3’den

a. = |X2’M1VM1X2 |
1 ] + —
| XoM (M V™M) M, X, |

— |X£M1VM1X2 |
|X£M1VM1X2 _XEMIVXI(XI,VXI)_lXI’VM1X2 |

>1 4.37)

elde edilir.

(4.37)’den a, =1 olmasinin gerek ve yeter kosulunun X, M VX, =0 oldugu agikca

goriilmektedir. m

Teorem 4.2.2. A7 zayif singiiler modelinde, X tam siitun rankli ve V' singiiler

olmak iizere, asagidaki durumlar saglanir.

(a) MV =VM < ¢=eff (B| M) =1
(b) MV =VM, < ¢, =eff (B, | M) =1
(c) MVM, =M VM < ¢, = eff (B, | M) =1

) PV =VP, ., < ¢ =eff (B, | M) =1
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ispat: (a) Bolim 1°de belirtildigi gibi ¢=1< S(A)= B(A) [62] dir. X tam
situn rankli oldugunda AB(A7)=(XX)"'XYy dir. Tutarhhk kosuluna gore
yel(X:V)=C(X:VM) oldugundan

BM) = BM) < (XX)' X'(X VM) =(1, :0)

S (XX)'XVM =0

S XYM =0

<P VM =0 (4.38)
S VM =MVM

S MV =VM . (4.39)

(4.38) ve (4.39)’dan

=1 BM)= B(M) = MV =VM (4.40)
oldugu goriiliir.
(b) (4.40)’a gore ¢, =1 ﬁl(/l/ll) = B(M) = MY =VM, dir.
(c) Tutarlilik kosuluna gére y € C(X :V)=C(X : VM) oldugundan

B (M) = By (M) = (X3M X)) XM (X, : X, : VM) =(0:1,, :0)
S XIMVM =0

& B, VM =0

dir. Ayrica
PyyMVM =0 MVM =0, MVM
<> MVM =MVM (4.41)

& MYM = MVM,
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dir.

d) By (M) = By(M,) & (XM X,) XM, (M, X, : VO, )=, :0)
= X;MIVQMle =0
& PMl X, VQMl X, = 0
& Py yV =Py VPyy,

& PMl XZV = VPMl X,
dir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.2.3. A7 zayif singiiler modelinde X tam siitun rankli olmak iizere, S(A1)

nin Watson etkinligi olan ¢ icin

¢ 2 maxig, .4 Py} (4.42)
dir. Ayrica,

o=¢, 420, = cov(X/M,y,X,y)=0, (4.43)
ve

P=¢ b, 24, ¢ < cov(X;M y,Xy)=0. (4.44)

Ispat: Teorem 4.2.1°¢ gore ¢=¢,, -4, -, ve o, >1 dir. Buradan ¢=4,, 4 -a, ve
o, 21 oldugu da yazilabilir. 0<¢ <1 oldugundan,

¢ ¢

O0<—-a,<1lve 0<—-a, <1,
@ a,
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¢ ¢ ¢

<lve 0<—=< 1 <1 dir. Boylece ¢ >— ve ¢ >— oldugundan
o o a, o, @, a,

ﬁ,i} =max{g,, -o,.9 -9,,} elde edilir. (4.42) ispatlanmis olur.
a

Teorem 4.2.1°e gore, o, =1 XM VX, =0 < cov(XM,y, X,y)=0 dir. Boylece
(4.43) gortiliir. (4.44)’de benzer sekilde elde edilir. m

Teorem 4.2.4. A7 zayif singililer modeli ele alinsin. X tam siitun rankli ve V'

singiiler olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

() XMV X, =0,

(b) B (M) =, (M),
(C) ¢z = ¢r .

ispat: Oncelikle (b) ve (c) arasindaki denklik gdsterilecektir. f3,(A7)=f,(A)

oldugundan, ,32 (M) = ,52 (M) <= ¢, =¢. dir. O halde (b) ve (c) arasindaki denklik

saglanir.

Simdi (a)’nin saglandig: kabul edilsin. Bu durumda V' X, e C(M,X,)" dir O halde
V'X, =0, A olacak sekilde bir 4 matrisi vardir. Model zayif singiiler kabul

edildiginden
C(X,) S C(V) ve C(M,X,) < C(V) (4.45)
dir. (4.45)’deki birinci ifadeye gore X, =VV" X, yazilabilir. Boylece

X, =VV'X,=VQ, A C(X)CVO, ) (4.46)
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elde edilir. [59]°da verilmis olan Sonu¢ 1’¢ gore (4.46) saglanir
& B,(M) = p,(A1) dir. O halde (b) elde edilir.

(b)’nin saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda (4.46)’ya gore

XMV X, =X;M V'V, , A

= XMV AX;MVV'P, | A

dir. Model zayif singiiler oldugundan (4.45)’teki ikinci ifadeye gore

MX,=VV'"MX, &P, =VV'B, (4.47)

yazilabileceginden X,M V" X, =0 oldugu goriiliir. O halde (a) elde edilir. m

Teorem 4.2.5. X tam siitun rankli ve V' singiiler olmak iizere, .47 zayif singiiler
modeli ele alinsin. ﬁl(./l//l) tam etkinlige sahip, yani M,V =VM, ise, asagidaki

ifadeler saglanir:

(a) X;M VX, =0 ve bundan dolay1 o, =1,
(b) X;M V"X, =0 ve bundan dolay1 ¢, =¢,,

©) ¢=¢,=9,.

Ispat: (a) MV =VM, kabul edildiginden, X M VX, = X;VM,X,=0 olur. Teorem

4.2.1°e gore, bu durumda ¢, =1 dir.

(b)y MV =VM, < MV =V"M, oldugundan, XM VX =XV'M X, =0 olur.
1 1 1 1 2 1 1 2 1“71

Teorem 4.2.4°e gore, bu durumda ¢, = ¢, dir.
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(¢) MV =VM, oldugundan (b)’ye gore ¢, =¢ ve (a)’ya gore «, =1 dir. Ayrica
Teorem 4.2.2°ye gore M,V =VM, < ¢,, =1 oldugundan Teorem 4.2.1’e gore ¢ = ¢,

elde edilir. Yani ¢ =¢, =¢, oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.6. X tam siitun rankli ve V' singiiler olmak iizere, .47 zayif singiiler

modeli ele alinsin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(a) p=4¢, veya eff (B| M) =eff (B, | M),
(b) g, =—,
o

i
() XVX, - X[VM X,(X;M VM X,)" X;M VX, = X/ X (XV" X)) X/X,,
(d) MV'X, =0,

(e) C(r' X)) cCX),

) C(X,)) = CX).

Ispat: Teorem 4.2.1°¢ gore ¢ =4, -4, @, oldugundan ¢=4¢, < ¢, L dir. Boylece
a

1

(a) ve (b) arasindaki denklik goriiliir.

(b)’nin saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda

|X1'X1 |2 — |X1’VX1 || XZ'MI (M1V+M1 )7M1X2 |
| XX | XM VM, X, |

dir.

| XM (MV*M,)) M, X, |5 XM VM X, - XMVX,(XVX)" XIMVX, |

oldugundan

| XX, _XIIMIVXZ(X;MIVMIXZ)71X£M1VX1 =] Xl’Xl(Xl'V+X1)71Xl’X1 | (4.48)



elde edilir. Ayrica Lowner siralamasina gore
XVX, - XIMVX,(X;MVM X)) X;MVX, > X/ X,(XV'X)" XX,

saglanir. Clinkii

1 1 1 1
XVXI-P  -P WX, XVX(I-P  -P VX,

V2M1X, v 2x V2M1X, v 2x

1 1 1 1

1
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(4.49)

=XV -V2M X, (XMVM X, X\MV? - 1/7)(1 Xvx)" X{V+E V%X, (4.50)

dir. (4.48)’deki determinantlar pozitif oldugundan (4.48) ve (4.49) birlikte (c)’yi

gosterir. Diger taraftan (c)’nin (b)’yi gosterdigi agiktir.
(c)’deki ifade gosterir ki

1 1 1

VEX1 = VEMIXZ(XZ’MIVMIXZ)’IX;MIVXl + V+5Xl (XV X)X/ X,

4.51)

1
saglanmak zorundadur. (4.51) Q,, , V' * ile soldan ve X, V"X, ile sagdan garpilirsa

MMIXZEV+X1 :MMIXZ V+X1
PV X, ZMM]XZVJer

MV*X,=0

elde  edilir.  Boylece (c), (d)’yi  gosterir.  Eger

X, VM X, (XM VM, X,)" XMV ile garpilirsa

1
V2X VM X, (X;MVM X,)" X:M VPV X, =-X/VP, , V"X,
elde edilir. (4.54) soldan XV ile ¢arpilirsa

X, VB, V' X, =X/ X, - X/VBV"X,

(4.54)

4.52)
(4.53)

(4.54)

soldan
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bulunur. Bunlarin sonucu olarak

~X,VM X, (XM VM X,)" XMVPV*'X, =X, X, - X/ VPV X, (4.55)

elde edilir. (4.55) sagdan (X,V*X,)"' X/X, ile ¢arpildiginda

X, VX, - X VM X,(X;M VM, X,)" X;M VX, = X, X, (X, VX)) X/ X, (4.56)

olur ve (c) ile (d)’nin denkligi goriiliir.

MV*'X, =0 C(V'X,)c C(M)" =C(X) oldugundan (d) ve (e) denktir.

CV'X)cC(X)e VX, =XA dir. Bu durumda VV'X, =VXA4 olur. Model zayif

singiiler oldugundan dolay1 X, =VV" X, dir. Boylece

X, =VV*X,=VXA < C(X,) < C(VX)

elde edilir. Tersine C(X,)cC(VX) ise X,=VXA olacak sekilde bir 4 matrisi
vardir. Bu durumda V'VV*' X, =V'VXA olur. V' VV' =V" ve model zayif singiiler
oldugundan V"X, = X4 elde edilir. Yani C(V'X,) < C(V¥X) olur. Boylece (e) ile (f)

arasindaki denklik goriiliir. m



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada A7 ={y, Xp,V}={y, X, +X,[,,V} parcalanmis lineer modeli ile
birlikte bu modelin kiigiik modelleri A7 ={y, X, 5.V} ve A, ={y,X,5,.V},
indirgenmis modeli A7, ={M,y,M X,p,,M VM,} ve bir alternatif model olarak
M ={y,M X,p,,V} ele alindi. Bu modeller altinda parametrelerin etkinlikleri ve

etkinliklerin ¢carpimsal ayrigimlari verilerek bazi karsilastirmalar yapildi.

Bolim 3’te A7, AL, AM,, M, ve A1 modellerinde regresyon katsayilarinin

tahminleri ve bu tahminlerle ilgili baz1 sonuglar ele alindi. XX/ =XY normal

denkleminin S parametresine gore ¢oziimiinden elde edilen ,3 tahmininin OLSE ve
bu normal denklemlere karsilik gelen ve V matrisinin pozitif tanimli oldugu

durumda XV 'XB=XV"'y tahmin denkleminin S parametresine gore

¢Oziimiinden elde edilen ,6~’ tahmininin BLUE olarak tanimlandig1 ifade edilerek, X
tam rankli ve V  pozitif tanimli oldugunda A7 tam modeli altinda
BAM)Y=(XX)"'Xy ve BM)=(XV'X)'XV'y oldugu verildi. Daha genel
olarak A7 tam modeli altinda tahmin edilebilir olan bir Kf parametreler

vektoriiniin OLSE ve BLUE ’lan verilerek alt modeller altindaki parametreler i¢in
de OLSE ve BLUE’lar benzer sekilde elde edildi. Ayrica, ele alinan modeller
altinda parametreler i¢in elde edilen BLUE ve OLSE ’lerin kovaryans matrisleri
verildi. BLUE en iyi lineer yansiz tahmin edici oldugundan Lowner siralamasina
gore, kovaryansinin daha kiiciik oldugu, yani cov(f) < cov(ﬁ) seklinde yazildigi
ifade edildi.

Bolim 4’te oOncelikle ele alinan modeller altinda parametrelerin OLSE ’lerinin

BLUE ’lara gore etkinlikleri elde edildi. Daha sonra etkinliklerin ¢arpimsal
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ayrisimlart verilerek bazi karsilagtirmalar yapildi. Bunun i¢in ele alinan modeller
altinda parametrelerin BLUE ve OLSE ’leri ile ilgili baz1 esitliklerden bahsedildi.
{BLUE(M X,p,| M)} ={BLUE(M X ,p, | M,)} oldugu ve X matrisinin tam
stitun rankli oldugu durumda ise ,32 (M) = ,32 (M), By(M)=B,(M,) ve ayrica
,32 (M,) = ,32 (M) = ,32 (A1) yazilabilecegi ifade edildi. Daha sonra X matrisinin
tam siitun rankli oldugu durumda A7 ve A7, modelleri altindan S, 'nin BLUE ’lar
ayni iken, A7 altinda g, ’nin BLUE ’sunun bunlardan farkli oldugu gosterildi.

Bunlarin sonucu olarak A7, A7, ve /A4 modelleri altinda

cov(B, | M) =cov(B, | M,) = cov(B, | M) ve cov(f, | M) =cov(f, | M)

yazilabilecegi ifade edildi. OLSE ’sinin Watson etkinligi, kovaryans matrislerinin
determinantlarinin orani olarak tanimlandigindan, .47 modelinin zayif singiiler

model olmasi kosulu altinda

A | cov(B| M) | XX
M) = ~ = =
VIO o ey " T v x|~
5 _leov(B M) _ | XM, X, [ a
eﬂ(ﬂl|M}_|Cov(ﬁl|/‘/[)| |X1,M2VM2X1 ||X1’M2X1|. ¢1
eﬂ(ﬁ2|M):|COV(ﬂz|M)|_ |X2M1X2| ¢2

cov(B, | M| | XIMVM X, | XIM X, |

oldugu verildi. Ayrica eff (ﬁ’z | AM,) =eff (ﬁ’z | A1) = ¢, oldugu ifade edildi. Benzer

sekilde diger ele alinan modeller altinda

| XIIVJer |71 | X{Xl |2 —
- ¢1/1

eff('élM): i - i ' - i s+ .
L XX XX T XV XX

| X3X, P
22 =4,

B, | M) = :
B =T, 1 x,
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XM, X, _
|X2'M1VM1X2 || X2'M1V+M1X2 |

eff (B, | M) = 4,

olarak verildi. Teorem 4.2.1’de A7 zayif singiiler modeli altinda X tam siitun
rankli olmak {izere Schur tamamlayicisinin determinant formiiliinden yararlanilarak,
B(A)'nin ¢ Watson etkinliginin bir carpimsal ayrisimi  edildi. Burada

= |X2’M1VM1X2|
1= ; n .
| XoM (M\V" M) M\ X, |

>1 etkinlik ¢arpami olarak verildi. Ayrica «, =1

olmasmin gerek ve yeter kosulunun X )M VX, =0 oldugu gosterildi. Teorem

42.2’de X tam siitun rankli olmak iizere, ele alinan modeller altinda OLSE ve

BLUE ’larin esit olmasina karsilik gelen kosullar verildi. Diger bir degisle

MV =VM < ¢=eff (B| M) =1
MlV:VM1<:>¢1/1:eﬂ(:él|-A//1):1
MVM, = MM < ¢, = eff (B, | M) =1

PMIXZV:VPMIXZ S :eﬁp(ﬁz | M) =1

durumlarinin =~ saglandigi  gosterildi.  Ayrica  Sonu¢ 4.2.3’te ¢  igin
¢ 2max{g, b, 4 b} » O=d, b 264, & coV(XM,y, X;y)=0 ve
d=¢ b, 24, ¢ < cov(X,M,y,X]y)=0 oldugu verildi. Teorem 4.2.4’te, ¢, = ¢,
esitliginin X,M V*'X, =0 ve Bz (M) = ﬁ~2 (M) ifadelerine denk oldugu gosterildi.
Teorem 4.2.5’te ise, M,V =VM, oldugu durumda X,M VX, =0 (ve bundan dolay:

a,=1) ve ayrica X,M V" 'X, =0 (ve bundan dolayr ¢, =¢ ) ve ¢=¢ =4

ifadelerinin ~ saglandifni ~ gosterildi. Son  olarak =0, P = RS ,
1

XVX, - XVM X,(X;MVM X,)' XMVX, =X/ X (XV*'X)"' X/ X,, MV'X, =0,

CV'X,)cC(X), C(X,)cC(VX) ifadelerinin denk oldugu verildi.
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Teorem 4.2.1°de verilmis olan ¢=¢,, @4, -, ayrisgmmnm, ¢=4¢,,-9,, a, sekilde
ifade edilebilecegi kosullar belirlenerek «, ve ¢, etkinlik ¢arpanlar1 arasindaki iligki

aragtirilabilir. Ayrica model matrisinin &k pargaya ayrilmasi durumunda problem

genellestirilebilir.
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