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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

F : Genel bir cisim

R? : 3 boyutlu reel vektor uzay1
E : 3 boyutlu Oklid uzay1
14 : Vektor uzayi

S : Yiizey
1 : Aralik

b : Diffeomorfizm

Ly - Spinorlar

v .  spinorunun eslenigi
w' : i/ spinorunun transpozu
% : Y/ spinorunun esi

<,> : I¢ carpim

I Norm

A : Vektorel carpim

a - Egri

i nb : Frenet catisi

+B.N : Darboux catisi

K : Egrilik

T : Torsiyon

K, : Jeodezik egrilik

K, : Normal egrilik

T, : Jeodezik burulma

03 : Ortogonal grup

SO 3 : Pozitif ortogonal grup



U 2

SU 2

: Uniter grup

: Ozel {initer grup

Vi



OZET

Anahtar Kelimeler: Oklid uzay, egri, Frenet gatisi, yiizey, Darboux ¢atis1, spinor.

Bu tez 5 boliimden olugmaktadir.

Ik bolimde spinorlar ve uygulama alanlari ile ilgili kisa bir literatiir bilgisi
verilmektedir. Ikinci bolimde bazi temel kavram ve 6zellikler verilmektedir. Uctincii
boliimde spinorlar ortonormal taban yardimiyla tamtilmistir. 4. boliimde ise E°
Oklid uzaymda egriler hakkinda bilgi verilmis ve Frenet tiirev denklemlerinin
spinorlar cinsinden ifadesi verilmistir.

Son boliimde ise yiizey tizerindeki egrilerin spinor gosterimi Darboux tlirev
denklemleri cinsinden verilmekte ve Frenet catisinin spinor gosterimi ile Darboux
catisinin spinor gosterimi karsilastirilmaktadir.

Vii



SPINOR REPRESENTATION OF CURVES ON SURFACE

SUMMARY

Key Words: Euclid space, curve, Frenet frame, surface, Darboux frame, spinor.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, a short literature information about spinors and their areas of
application have been given. In the second chapter some fundamental concepts and
properties have been given. In the third chapter spinors have been introduced with
the help of the orthonormal basis. In the fourth chapter an information about curve
theory and spinor represetation of Frenet frame in three dimensional Euclidean space
have been given.

In the last chapter spinor represetation of curves on surface has been given with the
help of the Darboux equations and spinor representations of Frenet frame and
Darboux Frame have been compared.
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BOLUM 1. GIRIS

Spinorlar, matematik ve fizikte, 6zellikle donme veya Lorentz gruplart gibi ortogonal
grup teorisinde uzay vektorii kavramini genisletmek i¢in kullanilan kompleks vektor

uzay1 elemanlaridir.

Spinorlar Elie Cartan tarafindan 1913 yilinda kesfedilmistir [4]. Daha sonra quantum
mekaniginde elektronun agisal hizinin ¢alisilmasinda kullanilmistir. Spinor teorisi en
cok 1929 da B.L. Van der Waerden tarafindan gelistirilen izafiyet quantum mekanigi
ve onun elektron spinine uygulanmasi olarak bilinir [15]. Spinor teorisinin temel
prensipleri uzun yillardir bilinse de, gercekte bazi formiilleri (Euler’in rotasyonel
parametreleri [18]) 1776 yilina dayanir. Spinor teorisinin giiniimiizdeki hali

Hamilton’ un kuaterniyon teorisidir.

Spinorlarin bahsedilenlerin haricinde bagka uygulamalar1 da vardir. Birim spinorun
bilesenleri kat1 cisimlerin mekaniginde “ Cayley-Klein parametreleri” adi altinda 50
yili askin stiredir kullanilmaktadir. Spinorlar sadece spinor esaslarina dayanan
eksiksiz bir elektromanyetik alandaki teori ile yakindan iligkili olarak goriliir [6].

Ayrica spinor teorisi elektrik iletim hatti ile de iliskilidir [3].

Ozel iiniter grup olan SU 2 nin bir parcasini teskil eden Pauli matrisleri ve iki

bilesenli spinorlar cebiri 3 boyutlu reel uzayda donme hareketlerinin klasik
tanimindan ziyade daha derli toplu ve hos bir taniminin verilmesini saglar. Her ne
kadar spinorlar ilk bakista soyut kavramlar gibi gortinse de, onlar elektrik
mithendisliginde kullanilan kompleks sayilardan fazlasi1 degillerdir. Bunun 6tesinde
spinor dontisiimleri, kuantum mekanigi operatorlerinin klasik mekanigin dinamik

degiskenleri ile benzer oldugu ayni yolla, fiziksel goriintiiyli muhafaza ederler [13].



Malesef, spinorla ilgili mevcut literatiiriin anlagilmas1 bir hayli giictiir. Cogu, modern
cebir bilgisi olarak varsayilir. Ozellikle gruplar teorisi ve tiimii de konuyu okuyucuya
soyut ve dolayli bir yolla sundugundan; okuyucu akil yiirlitmeyi basarsa da olan
biteni net olarak anlamakta zorlanir. 3 boyutlu Oklid uzayinda spinorlar teorisini
aciklayabilmenin dort farkli yolu vardir. Bunlar Cartan’in izotropik vektorleri,

Clifford cebiri, spinorlar halkasi cebiri, stereografik izdiistimdiir [16].

Bu tez calismasinda Cartan’in izotropik vektorleri yardimiyla, ikiser ikiser ortogonal
olan birim vektor sirali tgliisii verildiginde bu {i¢lintin iki kompleks bilesenden
ibaret olan ve spinor olarak adlandirilan tek bir vektor tarafindan ifade edilebilecegi
ve Darboux tiirev denklemlerinin tek bir spinor denklemine denk oldugu

gosterilmistir [14].



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1. G bos olmayan bir ctimle olmak tizere

*:GxG—>G

a,b —>a*b

dontistimii,

1) * islemi kapalidir. Yani Va,be G icin a*beG

ii) * iglemi iyi tanimhidir. Yani V a,b € GxG igin a*b e G bir tektir.

sartlarim sagliyorsa G de bir ikili islem adin alir. Uzerinde ikili islem tanimlanan bu

G ctimlesine ise cebirsel yap1 adi verilir ve genellikle G,* ile gosterilir [2].

Tanim 2.2. G bos olmayan bir ciimle ve *, G de bir ikili islem olsun. G,*

cebirsel yapisi agsagidaki aksiyomlari sagliyorsa G,* sistemine bir grup denir.

i) * isleminin G de birlesme ozelligi vardir. Yani Va,h,ceG igin
a* bxc = axb *c dir.

i1) * isleminin G de etkisiz eleman1 vardir. Yani Va € G i¢in a*e=a=e*a olacak
sekilde de € G vardir.

ii1)) * iglemine gore G deki her elemanin tersi vardir. Yani VaeG i¢in

1

a*a”' =e=a'*a olacak sekilde 3a~' € G vardr.

[lave olarak;



iv) * igleminin G de degisme o6zelligi vardir. Yani Va,be G igin a*b=>b*a

aksiyomu da saglaniyorsa G,* cebirsel yapisina degismeli grup denir [5].

Tanmm 2.3. G,* ve H,o iki grup olmak iizere f:G — H fonksiyonu verilsin.

Eger f islem koruyorsa yani Vg,,g, € G i¢in

[ g*g =f g of g

ise f ye bir grup homomorfizmi denir [10].

Tamim 2.4. H bos olmayan bir ctimle olmak tizere ve * ve o H {izerinde ikili
islemler olsunlar. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan H,* 0 cebirsel yapisina bir

halka denir.

1) H,* bir degismeli gruptur.
i) o isleminin A de birlesme o0zelligi vardir. Yani Va,b,ce H ig¢in
ao boc = aob oc dir.

iil) o isleminin * islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma ozelligi vardir. Yani

Ya,b,ce H i¢in ao b*c = aob * aoc ve a*b oc= aoc * boc

ilave olarak;

iv) o isleminin H de birim elemani vardir. Yani Vae€H igin aog =a=goa

olacak sekilde de € H vardir.

v) o isleminin H de degisme 6zelligi vardir. Yani Va,be H i¢in aob = boa dir.

aksiyomlar1 da saglaniyorsa H,*,0 cebirsel yapisina birimli ve degismeli bir halka

denir [10].



Tamm 2.5. F' bos olmayan bir ciimle ve * ve o F {tizerinde ikili islemler olsunlar.

Asagidaki aksiyomlari saglayan F,*,0 cebirsel yapisina bir cisim denir.

1) F,*,0 birimli ve degismeli bir halkadir.

i1) e, * isleminin etkisiz eleman1 olmak tizere F— e ,0 degismeli gruptur.[10].

Tanim 2.6. V' bos olmayan bir ciimle ve F,+,- bir cisim olsun. V' lizerinde @ ve

O sembolleriyle gosterilen i¢ ve dis islemler sirasiyla asagidaki gibi verilsin.

®:VxV >V O:FxV >V

u,y >udv ’ au >aQu

Bu islemlere gore asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa V' ye F cismi {lizerinde bir

vektor uzayi denir.

1) Yu,v,weV i¢in u® vOw = u®@v @w dir.
i) YueVlV i¢in u®e=u=e®@u olacak sekilde de €V vardir.
iii) YueV i¢in u®@u™' =e=u"' ®u olacak sekilde Ju~' e V' vardur.

iv) Yu,velV i¢in u®@v=v®@u dur.
v) VaeF ve Yu,vel i¢in a® u®v = aQu ®© aOv dir.
vi) Va,beF ve Yuel i¢in a+b Qu= aQu © bOu dur.

vil) Va,beF ve YuelV i¢in ab Qu=a® bOu dur.

viil)) 1e F ve YuelV i¢in 1Qu=u dir.

V vektor uzaymin elemanlari ile F cisminin elemanlarmi birbirinden ayirt etmek

icin bundan sonra Vu € V' elemanini u ile gosterecegiz [1].

Tanmm 2.7. V', F cismi iizerinde bir vektor uzayr ve S = v,,v,,...,v, , V' nin sonlu

bir alt ciimlesi olsun. ¥ nin bir v vektrii igin Ay, A, ler F' cisminden alinan



herhangi skalerler olmak iizere ;:A\Tl+/12vj +...+/1nv7 ise v ye S deki

vektorlerin bir lineer bilesimi ( kombinasyonu veya terkibi ) denir [10].

Tanmm 2.8. S= v,v,,..,v, , bir V' vektoér uzaymin vektorlerinin kiimesi olsun.

Eger V' nin her bir elemani, S nin elemanlarinin bir lineer bilesimi olarak

yazilabiliyorsa S ye V' yi geriyor denirve V=S, § ile gosterilir [10].

Tamm 2.9. V, F cismi tizerinde bir vektor uzayi ve S = \71,172,... v, V nin bir alt

sVn o

kiimesi olsun. Eger
Avi+ ALy, +..+4v, =0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan A,4,,...,4 skalerleri mevcut ise S ye

lineer bagimlidir denir. Eger
21;1+22172+...+/1an1 =0

oldugunda V4, =0, 1<i<n oluyorsa S ye lineer bagimsizdir denir [10].

Tamm 2.10. V' bir vektor uzay1 ve sonlu bir alt kiimesi de S = \_f,,g,...,v olsun.

n

Eger

1) S lineer bagimsiz

i) S, V' vektor uzaym geriyor
ise S ye V' nin bir tabani (baz1) denir [10].

Tamm 2.11. V' bir reel vektor uzayi olsun. Eger



():VxV >R

fonksiyonu asagidaki aksiyomlari sagliyorsa, <,> fonksiyonuna V' de bir i¢ carpim, V'

vektor uzayina da (,) i¢c carpimi ile birlikte bir reel i¢ ¢arpim uzay1 denir.

)V u,veV icin <Z,;> - <;;> (Simetri)
i) V ;:,;,g/e V ve Va,beR i¢in <a;+b;t,;v> = a<;,;v>+b<ﬁ,;v> ve
<Zl, av+ bVV> —a <;, ;> +h <Z, @) (Bilineerlik)

i) Yu eV icin <Z,Z,> >0 ve <Z,;> =0 u =0 (Pozitif tanimlilik) [10].

Tanim 2.12. V' bir kompleks vektor uzay olsun. Eger

<,>: VxV —>C

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa, <,> fonksiyonuna V' de bir i¢ ¢arpim

denir.

1)V uveV icin <;:,;> = <\7,_;> (Hermit)
i) Vu,v,weV ve VceC icin <c&,;> - c<z},$> : <&,c$> - E<;,§> ,
<Z, +v, ?v> = <Z,7v> +<§, 7v> ve <Z;,;+?v> = <Zn7> +<;,7v> (Bilineerlik)

1i1) YueV icin <;1,;1> >0 ve reeldir. <;,&> =0 u=0 dr. (Pozitif tanimlilik)

(13 2

Burada eslenik anlamindadir [10].

Tamim 2.13. Bir /:R"xR" — R fonksiyonu V;c,; e R" i¢in



S ;C,; = iny,‘
=)

seklinde tanimlaniyorsa 7 fonksiyonu R” de bir i¢ ¢carpimdir. Bu i¢ carpima Oklid
anlamindaki i¢ carpim veya R" de ki standard i¢ carpim adi verilir. Burada

X= XX, ;: Vis--y, €R" dir [10].

Tanmm 2.14. Bir g:C"xC" — C fonksiyonu Vx, y e C" igin

g ;C,; :in;i

i=1

seklinde tanimlaniyorsa g fonksiyonu C” de bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima Hermit

(13 2

anlamindaki i¢ ¢arpim veya C" de ki standard i¢ ¢arpim denir. Burada eslenik

anlamidadir ve x = Xppers X, ;= Vises ¥y > X, ¥, €C dir [10].

Tamim 2.15. Bir V' i¢ ¢arpim uzayinda bir u vektdriiniin normu veya uzunlugu diye
<;1,;> reel sayisina denir ve normu 1 olan vektér de birim vektor olarak

adlandirilir [10].

Tamm 2.16. Bir V' i¢ carpim uzayinda <;1,\7>:0 ise u vektorii v vektoriine diktir

(ortogonaldir) denir [10].

Tanim 2.17. Her vektori sifirdan farkli olan bir S kiimesinin vektorleri ikiser ikiser

birbirine dik ise bu S kiimesine ortogonal kiime denir [10].

Tamm 2.18. V' bir i¢ ¢carpim uzay1 ve S kiimesi V' nin bir bazi olsun. S kiimesi
ortogonal bir kiime ise S ye V nin bir ortogonal bazi, S nin her vektorii ayni zamanda

birim vektor ise S ye V nin bir ortonormal bazi denir. [10].



Tamm 2.19. m,neN ve 1<i<m,1<j<n olmak lizere biitin i, ¢iftlerinin

cimlesi 4=NxN olsun. Bir ' cisminde degerler alan A4 da bir

fiA->F

Lj >f L] =a

fonksiyonu tanimlayalim ve a, € F* degerlerini
A=| @ . i |veya A:[ay}

biciminde diizenleyelim. F den segilen bu cins mn tane elemanin A tablosuna, F
tizerinde mxn tipinde matris denir. A:[aij], 1<i<m,1<j<n matrisi kisaca
A:[ai/} . bigiminde gosterilir ve 4 matrisine mertebesi mxn olan bir matris

denir. Mertebesi mxn olan ve bilesenleri bir F' cisminden secilen biitiin matrislerin

ctimlesi F)" ile gosterilir [10].

Tamim 2.20. Bir 4 € F” matrisinin transpozu A’ ile gosterilir ve j,i bileseni A

nin  i,j Dbileseni olan bir mxm matristir. Diger bir ifadeyle A’ matrisi A

matrisinden satir ve kolonlar kendi aralarinda yer degistirilerek elde edilen

matristir [10].

Tanm 2.21. Bir A=[a,.].] matrisinde 4= A" ise, yani a, =a; ise A matrisine
simetrik matris, 4=-A" ise yani a; =—a, ise A matrisine ters simetrik matris

1

denir [10].

Tamm 2.22. Bir A matrisi i¢in 4~ = 4" ise 4 matrisine ortogonal matris denir.

Biitiin ortogonal 4 € R” matrislerinin ctimlesi O n ile gosterilirse
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On=A:AeR,AA' = A"A=1 ,det A=+l
dir [10].

Teorem 2.23. O n ortogonal matrisler ciimlesi matris ¢arpimi iglemine goére bir

grup olusturur. Bu gruba ortogonal matris grubu ad1 verilir [10].

Tanim 2.24. O n grubunda determinantt 1 olan matrislerin kiimesi bir alt gruptur.

Bu alt grup SO n ile gosterilir. Boylece,

SO n = A:4AeR], A4 =A'4=1 ,det4=1

n’

dir. SO n grubuna pozitif ortogonal grup veya donme grubu denir. [10].

. C e _ — . .. . . .
Tamim 2.25. Bir 4 C” matrisi igin 4" =4 ise A matrisine {initer matris denir.

Biitiin tiniter 4 € C matrislerinin climlesi U n ile gosterilir. O halde

Un=U:UeC,UU=UU =1,

dir. Burada ¢« ” eslenik anlamindadir [10].

Teorem 2.26. U n {niter matrisler climlesi matris ¢arpimi islemine gore bir grup

olusturur. Bu gruba {initer grup adi verilir [10].

Tanim 2.27. U n grubunda determinanti 1 olan matrislerin kiimesi bir alt gruptur.

Bu alt grup SU n ile gosterilir. Boylece,

SUn=U:UeC,UU=UU =1,,detU =1

n’
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dir. SU n grubuna 6zel {initer grup adi verilir [10].

Tamm 2.28. Bos olmayan bir ciimle 4 ve V' de bir F' cismi tizerinde bir vektor

uzay1 olsun. Eger

FiAx AV

fonksiyonu,

iy VP,0e dicinf P,O +f O,R =f P,R

1) VPe A ve VaeV icin f P,Q = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi1 vardir.

aksiyomlarii sagliyorsa 4 ya V' vektor uzay: ile birlestirilmis bir afin uzay adi

verilir [8].

Tanim 2.29. 4, n-boyutlu V' vektér uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olsun. 4

afin uzaymnda alman F),F,...,P, nokta n+1 -lisiicin RR,FP,...,FP, vektor

n-lisi V' vektor uzaymnm bir bazi1 ise F),F,...,P, nokta n+1 -lisine bir afin ¢at1

denir [8].

Tanim 2.30. Bir reel afin uzay 4 ve A ile birlesen vektor uzayr V' olsun. V' de bir

i¢c carpim iglemi olarak

(,)=VxV >R

- — - —

n
X,y —><x,y>=2x,-y,-, X= XXXy 5 V= VYooV,
i=l1

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimiyla 4 da uzaklik ve ac1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Boylece 4 afin uzayr da Oklid uzayr adim alir. Eger

A=R" noktalar ctimlesi ve V' =R" n- boyutlu standart vektor uzay1 olarak alinirsa
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Oklid i¢ carpimm ile birlikte 4 , R” vektor uzay: ile birlestirilmis bir 7 -boyutlu

standart Oklid uzay1 adin1 alir ve E” ile gosterilir [8].

Tanim 2.31. 4, n-boyutlu V' i¢ carpim uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olsun.

A afin uzaymda alman £),FB,..,P nokta n+1 -lisi i¢cin RR,RP,.. PP

vektor n-lisi V' vektor uzayinin bir ortonormal bazi ise F),B,...,P, nokta n+1 -

lisi bir Oklid ¢atis1 veya dik ¢at1 adin1 alir [8].

Tanim 2.32.
d:E"xE" >R

Xy —>dxy =H)7yH=,/Z, vi-x

seklinde tanimli d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d x,y

reel sayisina da x, y noktalar1 arasindaki uzaklik denir [8].

Tamim 2.33. Vx,y,z€ E” i¢in xyz agismin 6l¢iisii

cosf = 7—
o

=

esitligiyle hesaplanan € reel sayisidir [8].

Tanmim 2.34. X bir ciimle olsun. X in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. 7
koleksiyonu asagidaki onermeleri sagliyorsa X {izerinde bir topoloji ve X,7

ikilisi de topolojik uzay olarak isimlendirilir.

1) X,per

i) VA, A, et=>A4 N4 et
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iii) 4 e7,iel, |4 er [8].

iel
Tamm 2.35. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f:X->Y

fonksiyonu siirekli, 7' tersi var ve f~' de siirekli ise / ye X den Y ye bir
homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X

ile Y wuzaylarma da topolojik olarak denktirler veya kisaca homeomorfiktirler

denir [8].

Tanim 2.36. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in, X
de sirasiyla P ve Q noktalarini igine alan 4, ve 4, acik alt ciimleleri 4, N A, =¢

olacak bicimde bulunabilirse X" topolojik uzayina bir Hausdorff uzayi denir [8].

Tamm 2.37. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise M
ye bir n -boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik # -manifold) denir:

1) M bir Hausdorff uzayidir.
i) M nin her bir agik alt ciimlesi E" ¢ veya E" in bir acik alt climlesine

homeomorftur.

iii) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir [8].
Tanmim 2.38. U, E” de bir acik alt ctimle olmak {izere bir
f:U—->R

fonksiyonunun k& yincit mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f
fonksiyonuna C* smifindan diferensiyellenebilirdir denir ve C* smifindan

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin ciimlesi C* U,R ile gosterilir. Boylece,
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C*" UR = f: f:U—Rvef fonksiyonu C* smmfindan

C*UR = f: feC* UR ,keN

dir [8].

Tanim 2.39. U ve V', sirasiyla, E” in birer acik alt climlesi olsunlar. Bir

VY:U->V
x—=>% x = f x,..,f x

fonksiyonu i¢in biitiin

fi:U>R1<i<n

koordinat fonksiyonlart C* smifindan iseler WeC* U,V dir denir ve f,

1

fonksiyonlar1 da ¥ nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 olarak adlandirilir [8].

Tanim 2.40. E" in iki agik alt ctimlesi U ve V' olsun. Bir

Y:U->V

fonksiyonu icin asagidaki ©nermeler saglaniyor ise W ye C* sinifindan bir

diffeomorfizm ve U ile V' ye de k. dereceden diffeomorfiktirler denir

HhWYeC UV

iy W':V >U varve ' eC" V,U [8].

Tammm 2.41. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt
ctimlesi olsun. Bu takdirde U bir ¥ homeomorfizmi ile M nin bir W acik alt

ctimlesine eslenebilir. Boylece
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VY.-UcE' ->WcM

W, W ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita denir [8].

Tanim 2.42. R" i¢ ¢arpim uzayi ile birlestirilmis afin uzay E” olsun. P E" ve

veR” igin P,v sirall ikilisine E” afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant

vektorii denir ve Z ile gosterilir. Boylece E” nin bir P noktasindaki tanjant

vektorlerinin climlesi 7, P ile gosterilir [8].

Tamim 2.43. E” in P € E" noktasindaki tanjant uzaylarin birlesimi

Ur. r

PeE"

olsun. Buna gore, bir

X:E">|J1, P

PeE"

fonksiyonu i¢in,
ﬂOX — I . En oOzdeslik En

olacak sekilde bir
T U TE” P —>E"

PeE"
fonksiyonu mevcut ise X e E” istiinde bir vektor alani denir [8].
Tamm 2.44. / — R bir agik aralik olmak {izere,

a:l > E"

t>at = o t,t,.aqt
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seklinde tanimli diferensiyellenebilir fonksiyonuna E” de egri denir. Burada # € [ ya
o egrisinin parametresi, [, ikilisine de « egrisinin koordinat komsulugu

denir [8].

Tamim 2.45. S, E’ uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her pe S i¢in p nin E’

tizerinde bir ¥ komsulugu ve E® nin bir U acgik ciimlesinden V' "S ye bir F

diffeomorfizmi varsa, S ciimlesi E° de bir yiizeydir, denir.(Sekil 2.1)

v

X

F,U ikilisine S ylizeyinin bir parametrizasyonu veya bir yerel koordinat

sistemi ve V' NS,F~" ikilisine de p nin bir koordinat komsulugu denir [11].



BOLUM 3. ORTONORMAL TABAN ve SPINORLAR

Bu boliimde ortonormal taban yardimiyla spinorlar tanitilmistir.

R® de orjin etrafindaki donmelerin grubu olan SO 3 , 2x2 tipinde iiniter matrisler
grubu olan SU 2 ye homomorfiktir. SO 3 {in elemanlar1 3 reel bilesenli

vektorleri harekete gecirirken, SU 2 nin elemanlart spinor adi verilen 2 kompleks

bilesenli vektorleri harekete gecirirler.

Bu homomorfizm spinorlar araciliiyla asagidaki sekilde gosterilebilir. Her

spinoru
- - — t
a+ib=y'oy, c=-y oy 32

esitlikleri yardimiyla a,b,c e R® vektorlerini tanimlar. Burada o = 0,,0,,0; ,

bilesenleri, kompleks, simetrik, 2x 2 tipinde matrisler olan bir vektérdiir. Oyle ki,
0 1
e =
1 0

0 1 —
Pauli matrisleri ( OJ matrisiyle, sirasiyla, soldan carpilirsa o= o,,0,,0,

vektoriiniin o,,1<7<3 bilesenleri
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1 0 i 0 0 -1
o, = o, = _ o, = 3.3
0 -1 0 i -1 0

oldugu gortiliir [14]. Ayrica,

o E

elde edilir. Burada i/, y/ nin esini (veya eslenigini), l; , y nin kompleks eslenigini

ve ¢ de transpozu gostermektedir.

Simdi 3.2  denklemini g6z Oniine alallm. a+ib= x,x,,x; olmak iizere

x,,1<i <3 bilesenlerini aragtiralm. 3.1 , 3.2 ve 3.3 denklemlerinden

o B I 0\ vy, B i), 5
XN=yoy=vy Yy, =y Y, v =y, -y,
2

0 -1y, -
o 3 i 0\(y, 3 iy, I 5
X, =y o=y, ¥, 0 iy =V Y, ; =Ly Ty,
2 Ys
, 0 -1\, -y,
LEY oY= Y, 1 0 \y =V ¥ —y =2y,
2 I

elde edilir. Benzer sekilde ¢ = ¢,C,,¢; olmak tizere c,,1<i<3 bilesenleri

_ ! _ — — (1 0 W, _ - ¥, _ -
G=Yyoy=— Y, ¥ == Y, ¥ =y, Y,

0 -1y, Y,
_ ! _ — — (i 0)(y, _ — — (y, . — —
e O 78 P Wl e CER TN W R I P T
2 2

‘ — — (0 —1)\[y, — — [y, 2 2
G=Yo ==Y, ¥ 0 I R —y :‘(//1‘ _|V/2|



19

dir. Boylece,

a+ib=w’ -y’ i v+ 2uy,
3.4
\2

2
‘//1| _‘l//z

C= YL WL WL =Y,

olur. Simdi a,b,c € R vektdrlerinin boylarmi hesaplayalim.

c= Yy, +l//11//2,—i v, -y, ,

, -
[ =c

2
l//l‘ _\(//2

oldugundan ¢ e R? diir. O halde

i

HEH=\/ R A Tl A A

|2

:\/‘//12@2 +‘712‘//22 +2|l//1|2 |‘//2|2 _'//12‘/722 —‘/712%2 +2|’>”1|2|‘//2|2 +|‘//1|4 +|‘//2|4 _2|‘//1|2 v,

=Jwl 2]+
2

= |+l

:|‘//1|2 +|‘//2|2

=y (&)

dir. a+ib vektorii bir izotropik vektor oldugundan

<a+ib,a+ib>=< XXy, Xy 5 X, Xy, X5 >

=< e N N S A A AR SN B VAR L N A 8 >

2

. 2 2
=wloy w2y,

=p e =2y e st 2y Ay
=0

dir. Boylece
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<Zz+ ib,a +il3> - <Z:,Zz> 4 <iz§,5> +<Zz,il§> +<il§,i1§>
‘Zz”z + i<l;, ;1> + i<;1,5> +i’ HB”2

e +2i(a.5)-[p]

=0+i0
olacagindan
o <[y 3
ve
(a,b)=0 3.7

dir. Simdi a+ib vektoriiniin boyunu hesaplayalim.
o] = (e ) = (- b= i) = [l +[Bf (5.} i(.8) =[] {5
dir. Son denklem ve 3.4 denklemi goz 6niine alinirsa

2
+

a

b

2

- o2
a+ib

=< ‘//12_V/22=i l//12+‘//22 =2y, V/lz_‘//zza; ‘//12'“//22 =20, >
SO A T R A A e A A

N M i A A W 17 KA Ay v I VA
=2 @r‘ [ + 2l el )
2@+l ) @8>

|2

bulunur. O halde 3.8 denklemive 3.5 denklemlerinden
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el =lel=ld|=vv
dir. Yani a,b,ceR’® vektorlerinin boylart esittir. 3.2 denklemini g6z Oniinde

bulundurarak <Zz+il;,2> i¢ carpimini hesaplayalim.

(avibic)=( vi=vii wi vyl 2w, v vt v v il -l )

_ 2 2 T -2 2 2 T 2 2

=YY, LT, 0 Y, L, iy, + _29”19”2 |‘/’1| _|l//2l

3 2 - 2 3 3T 2~ 2 3 2 2

=y, (//2+(//1 W\, =YL, VLW =L — W, ‘//2'H//1 W, =¥, YLy, 'H//zl//l _2(//1(//2|l//1| +2l//1‘//2 |l//2|
— — 2 2

=2 s = 295w, = 2p s, IW1| + 2y, I‘//2|

= 20y, = 20500 = 2L+ 2,
=0

dir. Bu son denklem ve 3.7 denkleminden
(a8)=(a¢) = (B,c) =0

dir. Bu ifade eder ki 5,5,2 e R® vektorleri karsilikl olarak ortogonaldir. [lave olarak

<aAb,c> =det a,I;,Z >0 dir. O halde ;:,Z;,E strali tigliisii bir sag sistemdir.

Tersine; ayn1 biiyiikliikkte verilen karsilikli olarak ortogonal ve <21AE,E>>O olan

a,b,c e R® vektorlerine a+ib= w'oy, ¢= —l//tO'l// denklemleriyle verilen bir

spinoru karsilik gelir.

Ayrica y spinoru da ayni i spinorunda oldugu gibi SU 2 doniisiimii altinda yeni

bir spinora doniisiir. Yani herhangi bir U € SU 2 i¢in Uy =Uy dir.

Herhangi bir U € SU 2 matrisi i¢in y'=Uy spinoru igin

—t —_— 1 —t—t —t
y'y'= Uy Up=y UUy=yy
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' '

dir. Boylece, ' spinorunu tanimlamada kullanilan a\b',¢' vektorlerinin

buyiikliigii, y spinorunu tanimlamada kullanilan a,b,c vektorlerinin buyiikliigiine
esittir. Bu ylizden SU 2 nin her bir elemani, a,b,c ortogonal tabanini a'b',c'

ortogonal tabanina doniistiiren bir donlisim olusturur ki bu doniisiim ikiye-birdir.

Yani SU 2 nin U ve -U seklinde iki elemanm1 R’ {in aym sirali iigliisiinii
olusturur. SU 2 den aldigimiz U eleman1 ' spinorunu olustururken —U elemamn

—y ' spinorunu olusturur. 3.4 denkleminde ys spinoru yerine —y spinorunu

aldigimiz takdirde sonu¢ degismemektedir. Gergekten de,

2

- 7 2 . 2 2
atib= —y, "= =y, iy Y, 2 Yy,

c= _‘/72 T _171 W, Sy, _‘/72 - _‘/71 ¥,

|2

2
P _l//1| _l_WZ

seklinde olup 3.4 denklemiyle ayni sonucu vermektedir. Bu ifade eder ki;

homomorfizm ikiye-bir tipindedir [14].

Onerme 3.1. ¢ ve y herhangi iki spinor ve A,u de herhangi iki karmasik say1
olmak tizere asagidaki esitlikler gecerlidir [14].

1) glow =4 o

2) Ap+uy =Ap+uy

Ny =-y
Ispat.

1) Bilesenleri kompleks, simetrik, 2x2 tipinde matrisler olan o= 0,,0,,0,

vektoriinii goz ontine alalim.
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1 0 () — ——
poy=¢ ¢ (0 ](WI =¢ ¢ L_V%ngb]l//l_¢2w2 39.a

. — (1 0\, — () —
—poy=— -9, ¢ (0 J —]:_ -4, ¢ [ —]:_¢2W2+¢Il//l 3.9.b
h 4 Y,

dir.
i 0) ..
c, = icin,
S ¢
, AT
poy=4¢ ¢ ( j( = ¢ & —1 =—i qy, +hy, 3.10a
0 i ¥, -y,

’ — — (i 0\, S (2 [ —
—poy=——-¢ ¢ (o ] _)=— —¢ 4 [__}z—z by, +dy, 3.10b
AL W,

dir.

0 -1
Son olarak, o, =( . OJ i¢in,

0 -N\y,) = — (- .
dow= o ¢ ( 1 0)[‘”}: 4 b [ Vij:— h, + o, 3114
B Vs 4
t — (0 -1\, — [y, S
—poy=——¢ ¢1(1 0){—]:_ —$, @[—]:_ by, +dy, 3.11b
- ¥ ¥,

3.9.a-3.11.b denklemlerinden istenen goriiliir.



24

—Ag, _ﬂl//z}:[_ﬂgéz _/‘W2J:Z[__¢2]+;(_K2}=z¢+/_ﬂ/f

2) g+ uy 2[7 -
AG +uy, Ad + uy, ¢ 4
Ay
3)1//=(_2}:>w= = o
¥ ¥,

Onerme 3.2. Herhangi ¢ ve y spinor ciftleri i¢in ¢'oy =y/'o¢ dir [14].

Ispat. 0= 0,,0,,0, vektoriiniin bilesenleri olan o,,0,, o, matrisleri simetriktir.

O

1 0)..
halde, o, = 0 _1 i¢in,

‘ 10w, ¥
¢O-1‘//: ¢1 ¢2 [0 _1]( J: ¢1 ¢2 [_ J:¢1W1_¢2‘/jz 3.12.a
‘'op= boojia_ e 3.125
‘//0-1¢_ v W, 0 -1 ¢2 =V Y, _¢2 _¢1l//1_¢2l//2 ce.
dir.
[1 Oj .
o, = | i¢in,
1
. i 0)\(y, A
¢O-21//: ¢1 ¢2 (0 ]( J: ¢1 ¢2 ( j=l ¢1V/1+¢2W2 3.13.a
L)\¥, W,
3.13.b6

i 0 j
l J(¢lj= v ¥, (;le:i dy, + oy,
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0 -I)..
0'3:_1 0 i¢in,

t 0 -1 Y, W,
¢ o = ¢1 ¢2 ( 1 0 j( J = ¢1 ¢2 ( } =- ¢1V/2 +¢2l//l 3.14a
- 2 ¥
‘C.b= 0 —hfa_ ) 3.14.b
4 O-3¢ =y Y, 1 0 ) ¢2 =y Y, _¢1 - ¢1‘//2 _¢2l//l <A

dir. Boylece son olarak da 3.12.a—3.14.h denklemlerinden ispat tamamlanir. .o

Ornek 3.3. Ozel olarak =1 0" olarak segilirse ¥, =1 ve w,=0 olur.

— t

Dolayisiyla = —172 w, =0 1 olur. Bu se¢im 3.4 denkleminde yerine

yazilirsa

a+ib= wl -y, iyl 2y, = P—0%i P+0° ,-2.1.0 = 13,0 = 1,0,0 +i 0,1,0 ,

c= ‘//1‘//_2+‘/71‘//2ﬂi Wll/Tz_Jﬁ//z > 1

V/1|2—|W2|2 = 16+Oi,l 16_Oi 5 2_|0|2 = 03031

elde edilir. Bu ifade eder ki a,b,c tgliisii R’ iin bir kanonik bazidur.

Onerme 3.4. Eger y sifirdan farkli bir spinorsa .,y  ikilisi lineer

bagimsizdir [14].

Ispat: Gergekten de

4 _‘72
Vv, Y

|2

:‘//1;1‘“//2'”_2 :\Wllz +|W2

dir. Bu ifade eder ki y/ sifirdan farkli olmak tizere i/, ikilisi lineer bagimsizdir.



BOLUM 4. E* OKLID UZAYINDA EGRILER ve SPIiNOR
FRENET DENKLEMLERI

Bu bolimde E° uzaymda egriler, Frenet tiirev denklemleri ve Frenet tiirev

denklemlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilmistir.

4.1. Egriler ve Frenet Tiirev Denklemleri

Tanim 4.1.1. 7/ — R bir agik aralik olmak tizere,

a:l—>E’

t>at = o t,at,ot

seklinde taniml1 diferensiyellenebilir fonksiyonuna E® de egri denir Burada t €/ ya
a egrisinin parametresi, /[,« ikilisine de « egrisinin koordinat komsulugu

denir [8].

Tamm 4.1.2. E° de M egrisi I, koordinat komsulugu ile verilsin.a : 1 — E’

fonksiyonunun ~ Oklid ~ koordinat  fonksiyonlar1 ¢

»0,,0,  olmak  lizere

a= a,a,,a, , at eM ve

da,
Codt

da,
ot

, ( de,
a t =
dt

,J

dir. at, o't €T, t tanjant vektdriine, M egrisinin 7€/ parametre degerine

karsilik gelen « ¢ noktasinda, /I, koordinat komsuluguna gore hiz vektorii

denir [8].
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Tamm 4.1.3. M c E’ egrisi I,a koordinat komsulugu ile verilsin.

>R

2
e ¢ = ] = z(‘%t]

i=1

o

seklinde taniml ||a'” fonksiyonuna, M egrisinin [, koordinat komsuluguna
gore skaler hiz fonksiyonu ve ||a' t H reel sayisina da M nin I, koordinat

komsuluguna gére ¢ ¢ noktasindaki skaler hizi denir [8].

Tamim 4.1.4. M egrisi [, koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Vs €/ icin

a s H=1

ise M egrisi I, koordinat komsuluguna gore birim hizli egridir denir. Bu

durumda s € I parametresine, egrinin yay parametresi adi verilir [8].

Tamm 4.1.5. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir [8].

Teorem 4.1.6. E° de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir [8].

Tamm 4.1.7. E’ uzaymda bir « : I — E° egrisi igin

!

- a t

t p—

e ]

~

esitligi ile belirli t t vektoriine, o egrisinin ¢ ¢ noktasindaki birim teget vektorii

denir [8].
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Tamm 4.1.8. £’ uzaymnda bir «: 1 — E° egrisi i¢in

S
~
Il
S
~
>
~ |
~

esitligi ile belirli nt vektoriine, o egrisinin « ¢ noktasindaki birinci dik vektorii

(asli normali) denir [8].
Tamm 4.1.9. £’ uzaymda bir « : I — E° egrisi igin

a 't Aa" ¢t

bt =;—
Ha’ t Aa" t H

esitligi ile taniml bt vektorine, egrisinin « ¢ noktasindaki ikinci dik vektori

(binormali) denir [8].

Tamim 4.1.10. 7 ¢ ,;z t ,Z; t vektorlerine, o : I —> E’ egrisinin ¢ noktasindaki

Frenet vektorleri denir ve

kiimesine « egrisinin « ¢ noktasindaki Frenet catis1 denir [8].

Eger M egrisi, I, koordinat komsulugu ile verilmis ise s €/ yay-parametresi

olmak tizere,

t=a

- a”

P
e’

b=tAn

dir [8].
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Tamm 4.1.11. M c E® egrisi I,a koordinat komsulugu ile verilsin. 7€/ ya

karsilik gelen « ¢ noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, tt ,;1 t ,E t olsun. Buna
gore
kI —>R, k,: 1 >R,

;- ve
t—>k, ¢ =<t t.n t>
seklinde tanimli k£, 1<i<2 fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu
ve tel igin k, ¢ reel sayisina da o ¢ noktasinda M nin i-yinci egriligi denir.

Bundan sonra 6zel olarak k, ve k, egriliklerini siras1 ile & ve 7 ile gosterecegiz ve

bunlari, egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 olarak adlandiracagiz [8].

Teorem 4.1.12. M c E’ egrisi I, koordinat komsulugu ile verilsin. s €/ yay-

parametresi olmak {izere, o s noktasinda birinci ve ikinci egrilik fonksiyonlari,

sirastyla, & s , 7 s ve Frenet 3-ayaklisi 7 s ,m s ,b s ise

2)ns=—lcs;s+rsl;s 4.1.1
3) Bl S =-T sns
dir [8].

4.2. Spinorlar-Frenet Tiirev Denklemleri iliskisi

a:1—> E’, birim hizli regiiler bir egri ve bu egrinin Frenet catist ¢ s ,n s ,b s

olmak tizere Frenet tiirev denklemlerinin
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—! —
tr s =Kk sns
! — —
ns=—xsts+tsbs
! —
b s =—7sns

oldugunu biliyoruz. Spinorlarla ilgili verilen b6lim 3 de ki sonuglara gore

n+ib=y'oy, ;:—1//’01// , 42.1

ve @t(y:l olacak sekilde bir s spinoru vardir. Boylece i/ spinoru n,b,t
tclistinii temsil eder ve Z—W, Frenet denklemleriyle verilen o« egrisi boyunca
A)

n,b,t ticliistiniin degisimine karsilik gelir.

Onerme 3.4. e gére i,y , iki bilesenli spinorlar igin bir taban oldugundan dolay:
oyle f ve g fonksiyonlar1 (muhtemelen kompleks degiskenli) vardir ki
dy

—=fy+gy 422
ds

yazilist tek tirlidir. 4.2.1 denklemindeki n+ib =w'ow nin s ye gore tiirevini
alirsak
dn N db _dy' . dy

AT et oy +y'o—— 4223
ds st ds v ds

bulunur. Eger 4.1.1 ve 4.2.2 denklemleri 4.2.3 denkleminde yerine yazilirsa
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—Kkt—it n+ib = fy+gy ow+y'c fy+gy
= y'oy+y'oy +g yoy+yoy
=2f y'oy -2¢ —y oy

=2f n+ib —2g ¢
bulunur. & matrisleri simetrik oldugundan dolay1 y/tm//zl//’m// dir. Boylece
—Kki—it n+ib =2f n+ib -2g 1
elde edilir. Burada son denklemden

K
= g=— 424
f g=7

oldugu goriiliir. O halde 4.2.2 denklemi ve 4.2.4 denklemleri dikkate alinirsa

dy T K
—_— +_
ds 2w 2l//

1.
=— -ty +K
5 VtKY

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. Kabul edelim ki iki bilesenli y spinoru, birim hizli bir egrinin
E,B,; ticliistinii temsil etsin. Bu takdirde, Frenet tiirev formiilleri
dy

|
L = ity +x
ds 2 Ry



32

ile verilen bir tek spinor denklemine denktir. Burada x ve 7, sirasiyla, birim hizl

egrinin egriligi ve burulmasidir [14].



BOLUM 5. E> OKLID UZAYINDA YUZEYLER ve SPINOR-
DARBOUX DENKLEMLERI

Bu bolimde E° Oklid uzayinda yiizeyler kisaca tanitilmis ve Darboux tiirev
denklemlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilmistir.

5.1. E* Oklid Uzayinda Yiizeyler ve Darboux Tiirev Denklemleri

Tamm 5.1.1. S, E’ uzaymnmn bir alt kiimesi olsun. Her pe S i¢in p nin E’

iizerinde bir komsulugu ¥V ve U c E* bir acik alt ciimle olmak iizere

F:U—>V NS fonksiyonu bir diffeomorfizm ise Sye E° de bir yiizey denir.
(Sekil 5.1.1.)

v

Ayrica F,U ikilisine S yiizeyinin bir parametrizasyonu veya bir yerel koordinat

sistemi ve V' NS,F~" ikilisine de p nin bir koordinat komsulugu denir

Teorem 5.1.2. U, E* nin acik bir alt ciimlesi ve f:U — R diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda
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M= p.p,f p.p, PPy €U
esitligi ile verilen M ctimlesi bir ylizeydir [11].
Tamm 5.1.3. «: 1 — E* egrisi ve bir S ylizeyi verilsin.

Vtel iginax t €8
ise & egrisi S yiizeyi tistiinde (veya i¢inde) bir egridir denir. [11].

Tanim 5.1.4. p, S yiizeyinin bir noktas1 ve Z eTl, E’ olsun. E tanjant vektorii
S i¢inde p den gegen en az bir egrinin hiz vektorii ise v, vektorii p noktasinda S

ye tegettir denir. p noktasinda S ye teget olan bitiin vektorlerin ciimlesi 7, S ile

gosterilir [11].
Tamm 5.1.5. S, E’ de bir yiizey olmak iizere,

z:S>r, B, Zpel E

peS

bi¢iminde bir Z fonksiyonuna S iistiinde bir (Oklidyen) vektor alami denir. Her

peES igin, Z €T, S ise Z ye S istiinde teget vektor alani denir. Her p € S igin,

Z vektorit 7, S uzayma dik ise Z ye S lstiinde dik ( normal ) vektor alani

denir [11].

Tamm 5.1.6. E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir S vyiizeyi iizerinde
diferensiyellenebilir bir birim normal vektor alanina S tzerinde bir yonlendirme

denir. Uzerinde bir yoénlendirme seg¢ilmis olan bir yiizeye yonlendirilmis yiizey
denir [9].



35

Tanm 5.1.7. £’ Oklid uzayinda bir S yonlendirilmis yiizeyi iizerinde bir a egrisi
verilsin. Bu «a egrisinin her noktasina Frenet ti¢ ayaklis1 dedigimiz bir ti¢ ayakh
karsilik getirilebilir oldugunu biliyoruz. Simdi de egrinin iizerinde bulundugu

yiizeyle ilgili formiilleri kapsayacak olan diger bir ii¢ ayakli tanimlayalim. Oyle ki,
egrinin bir ¢ s noktasindaki teget birim vektori ¢ olsun. Yiizeyin bu noktada teget
diizlemine ¢izilen dikme ise bu ylizeyin s6z konusu noktadaki normalini belirtsin. Bu
dikme iizerinde yonii yiizeyin belirlenmis bir tarafina dogru secilen N birim
vektoriine ylizeyin @ s noktasindaki normal birim vektorii denir. t ve N verilince
{AN ile tanimlanan B vektorii alinirsa ;,N ,B gibi yeni bir ti¢ ayakl elde edilir ve
Darboux ii¢ ayaklis1 admi alir. Bu ifade eder ki yiizey lizerinde bir « egrisi

verildiginde ;,ﬁ,l; den ibaret olan Frenet ve ;,N,E den ibaret olan Darboux tig¢

ayaklis1 vardir. t ayritlar1 aynt olan bu iki {i¢ ayakli birbirine siki sikiya

baglidir.( Sekil 5.1.2)

v

S

Iki durumda da teget vektorleri ayni oldugu igin n ve b diizlemindeki donmeyle B

ve N ciftini olusturan @ agis1 vardir. Bu doniisiime karsilik gelen matris asagidaki

sekilde gosterilebilir.
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tl 1o 0o 7t
B|=|0 cos@ sin@ ||n 5.1.1
N| [0 =sin@ cos@||p

Son denklemden

=1

~

|

B=ncos0+bsin0 5.12
N =-nsin0+hbcos0
dir. 5.1.2 denkleminde B esitligi cos@ ve N esitligi —sin@ ile garpilip taraf

tarafa toplanirsa
cosOB —sinON =n cos’O+sin>6 =n
elde edilir.

Teorem 5.1.8. E* Oklid uzayinda bir S yonlendirilmis yiizeyi {izerinde bir « egrisi

verilsin. @ egrisinin & s noktasindaki Darboux catist ts,Bs,Ns olmak

uizere Darboux tiirev formiilleri

1) _tJ =xcosOB—xsinON

2) E’ = —K;COSH+N(T+ﬁJ
ds
3) N’=K;sin0—§[r+ﬁj
ds

dir [17].

Ispat. 5.1.2 denklemini g6z oniine alalim. Burada 4B ve N nin s ye gore

tiirevlerini alirsak, sirasiyla,



ﬂ=l(‘;l=l{ Bcos@—Nsin€ = xcos@B— xsinON
s

d—B=@cos9—nsin0d—0+@sin9+bcos0ﬁ
ds ds ds ds ds
= —xt+7h cos@—nsin&ﬁ—rnsin9+bcost9ﬁ
ds ds
=—K§cosé’+bcos€(z‘+d—9J—nsin9(1+d—0j
ds ds
— _xtcos@+ bcosf—nsind (z’+ﬁ)
ds
Z—K;COSQ+N(T+ﬁ)
ds
ve
d—N=—@sine—ncosﬁd—g+@cosé’—bsin6’ﬁ
ds ds ds ds s
—— —xi+7h sin9—ncos@ﬁ—mcose—bsinﬁﬁ
ds s
ZK;SiHQ—bSiHQ(T+ﬁJ—nCOSQ(T+d—9)
ds ds

=Ktsin@— bsin@+ncosh (Tﬁ-?)
s

=K7sin6 — E(T + ﬁ)
ds

elde edilir. O halde Darboux tiirev formiilleri matris formunda

_tJ 1 0 xKcos@ —xsin@

El =| —-xcosl 0 r+ﬁ
' ds

N xsin@ —T—ﬁ 0

- 2L ds

ile verilebilir. Burada
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K cosf =k, jeodezik egrilik

—x'sinf =k, normal egrilik

r+§ =71, jeodezik burulma
g

dir. Dolayistyla 5.1.6 denklemi

J —_
! 0 K, K, !
B |= -K, 0 7, B 5.1.7
ﬁ, -k, -7, 0N

seklini alir.
5.2. Spinorlar-Darboux Tiirev Denklemleri iliskisi

Bu boliim tezimizin orijinal kismi olup, Darboux tiirev denklemleri bir tek spinor
denklem ile ifade edilmistir. Ayrica Frenet spinor denklemi ve Darboux spinor

denklemi arasindaki iliski verilmistir.

S, E’ Oklid uzayinda yonlendirilmis bir yiizey ve «, S yiizeyinde birim hizl bir
egri olsun. «a egrisinin Darboux catisi t,B,N olmak iizere Darboux tiirev

formiillerinin

7=Kg§+l(nﬁ
B =-x,i+7,N 5.2.1
N =-K,t-7,B

oldugunu biliyoruz. 3. boliimde spinorlar ve ortonormal bazlar ile ilgili verilen

bilgiler dikkate alinirsa
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—- t

B+iN=T"ol, t=-Tol, 522

ve I'T =1 olacak sekilde bir I spinoru vardir. B,N.t ticlisti I spinoru ile temsil

edilir. Ayrica ill—r, Darboux denklemleriyle verilen « egrisi boyunca B, N,¢
s

ticlistintin degisimine karsilik gelir.

Onerme 3.4.g6z oniine almirsa I',T" , iki bilesenli spinorlar igin bir tabandur.

Boylece 6yle 4 ve k fonksiyonlari (muhtemelen kompleks degiskenli) vardir ki

£:hlﬂ+kl“ 523

ds

yazilist tek tirlidir. 5.2.2 denklemindeki B+iN=T"cl nin s ye gore tiirevi

alinirsa

GB AN _dU T 524
ds ds ds ds

elde edilir. Boylece 5.2.1 ve 5.2.3 denklemleri 5.2.4 denkleminde yerine

yazilirsa

— — - t
—it, B+iN + —ix,~x, t= fT+gl' ol +I'oc fT+gl
~f T'ol+T'ol +g Tol +T o
—2f T'ol’ —2¢ ol

=2f €+iﬁ)2go

bulunur. o matrisleri simetrik oldugundan. I'ol=I"oT dir. O halde
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~ix, —k, t—it, B+iN =2h B+iN -2k {

elde edilir. Burada son denklemden

h=—2= k= 525

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.1. Kabul edelim ki E° de yonlendirilmis bir S yiizeyi {izerinde birim
hizlt bir egrinin B,N,t ticlisti iki bilesenli I" spinoru ile temsil edilsin. Bu

takdirde, Darboux tiirev formiilleri asagidaki sekilde verilen bir tek spinor

denklemine sahiptir.

Burada (5.2.6) denklemi Darboux spinor denklemi olarak adlandirilir ve 7,, x, ve

x, swastyla birim hizli egrinin jeodezik burulma, jeodezik egrilik ve normal

egriligidir.

Simdi de n,b,t ticliistinti temsil eden y spinoru ile B,N,t tgcliistint temsil eden

I' spinoru arasindaki iligkiyi arastiralim. Bunun i¢in 5.1.1 522 ve 4.2.1
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denklemlerini g6z oniine alalim. Eger 5.1.1 denklemleri 5.2.2 denklemlerinde

yerine yazilirsa

n+ib=cosO@B—sinON +isin OB +icosON
=B cos@+isin@ +iN cos@+isinf
= cos@+isind B+iN

=¢” B+iN
elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.2. S, E° Oklid uzaymnda yonlendirilmis bir yiizey olmak iizere, «, S

ylizeyinde birim hizli bir egri olsun. Boylece n,b,t sirali ticliistinti temsil eden

spinoru ile B,N,i sirali tclistinii temsil eden I spinoru arasindaki iligki

l//to_l//:eig I—‘IO_I—‘

r=1.

ile verilir.



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Bolim 1’ de, spinorlarin tarihsel gelisiminden ve uygulama alanlarindan s6z edildi.
Ayrica spinorlart agiklayabilmenin dort farkli yolu oldugu vurgulanarak bu calisma

boyunca hangi yolu kullandigimiz belirtildi.

Bolim 2 de calisma boyunca kullanilan bazi temel tanim ve teoremler ispatsiz

olarak verildi.

Bolim 3’ te, caligmada ki esas sonuglarin elde edilmesine yol gosteren, literatiirdeki
bir ¢alisma detayl olarak incelendi [14]. O calismada R’ de orjin etrafindaki

donmelerin grubu olan SO 3 ile 2x2 tipinde iiniter matrisler grubu olan SU 2

arasindaki homomorfizm ayrintili olarak anlatilmis ve bunun bir sonucu olarak
spinorlar ve ortonormal taban arasindaki iligki incelenmisti. Boliim 4’ te bir 6nceki
boliimde verilen sonuglara bagli olarak Frenet vektorlerinin spinorlar cinsinden
ifadesi verilmis ve Frenet tiirev denklemlerinin tek bir spinor denklemine esdeger

oldugu gosterilmistir.

5. boliim tezimizin orijinal kism1 olup bu béliimde, £’ Oklid uzaymnda yiizeyler
kisaca tanitilmis ve Darboux vektorlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilerek
Darboux tiirev denklemlerinin tek bir spinor denklemine esdeger oldugu
gosterilmistir. Ayrica bu boliimde Frenet tiirev denklemlerinin spinor gosterimi ile

Darboux tiirev denklemlerinin spinor gosterimi arasindaki iligki verilmistir.
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Diferensiyel geometride yiizey tizerindeki egrilerin Darboux c¢atilarinin birgok
uygulamasi vardir. Ornegin; D-helisler, Bertrand egrileri, Smarandache egrileri gibi
egriler ve Minkowski uzayinda dual Darboux catilar1 ile ¢alismalar gibi pek cok

calisma literatiirde mevcuttur.

Yiizey lzerindeki egrilerle ilgili bu tarz calismalara spinor Darboux denklemleri

kullanilarak gelecekteki calismalarda yer verilebilir. Ayrica yilizey tizerinde ki

egrilerin spinor gosterimleri sadece E° Oklid uzayinda degil R] Minkowski uzay1

veya G, Galilean uzay: gibi diger {i¢ boyutlu uzaylarda da verilebilir.
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