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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI
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OZET

Anahtar kelimeler: Dogrusal Integral Esitsizligi, Dogrusal Dalga Denklemi.

Bu tez 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezde kullanilan notasyonlar ve
temel esitsizlikler verilmistir. Ayrica dogrusal integral esitsizligi verilmis ve
ispatlanmistir. ikinci boliimde dogrusal dalga denkleminin ¢oziimlerinin diizgiin
kararliligi incelenmistir. Uglincii boéliimde yari dogrusal dalga denkleminin
coziimlerinin diizglin kararlili@i incelenmistir. Dordiincti bolimde ise tez
calismasindan elde edilen sonuglar belirtilmistir.
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UNIFORM STABILIZATION OF THE SOLUTION TO LINEAR
WAVE EQUATION

SUMMARY

KeyWords: Linear Integral Inequality, Linear Wave Equation

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, notations and main
inequalities used in the thesis are given. Linear integral inequality is given and
proved. In the second chapter, uniform stabilization of the solution to linear wave
equation is examined. In the third chapter, uniform stabilization of the solution to
quasilinear wave equation is examined. Finally in the fourth chapter, the results are
stated gained through the study of thesis.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Notasyonlar

Bu boliimde isaretler ve semboller tanitilacaktir.
R™, n boyutlu Oklit uzayidur.

x = (xq, Xy, ..., Xp) R™ de bir noktadir.

Q, R™ de sinirh bir bolgedir.

dQ, Q1 bolgesinin diizgitin siniridir.
. du Odu . .
U, ve u; sembolleri, e Vo kismi tlirevleridir.

L,(22), (p = 1) Q tizerinde dlgiilebilir fonksiyonlar1 igeren Banach uzayidir ve

1/
lallpo = (J, lulPdx) (L.1)

sonlu norma sahiptir.

Genel olarak L,(2) deki norm ||-|| seklinde gosterilmistir. u ve v nin skaler ¢arpimi
(W, v)o = [, uvdx (1.2)

seklinde gosterilir.
1/2
lhull, = (J, u?dx) (1.3)

1/2
IVall, = (J, IVul? dx) (1.4)



a
Green Formiilii: Kismi integrasyonun genellestirilmis hali olan Green formiili a—i, n

dis normaline gore tiirevi gostermek tizere

[, fAgdx =~ [, Vf -Vgdx+ [,  f 2 dx (1.5)

seklindedir.



1.2. Temel Esitsizlikler

1) Cauchy Esitsizligi:

a, b sabit reel sayilari i¢in
ab < —+ — (1.6)

dir.

2) &- Young Esitsizligi:

1 1
a, b, € pozitif reel sayilar ve p,q > 1 i¢in 5 + 7 = 1 olmak {izere

gPaP | 1b°

seklindedir.

3) Holder Esitsizligi:

1,1
1<pg<® VG; Pl liginu € L,(2), v € Ly(2) ise bolge tizerinde

I, luvldx < llull, vl (1.8)
dir. Ozel olarak p = q = 2 alinirsa Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.

4) Poincare- Friedrichs Esitsizligi:

fn u?dx < ¢; () fﬂ |Vul?dx, wue€H!(Q) (1.9)

Q, R™uzayinda sinirli bir bélgedir ve ¢; (2) sabiti Q bolgesine baglidir.



5) Gronwall Esitsizligi (Tiirev Formu):
n(), [0,T] de negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica hemen hemen her
t i¢in,

n'(t) < @(n(t) + ¥ (t) (1.10)

esitsizligi saglansin. Burada ®(t) ve W(t) negatif olmayan ve [0,T] de integre

edilebilen fonksiyonlardir. Buradan her 0< t < T igin,

n() < el ?©% [(0) + [ ¥ (s)ds] (L11)
dir.

6) Gronwall Esitsizligi (Integral Formu):

&(t),[0,T] de negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica hemen

hemen her t ve ¢;,c, = 0 igin,

t
Et) < ¢y [, ¢(s)ds +c, (1.12)
esitsizligi saglansin. Bu durumda hemen hemen her 0 <t < T i¢in,

§(t) < (1 + cqte?) (1.13)

dir.



1.3. Dogrusal Integral Esitsizligi
Lemmal.1.

E: R, — R, fonksiyonu artmayan bir fonksiyon olsun.
[ E(s)ds <TE(t), VteR, (1.14)

olacak bi¢cimde bir T > 0 var ise bu durumda

L

E@) <E0)e'T, Vvt=>T (1.15)
dir.

Ispat:

f(x) =e*T f:E(s)ds, x €ER,

seklinde bir fonksiyon tanimlansm. f fonksiyonu siireklidir, ayrica (1.14)

esitsizliginden f fonksiyonu artmayandir. Buradan f fonksiyonunda tiirev alinarak
! _ 1 x/T (*® x/T a o
fx)=ze fx E(s)ds +e — (fx E(s)ds) (1.16)

elde edilir. (1.16) esitliginde Leibniz formiiliinden

doo

%(f;OE(s)ds) = E(OO)E_E(x)Z_iz —E(x)

bulunur. —E (x) esitlikte yerine yazilirsa

f(x) = %ex/T f;o E(s)ds — e*/TE (x)



x/T

seklini alir. Ayrica esitlik % e*/" ortak ¢arpan parantezine alinirsa

f'(x) = %ex/T(f;o E(s)ds — TE(x))

elde edilir. (1.14) esitsizliginden

%> 0, e/T>0ve [ E(s)ds — TE(x) < 0
oldugu bilindiginden

F(x) = %ex/T( [ E(s)ds — TE(x)) < 0
bulunur. (1.14) esitsizliginden

f() < f(0) = [E(s)ds <TE(0), Vx€R,
dir. Buradan

f(x) = e*/T [ E(s)ds < TE(0)

elde edilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi e /T

ile ¢arpilirsa
J. E(s)ds < TE(0)e /", Vx€R, (1.17)
bulunur. E pozitif ve artmayan oldugundan dolay1

[CE(s)ds = [T E(s)ds + [ E(s)ds = [ E(s)ds

dir. Ustteki esitsizligin sag tarafindaki ifadeye integraller icin ortalama deger teoremi

uygulanirsa



f;+TE(S)dS= (x+T—-x)E(t)=TE(t) x<t<x+T

[ E(s)ds = TE(t) 2 TE(x +T)
olur. (1.17) esitsizliginden

TE(x +T) < [ E(s)ds < TE(0)e™/"

oldugundan dolay1

TE(x +T) < TE(0)e /T

dir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi 1/T ile ¢arpilirsa
E(x+T) <E(0)e T, Vx€eR,

bulunur. x + T =t = x = t — T dontisimii yapilirsa

t-T

E(t) <E)e T

elde edilir. Ustteki esitsizlik tekrar yazilirsa

t

E(t) <E(0)e' T, Vvt>T

bulunur ve ispat tamamlanir.



1.4.Kararhhk
d
== f(t,x(®) (1.18)

denkleminin ¢oziimlerinin kararliligini ti¢ kategoride incelenebilir.

1) Lyapunov Anlaminda Kararlilik:

Ve > 0 ve t, € R verildiginde (1.18) denkleminin ¢6ziimii olan x(t) i¢in eger

|x(ty) — x(ty)] < diken [x(t) —x(t)| <e Vt=t,

sartin1 saglayan bir § = (¢, ty) > 0 bulunabilirse X(t) ¢6ziimiine kararlidir denir.

2) Asimptotik Kararlilik:

(1.18) in ¢oziimii olan X(t) Lyapunov anlaminda kararli ve Vt, € R verildiginde
x(t) ¢dziimii i¢in eger

|x(ty) — x(ty)| < 6 iken lim;_ . |x(t) —x(t)| =0

sartin1 saglayan bir § = §(ty) > 0 bulunabilirse X(t) ¢6ziimiine asimptotik kararlidir

denir.

3) Diizgiin Kararlilik:

Ve > 0 verildiginde (1.18) denkleminin ¢6ziimii olan x(t) i¢in eger bazi t, € R igin

|x(ty) —x(ty)| < dikenV t = t, icin |x(t) — X(t)| < €

sartin1 saglayan § = (&) > 0 bulunabilirse X(t) ¢dziimiine diizgiin kararhidir denir.



1.5. Dogrusal ve Yar1 Dogrusal Diferensiyel Denklem

1) Dogrusal Diferensiyel Denklem:
Eger bir diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bilinmeyen fonksiyonun var
olan tiirevlerine gore birinci dereceden(dogrusal) ise diferensiyel denkleme

dogrusaldir denir.

2) Yar1 Dogrusal Diferensiyel Denklem:
Bir kismi diferensiyel denklem denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevlere

gore dogrusal ise denkleme yar1 dogrusal denklem denir.



BOLUM 2. DOGRUSAL DALGA DENKLEMININ
COZUMLERININ DUZGUN KARARLILIGI

Bu bolimde dogrusal dalga denkleminin ¢oziimlerinin diizgin  kararlilig:

incelenecektir. Asagidaki dalga denklemi ele alinsin.

Uy — Mu+ qu =0 (x,t) € (R X R,) Q.1
u=0 (x,t) € (Tg X R,) 2.2)
dyu + au + lu, = 0 (x,t) € (T; X R,) (2.3)
u(0) = up veu(0) =u;  x € 0Q (2.4)

ve g: R — R fonksiyonu azalmayan, siirekli bir fonksiyon olsun.

2(0) = 0 ve

m(x) =x—x,, XER"

R = R(xy) = sup{lx — x,|: x € Q}
T, = {x € :m(x) - v(x) > 0}

dl'y, = (m-v)dI’

olmak tizere asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.

g €L”(Q), aleCYT,) (2.5)

TN, =0 (2.6)

'y #@veyaqg#0veyaa #0 2.7)



n=>3 (2.8)

Sistemin enerjisi
E(t) = %fQ (u? + |Vul* + qu®)dx + %frl au?dl’ (2.9)
seklinde tanimlanir.

Lemma?2.1.

Verilen (u,,u;) € D(A) keyfi olmak iizere, (2.1) — (2.4) probleminin ¢6ziimii
E(S)—E(T) =[] [, lufdrdt, 0<S<T <o (2.10)
enerji esitligini saglar.

Ispat:

(2.1) denklemi u, ile carpilir ve Q bolgesinde integre edilirse
Jo wewee dx — [ wAudx + [, uequdx =0 (2.11)

elde edilir. (2.11) esitliginin sol tarafindaki birinci terim diizenlenirse

1d
fg Uy dX = - —

>R J, uédx (2.12)

bulunur. (2.11) esitliginin sol tarafindaki ikinci terime Green Formiilii uygulanirsa

?
— [ ueDudx = — (— Jo VuVudx + [ utﬁdr‘)

9
= J, VuVudx — [, uta—:dr‘

11



12

Ju du
= J, Vu, Vudx — fro U drl — frl U 5-drl

yazilabilir. (2.2) den dolay1 fro U Z—:dr‘ = 0 dir. O halde

9
— [ wbudx = [, Vu, Vudx — frl utﬁdr‘

2dtf |Vu|2dx—f ut dF (2.13)

elde edilir. (2.11) esitliginin sol tarafindaki tigiincii terim diizenlenirse

J, uequdx = :t u?dx (2.14)

bulunur. (2.12), (2.13), (2.14) ifadeleri, (2.11) de yerlerine yazilirsa

1d

2 1d 2
saclo widx+5o0 ), [Vul dx—fpluc dr+12 f u?dx =0

2dt
elde edilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

1d

14 2 14 2 a4 2 gy — ou
> Qutdx+2dtfQ |Vul dx+2dtfQ u dx_frlutavdr

olur. Ustteki esitligin her iki tarafina d—( f auzdF) eklenirse

1d
Zdt

1d qd d (1
o utdx +s— [0 [Vul?dx + 2 [ u®dx +E(§fl"1 auzdF)
_a(1 2 ou
T (2 fF1 au dr) + fF1 e ov dr

elde edilir. Ustteki esitlik diizenlenirse



13
%Efﬂ u? dx + %fﬂ |Vu|?dx + %fﬂ quidx + %frl auZdI‘]
=2 G I, auzdF) + 1. U 2 dr (2.15)
bulunur. (2.15) de ¢oziimlerin enerjisi olarak
E(t) = %fﬂ u? dx + %fﬂ |Vu|?dx + %fﬂ quidx + %frl au?dr (2.16)

seklinde bir E (t) fonksiyonu tanimlanirsa (2.15) ifadesi

d d (1 du
2EM =25 . au?dr) + [y 2.17)

dt
halini alir. (2.3) de
oou+au+lu, =0

veya

u _ au — lu
v t

oldugundan dolay1 (2.17) de yerine yazilirsa

d _d (1 )

—E@®) =— (E frl au dF) + frl u,(—au — lu,)dr
olur. Ustteki esitlik diizenlenirse

E'(t) = frl auu, dl' — frl auu, dl' — frl lu? dr

E'(t) = - f. W#dr (2.18)
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elde edilir.
E'(t) = _frl lu?dlr <0 (2.19)

oldugundan dolay1 E artmayan bir fonksiyondur. (2.18) esitliginin her iki tarafi

0 < § < T araliginda integre edilirse

[TE'®dt = — [ [. W?drdt (2.20)
S s Jry t .

bulunur. (2.20) integraller i¢in ortalama deger teoremi uygulanirsa

E(T) —E(S)=— ], i, luf drdt

Ve
E(S)—E(T) = [, [, drdt 2.21)
elde edilir.

E(S)—E(M) = [, Jy, W drde = 0
dir. O halde

E(S)—E(T) =0

ve

E(S) = E(T)

seklinde yazilabilir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 2.1.

(2.5) — (2.8)

[ izerinde m - v < 0 ve [ tizerinde m-v > 0, (2.22)
Q:<1, (2.23)
saglansin.

l=(m-v)/Rvea=(n-1)(m-v)/(2R?) (2.24)

se¢ilsin. Her (uy, u;) € Hllo (Q) x L2(Q) igin (2.1) — (2.4) problemi

1_(1 Q)t
E(t) <E(0)e" 2r , VteR, (2.25)
kestirimini saglar.
Lemma2.2.

Verilen (ug,u;) € D(A) ve 0<S<T <o keyfi, (2.1) — (2.4) probleminin

¢Ozimii

s
ZfSTE(t)dt = [fﬂ utMudx]T - fST J, (n=2)qu® + 2qum - Vudxdt

2
+Jg o, o] dlmdt + J f uZ = 1Vul? + bu? - (ku, + bu)MudT,,dt (2.26)
esitligini saglar.

Ispat:

(2.1) denklemi Mu ile garpilip € bolgesinde integre edilirse
d
Efﬂ ug Mudx — [ u Mugdx — [, MuAudx + [, quMudx = 0 (2.27)

elde edilir. (2.27) esitliginin sol tarafindaki — |, q Ut Mu,dx ifadesinde
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Mu=2m-Vu+ (n—1u
seklinde alinir ve ifadede yerine yazilirsa
— [ we(@m - Vu, + (n — Du,)dx (2.28)
olur. (2.27) esitliginin sol tarafindaki tigiincii ifadeye Green formiilii uygulanirsa
— [, Mubudx = — (— Jo Vu-V(Mw)dx + [, Mug—ZdF)

= [, Vu-V(Mu)dx - [, MuZdr

= fn (n + 1) |Vu|?dx + fQ m - V|Vu|?dx — fr Mug—zdf‘
elde edilir. I sinir1 Iy ve I; den olustugu i¢in
= Jo, (4D |VulPdx + [, m-V|VulPdx — [, MuSodl — [ MuS:dr(2.29)
seklinde yazilabilir. (2.27) esitliginin sol tarafindaki | o quMudx ifadesinde

Mu=2m-Vu+ (n—1u

yazilirsa ifade
Jo, qu2m - Vu + (n — Du)dx (2.30)
halini alir. (2.28), (2.29) ve (2.30) ifadeleri (2.27) de yerlerine yazilirsa

%fﬂ uMudx — [ ue 2m-Vu, + (n — Duyddx + [ (n + 1) [Vul?dx



+ [, m-VIVul2dx — [, MuZrdl — [ MuS-dr

+ [, qum-Vu+ (n—Du)dx =0

elde edilir. Ustteki esitlikte Mu = 2m - Vu + (n — 1)u ifadesi ile (2.3) den
3—1:+au+lut=0: %=—au—lut

seklinde bulunan ifade yerine yazilirsa

%fn uy Mudx — fn uy 2m - Vu,dx + (1 —n) fﬂ ufdx+(n+1) fﬂ |Vu|? dx
+ fﬂ m - V|Vu|?dx — fro(zm Vu+ (n— 1)u)g—1:df' - frl Mu(—au — lu,)dl’
+ [, quzm-Vudx + (n—1) [, qu*dx =0

bulunur. (2.2) den

J, (= DuZedr =0

oldugundan dolay1 bu durum tiistteki esitlikte yerine yazilirsa

%fﬂ uy Mudx — [ u2m-Vuedx + (1 —n) [, ufdx + (n+1) [ [Vu|* dx
+ [, m-V|Vul?dx — fro @2m- Vu)z—ZdI" - frl Mu(—au — luy)dr

+ [, quzm-Vudx + (n—1) [, qu*dx =0

elde edilir. Ustteki esitlikte ifadeler esitligin kars1 tarafina gegirilir ve diizenlenirse

17
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0= —%fﬂ u Mudx + [ u 2m - Vuedx — (1 —n) [, uf dx

—-(n+1) fQ |Vu|?dx — fQ m - V|Vu|?dx + fFO(Zm . Vu)g—:dI‘ - frl auMudl'

— frl luMudrl — [ qu2m-Vudx — (n—1) [, qudx

seklinde yazabiliriz. Ustteki esitligin her iki tarafina (2.16) dan 2E (t) eklenirse
2E(t) = [, uf dx + [ |Vul?dx + [, qu®dx + frl au? dr —%fﬂ u; Mudx

+ [y ue2m-Vudx — (1-n) [, ufdx—(m+1) [ [Vul?dx — [, m-V|Vu|*dx
+ fro 2m- Vu)%dF - frl auMudrl — frl lu; Mudrl' — [ qu2m - Vudx

~(n—1) [, qu*dx

bulunur. (2.24) den dI,,, = (m - v)dr oldugundan ve k = %, b = % alinirsa tistteki

esitligi
d
2E(t) = [, uf dx + [, |Vul*dx + [ qu®dx + frl bu*dly, —— [, uMudx
+ [, ue2m-Vudx — (1—n) [, ufdx—(n+1) [, [Vul>dx — [, m-V|Vu|*dx

2
+ fro @2m- Vu)%d[‘ — frl (ku, + bu)Mudl,y, — [ 2qum - Vudx

—-(n—-1) fQ qu? dx

seklinde yazabiliriz. Ustteki esitlik diizenlenirse



2E(t) = [, uf dx + [, |Vul?dx + [, qu*dx + frl bu?dT,, —%fﬂ u;Mudx
+ [y we2m-Vudx — [ ufdx + [ nufdx — [ nlVul*dx — [ [Vu|* dx
— [y mVIVul|*dx + fro 2m- Vu)Z—:dF — frl (ku, + bu)Mudr,,

— [ 2qum-Vudx — [ nqu*dx + [, quidx

elde edilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

2E(t) = [, ufdx + [, [Vul?dx + [, qu?dx +fF1 bu?dry, —%fﬂ uMudx

— [y nu?dx+fr1 ug dly, + [, nuf dx — [, uf dx — [ n|Vul?dx

a
— [ IVul?dx + [ nIVuIde—fF1|Vu|2dFm +fro(2m-Vu)a—udF

-
_frl(kuf +bu)Mudly, — [, 2qum - Vudx — [, nqu?dx + [ qu®dx
bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse

2E(t) = fl"1 u? dr,, — fF1|Vu|2dFm + frl(bu2 — (ku; + bu)Mu)dr,,

d 2
_Efﬂ u Mudx — [, 2qum-Vudx + (2 —n) [, qu® dx+fro(2m-Vu)a—udF

v

yazilabilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

19

2E(t) = —%fﬂ ucMudx — [ ((n - 2)qu? + 2qum - Vu)dx + Jp, 2m- Vug—’:df‘
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+ frl (w? — |Vul|? + bu® — (ku, + bu)Mu)drl,,

elde edilir. Ustteki esitlik (S, T) araliginda integre edilirse

s
2 fSTE(t)dt =/, utMudx|T — fST Jo ((n = 2)qu? + 2qum - Vu)dxdt
(2.31)

+ fST fro 2m - Vug—tdr‘dt + fST frl(ug — |Vu|? + bu? — (ku, + bu)Mu)dr,,dt

bulunarak (2.26) esitligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
Ispat (Teorem 2.1.)

Teorem (2.1.) in ispat1; Lemma 2.1. , Lemma 2.2.’nin sonuglar1 kullanilarak yapilir.
s

|fQ uMudz| | < RE[S = RE(S) — RE(T) < RE(S) + RE(T)
T

dir. O halde ayn1 zamanda
s

| /) utMudx| | < 2RE(S) + 2RE(T)
T

dir ve bu yiizden (2.31) esitligini

2 [{ E(t)dt < 2RE(S) + 2RE(T) — [, [, (n — 2)qu? + 2qum - Vu)dxdt

T a T
+Js Iy, 2m- Vu%d[‘dt + f Jo i = 1Vul? + bu? — (ku; + bu)Mw)dT,dt

esitsizligi seklinde yazabiliriz. Vu = vz—: ve dl,, = (m-v)dl' oldugundan dolay1

ustteki esitsizligin sag tarafindaki dordiincii terim i¢indeki integral
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oudu

ou ou 2
[ 2m-VuZidl = [ 2m-vi-Stdr =2, |5| dr,,

seklinde bulunur ve tistteki esitsizlik diizenlenirse

2 fSTE(t)dt < 2RE(S) + 2RE(T) — fST Jq ((n —2)qu? + 2qum - Vu)dxdt

T ou|? T
+15 2/, |£| dlpdt + f{ f. (u? = V|2 + bu? — (ku + bu)Mu)dTpdt (232)

halini alir.

odu du u|?
fro 2m - Vggdr =2 fro |5| dFm

esitliginde m-v < 0 ve %% > 0 oldugundan dolay1

ou|?
5| dr,, < 0

2 [,

olur. (2.32) esitsizliginden tistteki ifadeyi ¢ikartirsak (2.32) esitsizliginin sag tarafi

daha biiylimiis olur ve (2.32) esitsizligi tekrar diizenlenirse
2 [ E@®de+ [ [ ((n - 2)qu® + 2qum - Vu)dxdt < 2RE(S) + 2RE(T)
+f; Sy [u? = 1Vul? + bu? — (ku, + bu)Mu]dT,,dt (2.33)

elde edilir. (2.33) esitsizliginin sag tarafindaki ti¢iincii terimde
Mu=2m-Vu+ (n—1u

ifadesi yerine yazilirsa



fST fpl [ug - |VU,|2 + bu2 - (kut + bU)MU]dFmdt
= fST fp1 [u? — |Vul|? + bu? — ku Mu — buMu]drT,,dt

= fST frl [u?z — |Vul? + bu® — ku,(2m - Vu + (n — Dw)
—bu(Zm-Vu + (n — 1)u)]dl,dt
elde edilir. Buradan

fST fr1 [u? — |Vu|? + bu? — (ku, + bu)Muldrl,,dt

= fST fpl [u? — |Vu|? + bu? — 2(ku, + bu)ym - Vu

+(1 — n) (kuu, + bu?)]dr,, dt (2.34)
esitligi bulunur. (2.34) iin sag tarafindaki integral i¢cindeki

2(ku; + bu)ym-Vu

ifadesine Cauchy esitsizligi uygulanirsa

|2(ku; + bu)ym - Vu| < 2|R(ku; + bu)||Vu|

(VZIvul)? N (\/ER(kut+bu))2
2

|2(ku; + bu)ym -Vu| < .

|2(ku, + bu)m - Vu| < |Vu|? + R?(ku, + bu)? (2.35)

esitsizligi elde edilir. (2.35) esitsizligi (2.34) esitsizliginde yerine yazilirsa

22
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fST frl [u? — |Vu|? + bu? — (ku, + bu)Muldrl,,dt < fST frl [u? — |Vu|? + bu?
+|Vul? + R?(ku, + bu)? + (1 — n)(kuu, + bu?)]dl,,dt

fST frl [u? — |Vu|? + bu? — (ku, + bu)Muldrl,,dt < fST frl [u? + bu?

+R?(ku, + bu)? + (1 — n) (kuu, + bu?)]dr,,dt

fST frl [u? — |Vul? + bu? — (ku, + bu)Muldr,,dt < fST frl [u? + bu?
+R?(k?u? + 2bkuu, + b*u?) + (1 — n)(kuu, + bu?)]dl,,dt

fST frl [uz — |Vul? + bu? — (ku, + bu)Muldl,,dt < fST frl [uz + bu® + R*k*u?
+2R%*bkuu, + R*b*u? + (1 — n)kuu, + (1 — n)bu?]dr,,,dt

esitsizligi elde edilir. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

7 . Tu = 1Vul? + bu? — (ku, + bu)MuldTpdt

< Jy . [u? + 2 —n+ RZb)bu? + R2k2uf + (1 — n + 2R2b)ku,]dT,,dt

esitsizligi bulunur. Ustteki esitsizlikte b = TZLTT; ve k = % ifadeleri yerlerine yazilirsa

fST frl [u? — |Vu|? + bu? — (ku, + bu)Muldrl,,dt <

I Ju [+ (2= n+ R225) bu? + R u? + (1= n+ 252 R?) k| Tt

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
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fST frl [u? — |Vu|? + bu? — (ku; + bu)Mu]dTl,,dt

T 2 3—-n 2
</l |2u? + (£7) bu?| Tt (2.36)
esitsizligi elde edilir. (2.36), (2.33) de yerine yazilirsa
2 fSTE(t)dt + fST J, (n=2)qu® + 2qum - Vudxdt < 2RE(S) + 2RE(T)

T 2 3—-n 2
+Jg i, |2u3 + (57) bu?| drpat
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
2 [ E()dt + [ [ (n—2)qu® + 2qum - Vudxdt < 2RE(S) + 2RE(T)

T 3-n (T

+2 [§ Jp ufdlpdt + == [0 [ bu*dl,dt (2.37)

esitsizligi bulunur. (2.21) esitliginde (2.24) ifadesindeki [ = (m - v) /R ifadesi yerine

yazilirsa

E(S)—E(M) = [, I, W drdt

E(S)—E(T) == J;. Gm-vyutdrdt

esitligi elde edilir. (m - v)dI' = dTI,, oldugundan dolayi iistteki esitlik
E(S) - E(T) = = [} [, ubdlydt

seklinde yazilabilir. Ustteki esitlik diizenlenirse
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T
R[E(S) —E(T)] = fs frl uZdrl,,dt (2.38)
bulunur. (2.38), (2.37) esitsizliginde yerine yazilirsa

2 [ E()dt + [ [ (n—2)qu® + 2qum - Vudxdt < 2RE(S) + 2RE(T)

3—

+2R[E(S) = E(T)] + = [{ [, bu?dT,dt

esitsizligi elde edilir. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
T T 2 _
2 [ E®)dt + [¢ [, (n—2)qu® + 2qum - Vudxdt < 4RE(S)
3-n T
+Tf5 frl buzdFmdt
esitsizligi elde edilir. Ustteki esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim (2.8) ve (2.22),
b > 0 ve u? > 0 oldugundan dolay1 negatif olur ve esitsizlikten atilabilir. Boylece
ustteki esitsizlik
T T 2 _
2[; E(®)dt + [¢ [, (n—2)qu® + 2qum - Vudxdt < 4RE(S)
seklinde yazilabilir. (2.23) den iistteki esitsizlik
2(1 - Q,) [, E(t)dt < 4RE(S)
seklinde bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

J§ E@dt < (Z5)EE)

esitsizligi elde edilir. T — oo i¢in



(1-Q1)t
E(t) <E()e'™ 2=, VteR,

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 3. YARI DOGRUSAL DALGA DENKLEMININ
COZUMLERININ DUZGUN KARARLILIGI

Bu bolimde yari dogrusal dalga denkleminin ¢oziimlerinin diizgiin kararlilig

incelenecektir.

Asagidaki dalga denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemi ele alinsin.

Uy — Au = —au + VO(x) - Vu— B lu P2 u xef, t>0 3.1
ulx,t) =0 XxX€N, t>0 (3.2)
u(x,0) = up(x), us(x,0) =uy(x) x €N, (3.3)

Burada @, 8 > 0 ve p > 2 dir. Q, R™ de sinirl1 bir bélgedir. 002 ise C? smifindan olup

Q1 bolgesinin siiridir.

(3.1) esitliginin her iki tarafi e ®®u, ile ¢arpilir ve Q bolgesinde integre edilirse
I, e®®y, uydx — I, e®) y, Audx = — I, e®®y, qu,dx

+, e®®y, Vb (x) - Vudx — /, e®® y, Blu|P~?udx (3.4)
elde edilir. (3.4) esitliginin sol tarafindaki birinci terim diizenlenirse

/5 e®® y oy, dx = %% K e®®y2 dx (3.5)

bulunur. (3.4) esitliginin sol tarafindaki ikinci terime Green formiilii uygulanirsa



— [, e®*® uAudx = - (— I, v(e®®u,) - Vudx + [, e®® utg—zdx)
=/, V(e®®u,) - Vudx — 50 eq’(x)ut(;—:dx
yazilabilir. (3.3) sinir kosulundan dolay1 [ 00 e®@y, g—:dx = 0 dir. O halde
— [, e®*@PuAudx = [ V(e®®Pu,) - Vudx
= [, e®@u, VO (x) - Vudx + [, e®® Vu, - Vudx
=/, e®™ 4, Vd(x) - Vudx + %%fﬂ e®®|vy|2 dx (3.6)
bulunur. (3.4) esitliginin sag tarafindaki birici terim diizenlenirse
-/, e®® y qu,dx = —a I, e®@y2 dx 3.7)
elde edilir. (3.4) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim olan
J, e®Pu Vo (x) - Vudx (3.8)
aynen yazilir. (3.4) esitliginin sag tarafindaki ti¢iincii terim diizenlenirse
-/, e®®qy, BlulP~?udx = —g%fﬂ e®® yPdx (3.9)
bulunur. (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) ifadeleri, (3.4) de yerlerine yazilirsa
1d

2detlo e® uidx + fg e®@y, Vb (x) - Vu + fﬂ e®® vy, - Vudx

B d
=—a [, e®Ouidx+ [ e*PuVd(x) - Vudx — ;Efn e®® yPdx

28



elde edilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

29

i l ®(x),,2 l d(x) 2 E D(x) p _ d(x) .2
dt[zfﬂe utdx+2fﬂe Vul dx'*'pfge udx]_ afﬂe ugdx

al: ®(x),,2 1 @(x) 2 B d(x),,p
dt[zfﬂ e®Puidx +- [, eyl dx+pfﬂ e®Wy dx]

+a [, e®@udx =0
bulunur. (3.10) da ¢6ztimlerin enerjisi olarak
E(®) = [, e®@updx + [, e®@|Vul2dx + 2 [ e®® urdx

seklinde bir E (t) fonksiyonu tanimlanirsa (3.10) ifadesi

4[E® D) 12y —
n 2]+afﬂe Dutdx =0

seklinde yazilir. Buradan

E'(t)
2

=—a [, e*®uZdx
veya
E'(t) = —2a |, e®® y2dx <0

dir. Bu yiizden E artmayan bir fonksiyondur.

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Teorem 3.1.

p>2veu€C([0,T]; H}(2)) n ([0, T]; L2(2)) igin (3.1)—(3.3) probleminin

¢oziimii olan u(x,t) fonksiyonuC, Q bélgesine ait bir sabit, 4 ve a, e®™ iistel
fonksiyonun {ist ve alt sinir1 olmak iizere ve
y=1+-+% (3.14)
tanimlanarak
E(t) <E0)e'™r, vt>0 (3.15)
kestirimini saglar.
Ispat:
(3.1) esitliginin her iki tarafi e®®y ile carpilir ve Q) blgesinde integre edilirse
[, e®*Puuydx — [ e*@utudx = — [ e*® uau,dx
+/, eP@yuvd(x) - Vudx — /, e®® uBlu|P2udx (3.16)
elde edilir. (3.16) esitliginin sol tarafindaki birinci terim diizenlenirse
I e®@yy, dx = I, [(ecb(x)uut)t _ e“’(’C)u?] dx

= % A e®@yu,dx — /s e®®y2 dx (3.17)

bulunur. (3.16) esitliginin sol tarafindaki ikinci terime Green formiilii uygulanirsa



— [, e®® uAudx = - [— J, V(e®*®u) - Vudx + [, eq’(x)uZ—:dx]

u
= f V(eq’(x)u)-Vudx— feq’(x)u%dx

0 a0

yazilabilir. (3.2) smir kosulundan dolay |, e®@y Z—z dx = 0 dir. O halde
— [, e®®utudx = [ V(e®u) - Vudx

= [, e®*®uved(x) -Vudx + [, e®® Vu - Vudx

= [, e*®uve(x) - Vudx + [, e®®|Vu|?dx (3.18)
bulunur. (3.16) esitliginin sag tarafindaki birinci terim diizenlenirse
— [, e®*@Puau.dx = —%%fﬂ e®® y2dx (3.19)
elde edilir. (3.16) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim olan
J, e®Puvd(x) - Vudx (3.20)
aynen yazilir. (3.16) esitliginin sag tarafindaki ticlincii terim diizenlenirse
-/, e®® yBlu|P~2udx = —p I, e®® yPdx (3.21)
bulunur. (3.17), (3.18), (3.20) ve (3.21) ifadeleri, (3.16) da yerlerine yazilirsa

d
—Ja e®@uu, dx — [ e®OuZdx + [ e uvVd(x) - Vudx
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+/, e®®|vy|? dx

=—a [, e®*Quudx + [ e*PDuVd(x) - Vudx — B [, e®@ uPdx

olur. Ustteki esitlik diizenlenirse

d
/s e*@uupdx — [ e®Ouddx + [ e |Vul2dx + B [, e®® uPdx

=-af, e®®yu, dx

elde edilir. Ustteki esitligin her iki tarafina

2f, e*@uZdx + %fﬂ e®® yPdx

eklenir ve diizenlenirse

%fﬂ e*@yudx — [ e®OuZdx + [ e®® |Vul?dx + B [, e®uP dx

+2 [, e*@uldx +%f[2 e®@uPdx = —a [ e®®uudx +2 [ e®® uidx

2B o
+2 J, e®®PuP dx
elde edilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

Jo €®Pu dx + [, e®® |Vul?dx + %fn e®® yPdx = —%fﬂ e®™ yu,dx

—af. e®@yudx+2 [ e®@u2dx+ (22 -p)[ e®@yP dx 3.22
Q Q p Q

bulunur. (3.22) esitliginde (3.11) den dolay1
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Jo €®PuZdx + [, e®® |Vul?dx + %fg e®PuPdx = E(t)

fonksiyonu ve daha 6nceden buldugumuz (3.19) ifadesi yerlerine yazilirsa

E(t) = —%% o eP@utdx — %fﬂ e®@uuedx + 2 [ e®PuZ dx
—B(1-2) [, e®® urdx (3.23)
elde edilir.

E'(t) = —2a [, e®®y2 dx
oldugundan dolayi (3.23) ifadesinde

1 !/
2/, e®@y2 dx = ——E'(t)

yazilirsa
—_%4 D) 24y — L ®(x) _ Ll
E(t) = Zdth e®™ y2dx dtfﬂ e® @ uudx ——E'(t)
2
—B (1 —;) f, e®® uPdx (3.24)

bulunur. p > 2 oldugundan dolay1 1 — % > 0 olur ve tstteki esitlikte sag taraftaki

dordiincii ifadeyi esitlikten ¢ikartirsak
_2ad ) 20y — L[ oW _lp
E(t) < 2dtf9-e ) utdx dtfﬂe uu, dx — —E'(t)

elde edilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi (S, T) araliginda integre edilirse
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f; E@de < =505 ([, e®@u?dx)|de - [] |5 (f, e®@uu, dx)|at

—— [ E'(t) dt

[ E®dt <5 [, e®@u2(S)dx -5 [, e®@u2(T)dx + [, e®@u(S)u,(S)dx
— [, e®@u(T) u (T)dx + = (E(S) — E(T))

J[TE@de <[, e®®u2(S)dx +2E(S) + [, e®@u(S) u (S)dx

— [, e®OuT) u,(Tdx (3.25)

esitsizligi bulunur. (3.25) esitsizliginin sag tarafindaki birinci terime A, e®™ iistel

fonksiyonun iist simr1 yani e®® < A 6zelligini kullanarak
%fﬂ e®™y2 ($)dx < ATQIQ u? (S)dx

yazilabilir. Ustteki esitsizlige Poincare-Friedrichs esitsizligi uygulanirsa

ACa

= Jo €®@u? (S)dx < == [, IVul*(S) dx

D(x) D(x)

elde edilir. Ustteki esitsizlige a, e istel fonksiyonun alt sinir1 yani a < e

ozelligini kullanarak
2 fo e*@u(S)dx <= [ e®@|Vul?(S) dx
bulunur. Ustteki esitsizlikten

[, e®@u(S)dx <T2E(S) (3.26)
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elde edilir. (3.25) esitsizliginin sag tarafindaki {i¢iincii terime Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa
|fQ e®@qyy, dx| < %fﬂ e®™ y2dx + %fﬂ e®™ y2dx

bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafindaki birinci terime Poincare-Friedrichs

d(x)

esitsizligini ve A4, e iistel fonksiyonunun iist siri yani e®® < A 6zelligini

kullanarak

|fQ eq’(x)uutdx| < %AC Jo, 1Vul? +%fQ e®™ y2dx

CI)(x) .

iistel fonsiyonunun alt smir1 yani a < e®®)

yazilabilir. Ustteki esitsizlige a, e

ozelligini kullanarak

AC 1
|fQ eq’(x)uutdx| <= e®™ |Vu|2dx + ~Jo e®™ y2dx
elde edilir. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

Jo e*®uudx| < %(ﬂ + 1) [fﬂ (e®®|vu|? + eq’(x)ug)dx]

a

Jq e®@yy,dx| < %(1 + %) E(t)

Jo €®Puu,dx| < %(1 + %)E(S), S<t<T (3.27)

bulunur. (3.25), (3.26), (3.27) esitsizliklerinden dolay1

ACa

2a

[§ E@dt < Z2ES) +2ES) +2(1+25) E(S)

[TE®dt < (AC“ +§+§(1 +%)) E(S)

2a



yazilabilir. Ustteki esitsizlik (3.14) esitliginde tanimlanan y ile
J{ E@dt <yE(S), VS<T

seklinde yazilabilir. Lemma 1.1. den dolay1

E(t)<E)e' 7, Vvt=0

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada dogrusal dalga denkleminin ¢6ziimlerinin diizgiin kararliligina iliskin
cesitli makalelerde yer alan problemler ele alinmis ve ¢6ziim basamaklari agik
sekilde incelenmistir. ilk olarak dogrusal integral esitsizligi ifade ve ispat edilmistir.
Daha sonra ise dogrusal dalga denklemi ele alinarak; Green formiilii, Cauchy-
Schwarz esitsizligi, Cauchy esitsizligi, Poincare-Friedrichs esitsizligi ve gesitli
islemler kullanilarak kestirimler elde edilmistir. En sonunda dogrusal integral
esitsizligi yardimiyla yar1 dogrusal dalga denkleminin ¢oziimlerinin diizgtin kararl

oldugu gosterilmistir.

Bu calisma dalga denkleminin ¢oziimlerinin diizgiin kararliligma iliskin c¢esitli

makalelerden bir derleme olup ek kaynak olarak kullanilabilir.
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