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OZET

Anahtar Kelimeler: Nétrino Cekirdek Sagilma Tesir Kesiti, Kuaziparcacik Rastgele
Faz Yaklasimi (QRPA), Niikleer Matris Elemanlari, Kontur Integralleri, Rezidii
Teoremi.

Notrino-gekirdek uyarilma tesir kesitlerinin

Se =Y ok l<m|Y o)t ()| 0>}

m>0 i

momentum toplamlari, Kuazipargacik Rastgele Faz Yaklagimi ¢ergevesinde (QRPA)

<¥,|) o)t ()] 0>

niikleer matris elemanlarinin analitik &zellikleri ve K™=1" seviyelerinin
D(®,)=0

dispersiyon denklemi kullamlarak, analitik fonksiyonlarin kontiir integralleri ve
rezidii teoremleri yardimiyla hesaplanmistir. Bu caligmanin esas ozelligi Sy
toplamlarimin QRPA’daki zor hesaplamalara kargin istenilen potansiyel tabanda
higbir enerji sinirlamasi yapmadan elde edilebilmesidir.

vii



EVALUATION OF THE NUCLEAR MATRIX ELEMENTS FOR
THE NEUTRINO NUCLEUS SCATTERING CROSS SECTION
USING THE RESIDUE THEORY

SUMMARY

Key Words: Neutrino Nucleus Scattering Cross Section Sy Moments, Quasiparticle
Random Phase Approximation (QRPA), Nuclear Matrix Eements, Contour Integrals
and The Residue Theorem.

The k-th moment S, of the neutrino nucleus scattering nuclear matrix elements are

studied microscopically within Quasiparticle Random Phase Approximation (QRPA)
using the analytical expressions of the nuclear matrix elements

<¥; | Zo(i)ty (i) 0>

and the dispersion equation D(w,,) =0 for the energy of the K*=1" states the nuclear
part of the neutrino nucleus scattering cross section

S, =Y @k l<m| Y o) 0>

m>0 i

moments are calculated by help of the contour integrals and the residue theorem of
the analytical functions. The great practical value of our expressions is that, in
contrast to the traditional QRPA, our calculations of Sy moments in any single
particle basis with an arbitrarily large number of levels present no particular
technical difficulty.

viii



BOLUM 1. GIRIS

Stipernovalarin olusumunda nétrino g¢ekirdek sagilma tesir kesitleri oz, niikleer

matris elemanlarinin hesaplanmasini gerektirir. Bu matris elemanlar giiniimiizde
kabuk-model ¢ergevesinde belirli yaklasimlar kullanilarak hesaplanmaktadir. Fakat
kabuk model ¢ekirdegin tek parcacik 6zelliklerinin agiklanmasinda bagarihidir. Fakat
¢ekirdek ¢ok pargacikli bir sistem oldugundan ve kolektif etkilesmeler 6n plana
ciktigindan g¢ekirdek yapisinin incelenmesinde daha gelismis modellere ve metotlara
ihtiyag vardir. Cekirdek kolektif hareketinin ve titresimlerinin incelenmesinde
mikroskobik model ¢ok basarilidir. Giiniimiizde mikroskobik modelin QRPA metodu

bu modelin en bagarili yéntemlerinden biridir.

Cekirdek kolektif seviyelerinin uyarilmasi ile meydana gelen esnek olmayan nétrino

cekirdek sagilma tesir kesitinin (0, ) analitik ifadesi agagidaki gibidir [1], [2];

_G:g.
T

(o}

y Z(E, o) |<¥|Zot | ¥, > 8E,-E -o) (1.1)
Burada Gr ve ga sirasiyla Fermi ve eksenel vektor sabitleridir. £, (E,) gelen (sagilan)
nétrinonun enerjisi, ¥ (¥,) ¢ekirdek uyarilma (taban) durum dalga fonksiyonlari, o;

ise ¢ekirdek uyarilma enerjisidir. ¢ ve T3 sirasiyla spini ve isotopspini temsil eden

Pauli matrisleridir.

<¥ | Zo(i)t,(i) | ¥, > matris elemanlar niikkleer modeller ¢ergevesinde hesaplanabilirler.

Buradan goriildiigii gibi nétrino-gekirdek sagilma tesir kesitlerini hesaplamak i¢in
niikleer matris elemanlarinin giivenilir bir bi¢imde elde edilmesi gerekir.
Spin matris elemanlarinin k momentumlu Sy toplamlarini kullanarak (1.1) tesir kesiti

i¢in asagidaki formiilii elde ederiz:
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dE
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2 2

_ G584 (25, _2E S, +8,) (1.2)
T

Burada Sy spin momentumu asagidaki sekilde belirtilmistir:

S, =Y of [<i| Y o(NL() 0> 6(E, ~E ~o,) (13)
i>0 J
Bu ifadedeki ¥ simgesindeki ’ indis i’ye gore toplamin o;<E, degerleri icin gegerli

oldugunu gostermektedir.

Sk momentumlari toplam kurallar olarak da bilinmektedir. Toplam kurallarinin enerji
agirliksiz NEWSR, k=0) ve enerji agirlikli (EWSR, k+0) olmak tizere iki tiirti vardr.
Kuantum mekaniginde mikro sistemlerin (atomlar, ¢ekirdekler vb.) bir halden diger
hale ge¢is matris elemanlarinin toplami, modelden bagimsiz bagntilarla
sinirlandirilir ve bu bagintilar toplam kurallar1 olarak adlandirilir [3]. Bu kurallar
gecis operatorlerinin veya fiziksel biiyiikliiklere karsilik gelen diger operatérlerin
komutasyon bagintilarinin ve seviyelerin dalga fonksiyonlarinin tamset olusturdugu
matematiksel 6zelliklerinin yardimiyla elde edilir. Bu toplam kurallarimin degerleri
¢ogunlukla modelden bagimsiz olduklarindan gok biiyiikk 6neme sahiptirler. Toplam
kurali metodu niikleer sa¢ilma reaksiyonlarinda, elektromanyetik ve beta gecislerde
niikleer kolektif uyarilmalarin ozelliklerini incelemek igin mikroskobik g¢ekirdek
modelinde yogun bi¢cimde kullamilir [4]. Mesela, elektrik ¢ok-kutup foton
sogurmanin toplam tesir kesiti elektrik 2*-kutuplu gegis matris elemanlarinin EWSR
toplam kuralina indirgenebilir [3]. Matris elemanlariin EWSR ve NEWSR toplam
kurallarimin yardimiyla ¢ekirdeklerdeki dev rezonanslarin (dipol, kuadropol, GT ve
Fermi) enerjileri kolayca tahmin edilebilir [4]. Cekirdek fiziginde toplam kurallari,
kullanilan modellerin giivenirliliginin ve parametrelerinin net olarak belirlenmesi

icin ¢ok biiyiik 6neme sahiptir [5].

Kiiresel ¢ekirdeklerde toplam kurallar1 sistemin Hamilton fonksiyonunun 6zdeger ve
Ozfonksiyonlar1 yardimiyla sayisal olarak bagarili bir sekilde hesaplanmaktadir. Fakat

deforme c¢ekirdeklerde c¢ekirdek seviyelerinin yiiksek yogunluga sahip olmasi o;



ozdegerlerinin sayisal olarak bulunmasini oldukga gii¢lestirir. Bundan dolay1 niikleer
gecis matris elemanlarmin ve bunlara karsilik gelen toplam kurallarnin
hesaplanmasinda ¢ok biiyiik hatalar olusabilir. Mikroskobik modelin Tamm-Dankof
yaklagiminda (TDA) niikleer matris elemanlarinin analitik 6zellikleri kullanilarak bu
problemin rezidii ve kontur integraller teorisi ger¢evesinde ¢6ziim metodu ¢aligma
[6], [7] de verilmistir. Daha sonra bu metot QRPA’da beta ve elektromanyetik
gecislere basariyla uygulanarak uygun toplam kurallar1 analitik olarak hesaplanmstir
[4]. Bu ¢alismada TDA ve QRPA ¢ergevesinde [6], [7] de ileri siiriilen metodu
uygulayarak nétrino ¢ekirdek sagilma tesir kesitinin (1.1) ifadesindeki Sy toplam

kurallar1 i¢in analitik ifadeler elde edilmistir.



BOLUM 2. SONSUZLUKTA REZIDU
2.1. Tekil Noktalarin Siniflandirilmasi

z, noktasi yoresindeki bir dairenin tiimiinde analitik olan f fonksiyonunun z,

yoresinde f (z) fonksiyonuna yakinsak olan bir kuvvet serisine a¢ilimini bulmak igin,

Taylor Teoremini kullandik. Fakat

A

f(z)zl veya f(z)=—
z z

gibi fonksiyonlar z, =0 noktasinda analitik olmadiklarindan, bu fonksiyonlara

z, =0 noktasi yoresinde Taylor agilimi uygulanamaz. Bu tiir fonksiyonlarin bagka

bir agilim sekli daha vardir. Yaklagik olarak 1840 yillari civarinda Laurent tarafindan
formiillestirilmistir. Bu tiir agilimlara da, Laurent agilimi veya serisi ad1 verilir. Bu
Laurent a¢ilimi, daha ¢ok tekil noktalari olan fonksiyonlarla ¢aligilmak istenildiginde
onemlidir. Bu da bizi karmagik analizin diger temel sonuglarindan biri olan ve daha

sonra gorecegimiz Cauchy Teoremi ve Rezidii Teoremine gotiiriir.
Simdi, Laurent teoremini ifade edelim.

Teorem (Laurent Teoremi):

0<rn<r, ve z,€C olsun A={zeC:r1<|z—Zo|<r2} bolgesini gdz Oniine

alalim. r, =0 veya r, = c alabildigimiz gibi her ikisi birlikte olabilir. f fonksiyonu A

bolgesinde analitik olsun. Bu halde Laurent agilimini,

Za (z-z,) +Z(Z bz ¥ 2.1.1)



olarak yazabiliriz. Bu esitligin sag tarafindaki serilerin her ikisi de, r, <p, <p, <1,

oldugunda,
BpﬂDz = {z:p1 < |z—20| < pz}

bicimindeki herhangi bir kiimede, mutlak degerce ve diizgiin olarak yakinsar. Eger C
egrisi, 1, r, <r<r, olmak tizere z, merkezli ve r yangapl g¢ember ise, f(z)
fonksiyonunun bu halka bélgesindeki Laurent agilimmn katsayilari, n=0,1,2,3,...

sayilar1 igin,

dw 2.1.2)
I

)n+1
1¢ W Zg

ve n =1,2,3,... sayilan i¢in,

b E— f(w)lw—z, )" dw (2.1.3)

b 2mig

bigiminde olacaktir. Eger b, =a_, denirse (2.1.1) formiilii tek bir gosterim olarak,
f(z)= 2a,(z-2)

seklinde yazilir. Bu seriye A halka bolgesinde f fonksiyonunun z, noktasi

yoresindeki Laurent a¢ilimi denir.



2.2. Singiiler Noktalar ve Rezidii Teoremi

Eger f fonksiyonun z, noktasinda ayrik bir tekil noktas: varsa, bu fonksiyonun z,

noktasinin delik komsulugunun bir tek Laurent a¢ilimi vardir. Bu agilim,

b2 s h
f(z)= ....... +(z—zo)2 (z—zo)

+a,+a(z-z,)+a,(z—z,) +...

bigimindedir. Burada, b, sayisina f fonksiyonunun z, noktasindaki rezidiisii adi

verilir. Bu ifadeyi,

b, =Res(f,z,)

ile gésterecegiz.

Laurent agilimim yaparken, b, rezidiisiinii bulmak pratik uygulamalarda pek kolay
degildir. Boylece Laurent agilimimi bulmadan rezidiiyii hesaplamak i¢in baz1 teknik

yollar1 teoremler seklinde verelim.

Teorem: f fonksiyonunun z, noktasinda m. mertebeden bir kutbu var olsun. Bu

takdirde

| A ”
Res.,f = ooy Im =) 1) 21y

m-1

dir. m =1 durumunda sifirinc1 mertebeden tiirevdir ki bu 1 olarak gosterilir.

dzm4

0!'=1 dir. Yani eger f’nin z, da basit kutbu varsa, bu formiilden

Res, f = lim|(z -z, )f (z)]

Z-5Z,



olarak bulunur.

Rezidiiyii bulmak igin, en kolay ve kisa bir islemle sonuca gidecek bir formiiliimiiz
yoktur. Kutup noktasinin durumuna gore, en kolay formiiliin segilmesi yine bizim

sezgi ve becerimize kaliyor. Bu yontemlerin bazilar1 Tablo 2.2.1. de 6zetlenmistir.

Kaldirilabilir tekil nokta

f fonksiyonunun z, noktasinda kaldirilabilir bir tekil noktas1 olmas1 i¢in gerekli ve

yeterli kosul,

lim(z - z, )f(z) = 0

z—7;
olmasidir.

Teorem: g(z) ve h(z), analitik iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun z,

noktasinda aym dereceden bir sifir yeri varsa,

£(z)= %

fonksiyonunun z, noktasinda kaldirilabilir bir tekil noktasi vardir.

Basit kutuplar

Eger, lim[(z—zO )(z)] limiti meveut ve sifirdan farkli ise £ fonksiyonu z, da bir

kutba sahiptir ve bu limit degeri fonksiyonun rezidiistidiir. Yani,

lim|[(z - z, )f(z)] = b,

72



dir. §imdi bununla ilgili daha genel bir teorem verelim. Bu teorem tiim rezidii

hesaplari igin ¢ok kullanighdir.

Teorem: g(z) fonksiyonu z, da k. yinc1 mertebeden, h(z) fonksiyonu z, da (k +1)

g(z)

mertebeden bir sifira sahip ise bu takdirde =~ fonksiyonu z, da bir basit kutba

h(z)

sahiptir ve
(k)
Rm%§:&+ﬂf—Lﬁ— 2.2.2)

dir. Asagidaki sonug bu teoremin bir 6zel durumudur.

g(z)

Sonug: f(z)= WZ)’ gve h, z, da analitik g(z,)# 0 ve h’nin z, da bir basit sifin

olsun. Bu durumda z, da bir basit kutbu vardir ve

ReSZUf = g(ZO)

h ’(Zo )
dir.
Iki katl1 kutuplar
Kutuplarin dereceleri arttikga, bu noktadaki rezidiilerin bulunmasi problemi gittikce
zorlagir. Eger bir kutbun derecesi iki ise, bagil olarak, diger yontemlerden daha kolay
ve kullanigh rezidii formiilii bulunabilir.

Kutup iki katl1 olunca, ilk rezidii formiiliimiiz énceden verdigimiz

b, =Res(f,z,) = lim L|(z - z, )’ 7(2))

7320 (Jz



olacaktir. Problemlerin birgogunda, rezidiiyli bulmak i¢in bu formiilii kullanabiliriz.
Iki kath kutuplar i¢in rezidiiyii bulmada kolaylik saglayan kullamsli formiillerden

biri de asagidaki teoremde verilir.

Teorem: g ve h fonksiyonlar1 bir z, noktasinda analitik olsun. g(z,)#0, h(z,)=0,

h'(z,)=0 ve h"(z,)# Ooldugunu kabul edelim. Bu halde

f(z)=%

fonksiyonunun bu z; noktasinda ikinci dereceden bir kutbu vardir ve bu noktadaki

rezidi,

(2.2.3)

e .22 £0) )

h'(z,)  3h"(z, )]
seklindeki formiille bulunabilir.

Teorem: g ve h fonksiyonlari, z, noktasinda analitik olsun. g(zo): 0, g’(zo);t 0,
h(zo)z 0, h’(zo): 0, h”(z0)= 0 ve h’”(zo) # (0 oldugunu kabul edelim. Bu halde
g/h fonksiyonunun z, noktasinda ikinci dereceden bir kutbu vardir ve bu noktadaki

rezidiisi,

~= . Exul” Yol (2.2.4)

h"(z) 2 [0"(z)f

” ’ (iv)
Res(g,zo) ~3 g (Zo) 3 8 (Zo)h (Zo)

formiilii ile bulunur. Yine daha 6nce yazdigimiz,

Res(f,zo): lim %[(Z—ZO)Zf(Z)]= b,

727

ifadesi, yine ayni noktadaki aym rezidiiyii verir.



10

1. Sonug: Eger f(z) = i)z bi¢ciminde ve g(zo ) # 0 ise

(Z _Zo)
Res(f,z,)=¢'(z,)

olur.

2. Sonug: Eger f(z)= 2(2) seklinde, g(z,)=0 ve g'(z,) # 0 ise,

(Z —Zy )3

Res(f,z,)= B (220)

olur.
Yiiksek dereceli kutuplar

Teorem: f fonksiyonunun z, noktasinda ayrik bir tekil noktas: olsun. k > 0 olan en

kiigiik tamsayisin,

lim (z — 2y )k f(z)

z—2Z,

limiti var olacak bi¢imde secelim. Bu halde, f fonksiyonunun z, noktasinda k. ymci

dereceden bir kutbu vardir. Eger,

Glz)=(z-2,)"f(2)

denirse buna gore, G(z) fonksiyonu bu z, noktasinda analitik olacak bi¢imde tek

olarak belirlenebilir. Ayrica, f fonksiyonunun bu noktadaki rezidiisii de,



1

G(k_l)(zo)

(k-1)

Res(f,z,)=

formiilii ile bulunur.

Boylece,

f(z)= oy - L= +...+—bl—+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+...

(Z_Zo)k (Z_Zo)ki1 (Z_Zo)

yazilir. Eger b, =0 ise,

lim (z - By )k_1 f(z)

727,

limiti vardir. Bu da, hipotezdeki verilen k sayisinin tanimiyla bir ¢eliskidir. Buradan,

z, noktasi, f fonksiyonunun k. yinci dereceden bir kutbu olmalidir.
Eger G(z) fonksiyonunun z, noktasinda k —1 kere tiirevi alinirsa,
G (z)=(k—1)v,

elde edilir. Boylece,

olur. Buradan,

(k-1)
b, = Res(f,z,) = G—(k%);’) (2.2.5)
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bulunur.

Esas tekil noktalar

Simdi, buraya kadar yapilan rezidii formiillerini bir tablo seklinde diizenleyelim.
Gerektiginde, hemen bu tabloya bakarak verilen problemin hangi formiille
¢oziilebilecegine karar verebiliriz. Verilen bir problemde aslinda su noktadaki
rezidiiyii bulunuz diye bir soru sorulmaz. Genellikle bize, bir integral verilir. Bu
integrali hesaplamak igin Cauchy Teoremini ve Rezidii Teoremini kullanirken bu
rezidiilere ihtiya¢ duyariz. Daha ileri, integral alinacak fonksiyonun hangi tekil
noktasindaki rezidiisii bulunacagina bile burada karar vermek zorundayiz. Ozellikle,
integrali aldigimiz ¢evre igindeki tekil noktalardan rezidiilerin bulunmasi ¢ok sik
kullanilir. Baz1 problemlerde de, iizerinde integral aldigimiz g¢evrenin disindaki
noktalarda rezidiiler bulunur. Bu nedenle, bir integralde ana fikir integralin hesabidir.

Rezidiilerin bulunmasi bir yan problemdir.

Tablo 2.2.1. de, birinci diisey siitunda fonksiyon tiirii yazilmistir. Ikinci siitunda, bu
fonksiyonun tekil noktasimin tiiriinii veren 6lgii getirilmig. Ikinci siitunun sonucu
olarak, tekil noktanin tiirii bulunarak tiglincii siituna konulmugtur. Bundan sonra
islemler kolaylasir. Bu ii¢ siitun bize, rezidii formiiliiniin hangisini kullanacagimiz1

verir. Bu son islemi verecek rezidii formiilii de d6rdiincii siituna yazilmastir.



Tablo 2.2.1. Ayrik tekil noktalar ve rezidiilerin hesabi
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Fonksiyon Olcii ii];:ll Hakm Rezidii formiilleri
f(z) 1131(2 ~2,)f(z)=0 Kaldinlabilir | rezidii =0
g(Z) h fonksiyonl - 1
h_Z) flf‘;f]arlr(l)lrll’l csiis};‘(;::leéllgrri“;ynl Raldaisie el =4
f(Z) Zlgg (22, )f(z) var ve # 0 Basit kutup rezidil = leglo 2~z )f(z)
@ g(Zo);tO’h(Zo):O ; ; ..:g(zo)
h(Z) h'(ZO ) 20 Basit kutup rezidii h'(ZO)
g(z g(Z) ve h(Z) fonksiyonlarinin . . ) (4
%Z; f,fllilf??sl: dereceleri sirasi ile k | Basit kutup rezidi = (k + 1) hg(k”)((zoo))
rezidii =
@ gSZO);é - h(ZO”): 0. Iki katli kutup ) g,(zo) _ 2g(ZO )hm(zo)
h(z) h'(z,)=0 ve h"(z,)# 0 h"(z,) 3" (z, )}
( g(Z) )2 g(ZO ) =0 Iki kath kutup | rezidii = g'(ZO)
z-12,
g(z) - g(Z0 ) =0 ve g'(zo ) #0 Iki kath kutup | rezidii = M
(Z —Z ) 2
(Z) g(zo)= 0 g'(ZO);t 0 rezidii =
% h ZO)= 0=h'(20)= h"(ZO), Iki katli kutup | 5 g”(Zo) _ 3g’(zo)h(W)(Zo)
h"(z,) # 0 h"(z0)  2fh"(z, )f
k, en kiigiik bir tamsay1 olmak s G(k_l)(zo)
f( ) uz'ere, . . e Mot rezidii=" " (k _1)! veya
> lim G(z) = lim(z — z, ) f(z)| k kath kutup [ g
z—2, Z—7, . k
var zlgz?(k—_l_)!@[(z—zo) f(Z)]
il K rezidii =
—\z—2z, ) I(z g
f(z) dz*! (220 1( )ifadesinin kkatikuwp | o1 d7 [(Z_ . )kf(z)]
zZ>7z 2z (k—1) d2 '

0 icin limiti vardir

G ve h fonksiyonlarinin
sifirlarinin dereceleri, sirasiyla,
m ve k+m seklindedir.

k katli kutup

6(2)=(z-2,)" ¢

h olmak
lizere
fim @)
rezidii="""° (k s 1)!

bicimindedir.
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Bu tablo, rezidiiyii bulma teknikleri formiillerini igermektedir. g ve h fonksiyonlari,

z, noktasinda analitiktir. Yine, z, noktas1 f =g/h fonksiyonunun ayrik bir tekil

noktas: olarak alinmigtir. Bu ayrik ve tekil nokta, esas tekil nokta da degildir.
2.3. Sonsuzlukta Rezidii

Cauchy Teoremi, tarihi gelisim iginde matematikgileri bir hayli ugrastirmistir. Bu
nedenle, bu teoremin ispati igin ¢ok degisik fakat temelde aym olan yontemler
gelistirilmistir. Ornegin, tiggensel cevreler, dikdortgensel gevreler, dairesel gevreler,
basit baglantili ve ¢ok baglantili bolgelerde ¢alismalar yapilmistir. Daha ileri, n

degiskenli karmagik fonksiyonlar igin Cauchy Teoremini ispatlamislardir.
Bir C egrisinin i¢i ve dis1 Jordon Egrisi Teoremi ile verilir. Herhangi basit kapali bir
C egrisinin i¢i ve dis1 vardir ve bu C egrisi, bu i¢ ve dig bolgelerin siniridir. Cauchy

Teoreminin en basit bir bigimdeki ifadesi sudur:

Cauchy Teoremi: f fonksiyonu basit kapali bir C egrisi i¢inde ve iizerinde analitik ise
4s =0
olur.

Bu teoreme gore, f fonksiyonu C egrisinin igindeki bdlgenin tiimiinde analitik
olmalidir. Ancak bu teoremin tersinin dogru olmasi gerekmez. Yani integral sifir

olmasina karsin, fonksiyonun bu bolgede analitik olmas1 gerekmez.

Rezidii Teoremi:

Simdi basit bagimh bir B bdlgesinin i¢inde a, a,,...,a, kutuplarina sahip bulunan,
bunlarin disinda her yerde regiiler olan bir f(z) fonksiyonunu géz &niine alalim ve

bu kutuplan ¢ok kii¢iik C, C, ,-.-,C, daireleri ile gevirerek B’yi ¢ok bagimli bir bolge
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haline getirelim. B’nin gevresi C olsun. C ile C,C,,...,C, arasinda kalan bélgede

Jf(z) regiiler oldugundan, Cauchy Teoremi uyarinca,

Iﬂﬂﬂ—ZIﬂﬂ&

IICI

dir. C, dairesinin igindeki bolge B ile gosterilsin. Eger z=a, noktasi n. yinci

mertebeden bir kutup ise

(z—a,)" f(z) fonksiyonu B, ’de regiilerdir ve

jﬂ@ﬁ—jf—ﬂ%gb

integrali (z—a;)" f(z) fonksiyonunun z=a, noktasindaki (n,—1) inci mertebeden

tiirevinin —=2 Y ile garpimina esittir. Bu goz 6niinde bulundurarak,

7 —1

j f(2)dz = 2m'i R,

seklinde yazariz. Buradaki R,

1 dn,.—l "
R, = ™ ~1)!{W(Z_a') f(Z)}

ile belirlenir ve z = a, kutbundaki rezidii adim alir.

Kolayca gergeklemek miimkiindiir ki; z = @ *nin bir civarinda



16

A, + A’"“_1+...+ A, + A, + A(z—zy)+...
(z-a)" (z-a) (z-a)

f(@)=

yazilabiliyorsa, z=a noktas1 f(z)’nin n. yinci mertebeden bir kutbudur ve bu

kutuptaki rezidiisii 4_, ’e esittir.

Bilindigi gibi Rezidii Teoremi, kapali bir ¢evre iizerinde analitik olan bir fonksiyonun
bu cevre iizerindeki integralinin, bu ¢evre iginde f fonksiyonunun rezidiileri
toplaminin 27 ile ¢arpimina esit oldugunu ifade eder. Bu teorem kompleks analizin

en temel sonuglarindan birisidir ve belirli integralleri hesaplamada bir ilke olarak

kullamlir. C, z, noktasi etrafinda bir gemberse, bu noktadaki reziddi,

b =Rez(f,z,) = ﬁg f(2)dz

bi¢imindedir.
Rezidii Teoremi ve bu teoremin uygulamalar bir hayli fazladir. Bu uygulamalar gok
degisik bigimlerde gérecegiz. Ayrica, analizde bilinen ¢ok zor integralleri yine bu

Rezidii Teoremi yardim ile hesaplayabilecegiz.

Jordan Egrisi Teoremini kabul edersek, basit kapali egriler i¢in Rezidii Teoremi su

bicimde ifade edilebilir:
Eger basit kapali bir C egrisi bir A bolgesinde kaliyor ve f fonksiyonu

A\{zl,zz,...,zn}

bolgesinde analitikse, pozitif yonlii C egrisi igin,

£f= 27z'izn:Rez(f,z,)
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olur. Bu, rezidii teoreminin klasik olarak ifade edilis seklidir.
Sonsuzlukta Rezidii

Sonsuzluk tek nokta degildir. Bir fonksiyonun doniigiim 6zellikleri diisiiniildiigiinde,

bunu bazen “sonsuzluktaki tek nokta” olarak kullanmak uygun olur, sonsuzluk bir

. _ 1 .
geometrik noktaymis gibi. O zaman @ =— fonksiyonunun s=0 noktasimn @-
s

diizleminde sonsuzluktaki bir noktaya doniisecegini sdylemek miimkiin olur.
Buradaki kullanim yani “sonsuzluktaki nokta” ifadesi soyut bir kavramdir. O zaman
bu noktaya geometrik bir nokta olarak bakamayiz. Ciinkii geometrik olarak
distiniirsek; bir (genisleyen) dairenin iizerindeki biitiin noktalar, sonsuzluktaki
noktaya yanasacaklardir. Bu ise geometrik nokta tammmna gore sagmadir.
“Sonsuzluktaki nokta” artik geometrik bir nokta degildir. Buna ragmen “sonsuz
noktas1” veya “sonsuzluktaki nokta” kavramlarinin her ikisi de matematikte kullanilir

ve aslinda her ikisi de tam olarak tanimlanmams belirsiz kavramlardir.

. i ao Al -
Sonsuzlugun geometrik olarak tanimimin yetersizligi — ve oo—oo gibi anlam
o0

olmayan iglemlere yol agar.

Sonsuzluktaki noktanin bir sonlu nokta olarak tanimlanabilmesi akillica bir seydir.
Bunu ise; sonsuz diizlemini bir kiirenin sonlu alamina déniistiirerek basarabiliriz.
Boyle kiireye Riemann kiiresi denir. Bu kiire; diizlem ve kiire {izerindeki noktalar
arasinda birebir esleme yapilarak kurulur. Kiire kompleks diizlem iizerine orijinde
oturtulur ve bir 151n N noktasindan diizlemdeki S noktasina gekilir. Bu 1s1n kiireyi

deler, kiireden gecer. ¢ noktasi S noktasina tekabiil eder. S noktasi herhangi bir
yOnde sonsuzluga gittigi i¢in, g noktas: kiire {izerinde tek olan N noktasina gider.

Bu yiizden N noktasi sonsuzluktaki noktanin kiire {izerindeki yansimasidir. Ayrica

reel ve Im eksenler kiire tizerindeki biiyiik dairelere giderler.
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O halde, biitiin doniistimler bir kiire yiizeyi {iizerinde yerlestirilebildiginden
sonsuzluktaki nokta tektir denir. Elbette egri ailelerinin bi¢imleri bozulacak ve

mevkii degisecektir.

Bu yiizden Riemann kiiresi nicel olarak fazla faydali degildir. Ama kavramsal ve

resimli bir degerdir.

Lineer sistemlerin analizindeki temel problem, kapali yoldaki kontur integrali

hesaplamayi igerir. f(s) ayrik singiiler noktalara sahip analitik bir fonksiyon olsun.

Ayrica C, n singiiler noktas: basit kapali bir egri olsun. Biz zaten 6zel durumlar i¢in

bunu yapmanin yolunu biliyoruz.
a —Ljf(s)ds 2.3.1)
T 2mi 3 o

denklemi genel prosediirdiir.

f(s) aynk singiiler noktalara sahip analitik bir fonksiyon olsun. Ayrica C, egri
icinde 7 singiiler noktaya sahip, basit kapali bir egri olsun. C de f(s) ’nin integrali,

n integralin toplami seklinde yazilabilir:

j F(s)ds = j F(s)ds+ j f(s)ds+...+ [ f(s)ds (2.3.2)

(2.3.1) denklemi her bir singiilerlige uygulanir. Notasyonu basitlestirmek i¢in k. ynci
singiilerlikteki rezidiiyli d, ile gosterelim. O halde (2.3.2) denkleminden

[ 7(s)ds = 2xid,

ve (2.3.2) denkleminden
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j f(s)ds =27y d, (2.3.3)
[ k=1
olur.
Basit kutup durumunda f(s), %S) seklinde yazilabilirse, bu denklemde
q(s
; q'(s
q(s):(s—so){q (s0)+¥(s—so)+..} (2.3.4)

seklinde seri olarak yazilabilir.

1 & n
“ e [(S_%) ! (S)Lso

formiiliinde (2.3.4) yerine yazilirsa

a = p, ()
q (SO)
elde edilir.

Bu sonug rezidii teoremi olarak bilinir. Rezidii kutuplarda hesaplanabildiginden

kolaylik saglar. Esas singiilerlikteki rezidii kolay bulunamaz, ama Laurent serisine

acilarak elde edilebilir.

Eger fonksiyon singiiler noktalarin bir sonlu sayisina sahipse ve eger fonksiyon
sonsuzlukta singiilerse, bazen “sonsuzluktaki rezidii” yii tanimlamak uygun olur. Bu
nasil olur? Rezidii teoremi genellestirilebilir Riemann kiiresine uygulanarak.
Riemann kiiresi tizerinde kapali bir C egrisi disa sahip degildir. iki ice sahiptir ki
bunlardan birisini sonsuzluktaki nokta igerir. Eger C ¢evresinde integrasyon,

diizlemdeki C egrisiyle etrafi gevrilebilen (kapatilan) bir veya daha fazla sonlu-
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diizlem kutuplarina gére pozitif manadaysa, o zaman integrasyon sonsuzluktaki

noktayi ¢evreler.

Eger sonsuzluktaki nokta sadece singiiler noktaysa c¢evrelenmis olur, Rezidii

teoreminin genigletilmesi

I F ( s) ds =—2mi [sonsuzluktaki rezidﬁ]

c

seklinde olur. Bununla birlikte yukaridaki integral sonlu diizlem rezidiilerinin 27zi

kere toplamidir. Tanimdan,
Sonsuzluktaki Rezidii = — [sonlu-dﬁzlem rezidiilerinin toplam1]

yazilir.

Gordiikk ki, dairesel yolla gevrelenen bir kutbun integrali, yolun yarigapindan
bagimsizdir. Eger yol, bir dairenin kapali olmayan yay: ise, bdyle bir yay boyunca
integral genellikle bir fonksiyonun yarigapidir. Bununla birlikte, eger bir kutup basit
kutup ise, yaricap sifira yaklastigi i¢in, integral de yay ile rezidiiyle ¢arpilmis olan
yayin karsisindaki aginin ¢arpimidir.

Simdi bu sdylenenlerin daha iyi anlagilmasi igin agagidaki 6rnegi verelim.

Omek: f fonksiyonu 0 diizlemindeki sonlu tane nokta harig, analitik olsun.

Rez(f,oo)z—Rez[g(z) :inf@oj]

olarak tanimlayalim.
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a) I', yeteri kadar biiyiik bir cemberse,

Rez(f,®)=- lijfdz

27i
dir.

Ispat: f fonksiyonunun yalniz sonlu sayida kutbu oldugundan, z, noktasim, mutlak

degeri sifirdan farkli en kiigiik ve z noktasim da mutlak degeri en biiyiik olacak

sekilde alabiliriz. Yeteri kadar kiigiik » sayis1 r <|zO| ve r <H olacak bigimde
Z

o ~ 1 y :
secilsin. Eger y ve I, sirasiyla, » ve — yarigaph iki cemberse, f fonksiyonu, sifir
r

noktasi hari¢,  cemberinin iginde ve ' gemberinin diginda analitiktir.

fjf(w)arw - —;—Z—I;f(éjdz - —27ziRez{—12—f[lj,O:|

z

olur. Burada y egrisi pozitif yonliidiir. Eger [ eprisi

J f(w)aw=-2riRez {iz f(lj,o}

z

esitligini veriyorsa, y egrisi negatif yonliidiir. Bu halde aym " egrisinin ters yonii T

egrisi olarak alinirsa,

J £ (w)dw= —2ﬂiReZ{%f[lj,0} =-2riRez( f,)

o zZ Z

esitligini elde ederiz. Boylece,
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Rez(f,)=— 2; Jr

formiilii bulunur. Bu formiil, baz:1 integralleri daha kolay bir bi¢imde bulmamiza

yardim eder.

b) Eger 132[—4(2)] limiti varsa, bu limit sonsuzluk noktasindaki rezidiiye esittir.
Ispat: Eger

lim[ -2/ (=)

limiti varsa,

I = MO SO D
yazilir. Bu da gosterilmek istenen sonugtur.

¢) 7, basit kapal ve pozitif yonlii bir egri ise,

_[ [f=-2xi Z [;/ egrisinin digindaki sonsuz dahil,f fonksiyonunun rezidﬁlen’]
o

dir.

Ispat: T', f fonksiyonunun tiim kutuplarin igine alan yeteri kadar biiyiik yarigapli
bir cember olsun. Bu kutuplar, y ile I' egrileri arasinda kalsin. Buna gore, 7,, »

egrisi ile I' egrisini birlestiren bir dogru pargasi ise —y —y, +I'+y, egrisi kapalidir.



Boylece,

Jrelr= | 7 =2mi[f fonksiyonunun y ile Tegrileri }
=X r

—'| arasindaki kutuplarinin rezidiileri
=7=n+l+=1 ’
formiilii yazilir. Buradan,

J.f + _[ f=- J' f —2miRez(f,®)= Qﬁii{sonsuz noktasi haric, / fonksiyonunun
s r -y

i=1

y egrisi digindaki rezidiileri

formiilii bulunur.

d)ﬂ

5 fonksiyonunun, z = noktasindaki rezidiisiinii hesaplayiniz.

z
Z p—
2
Coziim:
Ornegin (b) kismina gére,
z— 1)3

3

£

Z PR
)

denirse,

~~

f(z)=

lim[ ~2f (z) ] =lim —2(2_1)3 = -8 =Rez(f,®)

Z—>0 Z—>®0 3

z
Z_
2

olarak bulunur.
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e) 7, sifir merkezli ve {i¢ yarigapl olmak iizere,

I (z—l)3 &

;z(z+ 2)3
integralinin hesabi i¢in, iki yontem bulunuz.

Coziim:

olur. Boylece, rezidii teoremine gore,

3
I(Z;I)de = 2wk (% ——éj =27

¥ z(z+2)

olarak bulunur. Diger bir yol da,

Rez(f,oo):—liig[Zf(z)]—lim{z (2_1)3 }:—1

e g (Z + 2)3

formiiludiir.

24



Buradan,

———d(z—l)S = 2mi(-1)=27i
Z(Z+2)3 &= 7Z'l( )— Tl
/4

olarak bulunur.
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BOLUM 3. NOTRINO CEKIRDEK SACILMA TESIR
KESITLERININ REZIDU TEOREMI YARDIMIYLA
HESAPLANMASI

3.1. Giris

Stipernovalarin olusumunda nétrino ¢ekirdek sagilma tesir kesitleri o7, niikleer

matris elemanlarmin hesaplanmasimi gerektirir. Bu matris elemanlar giiniimiizde
kabuk-model cergevesinde belirli yaklagimlar kullanilarak hesaplanmaktadir. Fakat
¢ekirdek ¢ok pargacikli bir sistem oldugundan ve kolektif etkilesmeler 6n plana
¢iktigindan gekirdek yapisinin incelenmesinde daha gelismis modellere ve metotlara
ihtiya¢ vardir. Cekirdek kolektif hareketinin ve titresimlerinin incelenmesinde
mikroskobik model ¢ok basarilidir. Giiniimiizde mikroskobik modelin QRPA metodu

bu modelin en basarili yéntemlerinden biridir.

Cekirdek kolektif seviyelerinin uyarilmasi ile meydana gelen esnek olmayan nétrino
¢ekirdek sagilma tesir kesitinin (o, ) analitik ifadesi asagidaki gibidir [1], [2];
G:gi

c,=—A 3 (B, -0)'|<¥|zof | ¥, > 8E,-E -w) 3.1.1)
T i>0 i v

v

Burada Gy ve ga sirasiyla Fermi ve eksenel vektdr sabitleridir. E,(E,) gelen
(sagilan) notrinonun enerjisi, ¥ (¥,) ¢ekirdek uyarilma (taban) durum dalga

fonksiyonlari, ; ise ¢ekirdek uyarilma enerjisidir. ¢ ve t; swrasiyla spini ve

isotopspini temsil eden Pauli matrisleridir.
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< ¥, | Zo(it;(i)| ¥, > matris elemanlar niikkleer modeller ger¢evesinde hesaplanabilirler.

Buradan goriildiigii gibi notrino-¢ekirdek sagilma tesir kesitlerini hesaplamak igin

niikleer matris elemanlarinin giivenilir bir bigimde elde edilmesi gerekir.

Spin matris elemanlarinin k momentumlu Sy toplamlarim1 kullanarak (3.1.1) tesir

kesiti i¢in asagidaki formiilii elde ederiz:

do
dE

Vv

2g2
=—E=A (EIS, - 2E .S, +S,) (3.1.2)
T

Burada Sy spin momentumu agagidaki sekilde belirtilmistir.

Sy =2 of [<i| 2 o(NL()10> 8(E, ~E, - w,) (3.1.3)

>0

Bu ifadedeki ' simgesindeki ’ indis 1’ye gore toplamin o;<E, degerleri i¢in gegerli

oldugunu gostermektedir.

Sk momentumlar toplam kurallar olarak da bilinmektedir. Toplam kurallarinin enerji
agirhiksiz (NEWSR, k=0) ve enerji agirlikli (EWSR, k#0) olmak tizere iki tiirii vardur.
Kuantum mekaniginde mikro sistemlerin (atomlar, ¢ekirdekler vb.) bir halden diger
hale gecis matris elemanlarinin toplami, modelden bagimsiz bagmntilarla
simrlandirihir ve bu bagintilar toplam kurallar1 olarak adlandinlir [3]. Bu kurallar
gegis operatorlerinin veya fiziksel biiyiikliiklere karsilik gelen diger operatérlerin
komutasyon bagmntilarinin ve seviyelerin dalga fonksiyonlarinin tamset olusturdugu
matematiksel dzelliklerinin yardimiyla elde edilir. Bu toplam kurallarimin degerleri
¢ogunlukla modelden bagimsiz olduklarindan ¢ok biiyiik dneme sahiptirler. Toplam
kural1 metodu niikleer sagilma reaksiyonlarinda, elektromanyetik ve beta gecislerde
niikleer kolektif uyarilmalarin 6zelliklerini incelemek igin mikroskobik ¢ekirdek

modelinde yogun bigimde kullamilir [4]. Mesela, elektrik ¢ok-kutup foton

sogurmanin toplam tesir kesiti elektrik 2* -kutuplu gecis matris elemanlarinin EWSR

toplam kuralina indirgenebilir [3]. Matris elemanlarinin EWSR ve NEWSR toplam
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kurallarinin yardimiyla gekirdeklerdeki dev rezonanslarin (dipol, kuadropol, GT ve
Fermi) enerjileri kolayca tahmin edilebilir [4]. Cekirdek fiziginde toplam kurallar,
kullanilan modellerin giivenirliliginin ve parametrelerinin net olarak belirlenmesi

i¢in ¢ok biiyiik 6neme sahiptir [5].

Kiiresel ¢ekirdeklerde toplam kurallar1 sistemin Hamilton fonksiyonunun ézdeger ve
ozfonksiyonlar1 yardimiyla sayisal olarak basarili bir sekilde hesaplanmaktadir. Fakat
deforme ¢ekirdeklerde g¢ekirdek seviyelerinin yiiksek yogunluga sahip olmasi o;
Ozdegerlerinin sayisal olarak bulunmasini oldukga giiglestirir. Bundan dolay niikleer
gegis matris elemanlarinin  ve bunlara karsilk gelen toplam kurallarinin
hesaplanmasinda ¢ok biiyiik hatalar olusabilir. Mikroskobik modelin Tamm-Dankof
yaklasiminda (TDA) niikleer matris elemanlarinin analitik 6zellikleri kullanilarak bu
problemin rezidii ve kontur integraller teorisi gergevesinde ¢dziim metodu galisma
[6], [7P’de verilmistir. Daha sonra bu metot QRPA’da beta ve elektromanyetik
gegislere bagariyla uygulanarak uygun toplam kurallari analitik olarak hesaplanmigtir
[4]. Bu ¢alismada TDA ve QRPA gergevesinde [6], [7] de ileri siirilen metodu
uygulayarak nétrino ¢ekirdek sagilma tesir kesitinin (3.1.1) ifadesindeki Sy toplam

kurallar1 i¢in analitik ifadeler elde edilmistir.
3.2. Deforme Cekirdeklerde Spin-Titresim Karakterli 1" Seviyeleri
Manyetik dipol etkilesmeleri tek-gekirdeklerin manyetik dipol momentlerine, M1

gegislerine ve enerji spektrumlarina tesir ederken, ¢ift-¢ift gekirdeklerde spin-titresim

1" seviyelerini iiretir. Buna gore spin kuvvetlerinin deforme c¢ekirdeklerde 1%
seviyelerini iirettigi varsayilarak bu seviyeleri temsil eden Hamiltoniyen asagidaki

gibi segilebilir [8]:
H=H, +V, (3.2.1)

Burada,

1 L
Vor :EX/O"E i%jcicjtlz‘ti (3-2-2)
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bagintis1 izovektoér spin kuvvetlerini, H

sqp

ise tek kuazipargacik Hamiltoniyenini

tasvir etmektedir.

Kuazipargacik tasvirinde spin operatdriiniin tesir kesitine katki saglayan bozon kismi

asagidaki sekilde ifade edilir [8]

5(1) = 71_2—2 oWIcs (v +C (]} (3.2.3)

ss’

Burada kullanilan ve agiklanmamis olan tiim bagintilar referans [9] daki gibidir. RPA

da 1" seviyeleri dalga fonksiyonlarina bir fonon fonksiyonu olarak bakilabilir:

5 1 i - i
e, »= 0 ¥, = Esgt [y, (T)C, (5) =9, B)C ()] | ¥, > (3.2.4)

Burada Q; fonon iiretim operatord, |0) ise ¢ift-¢ift gekirdegin taban durumuna
kargiik gelen fonon vakumudur. Sistemimiz kesikli spektruma sahiptir ve buna

karsilik gelen ¥, dalga fonksiyonlar da

| ) (%=1

seklinde tamset olustururlar. Bundan dolay1 C, ve C_, operatérlerine karsilik gelen

iki kuazipargacikl seviyelerin w.. () ve ., (r) genlikleri su sekilde normlanmugtir:
sy (1) -9l (¥)]=1 (3.2.5)

Hamiltoniyenin 6zfonksiyon ve o6zdegerlerini bulmak i¢in RPA’min bilinen

islemlerini kullanarak [9] ve

[Hqu + V.., Qf ]: ®;Qf (3.2.6)



hareket denklemini ¢ézerek 17 seviyelerinin enerjisi

dispersiyon denklemi alinir:
D(,)=1+%(F, ©,)+F, (©,))=0

Burada,

e 212
F, (0;) = 22*;“ X
B —
g 0212
F,(0)=2Z 3%
VS—(,O

1
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olan ; kokleri i¢in asagidaki

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

olmak iizere, €, niikleonlarin kuazipargacik enerjisi, ®; spin-titresim karakterli 1

seviyelerinin fonon enerjileri (0.<0<w.;) ve ¢ ise spin operatdriiniin tek pargacikli

matris elemanlaridir. Iki kuazipargacikli seviyelerin

.ogtw

“I‘IMZP—zi

P g W,

o= n - u

genlikleri i¢in,

gi e 2 suGuLu Wi( 2 o),csuL’1

T Ny -0t X)) -
2 ngva i 2i (chva

=— W
2,(p) @) & o v(p) = \/Y( e -

(3.2.10)

(3.2.11)
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Burada,

Y(@)=Y,(0)+Y,(®),

e o212
Y, (0,) =40,y ——++
K (Si _miz)z

2,2

g o L
Y. (@) =40, ——— 3.2.12
()08 2 oty anc

dir. Ayrica manyetik dipol 1" seviyelerinin enerjileri D(®, ) fonksiyonunun ¢dziimleri
Y y ;

oldugundan dolay1
dD(z)
D=
r (3:2.13)
olmak iizere,
Y(o,)=——D/o,) (3.2.14)

esitligi mevcuttur. Kullanilan izovektdr spin-spin kuvvetlerinin ve (3.1.3)
ifadesindeki nétrino-¢ekirdek uyarilma operatoriiniin (ot3) simetrilerinden dolay: "
seviyelerinin en karakteristik bilyiikliigii, ¢ekirdek taban halinden uyariimis hallere

ot3 gecis matris elemanlaridir:
M=<¥, |zc(i)t,@)| ¥, > (3.2.15)

spin operatdriiniin (3.2.3) ve |'¥; > dalga fonksiyonunun (3.2.4) ifadesini (3.2.15) de

yerine yazarak M(o,) izovektdr spin uyarilma matris elemant igin,
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M(0,)=M, (0,)- M, (o,) (3.2.16)
ifadesini elde ederiz.

Yukarida

M, (o;) = ZGHL“gL
n

M, (o) =Yc,L,.g (3.2.17)

seklindedir. Daha sonra (3.2.9) ve (3.2.12) formiillerinin yardimiyla l\N/I(coi) matris

eleman

~ 1 F(o,)

M(w;) =——— 3.2.18
= 2% P

olmak iizere

F(o;) =F, (0,) - F, () (32.19)

seklinde alinir.
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3.3. Enerji Agirhikh ve Enerji Agirhiksiz Toplam Kurallan

Notrino-gekirdek uyarilma gegis matris elemanlarimin Sy toplam kurali, (3.2.15),

(3.2.9) ve (3.2.18) bagmntilar1 kullanilarak asagidaki sekilde yazilabilir:

_1y o F@)

K4 Y(o;) g

belirtelim ki QRPA metodu o, enerjilerinin tiim pozitif ve negatif degerlerini ihtiva

ettigi halde, TDA metodunda o, enerjileri yalmz pozitif degerler alir. Buna gore

QRPA metodunda (3.3.1) ifadesinde
Y(-0;) =-Y(0;) veF(-0;) =F(o;)

oldugu g6z 6niinde bulunursa toplam altindaki

Fonksiyonun ; degiskeninin isaretine gore

o(-o;) = (—l)kH(P(‘Di)

oldugu goriilmektedir. Buradan,

1 F(®,) fuoso
8 =% pF v 1r g0k 3.3.2
k SZ,: i Y(a),) {¢O,k—tek ( )

olur.

Kiiresel ¢ekirdeklerde toplam kurallar basarili bir sekilde hesaplanmaktadir. Fakat

deforme ¢ekirdeklerde ¢ekirdek seviyelerinin yiiksek yogunluga sahip olmasi o;
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dzdegerlerinin (3.2.7) denkleminden sayisal olarak bulunmasinmi oldukga giiglestirir.
Bundan dolay:1 niikleer ge¢is matris elemanlarinin ve bunlara karsilik gelen toplam
kurallarinin hesaplanmasinda ¢ok biiyiikk hatalar olusabilir. Bu bakimdan bu
problemin ¢6ziim yollar1 g¢alisma [6], [7] de verilmis ve beta ge¢is matris
elemanlarinin matematiksel 6zelliklerinden yararlanarak ¢ift beta bozunum toplam
kurali analitik olarak hesaplanmigtir. Bu metot daha sonra ¢alisma [4] de elektrik ve
manyetik dipol gegislerine basariyla uygulanmistir. Biz bu ¢alismada [6], [7] de ileri
stirilen metodu (3.3.1) ifadesine uygulayarak Sy toplam kurallar1 igin analitik

ifadeler elde edecegiz.

Nétrino-gekirdek sagilma tesir kesitinde yer alan (3.3.1) toplam kurali i¢in (2.3.14)

formiiliinden yararlanarak asagidaki ifade elde edilir,

1 F(,)?
Sk:_XGtZ(Dk ( 1)

i = %3.3
475 D (o;) ( )

Kompleks diizlemde analitik fonksiyonlarin rezidii teoremine gore [10], (3.3.3)

ifadesini kontur integral seklinde asagidaki gibi yazabiliriz:

1 1 z¥F(z,)?
g, =+ L
C= gt o a2 hE)

(3.3.4)
QRPA metodunda (3.2.2) ozelliginden dolayr (3.1.2) tesir kesitinde ¢ift k
momentumlu toplam kurallar1 Sy ve S, tiim pozitif ve negatif koklerini ihtiva etmek
lizere sifirdir. Buna gore L; konturu lizere toplam rezidii degerlerini hesaplamak

olmadigindan. (3.3.4) ifadesinde k=1 oldugunda (3.3.2) den yararlanarak

1 1 7z*F(z.)?
S, :_XGT—-Z§%Z

- 1335
87" 2mi T D(z) 2

yazabiliriz. Burada, i koklerine gore toplamlar QRPA’ da ®; enerjilerinin tiim pozitif

ve negatif degerlerini ihtiva etmektedir.
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QRPA’ da (3.2.7)’ da belirlenen D(z) fonksiyonunun tiim negatif ve pozitif koklerini
gdz oOniine almak suretiyle (3.3.5) ifadesinin kompleks diizlemde integralleme

konturu Sekil 3.3.1.’de gosterilmigtir.

A

Sekil 3.3.1. QRPA metodunda (3.3.5) integrali i¢in z-Kompleks Diizlemi

ziF(z)’
D(z;)
sonucu, D(®w,)=0 (bak (3.2.7)) kutuplarindan bagka ayrica z=%¢, noktalarinda da

Integral alti f(z) = fonksiyonun tiim kompleks diizlemde incelenmesi

basit kutuplara sahip oldugu goriiliir. Bundan baska z—co degerlerinde integral alt1

ifade z7 ile orantili oldugundan S; integralinin L., konturu iizerinde sifir oldugu

goriilmektedir. Buradan Cauchy teoremine gore,

- 1 2/ F(z,)" 2t F(z,)’
S =3 Xor 2711;[1,‘5 T‘Zi)dzi +L_f[j; dez] (3.3.6)

bulunur. Burada q degiskeni notron sistemi igin q=p, proton sistemi i¢in ise g=v
degerlerini alir. Uzun ve yorucu hesaplamalarin ardindan, analitik fonksiyonlarin

rezidii teoreminden yararlanarak kompleks diizlemdeki incelemeler sonucu

8, = 1[2 g,051% +X&,07L% ] (3.3.7)
i v

FoS
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ifadesi elde edilir.

Simdi Tamm-Dankof metodunu kullanarak (3.1.2) ifadesindeki S, ve S, toplam

momentumlarini hesaplayalim. QRPA dan farkli olarak (3.2.7) sekiiler denkleminin
tlim ¢oziimleri pozitif degere sahiptir. Bu metotta da ©; uyarilma enerjileri

D(@,)=1+7..(F, (©)+F, (©,))=0 (3.3.8)

denkleminin kékleridir. Burada,

272
oL

Fn ((Di):ZLa

I 8u —;

212

B (o) =% o (3.3.9)

v 8v _(Di
dir.

Hesaplamalar TDA metodunda da S, momentumlar i¢in elde edilen ifadenin QRPA

da elde edilen (3.3.1) ifadesi ile ayni oldugunu gostermistir:

1o F)
oo Pk S 3.3.10
. 450 ' Y(o,) ( )
Burada,
o’12
Yn(mi):z¢—2>
“(Sp_wi)
2L2
Yp(coi)=2(gc—im“—2 (3.3.11)
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seklindedir ve l?(mi) =F,(0;)-F,(o;) ifadesi (3.2.19) da belirlenmistir Ayrica

manyetik dipol 1" seviyelerinin enerjileri D(o,)=0 denkleminin ¢bziimleri

oldugundan dolay1
dD(z)
¥ =
o (3.3.12)

olmak iizere,

Y(m,)zLD'(m‘) (3.3.13)

ot

esitligi mevcuttur. Belirtelim ki TDA’ da elde ettigimiz (3.3.13) bagintis1 QRPA’ daki
(3.2.14) formiiliiniin aymisidir. Buna gore (3.3.10) bagintis1 icin QRPA da elde edilen
(3.3.3) formiilii elde edilir:

1 x F(0))’
Sk = —Nor 2O —— 3.3.14
X 4X i>0 D((D]) ( )
Kompleks diizlemde
1 1 z¥F(z,)?
S, =— 12 dz. 3315
k=g o g 2 D(z;) (3.3.15)
olur.
Simdi (3.3.15) kontur integralinden Sy ve S, toplam momentumlari i¢in
= 2
0 =lxm L._Zimdzi (3.3.16)
477 2mi>0 D(z,)
s,=1, 1 szF@)’, (3317)
2= 4 Ko 2niz0 D(z) =
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ifadelerini elde ederiz. Incelemeler S, ve S, integrallerinin kompleks diizlemde aym

kutuplara sahip oldugunu gostermistir. Bu ifadelerinin kompleks diizlemde

integralleme konturleri $ekil 3.3.2.’de gosterilmistir.

Sekil 3.3.2. QRPA metodunda (3.3.16) ve (3.3.17) integralleri i¢in z-Kompleks Diizlemi

?(Zi)z
D(z;)

fonksiyonunun tiim kompleks diizlemde incelenmesi sonucu bu fonksiyonun,

Aragtirmalarda So momentumunun (3.3.16) ifadesinde integral alti f(z) =

D(w,) =0 kutuplarindan bagka z = €, (q=W, v) noktalarinda da basit kutuplara sahip

oldugu goriiliir. Bundan bagka z’ nin biiyiik degerlerinde integral alt1 ifade QRPA'dan

farkli olarak bu defa z ila orantilh oldugundan S, integralinin L., kontiirii {izerinde

sifir oldugu gériilmektedir. Buradan Cauchy Teoremine gore,

F(Z ) ﬁ(zi)2
- 8 27“ §[L§ D(z;) & +Liq Tzi)dz] (3.3.18)

bulunur.

Analitik fonksiyonlarin rezidii teoreminden yararlanarak kompleks diizlemdeki

incelemeler sonucu (3.3.6) formiilii i¢in
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So =%[ZGﬁL2“ +Y o2l ] (3.3.19)
i v

ifadesi elde edilir.
Simdi S; integralini hesaplayalim. Incelemeler (3.3.17) ifadesinde integral alti

Zizl?(zi)2

f(z) = D(z)

fonksiyonunun tim kompleks diizlemde incelenmesi sonucu, D(w,)=0
kutuplarindan bagka ayrica z=¢, ve g, noktalarinda da basit kutuplara sahip

oldugu goriilir. Burada da Cauchy teoreminden yararlanarak rezidii teoremi

yardimiyla

S, =L[Fe2o?12 + ¥ e2o?12 ]+ Ly, L § ZiE) 4, (3.3.20)
n v

B Lra el L ™ T A Ry
bulunur.

Elde ettigimiz (3.3.7), (3.3.19) ve (3.3.20) ifadelerinin karsilastirilmasi S

2

momentumundan farkl olarak S, ve S; toplam momentumlarinin yalmz ortalama

alan parametrelerine bagli olduklari yani mikroskobik model parametrelerinden
bagimsiz olduklarimi gostermigstir. Sonug¢ olarak bu makalede notrino-gekirdek

sagilma tesir kesitinin niikkleer kismini ifade eden S; ve S, toplam momentumlarim

etkin kuvvetlerden bagimsiz tek pargacik model bazinda istenildigi kadar enerji
seviyeleri kullanarak mikroskobik modelin karmagik o6zdeger ve 06zfonksiyon
problemini niimerik olarak ¢6zmeden bu problemin analitik yolla nasil

hesaplanabilecegini gosterdik.
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