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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

ebob(x,y)

Aut™()

AT

[ao,al,az,...]

: Legendre sembolii

: Denktir
:a, b yi boler
: x 1le y nin en biiyiik ortak bdleni

: Tam Deger
: n nin k£’ It kombinasyonu
: En az bir

: Denklik bagintisi

: Toplam sembolii

: Otomorf grubu

: A matrisinin transpozu
: A matrisinin tersi

: Suirekli kesir



OZET

Anahtar kelimeler: Kuadratik Form, Diophantine Denklemleri, Pell Denklemleri

Bu tez dort boliimden olusmustur. Birinci boliimde sayilar teorisinde kullanilan temel
tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica kuadratik formlarin tanimi yapilarak kuadratik
formlarin ¢esitleri verilmistir. Bunlara ek olarak ikili kuadratik formlarin denklik
sartlarindan bahsedilmistir. Ayrica otomorfizm ve Pell denklemi hakkinda bilgi
verilmistir

Ikinci boliimde kuadratik formlarin indirgenmesi ele alinmigtir. Burada indirgenme
cesitleri; Langrange indirgemesi, Zagier indirgemesi ve Gauss indirgemesi bagliklar
altinda incelenmistir.

Ucgiincii béliimde bazi tamsayilarin ikili kuadratik formlarla temsili ele alinmustir.
0 = (A4, B,C) belirsiz kuadratik formu tarafindan temsil edilen bir 7 tamsayist i¢in

Au® + Buv+ Cv® =m sartim saglayan tim (u,v) tamsay: ikililerini veren formiil
elde edilmistir.

Vi



BINARY QUADRATIC FORMS AND TYPES OF REDUCTION
OF BINARY QUADRATIC FORMS

SUMMARY

Keywords: Quadratic Form, Diophantine Equations, Pell Equations

This thesis consists of four chapters. The first one which presents fundamental
definitions and theorems concerning number theory also deals with the definition of
quadratic form and its varitions. In addition to these, automorphizm of quadratic
forms and Pell equations take place in this chapter.

The second chapter aims to describe the reduction of quadratic forms; which are
Langrange Reduction, Zagier reduction and Gauss Reduction.

Chapter third deals with the representation of integers via binary quadratic forms. For
the integer m represented by the indefinite quadratic form Q =(4,B,C), the

formula which gives with all pairs of (u,v) integers such that Au’ + Buv+Cv’ =m
condition is obtained.

Vii



BOLUM 1. GiRiS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 1.1.1. k£ 21 i¢in g, > 0 olmak lizere q,,q,,a,,... tamsayi dizisi verilsin.

la,,a,,a,,...] =a, +

seklindeki bir ifadeye basit sonsuz siirekli kesir denir [4, 11].

a,, a,,... pozitif tamsayilar, a,€ Z ve ne N olmak iizere [a,,a,,a,,...,a,] sirekli

>%n

n

q,

ile

kesrine [ao,al,az,...] sonsuz siirekli kesrinin 7. yaklagimi denir ve bu deger

gosterilir. Burada,

olmak iizere,

pn = anpn—l + pn—2
qn = anqn—l + qn—Z



olarak tanimlanir [21].

Teorem 1.1.2. 4 tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere Jd kuadratik

irrasyonel  sayisimin - stirekli  kesre  a¢ilimi, 4, =[[\/E ]] olmak {izere,

\/g = [ao,al,az,...,an_]ﬂaoJ formundadir ve +/d ’ nin periyodu 7 dir.

Tamm 1.1.3. d dogal say1 olmak {izere,
x’—dy’ =+1
Diophantine denklemlerine Pell denklemleri denir [1,4].
Tanim 1.1.4. 4 dogal say1 ve N tamsayi olmak iizere,
x? - dy2 =N
Diophantine denklemine genel Pell denklemi denir [1,4].

Teorem 1.1.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve +d ’ nin siirekli kesir

aciliminin periyodu 7 olmak tizere
x'—dy’ =1
Pell denkleminin temel ¢oziimii

a) nciftise (x,y)=(p,,q, ) dir.

b) ntekise (x,y)=(p,, >q,,) dir

Teorem 1.1.6 (Cin Kalan Teoremi). m, ,m,,...,m ikiser ikiser aralarinda asal olacak

sekilde r tane pozitif tamsay1 ve a,,a,,...,a, herhangi tamsayilar olmak lizere



x=a,(modm,)

x =a,(modm,)

(1.1)
x=a.(modm,)

kongriianslariin ortak ¢6ziimii vardir. (1.1)” in herhangi bir ¢6ziimii x, ise herhangi

bir x tamsayisinin (1.1) kongriians sistemini saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x

> in herhangi bir ke Z ve m=mm,..m, i¢in x=x,+km formunda olmasidir

[2,3,10].

Tamm 1.1.7. a,me Z ve ebob(a,m) =1 olmak iizere, x* = a(modm) kongriiansmim

¢Oziimii varsa a tamsayisina m modiiliine gore bir kuadratik rezidii denir. Eger
¢Oziim yoksa, a tamsayisina 7 modiiliine gore bir kuadratik nonrezidii denir [7].
Tanim 1.1.8 (Legendre Sembolii). p tek asal say1 olsun. a bir kuadratik rezidii ise
a o . . ©oqes a o . a
(—J:I, eger a bir kuadratik nonrezidii ise (—]:—1, eger pla 1ise (—j:O

p p pP

seklinde tanimlanir [3].

Teorem 1.1.9. p tek asal say1 olsun. Bu durumda



(1) H = 4" (mod p),

p

()
o (5)5)-5
(3) a = b(mod p) ise (ﬁj - (ﬁj,
p) \p
(4) (ab,p)=11se (a_zj =1, (a_zbj = (éj,
p p p

o) (2™

p p

dir [7].

Teorem 1.1.10 (Kuadratik Resiprosite). p ve g farkli tek asal sayilar ise,

(3]{1} _ny
q )\ P

dir [7,10].

Tanm 1.1.11 (Jakobi Sembolii). O bir pozitif tek tamsayr olsun. ¢, ler farkli
. P .
olmak zorunda olmayan tek asal sayilar olmak tizere, QO = ¢,q,...q, olsun. (5) Jakobi

semboli

seklinde tanimlanir. Burada (£) Legendre semboliidiir [7].
j

1.2. Kuadratik Form



Bir P halkasi tizerinde r degiskenli n. dereceden bir form P|x,,...,x,]ile gosterilen
homojen bir polinomdur ve bu form sabit dereceli n=a,+...+a, ile x"..x“tek
terimlilerin P — lineer kombinasyonudur. Bdylece a; (1<i,j<r) katsayilari P
tanim kiimesinden olmak iizere, bir x,,..,x, r degiskenli g kuadratik formu

q= Zi’j_a[/.x,.xj formunun ifadesidir.

Bir ikili kuadratik form genellikle

O(x,y)= Ax® + Bxy +Cy°

seklinde yazilabilen iki degiskenli bir kuadratik formdur. Bu form QO =(4,B,C)

seklinde gosterilir.

Tamm 1.2.1. Bir Q(x,y) = 4x*+ Bxy+Cy’ formunda 4,B,Ce Z ise bu kuadratik

forma tam form denir.
Tezin bu kismindan sonra tam formlarla ilgilenilecektir.

Tamm 1.2.2. d =B>-4AC tamsayisina Q formunun diskriminanti denir. d
diskriminanti yerine bazen d(Q) kullanilabilir. Omegin (1,0,1), d=-4

diskriminantli x°+y* formunu belirtir [5].

Tammm 1.2.3. O(x,y)=n olacak sekilde x,y tamsayilari varsa 7 tamsayist Q

tarafindan temsil edilebilirdir denir ve buradaki x, y tamsayilar1 aralarinda asalsa n

tamsayisinin Q tarafindan temsiline 6z temsil denir [5].

Ornek olarak 4 sayist 0 =(1,0,3) tarafindan 6z temsil edilebilirdir giinkii

0(1,1)=4 tir. Ancak 0(2,0) =4 temsili 6z temsil degildir.



Tamim 1.2.4. Bir Q(x,y) = Ax” + Bxy + Cy” kuadratik formunda ebob(4,B,C)=1

ise (A, B,C) formuna primitif form denir [5].

1.3. Kuadratik Formlarin Cesitleri

Tamm 1.3.1. x,ye Z olmak iizere, O(x,y) formu hem pozitif hem de negatif
degerler aliyorsa O formuna belirsiz form denir. Q(x,y)>0 (Q(x,»)<0) ise O

formuna pozitif yari belirli (negatif yar belirli) form denir. Q(x,y)=0 iken

x =y =0 oluyorsa Q formuna belirli form denir [5].

Ornek 1.3.2. QO(x,y)=x>-2)" formu belirsizdir. Cinkii Q(1,0)=1  ve

0(0,1)=-2 dir.

O(x,y)=x’—2xy+y*=(x—y) formu Q(1,1)=0 oldugundan pozitif yar

belirlidir ancak belirli form degildir.

O(x,y)=x"+y" formu pozitif belirli formdur. Ciinkii Q(x,y)=0 icin tek ¢dziim

x=y=0 dm.

Teorem 1.3.3. O(x,y)=Ax’+ Bxy+Cy” tamsay: katsayili ve d diskriminantl bir

ikili kuadratik form olsun. d #0 ve d bir tamkare degilse 4#0, C#0 dir.

O(x,»)=0 i¢in tek ¢oziim x = y =0 duir [7].

Ispat: 4 tamkare olmayan sifirdan fakli bir tamsayr olmak iizere

O(x,y)= Ax” + Bxy + Cy” tamsay1 katsayil1 ve d diskriminantli bir form olsun. O

zaman A#0veC=#0 dir. Cinki A4=C=0 almrsa A4.C=0 ve

d=B*—4A4C =B’ olur bu da d ’ nin tamkare olmamas ile ¢elisir. x, =0, y, =0

igin Q(x,,7,)=0 dir. y,=0 olursa 4#0 oldugundan Ax,”’=0 dan x,=0 olur.



Benzer sekilde x, =0 olursa y, =0 olur. Sonug olarak x, #0 ve y,#0 alalim.

Ax* + Bxy + Cy* formunun her iki tarafin1 44 ile garpalim.

440 (x,y) = (24x+ By)" —dy* (1.2)

olup O(x,,7,)=0 oldugundan (24x,+ By,)’ =dy,’ olur. Ancak dy,”#0 dir ve

tek tiirlii ¢arpanlara ayrilmadan 4 tamkare olur bu da ¢ ’ nin tamkare olmamas: ile

celigir.

Teorem 1.3.4. O(x,y)= Ax’ + Bxy +C)y*, d diskriminanth ve tamsay1 katsayili bir

ikili kuadratik form olsun. Bu durumda

1. d >0 ise Q belirsiz formdur.

2. d =0 ise Q yari belirli formdur.

3. d <0 ve A4,C aym isaretli ise Q belirli formdur. (4,C >0 ise pozitif belirli
A,C <0 ise negatif belirlidir).

Ispat: 1. d>0 olsun. Q0 formunun hem pozitif hem negatif deger aldig
gosterilmelidir. Q(1,0)=4 ve Q(B,-24)=—-Ad olur. A#0 i¢in Q formu her iki
isareti de alir. Benzer sekilde Q(0,1)=C ve Q(-2C,B)=-Cd dir. C=0
olmadikga O formu her iki isareti de alirr 4=C =0 olma durumu ele alinsin.

Buradan 0<d =B’ oldugundan B#0 dir. Bu durumda Q(L1)=B ve

Q(1,-1)=-B olur. Bdylece Q her iki isareti alir.

2. d=0 ve A#0 olsun. Ax”+Bxy+Cy> formunun her iki tarafini 44 ile
garpalim. 440 (x,y)=(24x+By)’ —dy* olup 440Q(x,y)>0 bulunur. Boylece
A20 ise O(x,y)20 ya da A<0 ise Q(x,y)<0 olup Q yar belirlidir.
O(B,—24)=-A4d =0 olup Q(x,y)=0 iken x=y=0 olmadigindan Q belirli

degildir.



Simdide d=0 ve 4=0 olsun. d = B” olur ancak d =0 oldugundan B =0 olur.

Bu durumda Q(x,y)=Cy* olur. Burada sifirdan farkli C ile aym isaretli degerler
y g

vardir ancak Q(1,0)=0 olup Q0 formu belirli degildir.

3. d<0 olsun. Q(x,y)=Ax’+Bxy+Cy’ formunun her iki tarafini 44 ile
carpalim. Buradan 440 (x,y)=(24x+ By)" —dy* elde ederiz.
(24x+By) —dy*>0 olur ginkii d <0 dir. 440 (x,») biitin (x,»)#(0,0)
¢iftleri icin pozitif olur. Boylece @ belirlidir. Q(1,0)=4 ve Q(0,1)=C

oldugundan 4 ve C aym isaretli olup pozitifse Q pozitif belirli form, negatifse

negatif belirli form olur.

Ornek 1.3.5. O(x,y)=-2x>+3xy—-2y° ikili kuadratik formu
d(Q)=B>-44C=-7, A=-2<0 ve C=-2<0 oldugundan negatif belirli form

olur.

O(x,y)=2x>=3xy+2y*> kuadratik formu da pozitif belirli olur ¢iinkii
d(Q)=-7, A=2>0ve C=2>0 dir.

O(x,y)=x>+3xy+y° kuadratik formunda d(Q)=5>0 oldugundan belirsiz

formdur.

Teorem 1.3.6. d € Z olsun. d =0(mod4) veya d = 1(mod4) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul en az bir tane d diskriminanth bir ikili tam kuadratik formun olmasidir

[7].

Ispat: B> =0,1(mod4) oldugundan d = B> -44C =0,1(mod4) olur.



Tersi i¢in ilk olarak d =0(mod4) alalim. x* —(%) y* formunun diskriminanti d

dir. Benzer sekilde, d=1(mod4) alalim. x’+xy —(T] y*  formunun

diskriminant1 4 dir.

Teorem 1.3.7. n#0 ve n,deZ olsun. n tamsayisini Oztemsil eden d
diskriminantli bir ikili kuadratik formun olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

x’=d (rnod4|n|) kongriiansinin bir ¢éziimiiniin olmasidir.

Ispat: x> =d(mod4|n|) kongriilansinn bir ¢dzimii B’-d =4nC esitligini
saglayacak sekilde B olsun. Bu durumda QO(x,y)=nx’+ Bxy+Cy” ikili kuadratik

formu d diskriminantina sahip bir tam form olur. Ayrica Q(1,0)=n, n

tamsayisinin bir 6ztemsilidir.

Tersine, n tamsayismin Q(x,,y,) bi¢iminde bir Oztemsili, B*-44C=d

diskriminantli  Q(x,y)=Ax"+Bxy+Cy’=n formu olsun. ebob(x,,y,) =1

oldugundan ml.m2=4|n, ebob(m,,y,)=1 ve ebob(m,,x,)=1 olacak bi¢imde

m,, m, tamsayilar1 vardir. ebob(m,,y,)=1 oldugundan yoy_ozl(modml) olacak
bigimde y,€Z vardir. (12)° ye gdre 4An=(2Ax,+By,)’ —dy,> olup m,4|n|

oldugundan (24x, + By,)’ =dy,’(modm,) yazilabilir. Buradan

(24x, + By,)* (y,)* = dy,*(y,)*(mod m,)

yani
((24x, + By,)(3,))* = d(,¥,)* (mod m, )

olur. yoy_0 =1(modm,) oldugu kullanilirsa
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((24x, + By,)(¥,))* = d(mod m,)

bulunur. O halde u” =d(modm,) kongriiansinin bir ¢dzimii u = u, = (2A4x, + Byo)y_0
olur. 4 ile C nin ve X ile y nin rolleri degistirilirse, u” =d(modm,) nin de bir
¢oziimiiniin oldugu goriliir. Yani u =wu, bulunur. Bu durumda Cin Kalan
Teoreminden w=u,(modm,) ve w=u,(modm,) olacak bi¢iminde bir w
tamsaymin oldugu sdylenebilir. Boylece w” =u*> =d(modm,) ve benzer sekilde
w’ =u,” =d(modm,) olup buradan w’=d(modmm,) elde edilir. mm,=4|n|

oldugundan w* = d(mod4|n|) elde edilir ki bu da istenendir.

Sonu¢ 1.3.8. d =0(mod4) veya d =1(mod4) olsun. p tek asal say1 ise p’ yi

temsil eden d diskriminanth bir ikili kuadratik formun olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul (1j =1 olmasidir.
p

Ispat: =) p’ yi temsil eden d diskriminanth ikili kuadratik form varsa Teorem
1.3.77 e gore x*=d(mod4p) olan bir x tamsayisi vardir. Buradan (%)zl
p

bulunur. Tanim 1.1.11° den

(M4 E)rom(e)

elde edilir.

2
&) (ij =lised, p modiline gore karedir. (%) = (%j =1 oldugundan
p

x* =d(mod4) olan bir x tamsayisi vardir. Yani d , mod4’e gore karedir. p tek
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oldugundan Cin kalan teoreminden d , mod4p ’ ye gore karedir. Teorem 1.3.7’ den

p , diskriminant1 d olan bir form ile temsil edilir.

1.4. ikili Kuadratik Formlarin Denkligi

d=-4 diskriminantl 0=(2,2,1) formunu ele alalim.
O(x,y)=2x"+2xy+y* = (x+y) +x* olur. 0=(2,2,1) ve 0=(1,0,1) aynisayiy
temsil ederler. Buradan Q(x,y)=0(x+y,y) ve O (x,y)=0(x,y—x) elde

edilir. Bu gibi birbirine doniisen formlara denk formlar denir. Denk formlar

tanimlamak i¢in modiiler gruplar kullanilir.

rs —tu = £1 olacak sekilde r,s,t,u € Z tamsayilarinin olusturdugu 2x2 lik matrisler

kiimesi ¢arpma islemine gore bir gruptur. Bu grup

ros
GL, (Z)z{( J: r,s,t,ue 2, ru—stzil}

r u

ile gosterilir. Bu matrislerin determinantinin sadece 1 olanlarinin kiimesi de ¢arpma

islemine gore bir grup olusturur ayn: zamanda bu grup GL,(Z) grubunun alt

grubudur ve bu grup

SL,(Z) = rs s rys,tue Z, ru—st=1
g t u

ile gosterilir.

Tanmm 1.4.1. GL,(Z) grubunun alt grubu olan SL,(Z) grubuna modiiler grup denir
[6].
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1 n 0 1
S :(O lj ve T =( J matrisleri SL,(Z) grubunun iiretegleridir.

c rs
Herhangi bir S =(

) je SL,(Z) matrisi ve bir Q =(4,B,C) kuadratik formu ile
u

yeni bir 0'=(4',B',C") kuadratik formu asagidaki sekilde elde edebilir. S”, S

matrisinin transpozu olmak iizere,
rot
0'(x.3)=0((x.y)5") = Q[(x,y)[s ]J — O (et syix b )

olup

O'(x,y) = Q((: ZJ(?}C}J) =Q(rx+sy,tx+uy)

=A(rx+ sy)2 +B(rx+sy)(x+uy)+C(x+ uy)2
= Ar’x* + 2 Arsxy + As’y* + Brix” + Bruxy + Bstxy + Bsuy® + Ct*x* + 2ctuxy + Cu’ y*

= (A2 + Brt + Ctz)x2 + (2(Ars +Ctu)+ B(ru +St))xy + (A52 + Bsu + Cuz)y2
bulunur. Burada 4',B',C"

A'=Ar* + Brt+Cr,
B'=2(Ars+Ctu)+ B(ru+st), 1.3)
C'=As* + Bsu+Cu’

seklinde tanimlanan tamsayilardir. Bulunan bu yeni Q' ikili kuadratik formu

Q'=0|; ile gosterilebilir. Benzer sekilde 0 = Q'] oldugunu gosterebiliriz.
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u s\ x
0' |S-1=Q'(( j( D=Q'(ux—sy,—rx+ry>
=t r)\y

= A'"(u’x* = 2usxy +5°y*) + B'(—tux® + ruxy + tsxy —rsy’) + C'(£*x> = 2trxy +r° y*)

olup buradan
o'l = Ax*(ru—st)* + Bxy(ru — st)* + Cy*(ru— st)*
elde edilir. detS =1 oldugundan
Q'l1= Ax* + Bxy + Cy* = 0(x, y)
bulunur.

Tamm 1.4.2. Q'=Q|, olacak sekilde bir Se SL,(Z) matrisi varsa Q ve Q'

formlarina denk formlar denir ve Q'~Q ile gosterilir. O formuna denk olan

formlarin kiimesine de 9 formunun denklik sinifi denir.

Tanim 1.4.3. Bir Q = (4, B,C) kuadratik formunun matrisi

B 2C

O W

24 B 1
M(Q)=( j veya m(Q) == M(Q) =

N

seklinde tanimlanir. 9 formunun matrisi kullanilarak

40(x,y) = (x, )M (Q)(}) veya O(x,y) = (x,)m(Q)(}) (1.4)

seklinde yazilabilir. Bu durumda d(Q)=-detM (Q)=-4d(m(Q)) esitligi elde

edilir.
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Onerme 1.4.4. O = (4,B,C) bir kuadratik form olsun. § = [: S) matrisi SL,(Z)
u

modiiler grubunun bir elemani ve Q'=(4",B',C") = Q| olsun. Bu takdirde;

I. d(Q)=d(Q") d,
2. ebob(A,B,C)=ebob(A",B",C") di,

3. d<0isedveA' ayniisarete sahiptir,
4. (3}‘ )=S_1 (;) olmak tizere Q(x,y)=Q"'(u,,v,) dir,

5. O ve Q' ayni tamsayiy1 temsil ederler,

6. Q ve Q' formlar tarafindan 6z temsil edilen tamsayilar aynidir.

Ispat: 1.0'=0Q|, kuadratik formunun matrisi M(Q|;), S” matrisi S matrisinin
transpozu olmak tizere, M (Q |;) =S"M(Q)S asagidaki formiilden elde edilir.

’ r t\(24 B\(r s r t\(24r+Bt 2As+ Bu
S"M(Q)S = =
s u)\ B 2C)\t u s u )\ Br+2Ct Bs+2Cu
2A4r* +2Brt+2Ct 2Ars+2Ctu+ B(ru + st)
2Ars +2Ctu+ B(ru + st) 2A4s” +2Bsu+2Cu’
= M(Q)
=M(Q])

olur. Bu durumda

d(Q") =—det M(Q|) =—(det S)* det M(Q) = (det S)*d(Q)

esitligi elde edilir. Se SL,(Z) matrisinin determinant1 1 oldugundan d(Q')=d(Q)

olur.
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2. ebob(4,B,C)|ebob(A',B',C") oldugu kolayca goriilir. O=0Q"|_, oldugundan
benzer sekilde ebob(A',B',C")|ebob(A,B,C) olur. Buradan
ebob(A,B,C)=ebob(A',B',C") elde edilir.

3. d=B*-4A4C <0 almsmn. 444' =44 +4ABrt +4ACt> = (2Ar+ Bt)> —dt’ >0
esitliginde (2A4r+ Bt)’ —dt’ =0 alindiginda esitligi saglayan tek durum r=¢=0
olur, buradan detS =0 elde edilir Bu da detS=1 olmasiyla celisir. Buradan
444" = (2Ar+ Bt)* —dt’ > 0 olur. Yani 444'>0 olup AA'>0 elde edilir. Buda 4

ile A' niin ayni isarete sahip olmasi1 demektir.

4. Genelligi bozmaksizin M = M (Q) yazilsin. n tamsayist Q kuadratik formu

tarafindan temsil edilsin. (1.4)’ e gore 40(x,y)=(x,y)M (’;) dir. Buradan

4n=(x,y)M () olu.  MQl)=S"MS ve (4)=87(;) oldugundan

V1 y

4n =4Q [g (u,v) = (uy,v)S"MS (i) bulunur.

5. (x,y) tamsayilart i¢in n = Q(x,y) olsun. Se SL,(Z) oldugundan S™'e SL(Z)
olur. Bu da u v€ Vv’ nin tamsay1 oldugunu gosterir. 4’ e gore Q(x,y)=0"(u,,v,)

oldugundan ayni say1y1 temsil ederler.

6. O(x,y) formu 7’ nin bir 6z temsili olsun. Bu durumda ebob(x,y) =1 dir. Ayrica

(#)=s7"(}) den ebob(x, ) | ebob(u,,v,) dir. Benzer sekilde

Vi y
ebob(u,,v,) |ebob(x,y) dir. 1|ebob(u,,v,) ve ebob(u,v,)|1 oldugundan

ebob(u,,v,) =1 elde edilir. Bu da istenendir.
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Ornek 1.4.5. O(x,y)=x*+ y* kuadratik formu 5 tamsayismi 5=2>+1> olacak
. : 21 .
sekilde temsil eder. S = L € SL,(Z) matrisi alindifinda Q'=Q |, olacak

sekilde bir S e SL,(Z) matrisi bulundugu icin Q ve Q' formlar: denktir.

2 1
Q|S(x,y>=(1 1j(’y“)=<2x+y,x+y>

=(2x+y)” +0(2x+y)(x + y) +(x + y)’
=5x +6xy+2y°

I -1 1 -1
. . -1 _ - -1 2 _ 2 — 1
bulunur. Simdi S = (_1 5 j oldugundan § (1 j = (_1 5 j(l ) = (Oj

bulunur. Gergekten de Q |, (1,0) =5 tir.

Ornek 1.4.6. O=(1,0,5)ve 0'(2,2,3) kuadratik formlarinin ikisinin de

diskriminantt d =-20 olmasina ragmen bu iki form denk degildir. Birinci form 1
sayisint temsil etsin. Bu formlar denk olmadigindan ikinci kuadratik formun 1

sayisini temsil edemeyecegini gosterelim. 1=2x"+2xy+3)° den

2=(2x+y)’+5y> olur. Bu da ikinci formun 1 sayisim1 temsil edemeyecegini

gosterir.

1.5. Otomorfizm ve Pell Denklemleri

Bir O kuadratik formu verilsin. Q0 formunu kendine doniistiiren biitiin Se SL,(Z)

matrislerinin kiimesi doniisiimlerin bileske islemine goére bir grup olusturur. Bu

gruba, O formunun otomorflart grubu denir. Bu

Aut™(Q)={Se SL,(Z): 0 |;= 0}
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seklinde gosterilir [6].

0=(4,B,C), d  diskriminantli bir primitif kuadratik form olsun.

24

S= " € SL,(Z) bu formun bir otomorfu olsun. M (Q)=
t u B 2C

] matrisini

kullanarak Q = Q |, esitligini M(Q)=M(Q|;)=S"M(Q)S veya buna denk olacak
sekilde

24 B \(r s) (u -t)(24 B
B 2c)\t u) \-s r)\ B 2C
biciminde yazilabilir. Buradan

Br+2Ct Bs+2Cu

2Ar+ Bt 2As+ Bu
-2As+ Br —Bs+2Cr

[2Au—Bt Bu—ZCtj

elde edilir. Matrislerin esitliginden asagidaki esitlikler
Bt=A(u-r), As=-Ct, Bs=C(r—u)

elde edilir.

ik iki denklemden A|BtveA|Ct oldugu goriilir. Q primitif oldugundan

t
ebob(A,ebob(B,C))=1 olur. Buradan A|¢ elde edilir. O halde U :Z olacak

t
bi¢imde bir U tamsayisi vardir. 4s =—Ct denkleminde 3 yerine U yazildiginda
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s=—-CU, t=AU ve BU =u-—r elde edilir. Bundan sonrasim iki farkli durumda

inceleyelim.

d =4m ise B=d(mod2) oldugundan B cifttir. A(r—u)=C(r—u)=0(mod2) ve
(4,B,C) primitif oldugundan 4 ya da C den en az biri tektir. O halde » =u(mod?2)

yazilabilir. 7€ Z i¢in u+r=2T alinirsa Q formunun A4,B,C katsayilarini ve

r,s,t,u yu T,U cinsinden ifade edebiliriz. Bu denklemler

-3 _cu
(}” Sj 2
Lou AU T+2y

matris formlariyla gosterilebilir.

Bu matris SL,(Z) kiimesinin elemani oldugundan 1=ru—st=T7T>-mU’ bulunur.

Bundan dolay1
T°-mU’ =1

bulunur. Bdylece her otomorf Pell denkleminin bir tamsayr ¢oziimiinden geldigi
goriilir.  Aksine Pell denklemlerinin her tamsayr ¢oziimi O formunun bir

otomorfunu verir.

d=4m+1 ise B=d(mod2) oldugundan B  tektir. Bu ylizden
u+r=u—r=BU =U(mod2) olur. Boylelikle »+u =27 +U olacak bi¢gimde bir

1-B 1+B
T tamsayisi vardir. Bu durumda r =T +TU ,u=T +TU olup



zl_Bz

l=ru—st=T*+TU+U + ACU* =T*+TU - mU*

elde edilir. Buradan
T°+7TU —mU* =1
olur. Dolayisiyla
r+1=8 -CU
(r SJ B )
Lou AU T +1+TBU

dir.
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BOLUM 2. KUADRATIK FORMLARIN iINDIRGENMESI

Hangi tamsayilarin bir Q0 kuadratik formu tarafindan temsil edilebilecegi sorusu bir

cok matematikgi tarafindan ele alinmistir. Basit gibi gorlinen bu soru ile aslinda
cebirsel sayilar teorisinin resiprosite ve simf cisimleri alaninda 6nemli gelismeler
saglanmistir ve saglanmaya devam etmektedir. Literatiirde bazi kaynaklarda, 6rnegin

[14,16,17],

I. p=1l(mod4)
2. x> =-1(mod p) nin bir X tamsay1 ¢dziimii vardir. Yani (_—lj =1 dir.
p

3. p=x"+y’, x,yeZ

ifadelerinin birbirine denk oldugu ispatlanmistir. Fermat ve Euler de sonsuz azalan
yontemini kullanarak buna benzer ifadeleri ispatlamislardir. Ayrica Langrange,
benzer sonuglart daha kolay elde edecek sekilde kuadratik formlarin indirgeme
teorisini gelistirmistir. x°+ay° bicimindeki formlarm asal bélenlerini ele almak
Euler, Langrange ve Legendre’ m kuadratik resiprosite kurallarini bulmasini

saglamigtir. Asagida Euler, Langrange ve Legendre’ nin elde ettigi temel sonuglar

bulunmaktadir.

Kongriians Sart Form

= 1(mod 4) x? =—1(mod p) p=x"+y’
» =1(mod3) x? = —3(mod p) p=x"+3y’
p =+1(mod3) x* = +2(mod p) p=x"-2y
» =1,3(mod 8) x? =-2(mod p) p=x"+2y
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Euler yukaridaki tabloda durumlarin birbirine denk oldugunu bilmesine ragmen
bunlart tam olarak ispatlayamamistir. Langrange ise bazi formlarin birbirleri
cinsinden yazilabilecegini farkederek biiyiik katsayili bir formu kii¢iik katsayil1 diger
formlara doniistiirerek Langrange indirgeme teorisinin temellerini atmistir.
Langrange indirgemesi olarak adlandirilan bu indirgeme yontemi Bolim 2.1° de

verilecektir.
2.1. Langrange indirgemesi

Verilen bir Q0 formunun katsayilari olabildigince kiigiik olan bir Q' formuna denk
oldugu gosterilmistir. Bu da verilen bir denklik smifindaki biitiin (A4, B,C) formlart

icin A nin miimkiin olan en kiiciik degeri, bu smiftaki formlar tarafindan temsil

edilen en kii¢lik katsay ile iligkili oldugunu gosterir.

Tanmm 2.1.1. |B|S|A|S|C| sartin1 saglayan bir Q =(4,B,C) formuna Langrange

indirgenmis form denir [12].

Onerme 2.1.2. Bir 7 tamsayismin 6z temsili Q0 formu ise 4'=n olmak iizere

QO~Q'=(A4",B',C") olanbir Q' formu vardir [12].

Ispat: n tamsayisinin 6z temsili O formu olsun. Yani Ax” + Bxy + Cy> =n olsun.

O formuna denk olan bir Q' formu oldugunu gostermek i¢in bir S'e SL,(Z) matrisi

ros
bulunmalidir. Bir S = (t ] matrisi alinsin.

u

, B r s X
0'(x,y)=0 ¢ ully =Q(rx+sy,ix+uy)
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den A'=Q(r,t)= Ar’ + Brt+Ct* oldugu goriili. O =(4,B,C)=n oldugundan
A'=n elde edilir. Ayrica Q9 formu 7’ nin bir 6z temsili oldugundan ebob(r,t) =1
olur. Buradan ru—st=1 olacak sekilde u,s€ Z vardir. Bu da istenen Se SL,(Z)

matrisini verir.

Onerme 2.1.3. ikili kuadratik formlarin her denklik simnifi |B|S|A|S|C| olacak

bigimde bir (4, B,C) formu igerir.

Ispat: d = B> —44C diskriminantli bir Q0 kuadratik formu verilsin. Bu form igin

1
uygun bir S = (O nj matrisi alinsin. Bu durumda

1 -
[0 lnj(;) =(x—-ny,y) = A(x—ny)’ + B(x—ny)y+Cy’

= Ax* +(B—2A4n)xy +(4An* = Bn+C)y’
olup buradan yeni bir
O =(A4,B—2A4n,An* —Bn+C)

formu elde edilir. Bu formun Langrange indirgenmis olabilmesi i¢in |B —2An| < |A|

sartin1 saglamas1 gerekir. Buradan bu sart1 saglayacak sekilde uygun bir n tamsayisi

secilir. Bulunan form Langrange indirgenmis ise islem biter. Eger bulunan form

Langrange indirgenmis form degilse bu forma bir T :(1 j matrisi uygulanir.

Boylece

0 -1 X 2 2 2 2
- (y)=(—y,x):>A(—y) + Bx(—y)+Cx* = Ay* — Bxy+Cy
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olup buradan da
Q = (C’_B’ A)

formu elde edilir. Bulunan form indirgenmis ise islem sonlanir. Bulunan form
indirgenmis degilse yukarida yapilan islemler indirgenmis form bulana kadar tekrar

edilir.

Ornek 2.1.4. (2,5,4) formu Langrange indirgenmis form degildir. Asagidaki sekilde

indirgenir.

I —n
(2,5,4) formuna S= (0 . ] matrisi uygulanirsa Q = (2,5—4n,2n> —5n+4)

formu elde edilir. Bu formun Langrange indirgenmis olmasi i¢in |5—4n|£|2|

esitsizligini saglayacak sekilde uygun bir n secilir. Burada n» =1 oldugu goriliir.

Buradan QO =(2,1,1) formu bulunur. Ancak bu form ingenmis olmadigindan
0 -1 . :
buldugumuz bu forma 7T = Lo matrisi uygulanir. Boylece yeni Q formu

0O =(1,-1,2) bulunur. Bu formda Langrange indirgenmis formdur.

Onerme 2.1.5. Bir Q=(4,B,C) Langrange indirgenmis formunun Kkatsayilari

asagidaki esitsizlikleri saglar.

1. d<0ise |B|< /i,|A|s,/i ve |C|Sﬂ,
3 3 4
2.d > 0ise |B|< /1,|A|s\/E ve |C|£i
5 2 4

dir.
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Ispat: 1. d <0 ise B’ -44C=d <0 olur, bdylece AC >0 elde edilir. (4,B,C)

formu Langrange indirgemesini sagladigindan |B| < |A| < |C| dir. Buradan

—d=4AC—-B* 244> - 4> =347

olup |A| < ‘/% elde edilir. Ayrica |B| < |A| oldugundan |B| < ‘/% bulunur. Bunlara

ek olarak

||_Bz_d A d |4 a
Caldl 4|4l 4l4 4|4 4 44

elde edilir. |A| bir fonksiyon ve d bir sabit say1 gibi diisliniiliirse sag taraftaki ifade

[l,\/—d J araliginda azalandir ve maksimum degerine |A|=1 sinirinda  ulagilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

2. d >0 durumunu ele alinsin. Bu durumda AC > B*> >4A4C oldugundan AC <0
elde edilir. Boylece d =B’ —-4AC =B’ +4|AC|25B” bulunur. Bu da |B|£\/%
esitsizligini verir. B> >0 ve |C|2|4| esitsizliklerinden d = B> +4|AC|> 44" oldugu

goriiliir. Boylece |A| S%\/Z olur. Dolayisiyla 4|C| < 4|AC| =d-B*<d olup

d
C|< ~, bulunur. Bu da bize son esitsizligi verir

Onerme 2.1.5” ten asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.1.6. d diskriminantl indirgenmis formlarin sayist sonludur.
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Ornek 2.1.7. d =260 diskriminantl pozitif belirli Langrange indirgenmis formlar
) , 260 o
bulalim. Onerme 2.1.5” ten |B| < N <10 oldugundan -8 < B <8 bulunur. Ayrica

Langrange indirgenmis formlar1 aradigimizdan bu formlarin |B|S|A|S|C| sartini

saglamas1  gerekir. Buradan B = 0(mod 2) oldugundan B degerleri

B=0, £2, £4, +£6, =8 bulunur.

B=0 degeri igin -260=0°-44C = AC=65 elde edilir Buradan
(1,0,65), (65,0,1), (5,0,13) ve (13,0,5) formlar1 elde edilir. Ancak bu formlardan

(1,0,65), (5,0,13) formlar1 Langrange indirgenmistir.

B=12 degeri igin AC =66 olup buradan (2,%2,33), (3,+2,22) ve (6,%2,11)

Langrange indirgenmis formlar1 elde edilir.

B=14 degeri icin AC=69 olup buradan (1,44,69), (69,14,1), (3,14,23)
ve (23,+4,3) formlart bulunur. Ancak bu formlarin higbiri |B|S|A|S|C| sartini
saglamadigindan Langrange indirgenmis degildir.

B =16 degeri icin AC =74 olup higbir Langrange indirgenmis form yoktur.

Son olarak B =#8 degeri icin AC =81 olup (9,£8,9) Langrange indirgenmis

formlar1 elde edilir.

Boylece d =-260 diskriminantli Langrange indirgenmis formlarin sayisinin 10

oldugu gortiliir.
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Ornek 2.1.8. d =13 diskriminantl belirsiz Langrange indirgenmis formlar1 bulalim.
Onerme 2.1.5° ten |B| < ‘/% oldugundan —-2<B<2 bulunur. Buradan

B=13=1(mod2) olup B degerleri xl olarak elde edilir.

B=%1 degerleri i¢cin 13=1-44AC olup AC=3 Dbulunur. Buradan
(1,£1,-3), (=1,£1,3), (3,+1,-1) ve (-3,%1,1) kuadratik formlar1 elde edilir. Ancak

bu formlardan (1,+1,-3) ve (—1,+1,3) formlar1 Langrange indirgenmistir.

(1,0,m), d=—4m

Tamm 2.1.9. Q, :{ (LLm) d=1—4m ©lacak bi¢cimde Langrange indirgemesine

sahip, d diskriminantli kuadratik forma temel form denir.
2.2. Pozitif Belirli Formlarin indirgenmesi

Bu bolimde 4>0, d=B"-44C<0 ve ebob(4,B,C)=1 olmak iizere
0 =(4,B,C) primitif formlar1 ele alinacaktir. Primitif kuadratik formlarin her

denklik bagintis1 bir ya da daha fazla Langrange indirgenmis form igerir.

Tamim 2.2.1. Q = (4, B,C) pozitif belirli formu

-A<B< A< C

veya

sartlarini sagliyorsa Q formuna indirgenmis form denir.

Bundan sonra pozitif belirli formlarla ¢alisilacagi i¢in 4 > 0 alinacaktir.
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Onerme 2.2.2. B>0 ve Q=(4,B,C)indirgenmis ise, Q formunun en kiigiik
tamsaytr 0z temsilleri A4, C ve A-B+C dir. Daha agik sekilde
A=0(%1,0), C=0(0,£1), A-B+C=0Q(£1,F1) formlarmin yan sira

X,y , (£1,0), (0,£1)=Q(x,y)=C
x,y)#(0,0), (£L1,0), (0.£1), (£LF1)=Q(x,y)24-B+C
dir .

Ispat: Bu sayilarin O tarafindan 6z temsil edilen en kiiciik sayilar oldugunu
gostermek igin xy>1 olan X,y tamsayiar i¢in Q(x,y)=A—-[B|+C oldugu

gosterilmelidir. Bunu {i¢ durumda inceleyelim.

L |x|=]y| ise O(x,y)=Ax" —|B|xx+Cx* =x*(4—|B|+C)> A—|B|+ C dir.

2. |x|>|y] ise Q(x,p) = Ax* —|B||xy|+ Cy* > (4—|B|)|xy|+ CV’
>(A4-|B|+C)y*> A-|B|+C

dir.

3. x| <|y] ise O(x,y)=(4-|B|+C)x* > A—|B|+C dir.

Buradaki 4, C ve A—|B|+C tamsayilar1 farkli olmak zorunda degildir. Yani eger

O=(L11) ise A=C=A4—-|B|+C=1 olur.

Onerme 2.2.2 dzellikle, denk olan pozitif belirli iki formun birbirine esit oldugunu

ispatlamak igin kullanilir.

Sonug 2.2.3. 1 ile temsil edilen bir pozitif belirli kuadratik form temel forma denktir.
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Ispat: O, 1 ile temsil edilen bir kuadratik form olsun. Bu durumda O formu 1

tarafindan temsil edilen indirgenmis bir Q' formuna denk olur. Q' tarafindan temsil
edilen en kiigiik dogal sayr 1 oldugundan Onerme 2.2.2° ye gore Q'=(4,B,C)
formunda A =1 alabiliriz. Q' indirgenmis oldugundan |B|S|A|=1 olur. Boylece
0'=(1,0,C) veya Q'=(11,C) olur. Bu formlar da sirasiyla d =—4C, d =1-4C

diskriminantlarina sahip temel formlardir.

Teorem 2.2.4. Primitif pozitif belirli kuadratik formlarin her denklik sinifi bir tek

indirgenmis form igerir.

Ispat: 0 =(4,B,C) ve Q'=(A4',B',C") formlan pozitif belirli ve indirgenmis form
olsun. 0 ve Q' denk formlarinin birbirine esit oldugu gosterilmelidir. 9 ve Q'
formlarinin temsil ettigi en kiigiik tamsayilar sirasiyla 4 ve A' olsun. O ~Q'
oldugundan ayni tamsayilar1 temsil ederler. Buradan 4= A" olur. Q indirgenmis

oldugundan C > A dir. Burada iki durumla karsilasilir:

1. C> 4 olsun. A=0(%1,0) oldugundan A4, Q tarafindan iki kez temsil edilir.
Ayn1  sekilde A4, Q' tarafindan da iki kez temsil edilir. Bdylece
C'=0'(0,£1)> A'= A4 olur. C, Q tarafindan temsil edilen ikinci en kii¢iik tamsay1
oldugundan Q' tarafindan da temsil edilen ikinci kiiclik tamsay1 olur. QO ve Q'
birbirine denk oldugundan C=C" olur. Ayrica d (Q)=d (Q") oldugundan |B|=|B|

olur. Eger B'=—B alirsak (4,B,C)=0~0'=(4,-B.C) olur.
S - (: SJG SL2 (Z) lgln Q' = Q |S Olsun. Bul‘adan da A = A' — A}’z + Brt + Ct2
u

oldugu goriiliir. C > A4 oldugundan bu denklemin tek ¢oziimi r==1, r=0 dir.
I s -1 : :
Boylece S = (O J veya S =( 0 1] olur. —B=B"'=2As+ B ise As =-Bdir.

|B| < 4 oldugundan s=0 alinabilir. Buradan da B=0=—-B=B"' olur. Yada s=1
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alabiliriz. Ancak s=1 alindiginda da B=-4 olur. Bu da 0 formunun indirgenmis

olmasiyla ¢eligir. Biitiin bu durumlarda da O = Q" olur.

2. C=4 olsun. Bu durumda 4=Q(£1,0)=0(0,£1) olur. Bu da 4 nmn Q
tarafindan en az dort kez temsil edildigini gosterir, aynt zamanda Q' tarafindan da

dort kez temsil edildigini gosterir. Bu durumda C'=A4 olur ve bdylece C=C"
bulunur. Birinci durumda oldugu gibi B'=%B elde edilir. Ancak
(A4,B,A)~(4,B",A) ve indirgenmis oldugundan B ve B' pozitif olmalidir.

Buradan da O = Q' elde edilir.

Tammm 2.2.5. d <0 diskriminantli primitif tam formlarin denklik simiflarinin

sayisina d ’ nin smif sayisi denir ve A(d) ile gosterilir.

Ornek 2.2.6. d = -20 olmak iizere 4(-20) smif sayisin1 bulalim.

d <0 oldugundan Onerme 2.1.5° ten B < /—TZO olur. Buradan B =0,1,2 eclde

edilir.

B =0 degeri igin B> ~4A4C =-20 olup AC =5 bulunur. Boylece (1,0,5), (5,0,1)

formlar elde edilir. Ancak sadece (1,0,5) indirgenmis formdur.

B =1 degeri i¢in uygun 4 ve C tamsay1 degerleri yoktur.

B=2 degeri  igin B’-44C=-20= AC=6 bulunur. ~ Buradan
(1,2,6), (6,2,1), (2,2,3) ve (3,2,2) formlar1 elde edilir. Ancak (2,2,3) formu

indirgenmistir.

Boylece d =-20 diskriminantinin sinif sayist 4(-20) =2 bulunur.
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2.3. Zagier Indirgemesi

Tanim 2.3.1. Tamkare olmayan pozitif d diskriminantina sahip bir Q = (4, B,C)

belirsiz formu

Jd <B<d +24,
\/3<B<\/3+2C

2.1)

sartlarin1 sagliyorsa bu forma Zagier indirgenmis form veya kisaca Z-indirgenmistir

denir [12]. Zagier indirgemesi belirsiz formlarda kullanilir.

Tanim 2.3.1° e gore ilk katsayisi en kiiciik olacak sekilde 4> 0 olan bir form

segilsin. B modulo 2[4

> ya gore secilirse B, 24 uzunlugunda bir aralikta deger

alabilir. Buradan Be[\/g ~Nd +2A} olur. Bu se¢gimden AC >0 elde edilir. Q

formu C’ yi temsil etsin. 4’ nin en kii¢ilk olusundan A4 < C bulunur. Boylece

Be [JZ Nd + 20] de yazilabilir.

Teorem 2.3.2. Q=(4,B,C), d diskriminantli primitif = belirsiz form olsun.

O(x,~1)= Ax> - Bx+C kuadratik denkleminin iki kokii

B+\/§ B—\/g
ve g, =
24 24

51:

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine dektir.

a) (A4,B,C) Zagier indirgenmistir.
b) (C,B,A) Zagier indirgenmistir.

C) 0<B—~Jd <24<B+d dir.
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d) 0<B-+d <2C<B++/d dir
e) 0<¢, <1< dir.
f) 4>0, C>0, B> A+C dir.

Ispat: a)=>b): oldugunu gosterelim. Zagier indirgemesi tanimma gére A ve C

simetriktir. Boylece a) ve b) ifadeleri birbirine denk olur.

a)=>c): (4,B,C) formu Zagier indirgenmis ise (2.1 e  gore
0<B-d <24<B+d dir. Ayrica  Zagier indirgenme  tanimindan
A>0ve C>0 dir. Buda B*+44C>d olmasin saglar. Boylece B> Jd olur.
Dolayisiyla 0< B — Jd yazilabilir. B < Jd +24 esitsizliginden B - Jd <24
bulunur. Zagier indergeme tanimma gére B < Jd +2¢C oldugundan

_B*-d _B’-d

< = B++/d elde edilir.
2C B-d

24

a)=>d): (4,B,C) formu Zagier indirgenmis ise 0<B—~JA<2C<B+~Jd dir.

Yukaridaki ispatta (4, B,C) yerine (C, B, A) yazildiginda ispat biter.

c)=>e): 0<B- Jd <24<B+-Jd esitsizliginde her taraf 24 ile bdliiniirse
0<B—+Jd <24<B+d ile 0< &, <1< ¢ ifadeleri birbirine denk olur.

+~d B-d

e)=1): & —&, >0 oldugundan 4 >0 bulunur. & :BT> lve §, =——<I

esitsizliginden |[B—24|<+/d olur. Boylece
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d—(B-24) =4A(B-A-C) 2.2)

ozdesliginden B > 4+ C oldugu goriiliir. Sonug olarak C =¢&,&, >0 elde edilir.

Simdi d)=>¢) oldugunu gosterelim. d —(B—-2A4)’ =4A4(B— A-C) esitsizliginden
|B—24|<~d saglanir, bu da & >1ve & <1 esitsizliklerini verir. 0<C=&¢,

oldugundan &, > 0 olur bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 2.3.3. d diskriminantli Z —indirgenmis formlar sonlu sayidadir. Yani,

Q=(4,B,C)  Z-—indirgenmis formlarm katsayilan 0<4, C S% ve

\/E<Bﬁd+1

esitsizliklerini saglar.

d-(B-24)
ispat: (2.2 den ——— "7 <= esitsizligi yazilabilir. Simetriden dolayr C icin
pat: (2.2) 4(B_d—c) "4 TRy y1 C ig
de aynt esitsizlik gecerli olur. Sonug olarak

1 1
B’=d+44C<d +Z(d -1)* =Z(d +1)” bulunur. Bu da istenendir.

d diskriminantl primitif formlarin F, kiimesi lizerinde indirgenmis formlarin bazi
notasyonlarmi verelim. R,, indirgenmis formlarin alt kiimesi olsun. Boyle bir

durumda indirgeme 6zellikleri tastyan bir
p:F,—F,
indirgeme doniisiimii tanimlanabilir.

Herhangi bir Q € F, formu verilsin. Bir v >0 tamsayis: vardir dyle ki
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P (O)=(popo..op)O)

v kez

indirgenmistir. Yani p"(Q)€ R, olacak bi¢imde bir v pozitif tamsayis1 vardir.

O indirgenmis ise p(Q) da indirgenmistir. Yani p, R, yi R, ye donistiiriir.

Boyle bir durumda p(Q) formuna Q formunun sag komsulugu denir ve p nin

goriintiisiindeki formlara da yar1 indirgenmis formlar denir.

Eger R, =R,,,, d diskriminanth Zagier indirgenmis formlarin kiimesi ise asagidaki

gibi bir indirgeme doniisiimii mevcuttur.

Bir 0=(4,B,C) formunun p(Q) sag komsulugu, n > >n —1 olmak lizere

B+d
A

1
S=Sn=(n1 O]e SL,(Z) i¢in Q'=Q]|, olan bir Q'=(A4,B'C") formudur.

1 - 0 1
Burada S, :(0 lnj( { Oj Tanim 1.4.1 de verilen S ve T matrislerinden elde

edilmektedir.
Lemma 2.3.4. Q =(4,B,C) formunun sag komsulugu asagidaki sekilde hesaplanir.

C'=4

Jd <B'<\Jd+24, 4>0

Jd +24<B'< Jd, 4<0

B+ B'=0(mod24) ve {

(B’ —44'C'=d .

Bu durumlar sirastyla C', B' ve A' sayilarini belirler.
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. n
Ispat: 7 bir tamsay1 olmak tizere, B+ B'=2A4n ve S =[

1
Oj olsun. Buradan

Q'=Q[(_"1 éj[;)}gz(my,—x)

= A(nx+y) +B(nx+y)(=x)+C(-x)’
= An’x’ + 2 Anxy + Ay* — Bnx” — Bxy + Cx’
=x (An2 —bn+C)+xy(2An—B)+Ay2

olur. Boylece Q'=Q|, olan Q'=(4',B'.C") formu A'=An*-Bn+C,
B'=24An-B ve C(C'=A olacak bi¢cimde elde edilir Eger 4>0 igin
24n>B+~d >24(n-1) oldugu ya da A<0 igin 24n<B+~/d <24(n—1)

oldugu gosterilebilirse O [;=(A4',B',C")= p(Q) esitligi agiktir.

Ik esitsizlik 24n— B > Jd olmasmna denktir ve Jd <B'=2A4n—B secildiginde
saglanir. Ikinci esitsizlik de 24n—B< Jd +24 esitsizligine denktir ve

24An—B=B'<d +24 oldugundan saglanir.

Son olarak da (B")* —44'C'=d oldugunu gosterelim.

(B —4A4'C'=(24n-B) —4(An’ - Bn+C) 4
=44'n* —4nAB + B> —4(An’ - Bn+C) 4

=B*-44C
=d

elde edilir.

Ornek 2.3.5. 0=(1,4,2) i¢in p(Q)=0'=(2,4,1) ve p(Q)=0 oldugunu

gosterelim.



35

0=(4,B,C)=(1,4,2) olsun. Bu durumda C'=4=1 olup B+ B'=0(mod2A4)

bulunur. Buradan A>0 ve Jd <B'<~Jd +24 oldugundan
'=-B=-4=0(mod24) ve J8<B'<~8+2 icin B'=4 olur. Sonug olarak

(B) -d 4 -8
4C"

=2 bulunur.

d=(B")Y-44'C" olupA'=

Onerme 2.3.6. O=(4,B,C), d>0 diskriminanth bir kuadratik form ve
Q'=(4',B"C")= p(Q) dabu kuadratik formun sag komsulugu olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir.

1. A4<0ise A'> A4 dir.
2. A4>0 ise A'>0 dur.
3. A'2A4>0 ise Q' formu Zagier indirgenmistir.

1
4. (O Zagier indirgenmisse n =2 olmak lizere, S=S5, 2( nl Oj icin

p(0)=0, dir

B++/d

Ispat: 2. @ bir reel say1 ve 0<@<1 olmak iizere =n—-6 olsun.

d + 0 yazilirsa

s . B+
A'= An’ — Bn+ C esitliginde n yerine

A'= 46* +d 6

elde edilir. Bu durumda hipotezin ikinci 6zelligi saglanir.

l. A4<0 ise A ve 6°—1 negatif oldugundan A'—A:A(92—1)+x/gt9>0 elde

edilir.

3. A'>2 A>0 olsun. Bu durumda

0<A'-A=6d-A4(1-6%)

<(1+6)Vd - A(1-6")=(1+6)(Jd - 4(1-6))
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olur.

Ayrica A'>A4>0, C'=4>0 ve B'>A+C' oldugundan, Q' formunun Zagier

indirgenmis oldugu goriiliir.

4. Q formu Zagier indirgenmis olsun. Buradan &, = >1 olupbuda n=>2

B+d
24

olmasini saglar.

Onerme 2.3.7. p déniisimii bir indirgeme déniisiimiidiir. Yani, Q =(4,B8,C)

pozitif d diskriminantli bir kuadratik form olmak tizere,

1. p"(Q) Zagier indirgenmis olacak sekilde bir v >0 tamsayisi vardur.

2. O Zagier indirgenmisse p(Q) da Zagier indirgenmistir.

Ispat: 1. A negatif ise Onerme 2.3.6’ ya gore A'>A olur. p vyi tekrar tekrar
uygulamak ilk katsayisi pozitif olan bir form verir. Onerme 2.3.6° mn ikinci
ozelligine gore ilk katsayr pozitif ve C'=A oldugundan p nin bir defa daha
uygulanmasiyla elde edilen formun ilk ve son katsayisi pozitif olur. ilk katsay:
pozitif kaldigindan A4'> A olmalidir. Ancak Onerme 2.3.6’ nm ilk &zelliginden p

nin birden fazla uygulamasi bir Zagier indirgenmis form tiretir.

>1-6

Jd B-d
24

2. Eger Q Zagier indirgenmisse bu durumda 7:11—0—

oldugundan 4',C'>0 ve

B'-A'-C'=(1-6)(Nd - 4(1-6))>0
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dir. Béylece p(Q)=0Q' Zagier indirgenmistir.

Herhangi bir 0 formunun bir p(Q) sag komsulugu vardir. Genel olarak farkli

formlar ayn1 sag komsuluga sahip olabilir. Ancak bu durum

2.3)

{\/E<B'<\/E+2A, A>0

Jd+24<B'<d, 4<0

sartlarin1 saglayan Q = (4, B,C) formu i¢in saglanmaz.
Tanim 2.3.8. (2.3) ile verilen sartlar1 saglayan formlara yar1 indirgenmis form denir.

Onerme 2.3.9. p déniisiimii yar1 indirgenmis formlar iizerinde birebirdir [12].

p indirgeme doniisiimiiniin tersinden A(Q) sol komsulugunu tanimlayalim.
0=(4,B,C) ve Q'=(4,B.C') i¢in p(Q)=Q"' olsun. Buradan A(Q")=0Q

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

1. A=C"

d <B<~d+2C', C'>0
2. B+B'=0(mod2C") ve {\/_ Vd ’ 2.4)

Jd +2C'<B<+Jd, C'<0
3. B*—44C=d

olsun. Bu durumda A4',B' ve C' den A4,B ve C hesaplanabilir. Simdi A(Q)’ nun
bulunmasi i¢in bir baska yontemi Onerme 2.3.10 da verelim.

Onerme 2.3.10. Q'=(4".B'.C') bir primitif kuadratik form olsun. 7,

' 0 -1
n> B ;C\/g >n—1 sartin1 saglayan bir tamsayr olmak lizere, § = (1 J i¢in
n

2(0")=0'|; dir.
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Ispat: B=—B'+2An olacak bigimde bir 7 tamsayisi olsun. Buradan

B*-d
44

C= =A-B'n+C'n’

0 -1
olur. Bundan dolay S:(l j icin 0=A4(0")=0"'|; olur. Dolaysiyla
n

B'+~Jd

'

B'+B B'+B
n: =

Y Yl dir. Eger C'>0 ise B>~/d ve n>

B'+\/E
2

>n—1 dir. Eger

C'<0 ise B<~/d vetekrar n> >n—1 olur.

'

Onerme 2.3.11. Q yari indirgenmisse, (1°p)(Q)=0 ve (p°2)(Q)=0 olur[12].

Onerme 2.3.11° den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.3.12. p indirgeme doniisiimii indirgenmis formlar kiimesinin

permiitasyonudur. Ayni sonu¢ A i¢in de gegerlidir.

Ispat: p doniisiimii indirgenmis formlar1 indirgenmis formlara déniistiiriir. Q0 ve Q'
indirgenmis formlar ve p(Q)=p(Q') oldugunu kabul edelim. Her iki tarafa A

uygulanirsa Onerme 2.3.11° den Q = Q' elde edilir.

Tanim 2.3.13. Bir 0 formunun kendisine denk olan Q,0,,0,,...,Q, bi¢imindeki sag
ya da sol komsuluklarindan biri tekrar QO formuna denk oluyorsa Q formunun sag
komsuluklarina Q formunun bir devri denir. d diskriminantli bir 0 formunun sinif

sayist h(d), Q formunun devirlerinin sayisina esittir.
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Ornek 2.3.14. d =5 diskriminantli kuadratik formun devirlerini bulalim. Onerme

d d+1 5
2.3.3 teki O<A,CSZ ve \/E<BST+ sartlarindan ve 0<A,CSZ

5+1
esitsizliginden A=1, C =1 ve J5<B< = olur. Buradan da B =3 bulunur. Bu

sartlardan Q = (1,3,1) formunu buluruz. (2.4)’ e gore C'= A olup dolayisiyla C'=1
bulunur. 4>0 oldugundan Jd <B'<Jd +2A4 dir. Ayrica B+ B'=0(mod2A4)
oldugundan J5<B'<J5+2.1 ve 3+B'= 0Omod(2.1) ve bdylece B'=3 buluruz.
Diskriminanttan 4'=1 bulunur. Yani Q nun komsulugu olan Q' kendisine esit
olur. Burdan da Q nun devrinin bir oldugu goriiliir. Bu durumda @ formunun simif

sayist 1 olur. Yani 4(5) =1 dir.

Ornek 2.3.15. d =136 diskriminantli kuadratik formun devirlerini ve siif sayisini

136+1

; 136
bulalim. Onerme 2.3.3 ten 0<4, C< % ve V136 < B < yazilabilir.

Diskriminant ¢ift oldugundan B =12,14,16,...,64,66,68 degerlerini alir.

B=12 degeri ig¢in d =B*-44C = AC=2 ve bdylece Q =(1,12,2) kuadratik
formu elde edilir. Bulunan O formunun sag komsuluklarini bulmak i¢in Onerme
239 agore C'=1ve 4>0 i¢in V136 < B'<~/136 +2 olup 12+ B'=0(mod 2) den
B'=12 olur. d=(B')’ -44'C" esitliginden 4'=2 elde edilir. 0 formunun sag
komsulugu Q'=(2,12,1) bulunur. Ayni islemler tekrar edilerek Q' formunun sag

komgulugunun kendisine esit oldugu gortiliir.

B=14 degeri i¢cin AC=15 olup (1,14,15),(15,14,1),(3,14,5),(5,14,3) kuadratik
formlart  bulunur. Ancak bu formlardan (1,14,15) ve (15,14,1) formlari

indirgenmemistir. Simdi (3,14,5) ve (5,14,3) formlarinin devirlerini bulalim.
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(3,14,5) formunun sag komsuluklart Onerme 2.3.9° a gore C'=3veAd>0 icin
J136 < B'< /136 +6 olup 14+ B'=0(mod6) oldugundan B'=16 olur.
Diskriminanttan A4'=10 bulunur. Bu sekilde devam edilirse (3,14,5) formunun sag
komsuluklar1 (3,14,5), (10,16,3), (11,24,10), (6,20,11), (5,16,6) bulunur. En son
bulunan (5,16,6) formunun sag komsulugu (3,14,5) oldugundan (3,14,5) formunun
(3,14,5), (10,16,3), (11,24,10), (6,20,11), (5,16,6) devri elde edilir.

(5,14,3) formunun sag komsuluklar1 yukaridaki islemler tekrar edilerek bulunur.

Buradan (5,14,3), (6,16,5), (11,20,6), (10,24,11), (3,16,10) devri elde edilir.

Son olarak B =26 degeri icin AC =135 olur ve 0< A4,C <34oldugundan
(3,26,45), (45,26,3), (9,26,15), (15,26,9), (27,26,5), (5,26,27) formlar1 bulunur.
Ancak bu formlardan sadece (9,26,15) ve (15,26,9) formlar1 indirgenmistir. Simdi

(9,26,15) formunun sag komsuluklarini bulalim.

Onerme 239> dan C'=9ved>0 igin +136<B'<+136+18 olup
26+ B'=0(mod18) oldugundan B'=28 olur. Diskriminanttan A4'=18 bulunur.
Benzer sekilde devam edilirse (9,26,15) formunun sag komsuluklari

(9,26,15), (18,28,9), (25,44,18), (30,56,25), (33,64,30), (34,68,33), (33,68,34),
(30,64,33), (25,56,30), (18,44,25), (9,28,18), (15,26,9), (17,34,15), (15,34,17)

seklinde bulunur. (15,34,17) formunun sag komsulugu (9,26,15) oldugundan

(9,26,15) formunun

(9,26,15), (18,28,9), (25,44,18), (30,56,25), (33,64,30), (34,68,33), (33,68,34),
(30,64,33), (25,56,30), (18,44,25), (9,28,18), (15,26,9), (17,34,15), (15,34,17)

devri elde edilir.

Buradan d =136 diskriminantinin sinif sayist 4(136) =4 bulunur.
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N

Onerme 2.3.16. S = (r
t u

je SL,(Z) matrisi i¢in Q'=Q | olacak sekilde Q ve

Q' formlart Zagier indirgenmis iki form olsun. Bu durumda S§=SS,..S,
indirgenmis matrislerin carpimidir ve O, =0/, O, =0, | ,... formlarmn timii

Zagier indirgenmistir [12].

Teorem 2.3.17. O ve Q', d diskriminantli iki primitif Z — indirgenmis formlar
olsun. 0 ve Q' niin denk olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul aynmi devire ait

olmalaridir.

S

Ispat: S=(: ]e SL,(Z) matrisi i¢in (A'.B',C')=(4,B,C)|; oldugunu

u
varsayalim. Onerme 2.3.16> a gdre O ve Q' Zagier indirgenmis formlar ise S
matrisi §=S5,5,...S, olacak bicimde indirgenmis matrislerin c¢arpimi olarak
yazilabilir. Fakat indirgenmis formlara S ,S,,...,S, uygulanarak O formu Q'

formuna doniistiigiinden Q' formu ile 9 formu ayni devirdedir.

2.4. Gauss Indirgemesi

0=(A4,B,C), d>0 sifir diskriminanth belirsiz bir kuadratik form olsun. Q
tarafindan temsil edilen en kiigiik tamsay1 |4| olsun. B’ yi (mod24) da degistirerek

B’ nin 24 uzunlugunda sabit bir aralikta oldugunu soOyleyebiliriz.

Be[Vd -|4

,\/Z +|A|] aralig1 seg¢ilebilir. Bu se¢im ‘Bz —d‘ degerini daha kiigiik
yapar. N'd —2|4|< B<+/d Gauss sartindan 6zellikle B </d esitsizligi tercih edilir.
Bu esitsizlikleri saglayan formlara yari indirgenmis form denir. |A| minimal

alindigindan |4 <|C| olur. Béylece O formu
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\/3—2|A|<B<\/3
\/2—2|C|<B<\/E

@2.5)

sartlarini saglar.

Tanim 2.4.1. (2.5) ile verilen 6zellikleri saglayan formlara Gauss indirgenmis ya da

kisaca indirgenmis form denir [12].

Her indirgenmis form yar1 indirgenmistir ve her Q = (4, B,C) belirsiz formu i¢in bir
tane Q'=(4,B',C") yart indirgenmis form vardir. Bir formun indirgenme sartlarinin
simetrisinden (A4, B,C) formunun indirgenmis olmast icin gerekli ve yeterli kosul

(C, B, A) formunun da indirgenmis olmasidir.

Teorem 2.4.2. Q= (4,B,C), d=B>—-4AC diskriminantli primitif belirsiz bir
form olsun. Q(x,1)= Ax”+ Bx+C kuadratik denkleminin iki kokii &, ve & =&

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [12].

a) (4,B,C) indirgenmistir.

b) (C,B, A) indirgenmistir.

c) 0<B—\/§<2|A|<B+x/§ dir.
d) 0<B-+d <2|C|<B+d dir.
e) £& <0, [&]<1<]|E) dir

fy AC<O0, B>|4+( dir.

Onerme 2.4.3. O = (4, B,C) belirsiz formu indirgenmis ise

B>0, AC<0ve0<|4

C|<\/E

,B,
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dir [12].

Onerme 2.4.4. Her pozitif 4 diskriminant1 icin B, B<~Jd ve B =d(mod?2)
sartlarin1 saglayan en biiylik tamsay1 olmak tizere Q, temel formu bir tek (1,B,C)

indirgenmis formuna denktir [12].
Tamm 2.4.5. Bir d diskriminanthh Q = (4, B,C) formu verilsin.

1.4'=C,
2.B+B'=0(mod24") ve NJd —[24'|< B'<d,
3.(B') -44'C'=d.

sartlarin1 saglayan bir p(Q)=0'=(4',B',C") formuna Q formunun sag komsulugu
denir.

Bu sartlar sirasiyla A',B' ve C' katsayilarini belirler. Burada ¢, B+ B'=2Ct olarak

) . 0 1 0 1)1 —=t).. )
belirlenmek tlizere S = {4 = 1 ollo 1 icin p(Q)=0Q | dir.

Onerme 2.4.6. 1. O bir primitif belirsiz form ise p(Q) formu yar1 indirgenmistir.

2. Q indirgenmis ise p(Q) formu da indirgenmistir [12].

Ornek 2.4.7. d =21 diskriminantli Gauss indirgenmis formlarin devirlerini ve sinif

sayisini bulalim.

Onerme 2.4.3° e gore B>0, AC<OV60<|A,B,C|<\/E olup d=21 tek

oldugundan B =1,3 olur.
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B=1 degeri icin d=B"-44C oldugundan AC=5 olur.

AC<0ve 0<|4.,|c|<v/21 oldugundan (~1,1,5), (1,1,=5), (5,1,=1) ve (=5,1,1)

9

formlart bulunur. Ancak bu formlarin higbiri Gauss indirgenmis form degildir.

B =3 degeri i¢in d =B*—-44C = AC =3 olur. Buradan da (1,3,-3),(-1,3,3),
(3,3,-1) ve (= 3,3,1) formlarin1 elde ederiz. Bu formlar Gauss indirgenmis

formlardir. Simdi bu formlarin sag komsuluklarini bulalim.

(1,3,-3) formunun sag komsuluklarini bulalim. Onerme 2.4.4> ¢ gére A'=-3 olur.
3+ B'=0(mod6) ve J21- |6| <B'<21 oldugundan B'=3 bulunur. Diskriminant

tanimindan C'=1 elde edilir. (1,3,-3) formunun sag komsulugunun (-3,3,1)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde devam edilirse (-3,3,1) formunun sag komsulugunun

(1,3,-3) oldugu bulunur. Buradan (1,3,-3), (-3,3,1) devri elde edilir.

(-1,3,3) formunun sag komsuluklarini bulalim. 4'=3, 3+ B'=0(mod6) ve
J21 —|6|<B'<x/i oldugundan B'=3 olur. Diskriminanttan C'=-1 oldugu

goriiliir. Bu durumda (-1,3,3) formunun sag komsulugu (3,3,-1) olarak bulunur.
Benzer sekilde (3,3,—-1) formunun sag komsulugu (-1,3,3) formudur. Buradan

(-1,3,3), (3,3,—1) devri elde edilir.

Boylece d =21 diskriminanth kuadratik formunun sinif sayis1 #(21) = 2 olur.



BOLUM 3. BELIRSIiZ KUADRATIK FORMLARLA
TAMSAYILARIN TEMSILI

Tamim 3.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve N # 0 tamsay1 olmak {izere
x> —dy*=N

Pell denklemi ¢oziilebilir olsun. x> —dy> =N denkleminin herhangi iki ¢oziimii
u+wd ve u+tv'\Jd olsun. Eger x*-dy*=1 Pell denkleminin
u'+v'\d = (u+ wd )x+ y\/g ) esitligini saglayan bir x+ y\/g ¢Oziimili varsa

u+vld ve u'+v'\d aynt smiftadir denir. Aynmi simiftaki tim ¢dziimlerin

olusturdugu kiimeye ise ¢6ziim sinifi denir.

Ayrica u'+ v'\d = (u+ vJd )(x+ y\/g ) esitliginden elde edilen u'+ v'Jd ¢Oziimi
ile u+vJd ¢ozimine ilgilidir denir. x*—dy’=N denkleminin bir ¢dziim
sinifindaki ¢oziimlerin hepsi birbiriyle ilgilidir [1,13].
Teorem 3.2. 4 tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Eger

x*—dy’=N
Pell denkleminin bir K sinifinin temel ¢6ziimii u + wd ve

xP—dy’ =1

Pell denkleminin temel ¢oziimii x, + ylx/g ise
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0<vs—2 N G.1)

veE

0<lu< /%(xl +1)N 3.2)

esitsizlikleri saglanir.
Teorem 3.3. 4 tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Eger
x'—dy’=-N
Pell denkleminin bir K sinifinin temel ¢6ziimii u + wd ve
x'—dy’ =1

Pell denkleminin temel ¢ozimii x, + ylx/g ise
O<vs—2 N 33)

Ve

0<u< /%(x1 ~1)N (3.4

esitsizlikleri saglanir.
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Onerme 3.4. x* —dy’ =1 denkleminin temel ¢dziimii (x,,y,) olsun. Her ne N igin

do
4,=2 (@) (MJxl”‘z"yf" (35)
k=0

ve

5
2 n
_ k n—1-2k .. 2k+1
B, = ;:0 (d) (Zkﬂ}ﬁ V1 (3.6)

olmak iizere, (x, + y,/d)" = A + B d dir [8].

Ispat: ispat timevarim yoluyla rahatlikla gosterilebilir.

Teorem 3.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere, x> —dy> =N
denkleminin bir K smifinin temel ¢ézimi x+ y\/g olsun. x*—dy* =1
denkleminin  temel ¢dziimii de x,+y~d olsun. Bu durumda x*—dy’>=N

denkleminin K smifin biitlin tamsayr ¢oziimleri ne N olmak iizere

(x+ yJd)(x, + y,\Jd)" bigimindedir [8].

Teorem 3.6. QO =(4,B,C) belirsiz kuadratik formu tarafindan temsil edilen m

tamsayisi i¢in Au’ + Buv + Cv’ = m sartin1 saglayan (u,v) ikilileri

(x—By)4,—(xB—yd)B,

(u,v) =( Y

,XB, +yA)

formili ile verilir.
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Ispat: O(u,v), m tamsayisinin Au®+ Buv+ Cv> =m olacak bicimde bir temsili

olsun. Au” + Buv+ Cv’ = m formunun her iki tarafi 4A ile garpilirsa

4Am = (2Au + Bv)’ —dv’

elde edilir. x=2Au+ Bv, y=v ve N =44m almirsa d = B> —44C >0 oldugundan
x> —dy* =N Pell denklemi elde edilir. Bu durumda /d ’ nin siirekli kesir agilimi
kullanilirsa x* —dy> =1 denkleminin temel ¢oziimii belirlenebilir. x* —dy* =1

denkleminin temel ¢ozimii (x,,y,) olsun. x*—dy’ =N Pell denkleminin bir K
sinifinin  temel ¢6zimi de x+ y\/g olsun. Teorem 3.5> ten x> —dy*=N Pell
denkleminin genel ¢oziimii x, + yn\/g =(x+yJd )(x, + ylx/g )" olur. Onerme 3.4’
ten A ve B, swasiyla (3.5) ve (3.6) esitliklerinde verildigi gibi

(x, + ylx/g )' =4, + Bn\/g bulunur. Buradan da x, =x4, + ydB, vey, = xB, + yA,

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

(1) = ((x—By)An ;;xB—yd)B,1 B +yd)

elde edilir.

Ornek 3.7. 0 =(1,-5,1) belirsiz kuadratik formu -3 tamsayisini temsil etsin.
Buradan Q(u,v), u’—5uv+v’=-3 olacak bigimde -3 tamsayisinin bir temsili
olsun. u*>—5uv+v’>=-3 kuadratik formunun her iki tarafi 4 ile ¢arpilirsa
4u’ = 20uv +4v’ =-12 kuadratik ~ formu  elde edilir ~ Buradan da
QQu—-5v)>=21v*=—12  denklemi  bulunur. x=2u-5vvey=v  alinrsa
u® —21v* =12 Pell denklemi elde edilir. u*> —21v?> =-12 Pell denkleminin genel
¢oziimlerini bulmak i¢in Oncelikle wu®—-21v* =1 denkleminin temel ¢6ziimii

bulunmalidir. v/21 in siirekli kesir agilimi yapilirsa



a, =21,
oL 1 \bita
" oa,-[a,] 21-4 5 7
U SR 2141
? a,—[a] \/ﬁ+4_1 J21-1 4
5
PR DS B 2143
P a,—[a] \/ﬁﬂ_l J21-3 4
4
P D S 2141
* a3—[[a3]] \/ﬁ+3_1 J21-1 5 7
4
1 1 5
as = = = =\/ﬁ+4,
> a,~[a,] \/E+1_1 V21-4
5
1 1 1
as

“u[a] 21+4-8 2i-4

olup 21 =[4,1,1,2,1,1,8] bulunur. Buradan x*—-dy’ =1 denkleminin

¢oziimii Teorem 1.1.5 ten (py,q,) olur.

&:44_ 1 :E

qS 1+; 12

. 12
olup temel ¢6zliim 55+12+/21 dir. Teorem 3.3° den 0<v<

J2(55-1)
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temel

V21,

[
0<u< 5(55—1)21 dir. Boylece, v=1,2,3,4veu=0,1,..,17,18 elde ederiz.

Buradan da x* —21y° =—-12 Pell denkleminin dért ¢6ziim sinifi oldugunu goriiriiz.
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Bu siniflarin temel ¢oztimleri 3+ J21 , —3+ J21 , 18+ 421 ve —18+4+4/21 dir

Teorem 3.5’ ten denklemin dort sinifinin biitiin ¢éziimleri de

B+21)(55+12421)", (=3+21)(55+123/21)", (18+4421)(55+124/21)" ve
(—18+4/21)(55+124/21Y’

dir. Onerme 3.4’ ten

A, = %(Zl)k U’J 55" 2k 1%k

Ve

n—1

2

Bn — (2 l)k ( j55n12k122k+1
o 2k+1

k=

olmak {tizere (55+12\/E)” =4 +B”\/ﬁ oldugu kolayca goriiliir. Bu dort smifin

biitiin ¢oziimleri de

(3+~21)(4, + B~21)=(34, +21B,)+21(4, +3B,),
(=3+21)(4, + B N21)= (=34, +21B,)+~/21(4, -3B,),
(18+4~/21)(A, + B 21) = (184, +84B,) +~/21(44, +18B,)

\%

(—18+4~21)(A4, + B N21)=(~184, +84B ) +~/21(44 —3B,)

dir. Boylece x = 2u —5v ve y = v aldigimizdan (u,v) tamsay1 ikilileri de



(44 +18B,, 4 +3B,), (4, +3B,,4 —3B,), (194 +87B,,44 +18B,) ve
(4,-3B,,44,—3B,)

olur.
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BOLUM 4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak kuadratik formlar ve Pell denklemleri hakkinda temel tanim ve

teoremler verildi. Daha sonra tezin 2. Boliimiinde ikili kuadratik formlarin indirgeme

¢esitlerinden bahsedildi. Ayrica bu bédlimde Q(x,y)=2x>+2xy+y’ formunun

O(x,y)=(x+y) +x* seklinde yazilabilecegi de gosterilmistir. Langrange bu gibi

formlardan yola ¢ikarak her formun baska bir forma doniisebilecegini kesfetmistir.
Biz de bu boéliimde ilk olarak Langrange indirgemesinden, daha sonra Zagier ve
Gauss indirgemelerinden bahsettik. Bu indirgemelerden yaralanarak bir kuadratik

formun komsuluklarini elde ettik.

Bu tezde yapilan incelemeler sonucunda kuadratik formlarin karsilik geldigi eliptik
egriler incelenebilir. Ayrica komsuluklarda elde edilen kuadratik formlarin karsilik
geldigi eliptik egriler de arastirilabilir. Bu konuyla ilgili [18,19,20] numarali
kaynaklara bakilabilir.

Ayrica [8] de Andresscu, Andrica ve Cucurezonu u” — 5uv +v> = -3 denkleminin tiim
pozitif tamsayr c¢oziimlerini Fermat’ i sonsuz azalan yontemini kullanarak

bulmuglardir. Tezin 3. Boliimiinde —3 tamsayisini temsil eden Q = (1,-5,1) belirsiz
kuadratik formu ele alinarak Q(u,v)=-3 sartin1 saglayan tim (u,v) tamsay1 ¢iftleri
arastirilldi. Daha sonra m tamsayisini temsil eden en genel Q =(4,B,C) belirsiz
formunu saglayan tiim (u,v) tamsayi ¢iftlerini belirleme problemi ele alinip, Pell

denklemleri ve ¢oziim simiflar1 kullanilarak tiim ¢6ziimler elde edilmistir.

Bu tezden hareketle m tamsayisini temsil eden ve A, B, C katsayilar

genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilart olan Q =(4,B,C) belirsiz kuadratik
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formu i¢in Q(x,y)=m sartin1 saglayan tim (x,y) tamsayi ¢iftlerinin belirlenmesi

problemleri lizerinde durulabilir.
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