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OZET

Anahtar kelimeler: Goppa Kodlar, McEliece Sifreleme Sistemi, Denk Kodlar, Destek
Ayirma Algoritmasi ve Zayif Anahtarlar.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde bazi temel tanim ve 6nermeler
verilmistir.

Ikinci ve tigiincii boliimlerde denk kodlar arasindaki permiitasyonu elde etmek igin
kullanilan bir yontem olan Destek Ayirma Algoritmasi (Support Splitting Algorithm)

ve McEliece Sifreleme Sisteminde Zayif Anahtarlar konusuna deginilmistir.

Son olarak dordiincii boliimde Destek Ayirma Algoritmasina alternatif bir metot
verilmis ve besinci boliimde de bazi 6nerilerde bulunulmustur.
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SUPPORT SPLITTNG ALGORITHM AND THE WEAK KEYS IN
THE MCELIECE CRYPTOSYSTEM

SUMMARY

Key Words: Goppa Codes, McEliece Cryptosystems, Equivalance Codes, Support
Splitting Algorithm and Weak Keys.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter some essential definitions
and theorems are given.

In the chapters two and three The Support Splitting Algorithm which is used to find
permutation between equivalent codes and The Weak Keys in The McEliece

Cryptosystem are mentioned.

At last, in the chapter four an alternative method to Support Splitting Algorithm is
given, and in the chapter five some suggestions are given.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Tanim ve Onermeler

Onerme 1.1.1 [1] Pozitif bir n tamsays1 verildiginde, her i tamsayisi
i=qn+r

biciminde ifade edilebilir. Burada 7,0 < r < n — 1 sartin1 saglayan bir tam say1 ve q
ise herhangi bir tam sayidir. Ayrica r sayist mod — n kalan, q sayis1 ise bolim

olarak adlandirilir ve i = r mod n bigiminde ifade edilir.

Tanim 1.1.1 [1] Pozitif bir n tamsayist i¢in olast tim mod —n kalanlariin

kiimesini R,, = {0,1, ..., n — 1} ile gosterirsek ve her r, s € R,, i¢in R,, lizerinde
r+s=(+s)ymodn ve rxs=rsmodn

seklinde mod — n toplama ve mod — n carpma islemlerini tanimlarsak R,, {izerinde

bu islemlerle islem yapmaya mod — n aritmetik denir.

Tamm 1.1.2. [1] ¢ = {a, b, c, ...} kiimesi verildiginde, bu kiime {izerinde asagidaki

ozellikleri saglayan bir @ islemi varsa G kiimesine grup denir.

i.Vab €Gicina®b € G dir (kapalilik 6zelligi).

ii. Va,b,c €Gigin (a®b)®c = a®(bBc) (birlesme 6zelligi).

iii. V a € G icin G kiimesinde 0@a = a0 = a olacak sekilde bir 0 eleman1 vardir
(birim eleman 6zelligi).

iv. Va € G icin G kiimesinde (—a)®a = a®(—a) = 0 olacak sekilde bir -a

elemani vardir. (ters eleman 6zelligi).



Eger Va,b € G i¢in a®b = b®a o6zelligi saglaniyorsa bu gruba degismeli grup ya
da Abel grubu denir. Ayrica eger G kiimesi sonlu ise bu gruba sonlu grup ve gruptaki

eleman sayisina da grubun mertebesi denir.

Onerme 1.1.2. [1] R, = {0,1,...,n — 1} kiimesi mod —n toplama islemi altinda

bir gruptur. Bu grup Z,, seklinde de gosterilir.

Tamm 1.1.3. [1] G sonlu bir grup ve g € G olmak iizere bu grubun her elemani
gbgd ... g seklinde g elemaninin sonlu toplamlar1 seklinde ifade edilebiliyorsa G
grubuna sonlu dairesel grup denir. Buna gére G = {g, g®g, ..., } yazilabilir.

Onerme 1.1.3. [1] Mertebesi n olan ve g ile iiretilen dairesel grup

{0g,1g, ..., (n — 1) g} seklindedir. Burada

ig=9g®gd..®g ,1<i<n—-1,09=0

i sayida

seklinde tanimlanir. Buna goére ayrica ig — i doniisimt altinda G,Z, ye izomorf

olur.

Tamm 1.1.4. [1] G bir grup ve S € G olsun. Eger S kiimesi de ayni1 islem altinda bir

grup ise bu gruba G grubunun alt grubu denir.

Onerme 1.1.4. [1] Sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun mertebesini

boler.

Onerme 1.1.5. [1] G sonlu bir grup ve g € G olmak iizere S(g) = {g, g®g, ..}, G

nin sonlu dairesel bir alt grubudur. Ayrica m € Z,, olmak {izere

SOOI = Gedtmmy

yazilabilir. Burada gcd(m.n), m ve n tamsayilarinin en biiyiik ortak bélenidir.

Buna gore S(m) = Z, olmasi igin gerek ve yeter sart gcd(m,n) = 1 olmasidir.



Tamm 1.1.5. [1] F bir kiime, @ ve * islemleri asagidaki o6zellikleri saglayan [F

tizerinde taniml1 iki islem olsun. Bu durumda F kiimesine cisim denir.

i. F kiimesi @ islemi altinda degismeli bir gruptur (birim eleman 0 ile gosterilir).
Toplamsal grup da denir.

ii. F* = F — {0} kiimesi * islemi altinda degismeli bir gruptur (birim elemani 1 ile
gosterilir). Carpimsal grup da denir.

iii. Va, b, c € F i¢in (a®b) * ¢ = (a * ¢)D(b * ¢) yazilabilir.

Onerme 1.1.6. [1] Her p asal sayis1 icin R, ={0,1,...,p — 1} kiimesi mod-p
toplama ve mod-p ¢arpma islemleri altinda bir cisimdir ve [Fj(asal kalan cismi) ile

gosterilir.

Onerme 1.1.7. [1] T sonlu bir cisim olsun. Buna gore S(1) = {1,1®1,....}, F
cisminin sonlu bir alt cismidir. Ayrica S(1),p sayida eleman igeriyorsa p bir asal
sayidir ve bu cisim [, cismine izomorftur. Burada p sayisina [ cisminin

karakteristigi de denir.

Tammm 1.1.6. [1] Katsayilar1 bir F cisminin elemanlar1 olan tiim polinomlarin

kiimesi F[x] ile gosterilir.

Tanmim 1.1.7. g(x), derecesi m olan bir polinom olmak {izere, eger x™ teriminin

katsayist 1’e esit ise, g(x)’ e monik polinom denir.

Onerme 1.1.8. [1] g(x), derecesi m olan monik bir polinom olmak iizere her f(x)

polinomu

f(x)=q)g(x) +7(x)

biciminde ifade edilebilir. Burada r(x), derecesi m den kii¢iik olan bir polinomdur.
Bu durumda r(x) polinomuna mod — g(x) kalan denir ve f(x) = r(x) mod g(x)

yazilir.



Tamm 1.1.8. [1] f(x) ve g(x) polinomlari i¢in f(x) = q(x)g(x) olacak sekilde
bir q(x) polinomu bulunabiliyorsa g(x) polinomuna f(x) polinomunun bir béleni

denir.

Tamm 1.1.9. [1] Bir f(x) polinomunun kendisinden ve 1 den farkli monik bir g(x)
boleni varsa, g(x) polinomuna f(x) polinomunun bir ¢carpani denir. Ayrica derecesi
1’e esit veya daha biiyiik olup ¢arpani olmayan bir polinoma indirgenemez polinom

ve indirgenemez olup ayni zamanda monik olan bir polinoma asal polinom denir.

Onerme 1.1.9. [1] TF herhangi bir cisim olmak iizere, Vf(x) € F[x] monik
polinomu F[x] de asal polinomlarin ¢arpimi seklinde tek tiirlii olarak(¢arpanlarin

strast diisiiniilmeksizin) yazilabilir

Onerme 1.1.10. [1] F herhangi bir cisim olmak tizere, derecesi m olan monik bir

polinom F {izerinde en fazla m tane koke sahip olabilir.

Onerme 1.1.11. [1] F herhangi bir cisim olmak iizere, F* ¢arpimsal grubu verilen bir
pozitif n tamsayisi i¢in mertebesi n olan en fazla bir tane dairesel alt grup igerebilir
ve eger boyle bir dairesel alt grup varsa elemanlari, f € F* olmak iizere
1,B,B% ...,p™ ! seklindedir ve x™ —1 =0 denklemini saglarlar. Ayrica bu alt
cisme [ tarafindan iiretilen ¢arpimsal dairesel alt grup denir. Eger bu grup F*

grubuna esitse £ ya primitif eleman denir.

Onerme 1.1.12. [1] Fq, q elemanli bir cisim olmak iizere F; ¢arpimsal grubunun

q — 1 sayisin1 tam bolen pozitif her d tamsayisi i¢in mertebesi d olan ¢arpimsal bir

alt grubu vardir.

Tamm 1.1.10. [1] S € F, olmak tizere, F,[x] de g(B) = 0 sartim saglayan derecesi

en kii¢iik olan monik g(x) polinomuna f nin minimal polinomu denir.

Onerme 1.1.13. [1] B € [F, elemaninin minimal polinomu g(x) olmak tizere [,

cisminin £ elemanini igeren en kiigiik alt cismi F[x]/g(x) cismine izomorftur.



Onerme 1.1.14. [1] Karakteristigi p olan g elemanl her F, cismi bir F[x]/g(x)
cismine izomorftur. Burada g(x) € Fy[x] bir asal polinomdur. Buna goére q =
perI®) yazlabilir. Ayrica g(x) € [F,[x], derecesi m olan asal bir polinom olmak

tizere, p™ elemanli tiim cisimler F[x]/g(x) cismine izomorftur.

Onerme 1.1.15. [1] g(x),p™ elemanli bir F cisminin minimal bir polinomu olsun.
Buna gore g(x) polinomunun kékleri B, B, 87, ..., BP" " seklindedir. Burada n,m

sayisini bolen pozitif bir tamsayidir. Dahasi g(x) polinomu xP" — x polinomunu

boler.

Onerme 1.1.16. [1] x?" — x polinomu [F,, iizerinde tekrarsiz olarak IF,[x] deki asal
polinomlarin garpmm seklindedir. Ayrica IF,[x] deki asal polinomlarin dereceleri m

yi boler.

Onerme 1.1.17. [1] Her m pozitif tamsayis1 ve asal p tam sayis1 igin icin derecesi m

olan asal bir g(x) € F,[x] polinomu vardur.

Onerme 1.1.18. [1] p™ elemanli her cisim, m sayisii bolen pozitif her n tamsayisi

icin p™ elemanli bir alt cisim igerir.

p™ elemanli bir cisim F ve bu cismin p™ elemanli bir alt cismi F olsun. Buna gére n
pozitif tam sayisinin m pozitif tam sayisini bolmesi gerektigi su sekilde
gosterilebilir: m = q.n+r,0 < r < n olmak tizere F* ¢arpimsal dairesel grubu F*
carpimsal dairesel grubunun alt grubu oldugundan p™ — 1 sayist p™ — 1 sayisini

boler. Dolayisiyla
p" =1mod (p" —1)

yazilabileceginden



pr—1=pt™T —1=(P")Ip " —1=p" —1=0mod (p" — 1)
=p —-1=0=>r=0
elde edilir. O halde n pozitif tam sayis1 m pozitif tam sayisini boler.

Ornek 1.1.1. F,« cisminin tiim elemanlar x2 —x polinomunun kokleridir. Ayrica
F, tizerinde derecesi 4’ {in boleni olan asal polinomlar x2 —x polinomunun asal
carpanlaridirlar ve bu polinomlarin dereceleri 4’ ii boler. Dolayisiyla bu polinomlarin
dereceleri 1,2 veya 4 olabilir. Ayrica f € F,+ elemaninin minimal polinomu
mg(x) = x* + x + 1 olsun. Buna gore B y1 iceren en kiigiik alt cisim F[x] /mg(x)
polinomal kalan cismine izomorf olacagindan £ primitif elemandir. Diger minimal

polinomlar asagidaki gibidir.

my(x) = x

mi(x) = (x + 1),

mgs(x) = (x = B (x =) =x*+x+1

mg7(x) = (x = B (x = ) (x = B (x = 1) = x* + % + 1
mgs(x) = (x = B (x =B =B (x =B =x* + x> +x* +x +1

Ayrica x2+x=x(x+1) ve x*+x =x(x+1)(x? + x + 1) yazilabileceginden

[F,+ cisminin alt cisimleri {0, 1} ve {0,1, 8>, B°} olarak bulunur.

Tamm 1.1.11. [2] H girdileri O ve 1 lerden olusan herhangi bir matris olsun. Buna

gore
Hx* =0

denklemini saglayan tiim x vektorlerinin olusturdugu kiimeye parite kontrol matrisi

H olan bir lineer kod denir. Burada islemler mod 2 ye gore yapilir.

Tanmm 1.1.12. [2] x = x1X, ...x, kod s6zli i¢in Hamming agirligi x; # 0 sartini

saglayan sembollerin sayisi olarak tanimlanir ve wt(x) seklinde gosterilir.



Tamim 1.1.13. [2] Lineer bir kodun iki kod so6zii x ve y olmak tizere bu iki kod s6z
arasindaki Hamming uzaklig1 x — y kod s6ziiniin Hamming agirligt yani wt(x — y)

olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.14. [2] Parite kontrol matrisi H ve tirete¢ matrisi G olan lineer kodu C ile
gosterirsek, parite kontrol matrisi G ve iirete¢ matrisi H olan koda C kodunun duali

denir ve C* ile gosterilir.
Lineer kodlar i¢in bir diger 6nemli parametre agirlik sayacidir.

Tanmm 1.1.15. [2] 4; ile [n, k] —lineer C kodunda agirligi i olan kodsézlerin

sayisini gosterelim. Buna gore;

n
WC(x: y) = ZAixn_iyi — z xn_Wt(u)th(u)
i=0

uec

olarak tanimlanan W;(x,y) polinomuna C kodunun agirlik sayaci denir. Agirlik

sayacinda x = 1 alinabilir ve

n
We(1,y) = z Ayt = Z ywt
i=0

uec

yazilabilir.

Tamm 1.1.16. [3] X,n elemanli herhangi bir kiime olsun. Bu durumda X {izerinde
tanimli tiim permiitasyonlarin kiimesi bileske islemiyle beraber bir grup olusturur ve

bu gruba X in simetri grubu denir ve kisaca S, ile gosterilir.

Tanmm 1.1.17. [3] G bir grup olmak tizere G X X — X seklinde bir donilisiim i¢in
g €G,x €X olmak iizere (g,x) € G XX elemanmnin bu doniisiim altindaki
goriintlistinii g.x seklinde gosterirsek asagidaki iki sartin saglanmasi durumunda X

kiimesine bir G -set denir.



i. e.x =x,Vx € X (e, G grubunun brim elemanidir).

ii. (9192).-x=91.(g2.%x), V91,9, € GveVx € X.

Tanim 1.1.18. [3] x € X,G.x = {g.x| g € G} kiimesine x elemanmin G altindaki

orbiti denir.

Buna gore X tizerinde ~ bagmtisim1 x,y €X, x ~y © y = g.x,3g € G olarak
tanimlarsak X tizerinde bir denklik bagintisi tanimlamis oluruz ve x € X elemaninin
denklik sinifti G.x olur. Buna gore G.x orbitleri X kiimesinin bir parcalanisini

tanimlar.

1.2. McEliece Sifreleme Sistemleri

Tamm 1.2.1. Verilen bir algoritma i¢in, girdinin uzunlugu n ve P(x) herhangi bir
polinom olmak {iizere algoritmanin tamamlanmasi i¢in gereken siire en fazla P(n)

kadar ise bu algoritmaya polinomal zamanlidir denir.

Tamim 1.2.2. [4] {, polinomial zamanl bir t-hata diizelten algoritmasi bilinen F,
tizerinde tanimli (n, k) —kodlarin(n uzunlugunda k boyutlu lineer kodlar) bir ailesi

olsun. Buna gore McEliece tipinde bir sifreleme sistemi asagidaki adimlardan olusur.

I. I' € { kodu(gizli kod) ve m € §,, permiitasyonu birlikte gizli anahtar1 olusturur.

I1. C = n(I') kodunun bir tirete¢ matrisi G a¢ik anahtari olusturur.

III. mG + e seklinde sifrelenen m mesaj1 m permiitasyonu ve polinomal zamanh t-
hata diizelten algoritma kullanilarak kolaylikla elde edilebilir. Burada e Hamming

agirligr t olan hata vektoridiir.

[5] de gosterildigi tizere mG + e vektoriinden hareketle mG vektoriinti bulmak zor
bir problem oldugundan, McEliece parametreleri [6] i¢in sistem bu noktada
giivenlidir. Sistemin giivenligi ayrica C kodundan hareketle  permiitasyonunu ve I’
kodunu elde etmenin zorluguna baglidir. Bu noktada sistemin giivenligi secgilen {

kod ailesine baghidir [7].



Tanmm 1.2.3. [4] L = (a1, ay, ..., @), Fym elemanlarinin sirali bir kiimesi ve g, t
dereceli F,m lizerinde tanimli F,m de hi¢bir kokii olmayan bir polinom olsun(iireteg

polinom). Buna gore I'(L, g) ile gosterilen Goppa kodu;

al

Vi,0<j< trZaeLZaE=

(1.1)

(1.1) denklemini saglayan ¢ = (ca 1 Cayr e can) € FJ' vektorlerinden olusur. Bu

denklem matris formunda

g e) g Ma) .. g e T
9_1(051)051 9_1(0»’2)0—’2 g_l(a’n)an
[ca1 Ca, - - .can] ' =0
. .
g™ (aDali g7 a)as ™. .. g ap)ab
H

seklinde de ifade edilebilir. Dolayisiyla H matrisi I'(L, g) Goppa kodunun parite
kontrol matrisidir. Buna goére I'(L, g) Goppa kodunun boyutu k ve Hamming agirhig

d olmak tizere, k > n—mt ve d =t + 1 yazilabilir [§].

Ornek 1.2.1. f(x) polinomunu, f(x)=x*+x3+1 seklinde tanimlarsak, f
polinomu F, iizerinde asaldir. Buna gore a € F,4, f(@) = 0 olmak iizere F,s+ cismi

Tablo 1.1. deki gibi olur.

Tablo 1.1. F,s cisminin elemanlar1

a’®=1 at=a®+1 at=a*+a’+a |a¥?=a+1
atl=a a’=a+a+1 a’=a’+1 a=a’+a
a? = a? ab=ad+a?+a+1 a®=ad+a at =a® + a?
a=ad a’=a’+a+1 at'=at+a?+1

I'(L, g) Goppa kodu igin g(x) = x>+ x+ 1 ve L = F,« olmak iizere Tablo 1.2.

deki degerler kullanilirsa H sendrom matrisi asagidaki gibi elde edilir.
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Tablo 1.2. g (a;) elemanlarmin degerleri

g™ = 1 glah)™ = a’° g@®)™ = a° g™ = a*
g(a)—l = 19 g(aS)—l = 10 g(a‘a)—i = g8 g((x13)_1= al?t
g(a2)—1 = q° g(aG)—l = q? g(aio)—lz a’ g((XM')_l: a’
g(a3)—1 = «a g(a7)—1 = ! g(all)—l = 13

Ureteg¢ matris GH® = 0 esitligini saglayacagindan G iirete¢ matrisi asagidaki gibi

elde edilir.

1111101011 0O01 0O
=11 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 O

010 01 010 01 1 1 0 0 1

Buna gore I'(L, g) Goppa kodu asagidaki gibi olur.

011111111111111 001101011000110
101100001011101 111110101100100
100001010011011 110011110100010

010010100111001 0000000000000O0O
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1.3. Goppa Kodlarin Dekodlanmasi

(1.1) denkleminin saglanmasi igin gerek ve yeter sart Y, ,¢; ZC_—“a = 0mod g(z)

denkleminin saglanmasidir. Dolayisiyla alinan mesaj r ile kods6z c¢ ile ve hata

vektorii de e ile gosterilirse r = ¢ + e olmak tizere

Ty ca+ea ey
zZ—«a zZ—«a z—a z—a zZ—«a

a€EL a€EL a€EL Q€L Q€L

elde edilir. Buna gore

$(2) = Laew ;= modg(2) (1.2)

o(z) =11 aiLO(Z —a) (1.3)

n(z) = S(z)o(z) modg(z) (1.4)

n(z) = ZaEL H aeL (z—a)= ZeaiL €a HeaiL (z—PB) (1.5)
L+a

Sirasiyla S(z) , o(z) ve n(z) polinomlart (1.2) , (1.3) ve (1.5) ifadeleriyle
tanimlanirsa, ¢ kodsoziinii elde edebilmek i¢in (1.4) denklemini saglayan en kiiciik

dereceli o ve n polinomlarin bulunmasi gerekir [9].

1.3.1. Berlekamp-Massey algoritmasi

Algoritma 1. [10] (1.4) denkleminde g(z) = z?* 6zel durumu i¢in o(z) =
Ao+ Az + -+ A,z% Ay = 1 olmak lizere 7 polinomunun derecesi (1.5) ifadesine

gore en fazla v — 1 olabilir. Dolayisiyla
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Y=o MSi—k =0, v+1<j<2t (1.6)
esitligi yazilabilir. Bu esitlikten hareketle ¢ polinomunu su sekilde bulunabilir:
Ly
@) =1,09(2) = Z/lkzk,l <i<2t

k=0

olmak tiizere

Ly
di = Z Aij—k
k=0

degerine gore asagidaki esitlikler tanimlansin.
c@D(2)=0D(2), d;=0
oV (z) = 0O (2) — dy1diz" PP (2), d; # 0

Burada ¢ ® (x) polinomu, d, # 0 kosulunu saglayan ¥ (z) polinomundan onceki
herhangi  bir  polinomdur.  Ayrica  {S,5,,...,Sy_1} kiumesini iretip
{51,825, ..., Sy_1, Sy} kiimesini tiretemeyen minimal polinomun uzunlugu L ile ve

{51,532, ..., Sn—1, Sy} kiimesini iireten minimal polinomun uzunlugu L’ ile gosterilirse
L' > max{L,N — L}

yazilabilir. Dolayisiyla yukaridaki iterasyonlarla elde edilecek minimal polinomun

derecesi en fazla t kadar olur.

Ornek 1.3.1. Algoritma I’ i kullanarak (a* a,a®,1,a'? a? a® a'') kiimesinin

minimal polinomu Tablo 1.3.” ¢ gore o(z) =1+ a'lz + a?z? + a3z + al*z*

olarak bulunur.



Tablo 1.3. d; degerlerine karsilik gelen o ® (x) polinomlar
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i S; a®(x) d;
1 at 1 at
2 a 1 a
2 a 1+ al?z 0
3 a® 1+ al?z al
3 a’ 1+a’z 0
4 1+a’z 0
5 al? 1+a’z a?
5 al? 1+a’z+ a'z? + a1z 0
6 a? 1+a’z+a'*z? + a'123 ad
6 a? 1+a°z+ az? + allz? 0
7 o’ 1+a’z+ az? + a'lz® 1
7 o’ 1+a°z+ a'?z? + a'%23 + a*z* 0
8 all 1+ a°z+ a'?z? + a'%23 + a*z* al*
8 all 1+ a'lz+ a?z? + a'323 + alz* 0

Algoritma II [9] (1.4) denkleminin, derecesi n olan herhangi bir g polinomu i¢in

¢cOziimii asagidaki gibi elde edilebilir.

1.adim.

0<i<n-1, z'5(z)modg(z)

polinomlarinda z"~

1

terimlerinin

katsayilar1 a; olmak iizere h(z) = ay + a;z + - + a,_;z™ ! polinomu tanimlanur.

2.adim.

h(z)c*(z) = n*(z)mod z™ , niftise

h(z)a*(z) = n*(z)mod z" 1, ntek ise

denklemini saglayan derecesi en kiiciik olan o* ve 7" polinomlar1 Algoritma I

kullanilarak bulunur.
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3.adim. 0" (z) =cg+ciz+--+cz", N=max{dercg*, dern* +1}, r<N

olmak tiizere

0(z) =coz" + c1zV 1+ -+ 2N

polinomu elde edilir. Boylece en fazla t hata diizelten polinomal zamanli bir

algoritma elde edilmis olur

1.3.2. Patterson algoritmasi

I'(L, g) Goppa kodu F, iizerinde tanimlandig1 zaman

S(z)a(z) = o'(z) modg(z) (1.7)

yazilabilir. Buna gére a € I'(L, g) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Sa(z) = 0modg(z) = g(2)|0a(2)

oldugundan ve F, de herhangi bir polinom o = a?+ zf? seklinde ifade

edilebileceginden ¢’ = B2 polinomu her zaman bir tam karedir. Dolayisiyla

9(2)|0a(2) = g*(2)|0g(2)

yazilabileceginden I'(L,g) = I'(L, g*) elde edilir. Bu sonuca gore derg = t olmak
tizere d = 2t + 1 yazilabilir. [10]

(1.7) denklemine geri doniiliirse ¢ = a? + zf? olmak iizere

(a? + zB?)S = B? modyg

yazilabilir. Ayrica S polinomunun tiim kokleri F,m cisminin elemani oldugundan ve
g polinomunun F,m tizerinde kokii olmadigindan S ve g polinomlart aralarinda
asladir. Dolayisiyla Sh = 1 modg olacak sekilde bir A polinomu bulunabilir. Buna

gore
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Sh(a? + zf?) = h? modyg

veya

(h+ 2)B? = a? modg (1.8)

yazilabileceginden ve (1.8) denkleminin sag tarafi tam kare bir ifade oldugundan
denklemin sol tarafi da tam kare bir ifade olmalidir. Buna gére h + z = d? modg

olacak sekilde bir d polinomu bulunabilir. Dolayisiyla d?f2 = a? modg veya

df =a modg (1.9)

yazilabilir. Berlekamp-Massey algoritmasi kullanilarak (1.9) denkleminde a ve f8

polinomlar1 bulunabilir ve béylece 0 = a? + zB2 polinomu bulunmus olur [9].



BOLUM 2. DESTEK AYIRMA ALGORITMASI

Tanm 2.1. [11] [, = {1,2,..,n} indis kiimesi ve x = (x;);, € C olmak {izere

des(x) = {i € I,| x; # 0} kiimesine x kodsoziiniin destegi denir.

Tamim 2.2. [11] C kodsozii verildiginde des(C) = Uyecdes(x) seklinde tanimlh

kiimeye C kodunun destegi denir.

Tanmm 2.3. [11] F, iizerinde tanimli n uzunlugunda C ve C’ kodlar verildiginde
eger C' kodunun kodsézleri € kodunun kodsézlerinin koordinatlarma bir 7 € S,
permiitasyonu uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa(bu durumu kisaca C' = m(C)

seklinde de ifade edilebilir.) bu iki koda denktirler denir ve C~C’ yazilir.

Yukaridaki tanima gore C kodunun indis kiimesi [, ise m(C) kodunun indis
kiimesinin 7(1I,,) olacagt aciktir. Bu tezde aksi belirtilmedik¢e C ile n uzunlugunda

ve F, cismi tizerinde lineer bir kodu ifade edilmistir.

Tammm 24. [11] Ckodu i¢in o(C)=C kosulunu saglayan o € S,
permiitasyonlariin olusturdugu gruba € nin otomorfizm grubu denir. Bu tezde, C

kodu verildiginde C nin otomorfizm grubu Aut, ile gosterilmistir.

Tammm 2.5. [11] J € [,, olmak {izere, C kodunun kod sozlerinin J ile indislenen
koordinatlarinin yerlerine sifir yazilmasiyla elde edilen koda C kodunun delikli kodu

denir ve C; ile gosterilir. ] = {i} olmas1 durumunda kisaca C; yazilir.
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Ornek 2.1. Ornek 1.2.1 deki Goppa kodunda, J = {1,15} olmak iizere, 1’ inci ve

15’ inci bilesenler sifir olarak almirsa I} (L, g) kodu

011111111111110
001100001011100
000001010011010
010010100111000

olarak elde edilir.

Onerme 2.1. [11] C kodu verildiginde her 7 € S,, permiitasyonu J € I, indisi igin

m(C;) = m(C)np)

yazilabilir.

001101011000110
011110101100100
010011110100010
0000000000000O0O

Ispat. C kodunun kod sozleri alt alta yazilirsa mxn boyutlu bir M matrisi ve C i

kodunun kod sozleri alt alta yazilirsa yine mxn boyutlu bir M; matrisi elde edilir.

Burada M matrisi ile M; matrislerinin ] ile indislenen siitun vektorleri hari¢ diger tiim

siitun vektorleri ayni olup M; matrisinin J ile indislenen siitun vektorleri sifirdir.

Benzer sekilde m(C) ve n(C ]) kodlarmin kod so6zleri alt alta yazilirsa mxn boyutlu
M' ve M"" matrisleri elde edilir. Buna gore M; matrisinin siitun vektérleri a; ile

gosterilirse M"' matrisinin siitun vektorleri @; vektérlerinin o permiitasyonu ile

yeniden siralanmasindan seklindedir. Dolayisiyla M"" matrisinin siitun vektorleri S;

ile gosterilirse Vj&J,1<j<n

yazilabileceginden ve M" ile M, ;) matrislerinin boyutlar1 ayni oldugundan

elde edilir.

icin Bj=as; ve Vj€] i¢in B; =0
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Sonug 2.1. C ve C' kodlar1 denk ise yani 3w € S,, i¢in C' = n(C) ise J' = n(J)

olmak iizere C; ve Cj', kodlar1 da denktirler.

Tamim 2.6. [11] Vo € S,, permiitasyonu i¢in T(C) = T(O'(C )) kosulunu saglayan

bir T dontisiimiine invaryant denir.

Tanmm 2.7. [11] F herhangi bir kiime ve S, F {izerinde degerler alan bir doniisiim

olsun. Eger Vi € [,,, Vo € S,,,

S(¢,i) = S(a(C),0()))

kosulu saglaniyorsa S dontistimiine F tizerinde bir imza denir.

Onerme 2.2. [11] V bir invaryant olmak tizere

Sv(C, 1) =V(C)

olarak tanimlanan S, doniisiimii bir imzadir.

ispat. Vo € S,, Sy(0(C),0())) =V (a(C)owy) =V (a(C) =V(C) = Sy(C, D).
Tamm 2.8. [11] S, F lizerinde degerler alan bir imza ve

P={Pf}fEF,Pf={ i€l,|S(Ci)=f€EF}

olmak {izere P kiimesine I, indis kiimesinin (C,S) —pargalanis1 ve P, kiimelerine de

parcalanisin siniflar1 denir.

Tamm 2.9. [11] P = {Pf}fEF ve P' = {P,f}feF' I, indis kiimesinin iki par¢alanisi

olmak tizere Vf € F , |Pf| = |P’f| oluyorsa P ve P’ par¢alaniglarina denktirler denir

ve bu durumda P~P’ yazilir.
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Tanim 2.10. [11] Bir C kodu ve S imzas1 verildiginde eger
di,j € I,icinS(C,i) # S(C,j)

yazilabiliyorsa § imzasina C kodu i¢in bir diskriminant, eger
Vi, j €l in S(C,i) # S(C,j)

oluyorsa tam diskriminant denir.

Onerme 2.3. [11] (C,S)-pargalams1 Pile gosterilirse (o(C),S) —pargalanist
o(P) ye esit olur.

Ispat. (C,S) ve (6(C),S) pargalanislar sirasiyla P = {Pf}feF ve P' = {P'f}rer

olmak tiizere,

(>):j€ O'(Pf) ve 3i € Pr, j = 0(i), olmak iizere

f =501 =5((C),a(d) =S(C),j) =jeP; =a(P)c Py

elde edilir.

() jeP, =j=0(), Fi€l, f=S0(C)))=S(a(C),o()=S(C,10)
=iEP, jE O'(Pf) =P’y C O'(Pf) yazilabilir. Buna gére

Vf EF igin P'y = O'(Pf) yazilabileceginden

P'=a(P)

elde edilir.
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Sonug 2.2. C ve C' kodlar verildiginde P = (C,S) ve P' = (C',S) olmak iizere
C'=n(C), meS, ise P' = n(P) yazilabilir.

Sonug 2.3. Aut » grubu birimden farkli ise € kodu i¢in tam diskriminant yoktur.

Onerme 2.4. C'~C olmak iizere S imzasi C kodu iizerinde tam diskriminant ise

C ile C" arasindaki permiitasyon bulunabilir.

Ispat. ¢’ = n(C) olmak iizere (C,S) ve (C',S) parcalanislarini sirasiyla P ve P’ ile
gosterilirse P’ = m(P) yazilabilir ve §,C iizerinde tam diskriminant oldugundan
dolayr her bir sif tek bir elemandan olusacagindan m permiitasyonu belirlenmis

olur.

Ornek 2.2. ¢ ={1111,0111,1010,0001},C’ = {1111,1110,0011,0100} denk

kodlar ve C' = w(C) olmak iizere

Tablo 2.1. C ve C' kodlart igin C;, C{, W, (x) ve W ¢ (x) degerleri

[ C; W, (x) C'; W, (%)
1 0111,0111,0010,0001 2x + 2x3 0111,0110,0011,0100 x+ 2x%+x3
2 1011,0011,1010,0001 x+ 2x%+x3 1011,1010,0011,0000 1+ 2x%+ 3
3 1101,0101,1000,0001 2x +x% + x3 1101,1100,0001,0100 2x +x2 + x3
4 1110,0110,1010,0000 1+ 2x%+x3 1110,1110,0010,0100 2x + 2x3

Tablo 2.1." e gore

Wer (x) =W, (x) = 1=n(2)
Wer,(x) =W, (x) = 2=mn(4)
Wer () =W, (x) = 3=nr(3)
Wer, () =W, (x) = 4=mn(1)

yazilabileceginden m = (14 2) elde edilir.
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Tanmm 2.11. [11] C kodu ve S imzasi verildiginde yukarida anlatildigi gibi C
kodunun supportunun bir (C,S) —pargalanisinin elde edildigi yonteme Destek
Ayirma Algoritmas1 denir. Bu tezde Destek Ayirma Algoritmas: kisaca DAA

seklinde gosterilmistir.

Uygulamada DAA(Destek Ayirma Algoritmasi) uygulanirken invaryant olarak
genelde Hamming agirlik sayaci kullanilir ve bu durumda en biiyiik zorluk, kodlarin
boyutu arttikga agirlik sayacinin hesaplanmasidir. Bu nedenle Hull kod kavrami

tanimlanmastir. [12]

Tamm 2.12. [13] C,n uzunlugunda lineer bir kod ve C*,C kodunun duali olmak

uzere
H(C)=Cnct
seklinde tanimlanan koda C kodunun Hull kodu denir.

Lemma 2.1. [11]C ve C'n uzunlugunda iki kod olmak iizere her o €

S, permiitasyonu i¢in
o(CnNnC)=0a(C)no(C)
yazilabilir.

Lemma 2.2. C,n uzunlugunda lineer bir kod olmak {izere Vx,y € C i¢in

x = (x)ie, Y = Widier,, .y = xyt = z X Yi

i€l,

seklinde tanimli skaler ¢arpim, permiitasyon islemi altinda degismez.
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Ispat. :=> Vx€C ve VyeCtigin x=o0(x),y=0(y) olmak iizere o
permiitasyonuna karsilik gelen matris P ile gosterilirse permiitasyon matrisin
ortogonallik (Pt = P~1) [14] 6zelliginden dolay1

xy = @PY(YP)" = (xPH(PY") = xP™H(PYy) =xy' = .y =0

olarak istenen elde edilir.

Lemma 2.3. [11] C,n uzunlugunda lineer bir kod ve C*,C kodunun dualini

gostermek lizere her o € S,, permiitasyonu i¢in

[0(O)]* =a(CH)

yazilabilir.

Ispat: Lemma 2.2 den o(Ct) € [0(C)]* oldugu aciktir. boy(C) = k olmak iizere
boy(C*) = n—k,boy(a(C)) = k,boy(a(CH)) =n—k, boy([c(C)]Y) =n—k
boy(a(CH)) = boy([o(C)]*) ise [¢(O)]* = a(CH)

elde edilir.

Onerme 2.5. [11] C ve C', n uzunlugunda iki lineer kod olmak tizere C~C’ ise
H(C)~H(C")

yazilabilir.

Ispat. o(H () =0(CnCH)=0a()na(Ct)=0a(C)n[c(O)]* =
H(a(C)) = H(C.



BOLUM 3. MCELIECE SiFRELEME SISTEMINDE ZAYIF
ANAHTARLAR

Onerme 2.3. e gore C ve C' kodlan verildiginde eger bu kodlar denk ise bunlara
karsilik gelen P = (C,S) ve P' = (C',S) pargalaniglar1 da denk olur. Ancak bunun
tersi her zaman dogru degildir. Daha agik bir ifadeyle P ve P’ par¢alanislarinin denk
olmasi C ve C' kodlarinin denk olduklarin1 gostermez. Ancak pratikte, P ve P’
parcalaniglarinin simniflarinin hepsi tek bir elemandan olugsmadigi zaman kodlarin
uzunluklar1 yeterince biiyiik oldugu takdirde (n = 1024) bunun dogru oldugu
varsayilabilir. Yine Onerme 2.3. den i ve j elemanlar1 eger Aut, grubuna gore ayni
orbitte ise S(C,i) = S(C,j) yazabiliriz. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Dolayisiyla S(C,i) = S(C,j) olmasi gore i ve j nin Aut, grubuna gore ayn1 orbitte
olduklar1 anlamima gelmez. Ancak yine de S(C,i) = S(C,j) kosulunu saglayan
elemanlarin olusturdugu smniflar Aut, grubuna goére orbitlerin birlesiminden
olusacagindan eger Aut. grubuna gore orbitleri biliyorsak bundan hareketle bazi

sonugclara varilabilir [4].

Tamm 3.1. Fr:F,m — F,m olmak iizere Fr(z) = z? seklinde tanimli déniisiime

Frobenius doniistimii denir.

Onerme 3.1. [2] I'(L,g) Goppa kodu icin g iiretec polinomu F, iizerinde

tanimlanirsa Aut; grubu Frobenius doniistimii tarafindan tiretilir.

Onerme 3.1’ e gore L = F,m olmak iizere L nin Aut; grubuna gére orbitlerine
ayrilmis sekli P, ile gosterilirse P;~DAA(C) olup olmadigina bakilarak g iireteg
polinomunun F, {izerinde tanimlanip tanimlanmadig1 anlagilabilir. Dolayisiyla
denenmesi gereken g polinomlarinin sayis1 azalmis olur. Bu nedenle bu tip Goppa

kodlar1 zayif anahtarlar olarak adlandirilir [4].
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Ornek 3.1.

L=F,={1,a,a? ada*, a®,a%,a”,a®,a’,a'®,a't,a'?, a3, a'* }
olmak iizere L nin her bir elemanma Fr(z) = z? doéniisiimii uygulanmasiyla elde

edilen P, parcalanisi asagidaki gibi elde edilir.

?L — {}J , {a’ aZ' (14, (XS}, {a3' (X6, a12’ a9}' {aS' alO}’ {(X7, Of14, Of13, all}}

ad al a3 5 a’

Ornek 3.2. Ornekte 2.1 ile verilen Goppa koduna DDA(Destek Ayirma Algoritmasi)

uygulanirsa Tablo 3.1.” e gore

Tablo 3.1. T kodlart i¢in Wr (x) Hamming agirlik sayaglari

i Wr,(x)

0 x +x® +4x7 +x0 + 1

1 xB+2x8 4+ 3x7 +x°+ 1

2 x4+ 2x8+3x" +x%+1

3 x4+ 2x8+3x" +x%+1

4 x4+ 2x8+3x" +x%+1

5 xB+x?+x84+2x7 +2x0+ 1
6 xB+2x8 4+ 3x7 +x°+ 1

7 xB+x%+x8+2x7 +2x + 1
8 x4+ 2x8+3x" +x%+1

9 x4+ 2x8 4+ 3x" +x%+1

10 | 2B +x%+x8+2x7+2x%+1
1T | B+ x4+ x8%+2x7 +2x° 4+ 1
12 | xB+2x8 +3x7 +x%+ 1

13 | B+ x4+ x8%+2x7 +2x° 4+ 1
14 | xB+x%+x8+2x7+2x%+1

P={1,{a,a2, (X4,(X8, a3,a6,a12,a"},{aS,alo,a7,a14,a13,a11 }}

seklinde P parcalanisi elde edilir. Dikkat edilirse
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(@%,a', a7 a, a3 all }= {a5,al% U {a’,a, a3, at }

{a,a? a*,a®, a3,a%,a'?,a°} ={a,a? a* a®}u{ad,ab,a'?, a’}

yazilabileceginden iirete¢ polinomun F, cismi {lizerinde tanimlandig1 varsayiminda
bulunulabilir. Gergekten de g(x) = x® + x + 1 oldugundan g iirete¢ polinomu F,

cismi tizerinde tanimlanmustir.

Tanmm 3.2. [4] I'(L,g) Goppa kodunun, supportu P pargalanisinin siniflarinin
birlesiminden olusan kodsoézlerinin olusturdugu alt koduna, idempotent alt kodu
denir ve I(L, g) ile gosterilir.

Onerme 3.2. Vo € Auty 4 ve Vx € I(L,g) i¢in o(x) = x yazilabilir.

Ispat. des(x)(x'in destegi) kiimesi P, parcalanismnin smiflarinin birlesiminden
olustugundan ve her bir sinif o permiitasyonu altinda degismez oldugundan bunlarin

her hangi bir birlesimi de o permiitasyonu altinda degismez. Dolayisiyla
des(a(x)) = des(x)

yazilabileceginden ve F, de supportu ayni olan iki vektor esit olacagindan
o(x) =x

yazilabilir.

Onerme 3.3. Denk C ve C’ kodlar1 verilmis olsun. Buna gére C' = mw(C), P =

SSA(C) ve P' = m(P) olmak iizere, C kodunun, destegi P par¢alaniginin siniflarinin
birlesiminden olusan tiim kod s6zlerinin olusturdugu alt kodu ,C ile gosterilirse
1( pC) = p,C' yazilabilir. Ayrica F, cismi lizerinde tanimlhi n uzunlugundaki tiim

vektorlerin kiimesi F}! ile gosterilirse pC = p(F3') N C yazilabilir.
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Ispat . C ve C’ kodlarinin kod sézlerini alt alta yazarak elde edilen mxn boyutlu
matrisleri sirasi ile M ve M’ ile ve »C ve m( pC) kodlarinimn kod s6zlerini alt alta
yazilmasiyla elde edilen mxn boyutlu matrisler siras1 ile M ve M’ seklinde
gosterilsin. Buna gére pM matrisinin i-inci satir vektorii a;; ile ve M matrisinin i-

inci satir vektorii ise 8; seklinde gosterilirse

Bi = m(aij) = ainj

yazilabilir. Burada her i degeri i¢in, j ler P pargalanisinin smiflarinin bir birlesimini
olusturacagindan m(j) degerleri de m(P) parcalanisinin siniflarinin bir birlesimini
olusturur. Dolayisiyla M" ve p,M' matrislerinin boyutlar1 ayni oldugundan

M" =M = n(pC) = p,C’

elde edilir. Ayrica pC alt kodunun tanimindan

pC = p(F)NC

yazilabilecegi aciktir.

Sonuc 3.1. [4] I'(L, g)~C ise I(L, g)~ pC yazilabilir.

ispat)y I'(L,g)~C ise n(I'(L,g)) = C ve m(P,) = P olmak iizere
o= p(FNC = () na(rLg) = n(?L(an) nF(L,g))

=n(I(L, 9)).



BOLUM 4. ALTERNATIF METOT

F, cismi lizerinde n uzunlugunda ve m tane kod soézden olusan bir C kodu
verildiginde kod so6zleri alt alta yazarsak mxn boyutlu bir M matrisi elde ederiz. M
matrisinin satir vektorlerini «;, (1 < i <m) seklinde ve siitun vektorlerini de
aj(1<j<n) seklinde gosterelim. Simdi V ve V' kiimeleri swas1 ile I, =
{1,2,...,m} ve I, = {1,2, ..., n} indis kiimelerinin herhangi alt kiimeleri olmak {tizere,
satir ve siitun vektorleri ile V ve V' kiimeleri iizerinde bir d fonksiyonu tanimlayip

buna gore I,,, ve I, kiimelerinin bir parcalanisini elde edelim.

Tanim 4.1.[15] d(e;,V) = “a; vektorinin V kiimesi tarafindan indislenen

koordinatlarindaki 1’ lerin sayisidir” .

Tanim 4.2.[15] d(cxj,V’) = “a; vektorinde V' kiimesi tarafindan indislenen

koordinatlarindaki 1’ lerin sayisidir”.

Tanim 4.3.[15] [, kiimesinin bir pargalanist {V;,V,,...,Vy,} olsun. Buna gore
Vi, ,ip, € I, aym smiftadir ancak ve ancak d(a{pl,Vr,) = d(a{pz,Vr,),Vr,

1<r"<N'drr.

Tanim 4.4.[15] [, kiimesinin bir par¢alanis1 {V;,V;,...,Vy} olsun. Buna gore
Vjp,rJp, € I ayni smiftadir ancak ve ancak d (ajpl, Vr’) =d (a]-pz, Vr’) WV, 1<r<

N dir.

Tanim 4.2’ ye gore I, kiimesinin bir par¢alanisini elde ederiz. Ciinkii bu tanima gore
her eleman bir smifa aittir ve farkli iki sinif ortak eleman igermez. Benzer sekilde
Tanim 4.3’ e gore de [, kiimesinin bir pargalanisim1 elde ederiz. Dolayisiyla

asagidaki onermeyi yazabiliriz.
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Onerme 4.1. I,,, kiimesinin bir parcalanist {V/, V3, ..., V}} olsun. Buna gére Va;, 1 <
J < n vektorleri i¢in

N

S de 1) = wier)

r=1

yazilabilir. Benzer sekilde I,, kiimesinin bir par¢alanist {V;, V5, ..., Vy,} olsun. Buna

gore Va';, 1 < i < m vektorleri igin

N1
PIICADERICH

rr=1

yazilabilir.

Sonug¢ 4.1. I, nin bir pargalamis1 " = {Vl, Vs Vt;(} olmak tizere Tanim 4.2. den

I, nin bir
T[’gil = {Vll’ VZ" e Vt’k+1}
parcalanisini ve benzer sekilde Tanim 4.3° den n,ff_l ye gore I, nin bir

e = Vi, Vo, oo, Vo }

k+1

parcalanisini elde edebiliriz. Buna gore baslangi¢ degeri,
T[gn == {Vl} ) V1 == [1,2, ...,Tl]

olarak secilirse Onerme 4.1. den dolayi, eger i ve j elemanlar baslangigta farkli

siniflarda iseler daha sonra ki adimlarda da farkli siniflarda olacaklarindan
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Sr Sr Sn Sn
TN = TN Veya Ty, = Ty

sartin1 saglayan bir N sayis1 bulunacaktir. Sonug¢ olarak verilen C koduna karsilik
sirastyla I, = {1,2, ..., m} ve I, = {1,2, ..., n} kiimelerinin parcalaniglarindan olusan
bir

ne = (@, ) ; nh =wy,mt = ny

pargalanisi elde edilmis olur.

Onerme 4.2. C koduna bir ¢ € S,, permiitasyonu uygulanarak C' kodunun elde
edildigini kabul edelim. Bu durumda 7, = (m2",mi™) ve mg, = (nC, n i)

olmak tiizere

s s
i =ma ve met = o(mur)

yazilabilir.

ispat' (”gn)c: = (Wl) , Wl = [1,2, ,n] (T[ n)C - (Vl) ) Vl = U(Wl)

olmak iizere Vi € I,,,,Vj € I,, elemanlar1 i¢cin
Bij = io(jy
yazilabilir. Buna gore

(B, Wr) = d(aj,c(Wy)) = d(a;, V1)
yazilabileceginden

(7T1r)c = (7T1 e

elde edilir. Dolayisiyla YV, € (ni")c ve YW,/ € (mi") pargalamslari i¢in



yazilabilir. Vj € I, elemani i¢in B; = a,(;) yazilabileceginden bu sonuca gore

d(p;, W) = d(as(, V)

elde edilir. Dolayisiyla

(™) = al(m@™)¢r]

yazilabileceginden VV,s € (m3™); ve YW,/ € (m$™)r pargalanislart igin
Vs = oW, )

elde edilir. O halde n = 1 i¢in hipotezimiz dogrudur.

Simdi n = k i¢in hipotezin dogru oldugu kabul edilsin. Buna gore
(M) = ol(m™) ']

olmak iizere YV, € (mi™)¢ , VW, € (i) parcalanislari igin
V= o(W,)

yazilabilir. Dolayisiyla Vi € I,,, i¢in

d(Bi, Wyr) = d(aj,a(W,1) = d(ay, V)

yazilabileceginden

(Tits1)e = (Tigh)er

elde edilir. Sonug olarak VYV, € (mih,)c, YW, € (mih,)cr pargalamslart igin

30
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yazilabilir. Buna gore

d(p;, W) = d(as(, V)

yazilabileceginden

(mi%1)c = 0[(ﬂ;§21)c']

elde edilir. Dolaysiyla YV,s € (mi%1)¢ , YW,r € (mt,) o parcalamislart igin
Vir = a(Wpr)

yazilabileceginden istenen elde edilir.

Simdi 5" = {V,V,, ..., Vy,} ve 5" = {V],V;,..,V} parcalanislari iizerinde bir

siralama tanimlayalim.

Tanim 4.5. [15] VVT{ , Vrz' € 757 elemanlari igin;

Vg <V & Vji €V, Vi €V, d(ay, W) # d(ay,, W)
kosulunu saglayan en kiicik 1 <r < N sayisi igin
d(aj,, W) < d(a;, %)

sart1 saglanir.
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Tamim 4.6.[15] VvV, , V. € 5™ elemanlari igin;

V<V, o Vi eV, VvieV, ,d(aj, V) #=d(aj, V)
kosulunu saglayan en kii¢iik 1 < r' < N’ sayis1 i¢in

d(al V) < d(al )

sart1 saglanir.

Sonu¢ 4.2. Onerme 4.2. ye gore, denk C ve C' kodlan verildiginde VV,.,V,

1’ T2

w2 parcalanislar igin eger
Vi, <V,
ise Vj; € W, ,Vj, € W,, elemanlar igin
Ji=0() eV, ve j;=0(3z) €V,
olmak iizere

d(B;, W) =d (“a(j{)rVr') =d(a,, ) < d(e,, W) =d (“a(ié)'Wr')

=d(By, W) = W,, < W,

€

yazilabileceginden parcalaniglar tizerinde tanimladigimiz siralamanin permiitasyon

altinda korundugunu séyleyebiliriz.
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Sonug 4.3. C ve C’ gibi iki kod verildiginde 75" ve mj! pargalanislarmin ayni olup
olmadigina bakilarak bu iki kodun denk olup olmadiklari hakkinda tahminde
bulunulabilir. Eger bu iki kod denk ise m2" ve m! pargalanislar1 kullanilarak M ve
M' matrislerinin siitun vektorleri karsilastirilirsa aradaki permiitasyon bulunabilir.

Simdi bunu bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 4.1 C ={100110,010110,011001,101010,011001,001011} seklinde
bir C kodu verilmis olsun. Buna gore kod sozleri alt alta yazarsak asagidaki M

matrisini elde ederiz.

1001107
010110
~lo11001
M= 101010
011001
L001011/

M matrisine algoritmay1 uygularsak;

k=0:
3" = ([1,2,3,4,5,6])

k=1:
d V) =333333 = m" =([1,23456])
d*V)) =234243 = "= ([14],[26] [3,5])

k=2:

d(xV;) =2,1,0,1,0,0

d(x,V;) =0,1,2,0,21 = m5" =([6],[3,5],[4],[2],[1])
d(x,V;) =1,1,1,2,1,2
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d(V{) =0,0,1,01,1
d(V,) =0,2,2,0,0,2
d(+ V) =101010 = =" = ([4][1],[2],[5][6][3])
d(x V) =0,1,0,1,1,0
d(Vs) =1,0,0,1,1,0

= g = ([6],[3,5],[4], [2].[1D , =" = ([4],[1],[2],[5], [6], [3])

olarak bulunur. Burada d(*,V;) veya d(*,V;) ifadelerinde “*” ile tiim siitun veya
satir vektorleri ifade edilmektedir.
¢'={010011,011001,101100,110010,101100,110100} seklinde C' kodu
verilmis olsun. Buna gore kod sozleri alt alta yazarsak asagidaki M’ matrisini elde

ederiz.

010011
011001
, 101100
M= 110010
101100
1110100

M' matrisine algoritmayi uygularsak;

k=0:
st = ([1,2,3,4,5,6])

k=1:
d(xV;) =3,33333 = w7 = ([1,2,3,456])
d*V)) =443.3.22 = m"=([56],[3.4],[12])
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k=2:

d(xVy) =2,1,0,1,0,0

d(x,V,) =0,1,2,0,21 = m" = ([6],[3,5],[4],[2], [1])
d(xV3) =1,1,1,2,1,2

d(+ V) = 1,1,0,1,0,0
d(V3) = 2,0,2,2,0,0
d(xV3) =1,1,0010 = m3" = ([6][5],[3] (2], [4] [1])
d(+V)) = 0,1,1,0,0,1
d(+V¢) =0,1,0,0,1,1

= ng" = ([6],[3,5],[4], [2L,[1D) , =g" = ([6],[5],[3], [2], [4], [1])

yazilabilir. Dolaysiyla k = 0,1,2 i¢in (w3 )¢ = (m3")c yazilabileceginden bu iki
kodun denk oldugu tahmininde bulunabiliriz. Buna gére 2" ve ﬂgf‘ pargalaniglari

karsilagtirilirsa
c(1)=3,02)=5,03)=2,04)=6,0(5)=1,0(6) =4

yazilabileceginden ¢ = (1 3 2 5)(4 6) olarak o permiitasyonu bulunur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

C ve C' gibi iki kod verildiginde sirasiyla bu kodlara karsiik gelen M ve M’
matrisleri bulunup 4. Boliimde anlatilan algoritma uygulanirsa, mo = (2", me") ve
mer = (myr,mer)  olmak iizere mh =mi" esitliginin saglanip saglanmadigina
bakilarak verilen kodlarin denk olup olmadig1 hakkinda yorumda bulunulabilir. Eger
verilen kodlar denk ise ng’f ve mi" pargalamslar1 karsilastirilarak bu kodlar

arasindaki permiitasyon bulunabilir.
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