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Boliimii’ndeki biitiin hocalarima ve ayrica birlikte calistigimiz degerli arkadasim

Merve ABAY a tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca maddi ve manevi desteklerini hi¢bir zaman
esirgemeyen degerli aileme de ayrica ¢ok tesekkiir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Spektrum, Ince Spektrum, Spektrumun Alt Boliimleri, Sonsuz
Matrisler, Baz1 Dizi Uzaylar1

Bu calisma dokuz béliimden olusmaktadir. Ilk boliimde spektrum ile ilgili 6nceki
calismalar hakkinda kisa bir 6zet verilip ikinci bdlimde konuyla ilgili bazi temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgtincii boliimde normlu uzaylarda lineer operatorlerin spektrumu ve ince spektrumu
ile ilgili tanim ve teoremler verilip ayrica spektrumun alt boliimleri hakkinda bazi
tanimlar verilmistir.

Dordiincii boliimde Cesaro operatoriiniin ¢, dizi uzayi tizerindeki spektrumu
verilmistir.

Besinci boliimde Rhaly operatoriiniin bazi dizi uzaylar1 iizerindeki spektrumu
incelenmistir.

Altinct boliimde Fibonacci sayilar1 kullanilarak E. E. Kara ve M. Basarir [29], elde
edilen Fibonacci matrisinin ¢ ve Zp,(l <p <oo) dizi uzaylar1 tizerindeki

spektrumunu inceledik.
Yedinci boliimde; Ust tiggensel ikili bant matrislerinin ince spektrumu incelenmistir.

Sekizinci boliimde; B(r,s) matrisinin y dizi uzayr tizerindeki spektrumu

incelenmistir.

Son olarak dokuzuncu béliimde; U (r,s) matrisinin y dizi uzayr Uzerindeki

spektrumunu inceledik.

Bu ¢aligmada altinct ve dokuzuncu boliimde yapilan ¢alismalar yaptigimiz orijinal
calismalarimizdir.

viii



THE SPECTRUM OF SOME LINEER OPERATORS iN NORMED
SPACES

SUMMARY

Key Words: Spectrum, Fine Spectrum, Subdivisions of Spectrum, Infinite matrices
and Some Sequence Spaces

This study consist of nine sections. After a short summary is given about the
spectrum literature in the first section, some definitions and theorems are given about
the subject in the second section.

In the third section, some definitions and theorems are given about the spectrum and
fine spectrum. In addition this, some definitions are given about the subdivisions of
spectrum.

In the fourth section,the spectrumof the Cesaro operator over the sequence space c,
is investigated.

In the fifth section, the spectrum of the Rhaly operator is examined over some
sequence spaces.

In the sixth section, we determined the spectrum of the Fibonacci matrix, which is
defined by Kara an Basarir in [29], over the ¢ and lp,(l <p< oo) )

In the seventh section, the fine spectrum of the upper triangular double band matrices
are examined.

In the eighth section, the spectrum of the B (r,s) is examined over the class of

convergent series.

In the last section we determined the spectrum of the U (r,s) over the class of

convergent series.

The studies which are given in the sixth and ninth sections is our original work.



BOLUM 1. GIRIS

Spektral teori fonksiyonel analiz ve uygulamalarinim bir alt dali olup genel olarak bir
ters operatoriin genel Ozellikleri ile ilgilenir ve bu ters operator ile asil operator
arasindaki iliskiyi anlamamiza olanak saglar. Spektrum kiimesi nokta spektrumu,
stirekli spektrum ve artik spektrum olmak tizere iic ayrik kiimeden olusmaktadir.
Spektral teorisi fizikte de biiyiik bir role sahiptir. Mesela, kuantum mekanigindeki
Hamilton doniisiimlerinin nokta spektrumu sistemin sinir durumundaki enerji
seviyesine karsilik gelir ve ayni1 doniisiimlerin siirekli ve artik spektrumu da sistemin

dagilim teorisinde énemli rol oynar.

Gilintimiizde spektrum ve ince spektrum {izerine bir¢ok ¢alisma vardir. Bu ¢caligmalar1

kisaca 6zetleyecek olursak soyledir:

Cesaro operatoriiniin /, Hilbert uzay: lizerindeki spektrumunu 1965°te A. Brown,
P.R. Halmos ve A.L. Sheilds incelemistir. 1972°de G. Leibowitz ayn1 operatoriin
spektrumunu / (1 <p <oo) uzayinda inceledi. Daha sonra ise Cesaro operatdriiniin
spektrumu sirasiyla, 1985 yilinda ¢, uzaymda J.B. Reade tarafindan, yine 1985 de
[, (1 <p< oo) uzaymda M. Gonzalez, 1986 da ¢, bv ve by, uzaylarinda J.I. Okutoyi
ve 2003 de ¢, ve bv uzaylarinda A.M. Akhmedov ile F. Basar tarafindan

calisilmistir. Cesaro operatoriiniin ince spektrumu ile ilgili ¢aligmalar ise 1975 de

R.B. Wenger ¢ uzayinda, 2004 de A.M. Akhmedov ile F. Basar ¢, uzayinda yaptig1

calismalardir. Agirlikli ortalama operatoriiniin spektrumu 1977 de F.P. Cass ve B.E.

Rhoades tarafindan ¢ dizi uzayinda incelendikten sonra 1978 de J.M. Cardlidge ayn1

operatdrii [, (1< p<o) uzaymda caligmgtir. Daha sonra B.E. Rhoades bu



operatdriin swrasiyla 1983 de ¢ uzaymda ve 1987 de ise ¢, uzaymndaki ince
spektrumunu incelemistir.

Rhaly operatoriiniin ¢, ve ¢ uzaylarindaki ince spektrumu M. Yildirim tarafindan
1996 da incelendi. ¢, uzaymnda p-Cesaro operatoriiniin spektrumunu 1997 de C.

Coskun inceledi.

B. Altay ile F. Basar 2004 de fark operatoriinin ¢, ve c¢ uzaylar1 tizerindeki
spektrumunu inceledi. Daha sonra 2007 yilinda ayni yazar ¢ifti ayni operatori /,
uzayinda incelediler. Ayni yil icinde A. M. Akhmedov ve F. Basar bu operatoriin
bv, (1< p <o) uzaymdaki ince spektrumunu belirlediler.

Genellestrilmis fark operatorii B(r,s)’nin [, ve bv uzaylar1 lizeindeki ince

spektrumu 2006 yilinda H. Furkan, H. Bilgi¢ ve K. Kayaduman tarafindan

incelendikten sonar 2008 de ayni operatdrin /, ve bv, uzaylarindaki ince

spektrumunu ise H. Bilgi¢ ve H. Furkan incelemistir. H. Bilgi¢c ve H. Furkan yazar

¢ifti 2007 de B(r,s) matrisinin daha genel hali olan B(r,s,7) matrisini tanimlayip bu
matrisin /, ve bv uzaylar lizerindeki ince spektrumunu hesaplamis ve 2010 da ise bu
operadriin ince spektrumunu /, ve bv, uzaylarinda incelemislerdir. Ayrica V.
Karakaya ile M. Altun’un ¢, ve ¢ uzaylarinda iist iggensel ikili bant matrislerin ince
spektrumunu belirlemesi ve P.D. Srivastava ile S. Kumar’in A operatoriini /,
uzayinda incelemesi 2010 da spektrum ile ilgili yapilan diger ¢alismalardir. P.D.
Srivastava ile S. Kumar 2011 de bir de A}, operatériiniin ¢, uzayindaki spektrumunu

inceledi ve aym yil iginde M. Altun {iggensel Toeplitz matrislerinin ince

spektrumunu ¢alismustir. 2012 yilinda ise P.D. Srivastava ile S. Kumar A ’yi /,
uzayinda ve V. Karakaya, M. Dzh. Manafov ve N. §imgek / uzaymnda ikinci

dereceden fark operatoriiniin ince spektrumunu incelediler. Son olarak 2013 yilinda

A. Karaisa ile F. Basar /,(0< p <o) uzaymda U(r,s,7) ist iliggensel iglii bant

matrisinin ince spektrumunu ve M. Yesilkayagil ile F. Basar ¢, ve ¢ uzaylarinda

lambda matrisinin ince spektrumunu belirlediler.



BOLUM 2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 (Metrik uzay)

X#= ve d: XxX —R fonksiyonu verilsin. Eger d fonksiyonu Vx,y,ze X
icin
1) dxy)=0=x=y

i) d(x,y)=d(y,x)
i) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

sartlarin1 sagliyorsa Jd fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir ve (X ,d)

ikilisine de bir metrik uzay denir. [33].

Tanim 2.2 (Yogun kiime)

(X,d) bir metrik uzay ve S < X olsun. Eger S =X ise S kiimesine X ’de yogun

bir kiime denir. [33].

Tanim 2.3 (Lineer uzay)
X =& ve C kompleks sayilarin cismi olsun. Eger

+: X xX —> X ve -:Cx X — X fonksiyonlar1 Vx,y,ze X ve A, ueC igin

) x+y=y+ux,

2) (x+y)+z=x+(y+2),

3) x+e=x olacak sekilde bir e e X vardir,

4) x+(—x)=e olacak sekilde bir —x € X vardir,

5) xl=x



6) i(x+y)=/1x+ﬂ,y,
7) (ﬂ,+y)x:ix+,ux,

A ux) = (Au) x
sartlarmi sagliyorsa X kiimesine C cismi tizerinde bir lineer (vektor) uzay denir.
[33].
Tanim 2.4 (Normlu uzay)
X bir lineer uzay ve ||{|: X > R olsun. Her x,y € X her 1 skaleri i¢in

) |x|=0=x=6

i) [Ax] =2l

i) [+ ] <[]+ ]

sartlarin1 saglayan |||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir ve (X , ) ikilisine

de normlu uzay denir. [33].

Tanim 2.5 (Cauchy dizisi)

(X.d) bir metrik uzay ve (x,) de X bir dizi olsun. Her £>0 i¢in n,m>N

oldugunda
d(x,,x,)<e&
olacak sekilde bir N = N (&) sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi

denir. [33].

Tanim 2.6 (Tamhk)

X deki her Cauchy dizisi yakmsak ise (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay

denir. [33].

Tanim 2.7 (Banach uzaym)



(x.

) bir normlu uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X e tam

normlu uzay veya Banach uzayi denir. [10].

Tamim 2.8 (Lineer operator)

X ve Y iki lineer uzay ve 7:X —Y bir fonksiyon olsun. Eger 7" fonksiyonu

Vx,,x, € X vebiitiin A, u skalerleri i¢in
T (Ax, + pxy) = AT (x,)+ uT (x,)

sartin1 saglaniyorsa 7 ye lineer operator denir. X uzayindan Y uzayma tanimli

biitiin lineer operatorlerin kiimesi L(X,Y) ile gosterilir. [30].

Ozel olarak Y=C veya Y=R alnirsa 7 ye fonksiyonel denir. T lineer
operatoriiniin tanim kiimesi D(7'), gorintii kiimesi R(T) ve g¢ekirdegi N(T)
olmak iizere

D(T)={xeX: TxeY}

R(T):{er: y=Tx, xeX}

N(T)={xeD(T): Tx=06}

seklinde tanimlanir. Ayrica T’ operatdriiniin normu x € D(7') olmak iizere

Tx”
7] =sup I
=0 ||x]|

ile tanimlanir. [30].

Tanim 2.9 (Siirh Lineer Operator)

X ve Y iki normlu uzay olsun ve D(7) = X olmak iizere 7: D(T) —> Y bir lineer
operatdr olsun. Eger her xeD(T) i¢in |Tx|<c|x|| olacak sekilde bir ¢>0 reel

sayis1 varsa T operatoriine sinirli lineer operator denir. X uzaymdan Y uzayma

tanimli biitiin smirli lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir. Burada

X =Y almirsa B(X,X) yerine sadece B(X) yazilir. [30].



Tanim 2.10 (Ters doniisiim)

X ve Y normlu uzaylar, D(T)c X ve R(T)cY olmak iizere T7T:D(T)—>Y

birebir bir lineer doniisiim olsun. R(7) uzayindan D(7") uzayma tanimli ve her
Y, €R(T) elemanmi bir x,€D(T) elemanna tastyan 7' :R(T)—> D(T)

dontistimiine 7 nin ters dontisiimii denir. [30].

Tamim 2.11 (Dual uzay)

X herhangi bir normlu uzay olmak iizere X den C ye tanimli tiim smirh lineer
fonksiyonellerin olugturdugu uzaya X in dual uzayi (veya siirekli duali) denir ve X

ile gosterilir. Yani X~ = B(X,C) dir. [33].

Tamim 2.12 (Adjoint operator)

X ve Y iki normlu uzay olsun ve 7: X — Y smirli lineer operatorii verilsin. X™ ve
Y" srrasiyla X ve Y nin dual uzaylarim gostermek iizere her x € X ve her geY”

icin
(T"g)x=g(Tx)

seklinde tanimlanan 7" :Y" — X" operatoriine 7' nin adjoint operatorii denir. [30].

Tanmim 2.13 (Fibonacci Dizisi)

Fibonacci sayilari kullanilarak f, =0 ve f =1, f =/ _,+f ,;n=2 lineer

rekiirans bagmtisiyla tanimlanan { fn}:):1 dizisine Fibonacci dizisi denir. [29].



Fibonacci sayilar1 ¢ogu bilimlerde bircok ozelliklere sahiptir. Ornegin; Fibonacci

dizisinin ardisik terimlerinin oranlar1 ¢ = (1 +5 ) / 2 sayisma yakimsamaktadir. Yani

lim 721 — ¢ dir.

Bu (p:(l+\/§ ) /2 sayisi da altin oran olarak adlandirilmaktadir. Ayrica Fibonacci

sayilarinin sagladigi diger birkag¢ 6zellik asagida verilmistir:

DS = falinz2,
k=1
i) S =SS 2l
k=1
iii) Zn:l/ f, yakmsaktir.
k=1
[29].

Teorem 2.1 X bir normlu uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda 7" € B(X") olup

|71 =]

dir. [14].

Teorem 2.2 7" nin yogun bir goriintii kiimesine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T" € B(X") adjoint operatdriiniin bire-bir olmasidir. [23].

Teorem 2.3 X bir normlu uzay ve 7 € B(X) olsun. Bu durumda 7' in mevcut

olmasi igin gerek ve yeter sart 7" m 6rten olmasidir. [23].

Teorem 2.4 X ve Y normlu uzaylar ve 7T e L(X,Y) olsun. Bu durumda 7' in
mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart N (7) uzaymin sadece sifir vektoriinden

olugmasidir. [30].

Teorem 2.5 T operatoriiniin sinirl bir terse sahip olmasi igin gerek ve yeter sart 7~

m 6rten olmasidir. [23].



Teorem 2.6 X ve Y normlu uzaylar ve D(T) < X olmak tizere 7:D(T)— Y bir

lineer operator olsun. Bu durumda

1) T operatoriiniin stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.

1) Eger T tek bir noktada stirekli ise stireklidir.

[30].

Tamm 2.14 (Dizi uzayi)

Tanim kiimesi dogal sayilar olan x:N — C seklindeki bir fonksiyona kompleks
terimli dizi denir. Tiim kompleks terimli dizlerin uzayma @ diyelim. Bu durumda @
nin herhangi bir alt vektor uzayma bir dizi uzayi denir.
Bazi1 6zel dizi uzaylar1 asagidaki gibi tanimlidir:

1) c= {x =X, : lil{nxk mevcut} ,

2) ¢, :{x:xk : liinxk :0},

3) I, = {x =x, :sup|x,| < oo} )

k
4) 1, ={x=(xk): Z|xk|p <°°al<p<oo}’
5) bv= {x =(x): D | = x| < oo},

6) bv, ={x=(xk): D x| <oo}.

Ayrica yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi da y ile gosterilir ve

7:{x:(xk)ea):(ixkjec}



seklinde tanimlidr.

Bu uzay ||x||(l ) =Z|xk| normu ile /, uzayma izomorfiktir. Matris temsili 4 olan
1°h P

T:y —y doniigiimii sinirh bir lineer operator ise 7 :y" — y* opeatdriiniin matris

temsili 4 matrisinin transpozu olur. [20].

Tanim 2.15 (Matris doniisiimleri)

X ve Y iki dizi uzayi ve 4= (ank) da kompleks ya da reel terimli sonsuz bir matris

olsun. Eger x = (xk ) €X ve k,neN i¢in
(Ax)n = Zankxk
k

serisi yakinsak ise x dizisinin A4 matrisi altindaki doniisiim dizisi olan
Ax =1(Ax

uzayinda ise A matrisi X ten Y ye bir matris doniisimii tanimlar ve 4: X —>Y

mevcuttur denir. Her x € X igin doniistim dizisi mevcut ve Y

neN)

seklinde yazilir.

X dizi uzaymi Y dizi uzayma doniistiiren tiim matrislerin smifi (X Y ) ile

gosterilir ve A, X den Y ye bir matris doniisiimii olmak iizere 4 € (X Y ) yazilir.

Teorem 2.7 A= (a,-j) matrisinin ¢ uzaymdan yine bu uzaya tanimli smirlt lineer bir

T € B(c) operatoriinii vermesi igin gerek ve yeter sart:

i) A matrisinin satirlart /, uzayinda ve onlarin /; normlari sinirli,

il) A matrsinin biitiin siitunlar1 ¢ uzayinda,

iii) A matrsinin satir dizilerinin toplami ¢ uzayinda

olmasidir. [43].
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T operatdriiniin normu, satirlarin /; normlarmm supremumudur.

Teorem 2.8 A= (al.j) matrisinin ¢, uzayindan yine bu uzaya tanimli smirli lineer bir

T € B(c,) operatoriinii vermesi i¢in gerek ve yeter sart:

i) A matrisinin satirlart /, uzaymda ve onlarin /, normlari sinirly,

il) A matrsinin siitunlar1 ¢, uzaymda

olmasidir. [43].

T operatdriiniin normu, satirlarin /, normlarinin supremumudur.

Teorem 2.9 A= (al.j) matrisinin /, uzayindan yine bu uzaya tanimli sinirlt lineer bir

T € B(/,) operatériinii vermesi i¢in gerek ve yeter sart 4 matrsinin siitunlarinin /,

normlarinin supremumunun sinirlt olmasidrr. [18].

T operatdriiniin, normu satirlarin /, normlarinin supremumudur.

Teorem 2.10 A= (a,-j) matrisinin /, uzaymndan yine bu uzaya tanimli sinirh lineer

bir 7" € B(/, ) operatoriinii vermesi igin gerek ve yeter sart A matrsinin satirlarinimn /,

normlarinin supremumu sinirli olmasidir. [18].

T operatdriiniin, normu satirlarin /, normlarinin supremumudur.

Teorem 2.11 Eger 1< p<oo ve Ae(L,,1,)(1,.1,) ise A<(l,,1,) dir. [18].



BOLUM 3. NORMLU UZAYLARDA LINEER OPERATORLERIN
SPEKTRUMU VE iINCE SPEKTRUMU

Bu boliimde normlu uzaylarda lineer operatorler i¢in spektrum, resolvent (¢oziicii) ve

ince spektrum kavramlarina yer verilmistir.

3.1 Spektrum

Tamim 3.1.1 (Resolvent (¢oziicii) operator)

X # {9} bir kompleks normlu uzay ve D(T) c X olmak iizere T': D(T) —> R bir
lineer operator olsun. D(T) tizerinde tanimli / birim operatorii ve 4 €C olmak
tizere T, operatorinii

T,=T-11

bigiminde tanimlayalim. Eger 7, operatori bir terse sahip ve tersi lineer ise bu

operatdre T nin resolvent (¢oziicii) operatorii denir ve R, (T)=T, " = (T —Al )71 veya

kisaca R, seklinde gosterilir.

T,”" resolvent operatorii, T,x=y esitligini ¢ozmede yardime1 oldugundan ¢oziicii
isminin kullanmmi tam da uygundur. Daha da onemlisi 7, operatoriiniin
ozelliklerinin incelenmesi 7' operatoriinii anlamak icin temel olacaktir. Dogal
olarak 7, ve T,”' ’nin cogu 6zelligi A kompleks sayisina baglidir ve spektral teori de

bu ozellikler ile ilgilenir.

Tanmim 3.1.2 (Resolvent ve Spektrum)
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X +# {9} bir kompleks normlu uzay ve D(T) c X olmak tizere 7T': D(T) — R bir
lineer operator olsun. Eger

T -1
4 mevcut,

T -1
A smir,

T,”' X uzayinda yogun bir kiime iizerinde tanimli

sartlar1 saglaniyorsa A €C sayisma 7 nin bir regiiler degeri denir. 7 nin tiim

regiiler degerlerinin olusturdugu kiimeye ise 7' nin resolvent kiimesi denir ve p(T )

ile gosterilir. Resolvent kiimesinin  kompleks diizlemdeki tiimleyini olan

o(T)=C\ p(T) kiimesine ise 7 ’nin spektrum kiimesi denir. Spektrum kiimesi,

nokta (point) spektrum, siirekli (continuous) spektrum ve artik (residual) spektrum

olmak tizere ti¢ ayrik kiimeden olusur.

Tamim 3.1.3 (Ozdeger ve Ozvektor)
T:X —Y bir lineer dontisiim olsun. Eger 7x = Ax olacak sekilde X de bir x# 6
eleman1 varsa 1e€C sayisma 7 nin 6zdegeri, x€ X elemanma da 7 nin bir

0zvektor denir. [30].

Bu tanima gore “ 4 € C sayismin 7' nin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(T - Al ) operatoriiniin birebir olmamasidir.” 6nermesi dogrudur. Gergekten de
A€C, T nin bir 6zdegeri ise 7Tx=Ax olacak sekilde X de bir x# 6 elemani
vardir. Buradan (T —Al )x =0 dolayisiyla x € N(T) olacaktir. x# 6 aldigimizdan
N(T)#< olur. Bu da (T -Al ) nin birebir olmadigint gosterir. Benzer sekilde

bunun tersi de gosterilebilir. Buradan su sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.1 X¢{9} ve T € B(X) olsun. O halde A kompleks sayist 7 nin bir

Ozdegeri ise A€o (T) olur. [30].
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Tanmm 3.1.4 (Nokta spektrum) R, = T{l resolvent operatoriiniin olmadigr 1 €C

sayilarmmn olusturdugu kiimedir ve bu kiime o, (7) ile gosterilir. Bir Aeo,(T)

kompleks sayis1 7' nin bir 6zdegeri olarak adlandirilir.

Tanmm 3.1.5 (Siirekli spektrum) R, = T{l resolvent operatoriiniin mevcut oldugu,
(R3) sartmn saglandig fakat (R2) sartmun saglanmadigi kiimedir ve o, (7) ile

gosterilir.

Tnaim 3.1.6 (Artik spektrum) R, =7, resolvent operatériiniin mevcut oldugu
fakat (R3) sartinmn saglanmadigi kiimedir ve o, (7')ile gosterilir. Burada R, =T,
resolvent operatorii sinrlt olup olmamasi 6nemli degildir. Bu durumda G(T )

spektrum kiimesini
O'(T,X):O'p (T,X)UO'C (T,X)uo; (T,X)

olarak yazabiliriz. Bu kiimeleri bir tabloda gosterelim.

Tablo 3.1.1 Spektrum ve resolvent kiimelerinin sartlari

y) Saglanan sartlar Saglanmayan sartlar
p(T) (RI)-(R2)-(R3)
o, (T) (RI)
o.(T) (RI)-(R3) (R2)
o,(T) (R1) (R3)
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Bilindigi gibi X sonlu boyutlu bir normlu uzay ise 7: X — X lineer operatorii

siirhdir ve 77" in mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart 7' nin birebir olmasidir.

Buradan su sonucu elde edilir.

Sonu¢ 3.1.2 X #{6} sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 7:X —>X bir lineer

operator olsun. Bu durumda o(7) = o, (T) dir.

Teorem 3.1.1 Bir X normlu lineer uzay {izerindeki 7 lineer operatoriiniin p(T)

resolvent kiimesi agiktir. Dolayistyla o-(T ) spektrum kiimesi kapali bir kiimedir.

3.2 Ince (Fine) spectrum

X herhangi bir Banach uzay1 ve T €B (X ) olmak iizere R(T ) ve T7' icin su

durumlar s6z konusudur:

II. R

. R(T)#X

Ve

(1) T™" mevcut ve siirekli,
(2) T™' mevcut ve siireksiz,

(3) T™' mevcut degil.

Bu durumlar birlikte dustiniilurse /,, 1,,1,, 1I,, 1I,, II,, 1II,, III, ve III, olmak
tizere dokuz farkli durum meydana gelir. Mesela; 7' operatorii (I[ ) ve (3) sartlarini
sagliyorsa T € I, yazilir. Eger T, €I, yada T, € I, ise bu durumda A kompleks

sayist 7' nin resolvent kiimesi p(T , X ) in bir elemanidir. Diger durumlar ise 7 nin

spektrum kiimesini verir. [20].
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Burada nokta, siirekli ve artik spektrum tanimlarinda yola ¢ikilarak:
o,(TV={AeC:T-Al eI, II,,1II}

o.(I={AeC:T-Al el,,II,}
o,(I={AeC:T—-Al elll,,IIl,}

sonuglarma ulasilir. Bu durumlar bir tablo ile gosterilirse,

Tablo 3.1.2 ince spektrum incelemeleri

I II 111
: p(T) | p(T) [oD
2 o (1) | o) | o)
3 o, (1) |o,1) |0,

bi¢ciminde olur.
3.3 Spektrumun Alt Boliimleri

Spektrum ve ince spektrum disinda Appell [9], spektrumun alt boliimleri olarak
adlandirilan yaklasik nokta (approximate point) spektrum, hatali (defect) spektrum

ve sikistirma (compression) spektrum olmak {izere {i¢ spektrum kiimesi bulmustur.

Tamm 3.3.1 (Yaklasik nokta spektrum)

X bir Banach uzayr olmak tizere, 7, X uzayinda smirli bir lineer operator ve

x=(x,) da X de bir dizi olsun. Eger

1) k— oo icin ||Txk|| —0
i) =1
sartlar1 saglantyorsa x = (xk) dizisine bir Weyl dizisi denir. Buradan 7' nin yaklagik

nokta (approximate point) spektrumu
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o, (T,X)={1e€C:AI -T i¢inbir Weyldizisi mevcuttur }

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.3.2 (Hatah spektrum)
T nin hatali (defect) spektrumu o, (7, X)={A e C:Al —T 6rtendegildir} olarak

tanimlanir

Tanim 3.3.3 (Sikistirma spektrum)
T nin sikistirma (compression) spektrumu ise o, (7,X)= {/1 eC:R(AI-T)=# X}

seklinde tanimlanir.

Bu kiimeler ayrik olmak zorunda degildir. Ayrica Appell [9], spektrumun alt

béliimleri ve o (7,.X) spektrum kiimesi arasinda
O'(T,X):O'up (T,X)u0'5 (T,X)
O'(T,X):O'ap (T,X)UO'CO (T,X)

o, (T, X)=0,(T.X)\o.(T,X)

o (T.X)=c(T.X)\[o,(T.X) o, (T.X)].

ifadelerin gegerli oldugunu gostermistir.

Bir lineer operatoriin spektrumunun alt boliimleri ile ilgili tablo asagida verilmistir:



Tablo 3.1.2 Bir lineer operatoriin spektrumunun alt boliimleri
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1 2 3

T, mevcutve | 7, mevcut T,”' mevcut

sinirl fakat smirsiz degil
1 R(T-al)=Xx | acpl.X) - aeo,(T,X)
aeo,(T,X)
1 R(T-al)=x | @€p@.X) | aco (T.X) | aco,(T,X)
aeo,, (T,X) aeo,(T,X)
aecoy(T,X) aecoy(T,X)
11 R(T—a]);éX aco (T,X) aeco, (T,X) aeo,(T,X)
acoy(T.X) | aco,(T.X) | aec,,(T,X)
aGUCO(T’X) (ZGUb-(T,X) a605(T,X)
aeo,,(T,X) aeco, (T,X)

[9].




BOLUM 4. CESARO OPERATORUNUN ¢, DiZI UZAYINDA
SPEKTRUMU

Bu boliimde 1985 de J. B. Reade [36], tarafindan ¢alisilan Cesaro operatoriiniin ¢,

dizi uzayi lizerindeki spektrumu incelenmistir.

Cesaro operatorii, bir x=(x,) dizisini onun aritmetik ortalamasi olan

Xy +X +otx,

n+l1

y=(yn)=(

j dizisine doniistiiren bir operatordiir ve C ile gosterilir.

Bu operatoriin matris temsili

1
0<k<
C=(cnk)= n+l !
0 k>n

bi¢ciminde tanimlanir. Yani Cesaro matrisi

1 0 0 0
L1y
2 2

111,
3 33
seklindedir.

Teorem 4.1 C: ¢, — ¢, smurl bir lineer operatordiir ve ||C || =1 dir.
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Ispat. CeB(c,) nin lineer oldugunu gostermek zor degildir. O halde |C||=1
oldugunu gosterelim. ¢, dizi uzayindan ¢, a taniml bir operatdriin normu Teorem

2.8 geregince operatdriin matris temsili olan matrisin satirlarmm / normlarmin

supremumudur. O halde C matrisinden ||C || =1 oldugu hemen goriiliir.

Teorem 4.2 o, (C,¢,)) =< dir.

Ispat. Kabul edelim ki 6 # x e ¢, igin Cx = Ax esitligi saglansin. Bu esitligi ¢ozersek
X, = Ax,

1
5()61 +x2) = Ax,

lineer denklem sistemi elde edilir. Eger x =(x,) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi

xy ise A :% olur ve her n> N i¢in

elde edilir. Buradan n» — o0 i¢cin x, — 0 olur. Bu da x € ¢, olmasiyla ¢elisir. O halde

boyle bir 8 # x € ¢, eleman: yoktur. Boylece ispat biter.

Lemma 4.3 Eger Re(%j:a ise n—» 00 i¢in H

k=1

1—L L "dir. Burada a, ~ b,
kAl n“

notasyonu ile (a, /b,) ve (b,/a,) dizilerinin smirl olmasi ifade edilmektedir.

1

Teorem 4.4 o, (C*,ll) ={/1 eC :|/1—— !
2

<5}u{1} dir.

Ispat. 0= x el igin C'x = Ax esitligini ¢ozersek
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1
X, + 2x2 = Ax,

lxz_{_...:/lxz

n—1
denklem sistemini ve bu denklem sisteminden de x, ( jxl bulunur. x €/,
k=1

oldugundan Z|xn| = ZU_II

] o olmashdir. Lemma 4.3 geregince
n k

n—1
Re(%j:a olmak {izere Z( 1

n k=1

1 . 1 C )
——| | serisi ile Z—a serisinin karakteri
k/l n |N

aynidir. Z%«:o olmas1 i¢in gerek ve yeter sart o >1 olmasidir. Bu da
n |1

‘l—% <% ifadesine denktir. Ispatin bu kismin1 Reade (1985) gostermistir. Daha

sonra Okutoyi ve Thorpe A=1 in de C* i¢in bir 6zdeger oldugunu gostermistir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5 o (C, c0)={ﬂe(C ‘1—5 S%} dir.

Ispat. Burada

a-1
2

>% igin (C—AI)" €B(c,) oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger (C—Al)x=y esitliginde x in terimleri y nin terimleri cinsinden yazilirsa

(C—a1)" =(a, ) olmak iizere
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n—(k+1)
;Lm 7 ,0<k<n
i=k+1 1
ank: 1 1 ’n:k
ﬂ/_
n+l
0 k>n

olarak bulunur. Lemma 4.3 geregince her sabit £ i¢in lima, =0 olur. Simdi de

n—>0

=
2

> %igin H(C— /11)_1 H =sup Y |a,|<o olacagmi gorelim. n>1 icin
n %

Re(%j = <1 olmak tizere Lemma 4.3 yardimiyla

i B n—1 /’i,n_(kﬂ) . 1 B 1 . n-1 1
& B e () | | | Grepaf T
i—k+l i n+l n+l i=k+l [
k

1

1 1 1 "-11;[1_5

I +(”+1)|’1|2 ﬁl—i ST

n+1 il id il A

1 P 1/k*
<o)+ — 1 -
= ()+(n+l)|/1|2 {(}H—) +k1(1/(l’l+l)aj}

- 0(1)+%{1+ 3 i}
|4

< 0(1)+%{1+T§}

com ) (=)
|4 a

2

< 0(1)+ﬁ{(n+1)"‘1 +0(1)}
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sonucuna ulagilir. Re(%j =a <1 oldugundan o —1<0 olur. Dolayistyla yukardaki

ifade sonludur. O halde

a-1
2

>% i¢in 2e p(C,c,) olur. Buna denk olarak

=
2

S% icin 2eo(C,c,) olur.



BOLUM 5. RHALY OPERATORUNUN ¢, ve ¢ DIZi UZAYLARI
UZERINDEKi SPEKTRUMU

Bu boliimde 1996 da M. Yildirim 1n [45], calismismus oldugu Rhaly operatériiniin ¢,

ve ¢ dizi uzaylar1 tizerindeki spektrumu incelenmistir.

Rhaly operatérii, a =(a, ) bir skaler dizi olmak iizere

R =

a

a, ,0<k<n
ank:
0 Lk>n

olarak tanimhdir. Bu operatoriin matris gésterimi ise

seklindedir. Ozel olarak a, = alinirsa Rhaly operatorii Cesaro operatoriine

(n+1)

doniisiir. Burada Rhaly operatoriiniin spektrumu, a =(a, ) skaler dizisi i¢in

i) L=Ilim(n+1)a, limiti mevcut, sonlu ve sifirdan farkl
i) VrneN i¢in a, >0
iii) i#j i¢in @, # a,

iv) a=(a,) monoton artan bir dizi

sartlar1 altinda incelenmistir.
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5.1 Rhaly Operatériiniin ¢, Uzaymndaki Spektrumu

Bu boliimde Rhaly operatoriiniin ¢, dizi uzay: tizerindeki spektrumu incelnmistir ve

S={a,:n=0,1,2,...} olarak almmistur.

Teorem 5.1.1 R, Rhaly operatorii olmak iizere O¢lim(n+1)a” <o olsun. Bu

durumda § " (2L,0) = o, (R,,c,) olur.
Ispat. O #xec, igin R x=Ax esitligi ¢oziiliirse

ayx, = Ax,
a, (xo +Xx, ) = Ax,

a, (X, +x, +x,) = Ax,

denklem sistemi elde edilir. Buradan Vn>1 i¢in (a,—A1)x,=0 ve
(/1an"1 —l)xn =a' Ax,  esitlikleri saglamr. Eger 1=0 ise VneN i¢in a, >0
oldugundan x=@ olur. Bu da bir celiski oldugundan 0¢ o, (R,,c,) dir. Eger x

dizisinin sifirdan farkl ilk terimi x,, ise bu durumda A=a, olur ve n>m+1 i¢in

n Ad ; )
X, = I | ———— olarak bulunur. /, c¢, oldugundan p, 6 =— olmak {iizere
jemn Aa; —1 na,

Kummer testine gore

n

n+l

2_ th 1 |/’i'_an+l2 arzl _ 1
S R VTR e v

|ﬂ,|2 —2(n+1)a,, ReA+(n+ l)afﬂ
A

1in{ p =

=lim
(s n(n+l)a,
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A’ -2LRe A
A L 4]
olmalidir. v>0 olmasi ise A=a,6 >2L ifadesine esdegerdir. Sonug¢ olarak
S m(ZL,oo) co, (Ra,co) olur.
Teorem 5.1.2 0 < L < oo i¢in

L

SE}\{O}

Su{ﬂu:‘/l—£
2

<§}CGp(Ra*,co*)cSu{i:‘/l—é

olur.

Ispat. 0= xel igin R "x=Ax esitligini ¢6zersek

ayXy +ax, +a,x, +--= Ax,
ax, +a,x, +---= Ax,

a1
ax, ++-=Ax,

n

denklem sistemini elde ederiz. Bu dnklem sisteminden Aa'x,, =(/1an_1—1)x

esitligi elde edilir. Eger 1 =0 ise x=6 olup bu da bir ¢eliski oldugundan A2 =0

sayist R igin bir ozdeger degildir. Ayrica x, :(1_%}% olacagindan her

A=a,eS i¢cin A’nm bir 6zdeger olacag: acgiktir. Simdi de ﬂ—% <§ icin A ’nin

n—1 )
bir dzdeger olacagini gosterelim. Yine (5.1)’den x, :H(l—%}o olur. xe/

J=0

oldugundan ) |x,|<oo olmahdir. O halde Raabe testini kullanirsak
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X, ’ -1 |/1|2 -1
: 'xn . n+l . |2’ _an ’
limn| ———1|=limn —— |=limn
n—>0 ‘xn+1 n—>0 X n—>0 |2/|
v 141 L
xn+l |ﬁ'—an

—limn a2Redl—a. _LRel
n— |l—an(2,|+|/1—an) |ﬂ,|2

olup eger L|RF/1 >1 ise Z x,| serisi yakimsak L|RF/1 <1 ise Z x,| serisi raksak
A A
olacaktir. LRi/l >1 ifadesi de /1—£ <§ ifadesine denk oldugundan ﬂ—% < L

i¢cin x €/, olur.

A —%‘ =§ icin A sayismin bir 6zdeger olup olmadig: belli degildir.

Boylece ispat biter.

G

N-1
Lemma 5.1.3 Eger Re(%j=a ise N —>oo i¢in H 1

k=0

1
~ W ’dir. Burada

a,~b, notasyonu ile (a,/b,) ve (b,/a,) dizilerinin smirh olmasi ifade

edilmektedir.

Ispat. % =a+iff vex e R olmak iizere e* > 1+ x esitsizligini kullanirsak

i

[ T{exp(-200, +(a + 7))

<exp {g(—aan + O(aj))} <exp {E% +0(a’ )}
n

n=0 n=0
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<exp{-aLlog(N)+O(1)} < %

al

olur. Benzer sekilde

N o =
[T =H{1+aan+0(a3>}éeXp{Zaan+0<a3>}
n=0 n= n=0

<exp{aLlog(N)+0(a})| < O(1)N**

olur. Boylece ispat biter.

Teorem 5.1.4 0 < L < oo olmak lizere U(Ra,c0)={ﬂ:‘/1—§

Sé}uS dir.
2

Ispat. Teorem 5.1.2 nin sonucu kullanilarak ve Teorem 3.1.2 den G(T *) =0'(T )

oldugundan

Su{l:‘ﬂ,—é
2

< %} co, (Ra*,co*) - O'(Ra*,co*) =o(R,.c,)

kapsamalar1 saglanir. Ayrica spectrum kiimesi kapali bir kiime oldugundan

yazilabilir. Simdi bu son ifadenin ters kapsamii gosterelim. ‘ﬂ—% >§ ve A#a,

a-L
2

1 L ..
(m=0,1,2,...) olsun. Z:aﬂﬂ olmak {izere >5 icin L <1 olacagi

kolayca goriilebilir. 7= A/ — R, olmak iizere 7' =(a,, ) operatorii
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! k=n
A-a,
T’l—(ank): - T k<n
2 (1—‘”}
j=k A
0 k>n

seklindedir. oL <1 ve A#a, (m =0,12,.. ) oldugundan Vk e N i¢in Lemma 5.1.3

den
al al-1
) ) a ) (n + 1) an
lima, =lim 7 =lim =0
n—0 n—0

N0 (k_l)aL

A T]
J=k

19
A

olur. Diger taraftan »>1 i¢in ve L <1 olmak tizere Lemma 5.1.3 i kullanirsak

0 B n—1 B 1 n—1 an
Z Q| = | 9n + A= | dl—a + " a
k=0 k=0 —4u, k=0 |/1|2 H 1 “j
Jj=k A
1 a n—1 k-1 a.
+ - 1+ 1--L
|/ﬁt a, 2 a; k=1 j=0 A

<O()+K (n+1)"" {1 4 ﬂ} <o)+ K {(n 1) 0(1)}

1-alL

al-1

< O(l)+K{(n+ ) 0(1)}
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sonucuna ulagiriz. O  halde aL<l i¢in sup) |a,|<o olur. Yani
n %
T"'=(A~-R,)) €B(c,) olur ve Aep(R,c)dr. Sonug  olarak

o(R,.c,)= {ﬂ :‘xl—%

< £} .S olur.
2

5.2 Rhaly Operatoriiniin ¢ Dizi Uzayindaki Spektrumu

Leibowitz, [31] de “R, operatoriiniin ¢ uzay: lizerinde smirh bir lineer operator
olmasi i¢in gerek ve yeter sart {(n+1)an} dizisinin yakinsak olmasidir.” oldugunu

gostermistir. Ayrica R, :¢ —>c ve L=lim(n+1)a, olmak iizere R’ € B(/,) ve

Lo
Ra = t
0 R,

olarak bilinir.

Rhaly operatoriiniin ¢ dizi uzaylar: tizerindeki spektrumu ile ilgili teoremlerin ispati

¢, uzaymdaki ispat yontemlerinin aynist kullanilarak gosterilebilir. Bu ylizden bu

kisimda bu teoremlerin sadece ifadeleri verilmistir.

Teorem 5.2.1 0< L <oo i¢in SN (2L,0)c o, (R,,c) dir.

Teorem 5.2.2 0 < L <oo i¢in

{i:‘ﬂ—é
2

olur.

<§}uSu{L} co, (Ra*,c*)cSqu:‘/l——
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Teorem 5.2.3 0 < L <o olmak iizere o(R,,c) = {/1 :‘ﬂ —%

Sé}uS dir.
2

Ayrica Cartlidge, eger A€ B(c) ise o(A,c)=0(4,1,) oldugunu gostermistir. [13]
O halde su sonucu verebiliriz.

L

Sonu¢ 5.2.4 0< L <oo olmak iizere a(Ra,lw)z{/I:‘ﬂ—é SE}US dir.

Rhaly operatoriiniin 6zel durumlari i¢in iki 6rnek verelim.

Ornek 5.2.1. Eger a=(”2+3 j e JAA-+
n +1 2

<%}u{1,2,3} co,(R.1),

1

o,(R,.c,)=0 ve U(Ra,co)={lz‘l—5 !

< 5} w{2,3} olur.

) ] o1 1.1 1 \
Ornek 5.2.2. Eger a—[smmj ise {/1.‘/1—5‘<—}u{1}c0p(Ra,ll), ve
o(R,.c,)= ﬂ,:l—l Sl olur.

“ 21 2




BOLUM 6. FIBONACCI OPERATORUNUN c ve /,,(1< p <)
DiZI UZAYLARI UZERINDEKI INCE SPEKTRUMU

E.E. Kara ve M. Basarir [29], Fibonacci sayilarini kullanarak F = ( I )j ., matrsini

2
L , 1<k<n
Juw =y S
0 , k>n

olarak tanimlamislardir. Fibonacci matrisinin matris gosterimi

1 0 0 O 0 0

11 0O 0 0 0

2 2

1 4 0 0 0
Pl 1

— — — — 0 0

15 15 15 15

149 5,

40 40 40 40 40
seklindedir.

6.1. Fibonacci Operaoriiniin ¢ Dizi Uzay1 Uzerinde ince Spektrumu

Bu boliimde /' Fibonacci matrsinin smirliligini gosterip sirastyla spektrumu, nokta

spektrumu, artik spektrumu ve siirekli spektrumu elde edilmistir.
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Lemma 6.1.1 {f,}" dizisi Fibonacci sayilarindan elde edilen bir dizi olsun. Bu

durumda

sup, [ﬁil/mﬂj@o

esitsizligi saglanir. [29].

Teorem 6.1.1 F':c — ¢ sinirh bir lineer operatordiir ve ||F ||(C:C) =1 dir.

Ispat. F nin lineer oldugunu goéstermek kolaydir. O halde ||F ||(C:C) =1 oldugunu

gosterelim Teorem 2.7 den F operatdriinin normu satirlarin /, normlarmin

supremumudur. O halde z I 2= 1t

k=1

n >1 ifadesinden yola ¢ikilarak

}:1

+1

sz

|
fnf;Hl

o

(c) — sup )
no k=1

:SUP{Z Sl Z S }:SUP{Z
= k=nt1 =

bulunur.

Teorem 6.1.2 o(F,c) = {l : ‘/1 1 < L}U{L n O} u{l} dir.
ol 20] (S
Ispat. Bu teoremi ispatlamak i¢in &ncelikle |4 — ! > 1 olacak sekilde tim A

o) 2¢

kompleks sayilar1 igin (F —A1 )71 operatdriiniin - B(c,c) oldugunu gosterelim.

1 .. : .
>— i¢in (F —Al ) ticgen matris oldugundan tersi vardur.

2¢

®
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Kabul edelim ki y = ( yk) €c olsun. (F—Al)x =y esitliginde x in terimlerini y nin

terimleri cinsinden yazarsak;

N
A-1
[ N Yo
: 1 1
(+=3) #a{a-3Jen
X3 = 14 Yyt i 1 nht 4 A 1 Yo
(2-5) " mala-g)a-a) mala-g)la-3)a
1 /)
T =7 > NIt 2 NV T
S
ST v ST w S,
LY S Y S
P '
.f;wl n+2g( f}cﬁﬁ_lj ﬂ:+1 n+2]];!:[ f;(f;{_,_]j

ifadesini elde ederiz. Buradan (F —AI) " =(a,,) ters matrsini

n—(k+1) p2
- 4 e , 0<k<n
f;wlf;ﬁzn(ﬂ“ _iJ
i=k i+l
1
a, = - , k=n
nk /1 _L
j;'H—l
0 , k>n

olarak elde ederiz. (F— A1) operatdriiniin B(c,c) oldugunu gostermek icin



33

o0

):supz

cic A

a,. < o0

(7= a1y (

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in '|a,|<o oldugunu gosterelim. »'

ank
k=1 k=1
serisinin kismi toplamlar dizisine (Sn) dersek;
n n-1 2 n 1 1
Sn:zank ZZ( 2f}€+1 H )+
k=0 =0 |l| SoiiSoen ik 1— f; A_L
ﬂ,f;H f;H—l
5 e = 1 1 ) - 1
olur. Eger llmH I = ——<1 ise H— smirhdr. O halde
L i=k . 1 i=k i
——Jr 1 T [ S,
ﬂ’f;ﬂ ‘ /1(0 /1](/‘41
1 T 1 . .
1] <1 i¢in H—f <M olacak sekilde bir M >0 sayist vardir. Ayrica
1 - i=k 1 . i
‘ i(ﬁ ﬂ‘]riﬂ
n— 0 igin - olur. Boylece (Sn) kismi toplamlar dizisi smirhdir
f 1
/. y/ ——
f;ﬁ-l gp

ve dolayisyla ) '|a, | <o olur. Bu da (F-AI )" in B(c,c) de oldugunu gosterir.
k=1

- L

Ag

1
< __

>1 igin Aco(F.c) olur. ——>1 ifadesi de <>
o

1——
A

Dolayisiyla

1——
Ap

ifadesine denktir.

Dahasi AZL :n>0 ve A=1 igin (F—AI) operatorimin B(c,c) olmadigi

n+l

kolayca gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 6.1.3 o, (F,c) = {L n> 0} {1} dir.

n+l
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Ispat. ¢ de x# 0 igin Fx=Ax esitligini ¢6zersek

X, = Ax,
X ! X
2 1
2(4-3)
2
X, = 4 X
3 1
o{eli=2)
6 2
//Ln—Z
X, = f ) X
Q—dn -
fjrnﬂ( f;ﬁ_lJ ( 2)

denklem sistemini elde ederiz. x =(x,) dizisinin sifirdn farkli ilk terimi x, ise A =1
ve buradan x, =x,=x;=..=x,=.. elde edilir. Boylece A=1 i¢in @#xec

n

oldugundan A =1 bir 6zdegerdir. x=(x,) dizisinin sifirdn farkli ilk terimi x, ise

lno—2
X, = x ;n>1

. . —
fuoon (A—J%J...(;L_J( 4_2j

olur. Burada x, =0 olur ki bu da bir ¢eligkidir.

o

n+l

Ayrica n>0 igin A= ise (F—AI)" mevcut olmadigindan A bir 6zdegerdir.

Boylece ispat tamamlanir.

Eger T:c—c sinirli lineer operatoriiniin matris temsili A4 ise 7" :¢” —¢" adjoint

operatdriin matris temsili C@®/, uzayi tizerinde
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seklindedir. Burada y, A nin satir toplamlar dizisinin limiti ile

35

A nin siitun

limitleri dizisinin toplamlarmin farkidir ve b ise VkeN i¢in 4Anin k. Stitununun

limitidir. Yani;

xX= hmZank —lemank ve b=lima,
n k k n n

seklindedir. O halde F:c—c i¢in F" e B(/,) matrisi

1 o
F'=

seklinde olacaktr.

* * . 1
Teorem 6.1.4 o ,(F",c ):{ﬂ,.‘l——

®»

2¢ .f;1+1

Ispat. ¢* =/ uzayinda h# 6 igin F*h=Ah esitligini ¢ozersek

h=Ah

1 1
hz+§hz+gh3 +...=Ah,

h3+gh3 +...=Ah,

lineer denklem sistemini elde edilir.

<L}U{L;nzo}u{1} dir.

(6.1)
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Eger h=(h,) dizisinin sifirdan farkli ik terimi /& ise A=1 ve

n

hy=h,=h;=...=h,=...=0 olup bu da h=(h,h,0,..) dizisinin 6 dan farkl

oldugunu ve /, oldugunu gosterir. Buda A =1 in bir 6zdeger oldugunu gosterir.

Kabul edelim ki A#1 olsun. O halde (6.1) ifadesinden 4, :ﬁZH[l—{}—thz
k=1 k-1

esitligini elde ederiz. D’Alambert testine gore 1—% <1 1i¢in Zhn <o olur.
4 P
1 P 1 1 e e . . 1 1
1——| <1 esitsizligi de |1 ——| < — esitsizligine denktir. Yani |4 ——| < — olacak
Ap ol 2¢ ol 2¢

sekildeki A kompleks sayilar1 F* i¢in 6zdegerlerdir.

Ayrica n>0 icin A :L bicimindeki A kompleks sayilarinin da F* igin dzdeger

n+l

oldugu gosterilebilir. Bu adim ispat1 tamamlar.

<$}—[{%:n20}u{1}} dir.

<L} ve W:{i:nZO}u{l} olsun.
2¢

Teorem 6.1.5 o.(F,c)= {i : ‘/1 1

»

Ispat. S = {ﬂ, : ‘/1—1
@

n+l

Eger AeS—W ise A€o, (F*,C*) dir ve dolayisiyla (F* - /II*) operatdriiniin tersi
meveut degildir. Buradan teorem 2.2 den R(F —Al)#c dir. Ayrica A€ S—W i¢in

A¢o, (F ,c) olacagindan (F —Al ) tersinir degildir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 6.1.6 o,(F,c)= {/1 : ‘/1 —l‘ = L}—[{L n> O}U{I}J dir.

@ 29 S

Ispat. 2#1 olsun. O halde Teorem 6.1.3 den Ag¢o,(F',c") dir. Dolayisiyla

(F"—AI") tersinir ve Teorem 2.2 den R(F —Al)=c olur. Benzer bigimde eger
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n>0 i¢cin lii ise yine R(F—/U):c’dir. Eger

n+l

/”L—l‘ = L ise Teorem 6.1.3
ol 2¢

den A¢ o, (F",c") dir. Teorem 2.2 den R(F - Al ) = ¢ olup bu da ispat1 tamamlar.
6.2 Fibonacci Operaériiniin /(1< p <) Dizi Uzay1 Uzerinde ince Spektrumu
Bu boliimde Fibonacci operatoriiniin /, dizi uzayi tizerindeki nokta spektrumu, artik

spektrumu ve siirekli spektrumu kiimesini belirleyip bu kiimelerin birlesimiyle

spectrum kiimesini elde edildi.

Teorem 6.2.1 o, (F,lp) = {L n> 0} dir.

n+l

Ispat. [, ,(1 <p< oo) diziuzayinda x# 6 icin Fx = Ax esitligi gbz oniine alinirsa

X, (6.2)

&

A
6(/1—4j
6
//Ln—Z

X, = X,

' ) !
fnfm(/l fmj...(z 2)

lineer denklem sistemi elde edilir. Eger x = (xn) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi x,

ise A=1 ve (6.2) deki denklem sisteminden x,=x;=..=x,=..=x esitligi

n
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bulunur. Bu da x=(xn) dizisinin /, de olusuyla gelisir. Eger x:(xn) dizisinin

sifirdan farkli ilk terimi x, ise (6.2) den

ﬂno -2

X, = x,

. ; —
S (ﬂ_m]'“[l%]@‘zj

ve buradan x, =0 olup bu da ¢eliskidir.

/s

n+l

Dahasi, n>0 igin A= ise (F-AI)" mevcut degildir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 6.2.2 o, (F",1,") = {ﬂ, : ‘ﬂ—l‘ < L}U{L n> O}u{l} dir.
ol 20) (Jua

Ispat. / , =l uzaymda h=0 igin F"h=Ah esitligini ¢oziiliirse

1 1
Ah, :h1+5h2+gh3+...

1
ﬂ/hz :Ehz +gh3 +...

6.3)
ah =g s

n+l

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan #, =1H(1—L}q olur. =1 ise

k=1 k+1
(6.3)den h,=h,=...=h,=...=0 olup bu da (1<p<00) icin h:(hn)elq ve p=1

icin ise h=(h,)el, =1" oldugunu gosterir. Eger A=1 ise p=1 i¢in Y |h|<o0

n
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olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1—% <1 olmasidir ve (1< p <o) igin Y |h,[" <oo
4 P
1 q
olmasi i¢in gerek ve yeter sart |1 — 1o <1 olmasidir. Dolayistyla her iki durumda da
®»
1 . 1 1 e e .
1-—/<1 olmasi gerekmektedir. Bu da |4 ——|<— esitsizligine denktir. Ayrica
Ap ol 2¢

I

n+l

n>0 icin A= seklindeki A kompleks sayilarinin F* opeatdriiniin birer

0zdegeri oldugu aciktir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

o 29 S

Teorem 6.2.3 o, (F,/,) :{ﬂ : ‘/1—1‘ < L}—[{L n> O}U{l}] dir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 bir 6nceki boliimdeki teorem 6.1.4 e benzer olarak yapilir.

Teorem 6.2.4 o,(F,/,) :{ﬂ : ‘/1—1‘ :L}—({L n> O}U{I}J dir.

Q| 29 S

Ispat. Bu teoremin ispat1 da onceki bolimde teorem 6.1.5 deki yol izlenerek

ispatlanir.

Teorem 6.2.5 o(F,l,) = {ﬂ : ‘/1—1

®»

SL}U{L:I’ZZO} dir.
2(0 f;1+1

Ispat. Spektrum kiimesi nokta spektrum, artik spektrum ve siirekli spektrum

kiimelerinin birlesimi oldugundan istenilen sonu¢ hemen elde edilir.



BOLUM 7. UST UCGENSEL iKiLi BANT MATRiSLERININ
INCE SPEKTRUMU

Bu kisimda Karakaya ve Altun [28], tarafindan calisilan U(r,s) matrisinin ince
spektrumuU(r,s) matrisi alt ticgensel ikili bant matrisi olan B(r,s) nin

transpozesidir. Bir alt {iggensel ikili bant matrisi

r 0
s r 0
B(r,s)= 0 s »

biciminde tanimlidir. Burada r,s € R ve s#0 dir.[11] O halde iist tiggensel ikili

bant matrsi olan U(r,s) matrisi

s 0
0 s
Uir,s)= 0 0 r s

bi¢ciminde olur. Burada r,s € R dir. s=0 icin spektral sonuglar a¢ik oldugundan

s #0 durumunu goz oniine alacagiz.

7.1. U(r,s) Matrisinin ¢, Dizi Uzay1 Uzerinde ince Spektrumu

Lemma 7.1.1 (a,) dizisi, bazi a eC’ler i¢in lim(a,,, +aa,) meveut (b diyelim)

ve sonlu olacak sekilde kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Bu durumda
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(a) Eger |a|#1 ise (a,) dizisi yakmsaktir ve lima, =b/(1+«) olur.

n—>0

(b) Her |a| =1 i¢in (an) dizisi raksak olabilir. [40].

Teorem 7.1.2 U : ¢, — ¢, smurli bir lineer operatordiir ve |U(r,s

(er) = |r| +|s| dir.

Ispat. Bir 4 matrisinin ¢, uzayindaki normu satirlarin /, normlarinin supremumu

= supi

n k=0

olarak tanimlanir. Yani her n,keN i¢in U(r,s)=(u, ) ise |[U(r,s

Z/lnk

seklinde tanimlanir. O halde

N S

S 5

||U(r,s

o0
=sup )
n k=0

|+

|+

u,,| = sup | ) =|r+s

olarak bulunur.
Teorem 7.1.3 o, (U,c,) = {/1 eC:a-r|< |s|} dir.

Ispat. 1 komleks sayis1 U operatériiniin bir 6zdegeri olsun. Bu 6zdegere karsilik

gelen bir x=(x,,x,,...) ¢, 6zvektorii i¢in

rx, +8x, = Ax,

rx, +8x; = Ax, (7.1)

lineer denklem sistemi saglanir. Eger x, =0 ise s#0 olacagindan her £ €N i¢in

x, =0 olur. Bu yiizden x, = 0 alalim. O halde (7.1) deki esitlkten her £ € N i¢in
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ifadesini elde ederiz. x=(x,)ec, oldugundan k — oo igin x, — 0 olmalidir. Bu da

|2—r|<|s| esitsizligini gerektirir,

Eger T:c¢, — ¢, operatorii A matrisiyle temsil edilen smirli bir lineer operator ise

bu durumda 7" :¢," >¢, adjoint operatoriiniin matris temsili de A4 matrsinin

transpozu ile temsil edilir.

Teorem 7.1.4 Herhangi bir AeC i¢in U, :¢, > ¢, yogun bir goriintii kiimesine

sahiptir.

Ispat. U' =B(r,s) oldugundan ve [10] da Teorem 2.2 den o, (B(r,s),l,) =D
oldugundan o, (U’,l1 ) = olur. Bu yiizden tim A e C ler i¢in (U’ —/1[) birebirdir.
O halde teorem 2.2 den U, = (U —Al ) yogun bir goriintli kiimesine sahiptir. Boylece

ispat tamalanmis olur.

Sonu¢ 7.1.5 o, (U,¢,) =@ dir.
Teorem 7.1.6 o, (U.c,)={A€C:|A-r|=|s|} ve o(U.c,)={AeC:|2—r|<]s|} dir.
Ispat. y e/ olsun. U,"x =y esitligini g6z oniine alirsak

(r—ﬂu))c1 =y
sx, +(r—=2)x, =y,

sx, +(r—24)x, =y,

lineer denklem sistemini ve denklem sisteminden de her £ € N i¢in




43

esitligini elde ederiz. |s| <|r— 4| olmak iizere her k € N igin

(|xl|+|x2|+"'+

‘xk

!
)Sm(lyllﬂyzh-"ﬂykl)

olacag1 agikga goriilebilir. Bu son esitsizlikte her iki taraftan k& —>oo i¢in limit

a11n1rsa||x||l] Sm”y”" olur. Bu yiizden eger |s|<|r—A| ise U, orten ve

Teorem 2.5 den U, smirlh  bir  terse  sahiptir. Dolayisiyla

o, =(U.c,)={AreC:|a—r|<|s]} olur. Teorem 7.1.3 ve sonug 7.1.5 den
{xle(C:|/l—r|<M}ccr(U,cO)c{/le(C:M—r‘sM} sonucuna ulasilir. Spektrum

kiimesi kapali oldugundan

o(Usc,)={AeC|a-r s}

olur. O halde o, (U,c,)=0(U,¢,)\(0.(U.,¢,) U0, (U,c,)) oldugundan
0. (Use))={aeC:{a—r|=|s}

sonucu elde edilir.

Teorem 7.1.7 Eger [A—r|<|s| ise e l,0(U,¢,) dir.

Ispat. |1—r|<|s| olsun. Bu durumda teorem 6.1.3’ten A eI, tiir. O halde geriye

|2—r|<|s| i¢in U, nn 6rten oldugunu gostermek kalir.

y=(VYse00) €€y ve a=||y|| olsun. y=(y,,y,,...) dizisini dyle segelim ki x, =0

. 1 a—r)" : "
ve k=2 i¢in x, =;E ( . rj v, olsun. Ayrica U,x=y denklem sistemini
i=1

¢Ozersek
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(r—/”t)xl +85x, =y,

(r=A)x, +sx, =y,

(r—ﬂ,)x,H +8X, =V, ,

lineer denklem sistemi elde edilir ve buradan £ >2 igin x, =——x, , +l ¥, olur.
N N

O halde xec, oldugunu gosterirsek ispat tamamlamr. y=(y,,y,,...)€c, ve

|2—r|<|s| oldugundan

lim(xk —ﬂxklj —Liimy =0

k—o0 S k—>w

olur. O halde Lemma 6.1.1°den limx, =0 olur. Bdylece x € ¢, sonucuna varilir. Bu

k—o

da ispat1 tamamlar.

Teorem 7.1.8 Eger |1 —r|=|s| ise e ll,0(U,c,) dir.

Ispat. |1 —r|=|s| ise teorem 7.1.6 dan A e, U1I, dir. Aell oldugunu gdstermek
icin |/1—r| = |s| oldugunda U, nin Orten olmadigmi gostermeliyiz.

A—r

k-1
y= ( VisVyse ) € ¢, dizisininin genel terimini y, = ( J ! olarak tanimlayalim.

Kabul edelim ki x € ¢, olsun ve U,x =y esitligi saglansn. Bu esitlikten

(r=2)x, +sx,=y =1

N

1
(r—=2A)x,+sx, =y, =( . ja

2
(r—/l)x3 +85x, =, :( : ]

~N

N

~

W | =
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden

esitligi elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin mutlak degeri almip ticgen esitsizligi

uygulanirsa

x}’l

l(1+1+1+---+Lj£|x1|+
|S| 2 3 n—1

olur. Bu son esitsizlikte 7 — oo i¢in

iilshm(|xl|+

|S ' N n—oo

)

xl’l

o0

olur. Z— serisi raksak oldugundan li |xn| =oo olacaktir. Bu da x e¢, olmasiyla
P n n—»o0

celisi. O halde U,x=y olacak sekilde hi¢ bir xec¢, yoktur. Yami U, O&rten

degildir. Boylece ispat biter.

7.2. U(r,s) Matrisinin ¢ Dizi Uzay1 Uzerinde ince Spektrumu

Teorem 7.2.1 U : ¢ — ¢ sinirh bir lineer operatordiir ve ||U (r,s

) :|r|+|s| dir.

(cotco

Ispat. Bu reoremin ispat1 teorem 7.1.2 dekine benzer olarak yapilabilir.

Teorem 7.2.2 o, (U,c)={AeC:|A—r|<|s|} U{r+s} dir.

Ispat. Teorem 7.1.3 den [1—r|<]s| i¢in 1eo(U,c,) oldugundan Aeo(U,c)

ifadesi de saglanir. Simdi A=r+s durumuna bakalim. #xec i¢in Ux=Ax

esitligini ¢ozersek
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r+s

S—"

X, + 8%, = X,

—_—
~—

rx, +8x; =(r+5)Xx,

lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminden keN icin

k-1
X, :[/’L—rj x, olacaktir. Bu durumda x ec olmast i¢in ya |1 —r|<|s| olmali ya
S

da A =r+s olmahdir. Boylece ispat biter.

Eger T :c — ¢ sl lineer operatoriiniin matris temsili 4 ise 7" :¢" — ¢ adjoint

operatdriin matris temsili C @/, uzayi tizerinde

i

seklindedir. Burada y, A nin satir toplamlar dizisinin limiti ile 4 nmn siitun

limitleri dizisinin toplamlarmin farkidir ve b ise VkeN i¢in 4Anin k. siitununun
limitidir. Yani;

xX= hmZank —thank ve b=lima,,
n A A n n

seklindedir. O halde U, : ¢ — ¢ matrisii¢in U," :/, — [, matrisi

olur.

Teorem 7.2.3 U, :c — ¢ operadriiniin yogun bir ggoriintii kiimesine sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart A1 # r+s olmasidir.
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Ispat. Oncelikle o, (U *,C®l]):{r+s} oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki A

U':C®Il — Ce] operatoril i¢in bir 6zdeger olsun. Bu durumda

(r+s)x, = Ax,
rx, = Ax,
SX, + 1%y = AXx, (7.2)

§X, +1x, = Ax,

denklem sistemini saglayan bir x e/, elemani vardir. Buradan x, =x,=...=0 olur.
O halde A =r+s sayisi (1, 0, O,...) ozvektoriine karsilik gelen bir 6zdegerdir.Simdi
kabul edelim ki A#r+s olsun. Bu durumda (7.2) den x, =0 olur. x dizisinin
sifirdan farkli ilk terimi x, olsun. Bu durumda (7.2) den sx,  +mx, =Ax,

oldugundan ve x,_, =0 oldugundan A=r olur. Ayrica yine (7.2) den

sx, +rx,,, =Ax,,, ve buradan da x, =0 olur ki bu da bir ¢eliskidir. O halde U"

operatoriiniin A =r+s disinda 6zdegeri yoktur. Boylece teorem 2.2 den istenilen

sonug elde edilir.

Sonu¢ 7.2.4 o.(U,c) =< dir.

Teorem 7.2.5 o,(U,c) ={A & C:|A—r|=|s[}\{r+s}

ve o(U,c)={AeC:|1—r|<|s|} dir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 teorem 7.1.6 deki teoremin ispatindaki ayni yoldan

yapildigindan bu ispat1 vermeyecegiz.

Ayrica Cartlidge [11], eger bir A matris operatérii ¢ tizerinde smnirli ise

o(A4,c)=0(4,1)) oldugunu gostermistir. O halde su sonucu verelim.
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Sonu¢ 7.2.6 o(U,L,)={A&C:|A—r|<|s|} dir.

Burada sunu belirtelim ki bolim 7.2 de elde edilen sonuglar [13] de bulunan

sonuglarla esittir. Bu da x4 uzay1r ¢,,c veya [ uzaylarindan biri olmak iizere

o(U,u)=0oU", 1) oldugunu gosterir. Aslinda bir matrisin spektrumu ile transpoz

matrisinin spektrumunun ayni uzayda esit olmasi gibi genel bir sonu¢ yoktur.Simdi
verecegimiz teoremin ispati Teorem 7.1.7 nin ispatindaki ayni yontemle

bulundugundan bu teoremin ispatini vermeyecegiz.
Teorem 7.2.7 Eger [A—r|<|s| ise 2eLo(U,c) dir.

Teorem 7.2.8 Eger |1 —r|=|s| ve A=r+s ise Aell,o(U,c) dir. Eger A=r+s

ise Aell,o(U,c) dir.

Ispat. Eger 1 =r+s ise Teorem 7.2.1 ve Teorem 7.2.3 den A /I, olur.
|ﬂ,—r|:|s| ve A#r+s olsun. Bu durumda Teorem 7.2.5 den Ae2 dir. Aell

oldugunu gostermek icin Teorem 7.1.8 in ispatinda kullanilan yontemle

tanimmlarsak ayn1 sebeplerden dolay1r U,x =y esitligini saglayacak x € ¢ bulunmaz.
Yani U, orten olmayacaktir. O halde Teorem 7.2.3 den A #r+soldugundan U,

yogun bir goriintli kiimesine sahiptir. Bu da ispat1 tamamlar.



BOLUM 8. GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORU B(r,s)
NIN y UZAYI UZERINDEKI SPEKTRUMU

Bu kisimda Dutta ve Tripathy [20], tarafindan belirlenen B (r, s) genellestirilmis fark

operatoriiniin biitiin yakisak seriler uzaymdaki spektrumunu incelenmistir.

Genellestirilmis fark operatorii B(r,s),

r 00 0
s r 0 0
B(r,s)=
( ) s r 0
seklindedir.

Eger matris temsili 4 olan T:y—y operatérii sinirh lineer bir oprator ise

T :y =% adjoint operatorii, A matrisinin transpozu tarafindan tanimlanir ve y

00
dizi uzay1 ||X|| =Z|xk| normu ile /; uzayma izomorftur.
k=0

Simdi verilecek olan teorem normu tanimlamaya yardim eder ve B (I’,S)EB (7/)

oldugunu kanttlar.

Teorem 8.1 B(r,s):}/—>}/ operatorii HB(r,s)H(M)S|r|+|S| normu ile smnirh ve

lineer bir operatordiir.
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ispat: B (r,s) nin lineer oldugunu gostermek kolaydir. Bu durumda sinirli oldugunu

gosterelim.

[B(r,s)x,  =sup[Dsx_ +rx,|<sup|s|[S x| +suplr[D x| < ]+ 7)) ]
) e n k=0 n !

n
Zxk
k=0

dir. Dolay1siyla HB(r,s)

‘ <|r|+|s|. Yani B(r,s) :¥ =y smirh ve lineerdir.
(7.7)
Teorem 8.2 (T(B(I”,S),]/) = {a eC:la—r|< s} dir.

Ispat: |a—r|>|s| iken (B(r, s)— a’])f1 €B(y) oldugunu gostermeliyiz. Yani
|a - r| < |s| i¢cin (B (r, s) —al ) operatoriiniin terslenebilir olmadigmi gostermeliyiz.
|0£ - r| > |S| olsun. (B(r, s)— a]) alt tiggensel matris oldugundan (B(r,s)— 051)_1

mevcuttur. (B (r, S) —al )x =y denklem sistemi ¢oziiliirse

1
Xy = Yo
r—a
X = ! = > Y
1T (r—a)2 0
X, = ! Vo= o »+ : Y
P r—a’? (r—oz)2 1 (r—oz)3 ’

ifadesi elde edilir. (B (r,s)—al )71 =(a,, ) tersinir matrisi
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(=)

—7, h<kise

a,, = (V—Of)

0, n>kise
seklindedir. O halde
HBrsH —suz 7k | suzn: "—k_ ! Zn: il n<oo

npko ”‘” a npk:() r—a|  r-aZlr-d
elde edilir. Bu yiizden (B(r,s)-al) eB(y) dr.
|a—r|§|s| ve a #r olsun. Dolayisiyla
TR0 s S R
>l npk:() (r_a)"_k“ Cr—a =lr—-a _r—ak:() r—a| B

dir. Bu yiizden (B(r,s)—ozl)_1 ¢ B(y) du.

Simdi |a—r| S|s| ve a =r olsun. Bu durumda (B(r,s)—a]) matrisi,

O Y O
oS O
O O O

Cn

:::j

seklindedir. (B (r,s)—sI )x =6 oldugundan x=46 elde edilir. Dolayisiyla B (s)

matrisi birebirdir.

B(s)*x:H iken x#6 oldugundan B(s) yogun bir goriintilye sahip degildir.

Ayrica B (S) matrisi |a' — r| < |s| i¢in terslenebilir degildir. Bu ispat1 tamamlar.



52

Teorem 8.3 0, (B(r,s),;/) = dir.
Ispat: x#0 ve xey i¢in B(r,s)x=ax olsun. Bu esitlikten

X, = ax,

85X, + 17X, = ox,

SXp T1Xpyy = AXyeyy

lineer denklem sistemi elde edilir. « # rise x, =0 dir. Dolayisiyla x =6 olur. Bu da

x # 6 olmasiyla ¢elisir. Bu ylizden o =r dir.

Eger x,, x = (xn) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi ise sx; +rx,,, = ax,,, esitliginden

s # 0 oldugundan x =6 dir. Buda x # @ olmasiyla celisir.

Dolayisiyla o, (B(r,s),;/) = dir.
Teorem 8.4 O, (B(I’,S)*,ﬂ/*):{(XE(CI‘OZ—F|<|S|} dir.

ispat: Kabul edelimki x# 6, xey =/ i¢in B(r,s)* X =ax olsun.

r s 0
. 0O r s
Blrs) =g o,

olup



53

X, + 85X, = ax,

X, +5X, = ax,

X, + 8%, = ax,

denklem sistemini elde edilir. Denklem sistemi ¢oziilerek x, = (a — rj Xy (n eN )
s

bulunur. Dolayisiyla x:(xn)e;/* olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul |a—r|<|s|

olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 8.5 o, (B(r,s),;/) = {a eC:la-r|< |s|} dir.

Ispat: Teorem 8.4 den dolay |a—r|<|s| icin (B(r,s)*—a[) operadrii birebir
degildir. Teorem 2.2 den dolay1 (B(r,s)—al ) operatorii 7 uzaymdan yogun bir

gorlintii kiimesine sahip degildir. a#r i¢in (B(r,s)—a] ) alt ticgensel matris

oldugundan dolay1 bir terse sahiptir. Dolayistyla
o, (B(r.s).7) ={aeCila—r| <y

dir.

Teorem 8.6 o, (B(r,s),7)={aeC:|la—r|=]|s|} dr.

Ispat: o(X,T)= o,(X,T)vo,.(X,T)vo.(X,T) oldugundan dolay1

o (B(r,s),;/)={ae@:|a—r| =|s|}

c

elde edilir.



BOLUM 9. U(r,s) MATRSININ YAKINSAK SERi TESKIL EDEN
y DIZI UZAYI UZERINDEKI SPEKTRUMU

Bu bolimde y dizi uzayr iizerinde U(r,s) matrisinin ince spektrumunu
inceleyecegiz. U(r,s) matrisi alt ticgensel ikili bant matrisi olan B(r,s) nin

transpozesidir. Bir alt tiggensel ikili bant matrisi

r 0
s r
B(r.s)= 0 s r

s 00 O
0 s 0 0

U(r,s)=
0 0 r s O

biciminde olur. Burada r,seR dir. [28] s=0 i¢in spectral sonuglar agik

oldugundan s # 0 durumunu goz oniine alacagiz.

Teorem 9.1  U(r,s):y—>y  smurl  bir lineer  operatordiir  ve

|r + s| < ||U(r, S)||(M) < |r| + |S| dir.

Ispat. U (V,S) nin lineer oldugunu gostermek kolaydir. O halde smnirli olup

olmadigina bakalim. Herhangi bir xey ve her keN i¢in U (r,s)x = (rxk +sxk+1)

oldugundan
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=sup

n

n n
P> 53

k=0 k=0

n
HU(r,S)xH(W) = sgp ;rxk +5x,.,,

<|r|sup

n

= (| +[sT) e[, (9.1)

n
Zxk
k=0

+|s|sup
n

zxk+1
k=0
olur. Diger taraftan ¢ e y alirsak U(r,s)e® = (s,7,0,0,0,...) olacagindan

HU(r,S)e(z)
HU(F’S)HW) z ‘em

U7) s+ 7| 9.2)

(r7)

bulunur. O halde (9.1) ve (9.2) den sonug elde edilir.
Teorem 9.2 o, (U(r,s),7) = {a eCila—r|< |s|} dir.
Ispat. 6+ x ey i¢in U(r,s)x = ax denklemini ¢oziiliirse

rX, +8x, = ax,
rx, +5x, =ax,

rx, +8x; =ax,

FX, +8x,,, = ax,

n
—-r
j X, bulunur.

lineer denklem sistemi elde edilir ve buradan da ne N i¢in x, = (a
s

Eger x=(xn) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi x, ise # =« olup her ieN i¢in

x, =0 olur. Buda x# @ olmasiyla gelisir. Simdi, & #r alalm. x € ¥ aldigimizdan

n n 0
(Z xkj ec olur. Yani; lim Zxk = Zxk < oo’dir. Diger  taraftan
k=0 k=0 k=0

n—o0 ==
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a-r .
<o olmasi i¢in gerek ve yeter sart |r—a| < |S| olmasidir. Mutlak

" "
Z|xk| = Z
k=0 k

=0

yakinsaak her seri yakinsaktir dnermesinden |r—a| < |S| icin [Z xkj € ¢ diyebiliriz.
k=0

Boylece a €0, (U(r,s),y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart |r—a| < |S| olmasidir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 9.3 &, (U* (r,s),y*) = dir.
Ispat. = xey =1 igin U (r,s)x = ax denklemini gz oniine alirsak

rx, = ax,
SXy +1x; = ax,
SX, +1X, = ax,

9.3)

SX,_ +rx, = ox,

lineer denklem sistemini elde ederiz. Eger Eger x = (xn) dizisinin sifirdan farkli ilk
terimi x, ise » =« ve herhangi bir i e N i¢in x, | =0 olur. Bu da bir ¢eliskidir. Eger

1<j<n ve neN olmak lizere x=(xn) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi x; ise

J

(9.3) den xj:( jx.l olup bu da x,=0 oldugunu gosterir. O halde

a—r
U- (r,s)x = ax denkleminin ¢6ziimii olacak 0 #x € y* =/, elemani yoktur. Boylece

ispat biter.

Sonu¢ 9.4 o, (U(r,s), 7/) = dir.

Teorem 9.5 o (U(r,s),7) = {a eCila—r|< |s|} dir.
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Ispat. y=(y,)ey =/ alalim ve (U “(r,s)—al )x =y esitligini ¢ozersek asagidaki

lineer denklem sistemini elde ederiz:

(r—a)x,=y,
sx, +(r—a)x =y,

9.4)
sy, +(r—a)x, =y,

k . k—i
(9.4) deki denklem sisteminden her keN i¢in x, = ! Z( a j v, bulunur.
I/'—a i=0 7"—0(

|s|<|r—ea| ve her keN igin Zk:|xk| |Z|yk| esitsizliini gdstermek zor

|||y||[ olur. Boylece |s|<|r—a| i¢in

degildir. O halde k — oo icin ||x], < _ﬁ
' al—|s

(U “(r,s)—al ) orten olacagindan Teorem 2.3 geregince (U (r,s)—al ) smirlt bir
terse sahiptir. Yani |s|<|r—a| i¢in o, =(U(r,s),y)c {a eC:la—r|< |s|} dir

Teorem 9.2 ve Sonug 9.4 i birlestirirsek
{a eCila-r|< ‘s‘} co(Ur,s),y)< {a eCila—r|< |s‘}

olur. Herhangi bir sinirli lineer operatoriiniin spektrum kiimesi kapali oldugundan

o(U(r,s),y)= {a eCila—r|< |s|} sonucuna ulaglir.
Teorem 9.6 o, (U(r.s).7)={a eC:|la—r=|s|} dir

Ispat. G(U, 7/) =0, (U,}/) Uo, (U,}/) Uo, (U,}/) oldugundan

o, = (U(r,s),y) = {0{ eC :‘a—r‘ = |s|} olur.

Teorem 9.7 Eger |r—a|<|s| ise a €o(U,y)I, olur.
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Ispat. Bu teoremi ispatlamak i¢in |r—a|<|s| olmak tizere U, =(U(r,s)—al )
meveut olmadigm ve U, =(U(r,s)—al ) operatdriiniin  6rten  oldugunu
gostermeliyiz. S ={a:|r—a|<|s|} olmak iizere oz €S olsun. Bu durumda Teorem

9.2 geregince a € o, (U, y) olacagindan U, mevcut degildir.

Simdi |r—a|<|s| i¢in U, operatériinin Orten oldugunu  gdsterelim.

Y=Y 21s Vs5-- ) ey icin U, x =y esitligini gz dniine alirsak

(r—a)xo +85x, =y,
(r—a)x1+sx2:y, ©.5)
(r—a)x,+sx;,=y,

lineer denklem sistemini elde ederiz. Eger x =(x,,x,,x,...) dizisii¢in x, =0 alrsak

J—1 k—i—1
(9.5) den k=1 i¢in x, =lz(r—a) y, olur. Her k=1 ve |r—a|<|s| igin
s s
k-1 k—i-1 -1 k—i-1
r-a < L oldugundan x, = B Z(r — a} v, olacag1 aciktir.
[s]-|r—<f =AY
1] g [ | |
k — o0 i¢in Z o < esitsizliginin her iki tarafi icin limit alinirsa
I R R

i S| ot S <

“ll-lr—af IV af >

olacaktir ve dolayisiyla x € y olacaktir. Boylece ispat tamamlanur.
Teorem 9.8 Eger |r—a|=|s| ise a e (U,y)II, olur.

Ispat. |r—a|=|s| olsun. Bir 6nceki teoreme benzer sekilde U, ters operatdriiniin
orten oldugu gosterilebilir. Diger taraftan |r—a|=|s| ise aeo,(U,y) olur ve

boylece R(U,) =y esitligi saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Sonuc¢ 9.9 Asagidaki ifadeler saglanir:

a) o, (U(rs).y)={aeCla—r<|s

!
!,

b) o, (U(r.9).7)={aeCla—rl=]s

c) o, (U(r,s), 7/) =J.

Ispat. (a) Tablo 3.1.3 den o, (U(r, s),y) = O'(U(r,s),y) \ O'(U(r,s), 7/)1][1 oldugu
igin Sonug 9.4 den o (U(r,s),y) I, =o(U(r,s),y) I, =< olur. Benzer sekilde (b)

ve (c) deki esitlikler de Sonug 9.4, Teorem 9.3 ve Teorem 9.7 yardimiyla

o5 (U(r,s), 7/) = O'(U(I",S),]/) \ G(U(r, s), 7/)[3

0., (Ur,s).y)=c(U(r,s),y) I, o (U(r,s),y) U, oo (U(r,s),y )L,

olacagi goriilebilir.
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