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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI
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OZET

Anahtar Kelimeler: Tripotent Matris, Karsilikli Degismelilik, Grup Ters

Calisma, toplam dort ana boliimden olusmaktadir. Ik béliimde, ele alinan konu ile
ilgili literatiir bilgisini igeren bir giris verilmektedir.

Boliim 2°de, Boliim 4°te elde edilen sonuglara temel teskil edecek olan bazi kavram
ve teoremler verilmektedir. Boliim 3°te ise bu ¢alismaya esin kaynagi olan ¢alismada
mevcut bazi sonuglar hatirlatilmaktadir.

Boliim 4, bu ¢aligmanin asil kismini olusturmaktadir. Boliim 4°te, karsilikli degismeli

iki ve Tli¢ tripotent matrisin bazi kombinasyonlarinin, bazi 6zel kosullar altinda, grup
terslerinin ifadeleri ortaya koyulmaktadir.
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THE GROUP INVERSES OF SOME COMBINATIONS OF
TRIPOTENT MATRICES

SUMMARY

Key words: Tripotent Matrix, Mutually Commutativity, Group Inverse

This study organized into four main chapters in totally. In the first chapter, it is given
an introduction, which includes some literature information about the subject
considered.

In the Chapter 2, some concepts and theorems, which constitute the basis for the
results given in the Chapter 4, are given. In the Chapter 3, some existing results from
the study, the inspiration for this work, are reminded.

The Chapter 4 constitutes the original part of this work. In the Chapter 4, the group

inverses of some combinations of two and three tripotent matrices that mutually
commute are established under the some special conditions.
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BOLUM 1. GIiRiS

1.1. Gosterimler

n pozitif bir tamsay1 olmak iizere, C ve C, sembolleri sirasiyla, kompleks sayilar

ve nxn boyutlu kompleks matrisler kiimelerini gostersin. Calisma boyunca
matrisler koyu ve biiyiik harflerle (A gibi), skalerler kiiciik ve italik harflerle (¢
gibi) gosterilecektir.

1.2. Calismanin icerigi ve Literatiir Bilgisi

¢, ¢, sifirdan farkli kompleks sayilar ve X, X, € C, sifirdan farkli kompleks

matrisler olmak iizere,
X=¢X +¢X, (1.1

olsun. X, ve X, matrisleri idempotent, tripotent, ¢ — potent veya involutif

olduklarinda (1.1) bi¢imindeki X lineer kombinasyon matrisinin idempotent,
involutif veya tripotent olmasi durumlarindan bazilar1 ve bu X lineer kombinasyon

matrisinin grup tersinin ifadesi literatiirde bir¢ok ¢aligmada mevcuttur.

X, ve X, matrisleri idempotent iken X matrisinin idempotent oldugu durum, X, ve
X, degismeli oldugunda [1,18] c¢alismalarinda, degismeli olmadiginda [1]
calismasinda ele alinmustir.

X, ve X, matrislerinin degismeli oldugu ve olmadig1 durumlarda biri idempotent

digeri tripotent iken X matrisinin idempotent oldugu durumlar [7] ¢alismasinda ele

alinmustir.



X, ve X, matrislerinden biri idempotent digeri # — potent iken X matrisinin

idempotent oldugu durumlar, X, ve X, degismeli oldugunda [10], olmadiginda [11]

calismalarinda ele alinmistir.

X, ve X, matrisleri her ikisi involutif iken X matrisinin idempotentligi; her ikisi
idempotent, tripotent veya involutif iken X matrisinin involutifligi; X, ve X,

matrisleri degismeli oldugu ve olmadigi durumda (her ikisinin tripotent oldugu

durum harig) [19] ¢alismasinda ele alinmistir.

X,, X, degismeli matrislerinin her ikisi idempotent ve tripotent iken X lineer

kombinasyon matrisinin tripotent oldugu durumlar [6] ¢alismasinda ele alinmistir.

X,, X, genellestirilmis projektorlerinin  degismeli oldugu durumda (1.1)

bi¢cimindeki X lineer kombinasyon matrisinin de genellestirilmis projektor oldugu

durumlar [3] ¢alismasinda ele alinmstir.

X,, X, degismeli matrislerinin idempotent oldugu durumda (1.1) bi¢cimindeki X

lincer kombinasyon matrisinin idempotent oldugu durumlar [14] c¢alismasinda,
degismeli olmadigi durumda X lineer kombinasyon matrisinin tersinirligi [15]
caligmasinda ele alinmistir. Bu ¢alismalarda idempotent matrisler Hilbert uzayindaki

idempotent dontisiimler olarak ele alinmistir.

X,, X, matrisleri idempotent iken cT1+c~2 # 0 kosulunu saglayan herhangi skalerler

icin ch X, + cj2 X, lineer kombinasyonu tersinir ise ¢, +c¢, # 0 kosulunu saglayan tiim
skalerler i¢in de (1.1) bigimli lineer kombinasyonun tersinir oldugu [2] ¢aligmasinda
gosterildi. Matrisler tripotent olduklarinda da bazi baska kosullar altinda bu sonucun

saglandig1 [20] calismasinda ortaya koyuldu.

X,, X, matrisleri idempotent ve ¢ +c,=0 iken (1.1) big¢imindeki X lineer

kombinasyon matrisinin grup tersinin ifadesi [17] ¢alismasinda verildi.



Literatiirde {i¢ 6zel tipli matrisin lineer kombinasyonunun ele alindig1 ¢calismalar da

mevcuttur. Soyle ki, ¢, ¢,, ¢; sifirdan farkli kompleks sayilar ve X, X,, X, nxn

boyutlu sifirdan farkli kompleks matrisler olmak iizere,
X=¢X +6,X, +c¢X| 1.2)

olsun. X, X, ve X, matrislerinin idempotent, involutif veya tripotent olduklar1

durumlar i¢in (1.2) bigimindeki X lineer kombinasyon matrisinin idempotent veya

tripotent oldugu durumlar farkli ¢alismalarda incelenmistir.

X,, X, ve X, karsilikl1 degismeli idempotent matrisler oldugunda (1.2) bigimindeki

X lineer kombinasyon matrisinin idempotent olmasi durumu [18] ¢alismasinda ele

alinmustir.

X,, X, ve X, idempotent matrislerinden herhangi ikisi degismeli oldugunda X

matrisinin idempotent olmasi durumu [8] c¢alismasinda, herhangi ikisi ayrik

oldugunda [4] ¢alismasinda ele alinmstir.

Dikkat edilirse bu ¢aligmalar iki veya tli¢ 6zel tipli matrisin (1.1) ve (1.2) bigimli
lineer kombinasyonlar1 ile ilgilidir. Ayrica, literatiirde iki 6zel tipli matrisin lineer

olmayan kombinasyonlarinin ele alindigi calismalar da mevcuttur. Soyle ki,
¢, C, € C\{O} s G, Gy, Cs, G, c;€C ve X, X, eC, sifirdan farkli idempotent

matrisler olmak tizere,

X=¢X +6,X, +¢,X X, +¢,X, X, + . X X, X, +¢, X, X X, +¢. X X, X X, 1.3)

bicimindeki X lineer kombinasyon matrisinin grup involutif olmasi durumu [21]

caligsmasinda, grup tersinir olmasi durumu [17] ¢aligmasinda ele alinmustir.

Bu caligmada ise karsilikli degismeli iki veya li¢ tripotent matrisin



X=¢X +6,X, +¢X, +¢,X X, +c.X X, +¢. X, X, (1.4)

bicimli kombinasyonu ve onun daha alt kombinasyonlarinin grup terslerinin ifadeleri

ortaya konmustur.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, calismanin daha sonraki boliimlerinin daha iyi anlagilabilmesi igin
gerekli bazi tanimlar verilmektedir. Ayrica, yine, daha sonraki boliimlerde verilen
sonuclara temel teskil edecek gerekli bazi teoremler ispatsiz olarak ifade

edilmektedir.

2.1. Baz1 Ozel Tipli Matris Cesitleri

Tamm 2.1. X* =X 6zelligine sahip bir X € C, matrisine idempotent matris denir

[16].

Tamim 2.2. X® =X 6zelligine sahip bir X € C, matrisine tripotent matris denir [16].

Bu tip matrislerin siifi C! ile gosterilecektir.

Tanim 2.3. I uygun boyutlu birim matrisi gdstermek iizere, X* =1 zelligine sahip

bir X € C, matrisine involutif matris denir [22].

Tamm 2.4. ¢ pozitif tamsayr olmak iizere, X' =X ozelligine sahip bir XeC,

matrisine ¢— potent matris denir [10].

Tanim 2.5. AXA=A, XAX=X, AX=XA kosullarin1 saglayan bir XeC,
matrisi mevcutsa A € C, matrisine grup tersinir matris, buradaki X € C, matrisine

de A ’nin grup tersi denir ve A, ile gosterilir [12].

Teorem 2.1. X € C, matrisi grup tersinir ise X tektir [12].



Teorem 2.2. Bir XeC, matrisinin grup tersinir olmasi igin gerek ve yeter kosul

r(X)=r (Xz) olmasidir [9].

Tamm 2.6. X =X, Ozelligine sahip (yani kendi grup tersine esit) bir XeC,

matrisine grup involutif matris denir [13].

Tamm 2.7. XeC, matrisinin transpozesi X', XeC, matrisinin eslenik

transpozesi X ile gosterilir ve ()_()' = X" olarak yazilir [12].

Tamm 2.8. X’ =X’ sartin1 saglayan XeC, matrisine genellestirilmis projektdr

denir [5].



BOLUM 3. IiKi IDEMPOTENT MATRISIN BAZI
KOMBINASYONLARININ GRUP TERSINIR
OLMASI iLE ILGILI LITERATURDEKI BAZI
SONUCLAR

¢, Cy EC\{O}, 3, €4y Cs, C5 ¢, €C ve X, X, €C, \{0} olmak tizere,
X=¢X +6,X, +X X, +¢,X, X, + . X X, X, +¢, X, X X, +¢. X X, XX, 3.1)

kombinasyonu ele alinsin. Bu bélimde X, X, matrisleri idempotent oldugunda

(3.1) bicimli kombinasyonun veya onun daraltilmis bazi kombinasyonlarinin grup

tersinirligi ile ilgili [17] ¢alismasinda mevcut olan sonuglar hatirlatilmaktadir. Bu

hatirlatmalar yapilirken sonuglar, matrisler iizerine (X,X, )2 =(X,X, )2 kosulunun ya

da (X,X,)" =0 veya (X,X,)” =0 kosulunun konulmasma gére gruplandirilmustir.

3.1. (X,X,) =(X,X,)" Kosulunu Saglayan iki idempotent Matrisin Baz

Kombinasyonlarinin Grup Tersleri

Teorem 3.1.X,, X, €C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € C\{0},
Cyy Cyy G5, G, ¢, €C, O=c +c,+c,+c, e +c,+c, 20 ve (X1Xz)2 =(X2X1)2

olmak iizere (3.1) bigimli X kombinasyon matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,



11 11
X, Ixetx [ Lidia xx, o[ Lelis xx,
Cl cZ cl cZ clcz

2 1 c¢,+c¢, cc,—cc 1 2 c¢,+c¢, cc,—cc
+ +_+3 4+34225 X1X2X1+ +_+3 4+34 1-6
¢ G GG,

> ]X2X1X2
[GNE) ¢ G GG, 66
B £+ 2 LG +c, L G 2—0205 C3C4 _flce s XX, XX, 3.2)
[ N N ¢c, 6 0
seklindedir.
Ispat.

1 1 1 2 1 + —
M, =—X, —[—+—+in1X2+[—+—+C3 .55 Czcijlxle,
G G G GG

2
G G 6, G
1 1 1 c 1 2 ¢, +¢, ¢ —cc
M,=—X, -| —+—+— | X,X| +| —+—+—+ 210 X X X,,
C, ¢ G GG ¢ G 6, ¢,
2 2 cte, e, —0C  CC,—CC
M,=—| —+—+ + > > X X, X X,
¢ G G, ¢ G 1

1 .
olmak {izere, M:M1+M2+M3+—(X1X2)2 bi¢giminde tanimlansin. Ayrica,

(X1X2)2 =(X,X, )2 esitligi sagdan X, ve soldan X, ile ¢arpilsin. Bu durumda,

(X,X,)' X, =(X,X,) ve X,(X,X,)" =(X,X,)’ olarak bulunur. Buradan,

(XIXZ )2 X, =X, (XIXZ )2 = (XIXZ )2 = (XZXI )2

3.3)
yazilabilir. Boylece,

X1M3 = M3X1 = X2M3 = M3X2 = M3

esitliklerine ulasilir. Diger taraftan, (3.3) goz oniinde bulundurularak,



X(M,+M, +M,)

11 11
=X +IX X, —e | — 2 XX, | — XXX,
cZ cl cZ cl CZ cl CZ cl 02

2 1 c¢,+¢, cc,—c,c 1 2 c¢,+¢, cc,—cc
+cl(—+—+3 L2t 28 XXX | —+— 2 (X

2
¢ ¢ cc ¢’c, ¢ ¢ cc cc

C C C CcC C C

1 1 2 172 1

c, I 1 ¢ 1 1 ¢
+eM, +—=X X +X, —¢,| —+—+ XXX, -¢c,| —+—+ X, X

2 172

C C CcC C, C CC CC

2 1 e¢, +c¢, cc,—cc 2 1 2 ¢, +¢, cic,—cc
+c2(—+—+ 225 (XX,) e, | e
2 1“*2 2 2
1 2 172 1 2 Cl CZ 172 172

c, c, 1 1 ¢ 2 1 1 ¢
+e,M, + =X X, X + =X X, —¢,| —+—+ (XX,) —c,| —+—+
¢ c, ¢ ¢, cc ¢ c

1 2 172

2 1 c¢,+c¢, cc,—cc 1 2 ¢ +c¢, cc,—cc
+03(—+—+3 e (X]X2)2+c3(—+—+3 S 16j(XXZ)2

2
C C CcC C C C ccC

1 2 172 ]CZ 1 2 172 172

c, c, 1 1 c, 1 1
+e M, +—=X X, +—X XX, —¢c,| —+—+ XXX, —¢c,| —+—+

1 Cl CZ cl CZ C] cZ 172

2
C C C C C CC

1 2 172 162 1 2 172 172

2 1 + - I 2 + -
+c, (—+—+ BT% 5055 (X,X,) +c, (—+—+ ST% 5% SZCS](X X,)’

+c4M3+&X]X2X]+&(X1X2)2—c5(i+i+ % j(xlxz)z—cs(i+i+ C j(xlxz)z

G G G 6 66 G 6 66

2 1 + - I 2 + -
+cs(—+—+c3 C4+C3c42CZCS](X1X2)2+CS(—+—+C3 LR f‘cé](Xle)2

C C C C CC CC

172 1 2 172 172

+c5M3+3(X1X2)2+c—6X2X1X2—c6(i+i+ % J(Xg{z)z—cé(iJriJr S j(xlxz)2

¢ ¢ ¢c c ¢ cgc

1 2 172 1 2

2 1 ¢, +c, cc,—cc 1 2 ¢, +c¢, cc,—cc
+cé(—+—+ 22 5](X1X2)2+cé(—+—+ e 216J(X]X2)2

G G €6 ¢ G G G €6 €6

2 cl cZ Cl cZ C] cZ C] CZ

e LI P e S8}
1

2

2 1 + - I 2 + -
+c7(_+_+c3 c4+c3c42CZCS](X1X2)2+C7(—+—+C3 c4+03c4 clcéj(xxz)z

¢ ¢ cc ¢c, ¢ ¢ cc cc,
+c, M,
=X +X,- XX, - X, X, +X X, X, +X, XX, -2(X/X, )2 3.4)

elde edilir. Yine, (3.3) kullanilarak (M1+M2+M3)X carpimi pargalar halinde

yapilirsa,



MX =X, +2XX, +2 X X, + X X, X, + 2 X XX, +2 (XX, )’

1 G ¢ G ¢

2 1 c c
+L(XX,) —¢| —+—+— XX, X, —¢,| —+—+— |X X,
G ¢ 6 GG ¢ 6 GG
1 1 c 2 1 1 c
| —+—+— |(XX,) —¢,| —+—+— X X,X|
¢ 6 GG ¢ 6 GG
1 1 c 2 1 1 c 2
5| —+—+— |(XX,) —¢| —+—+— (X X,)
G 6 GG ¢ 6 GG
1 1 c 2 2 1 c¢,+e, cc,—ccC
-, | —+—+—= (X X,) +¢| —+—+ 22—+ 22 X X X
¢ G GG ¢ G 18 ¢ G
2 1 ¢, +e¢, ccy—cc 2
3 4 3¥4 2¥5
+o, | —+—+ +3 (X,X,)
G G 18 ¢ G
2 1 ¢, +c¢, cc,—cc 2
+C3 Sy 3 4+ 342 2%5 (X1X2)
G G 1) ¢ G
2 1 c¢,+c¢, ccy—cc 2
+e, | —+—+—+ 225 (X X,)
G G (18} ¢ G
2 1 c¢,+c¢, cc,—cc 2
+og| —H—+ 22—+ 2425 (X X))
Cl CZ CICZ cl CZ
2 1 c+c¢, cc,—cc 2
+eg| —F—+ 4+ 225 (XX,
Cl CZ CICZ cl cZ
2 1 ¢ +c¢, cc,—cc 2
+e, | —+—+—+ 225 (XX,
cl cZ clc2 Cl CZ

2 A(c.c,—c,c
=X1—X1X2+X1X2X1+(—1+—0+ a0 + (e 2 5)
cl CICZ cl cz

](XIXZ ),

2

2 O(c,c, —cc
MX=X,-X,X +X,X X, +| -1+20 4+ <%, (es¢ ~ i) (X,X,),
G 66 &

M. X = 6M,

olarak bulunur. Dolayistyla (3.4), (3.5) ve (3.6) birlestirilirse,

10

(3.5)

(3.6)

3.7

(M, +M, +M)X =X, + X, - X, X, - XX, + X, X, X, + X,X X, -2(X,X,)"  (3.8)

oldugu goriiliir. Ayrica,
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X%(XIXZ ) =(X,X,) :%(XIXZ)Z X (3.9)

ifadesinin saglandigi (3.3) goz oniline alindiginda agiktir. Boylece, (3.4), (3.8) ve
(3.9) ifadelerinden,

XM =X, +X,-X X, -X,X +X X, X, +X,X X, - (XX, )2 =MX (3.10)
oldugu goriiliir. Diger taraftan, X, ve X, matrisleri idempotent oldugundan,

X, (X1 +X, - XX, - XX + X, XX, + X, XX, - (XX, )2) =X, (3.11)

X, (X + X, - XX, - XX, + XXX + XXX, - (X)X, )2) =X, (3.12)
seklinde elde edilir. Bu durumda (3.10), (3.11) ve (3.12) kullanilarak,

XMX =X, MXM =M (3.13)

elde edilir. Sonug olarak (3.10) ve (3.13) ifadelerinden X matrisinin grup tersinir

oldugu ve (3.2) bicimli M matrisinin onun grup tersi oldugu gortiliir. |

X, X, X, =X,X X, esitligi saglansin. Bu esitlik sagdan ve soldan X, ile carpilirsa

X, X,X, =(X,X,)" ve X,X,X, =(X,X, )’ bulunur. Buradan,
(X,X,)" =(X%X,) =X,X,X, = X,X,X, (3.14)

oldugu goriiliir. (3.1) kombinasyonunda (3.14) g6z oniline alinarak Teorem 3.1’den

asagidaki sonug yazilir.

Sonu¢ 3.1.1. X, X, €C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € C\{0},

¢, ¢, c5€C,c+c,+c,+c,+¢, 20 ve X X, X, =X,X, X, olmak iizere,
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X=X +¢,X, +c, X X, +¢,X X, +¢.X X, X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

¢ G G G GG ¢ G GG

1 1 1 1 c 1 1 c
Xg :—X1 +—X2 _[_+_+_3]X1X2 _[_+_+_4JX2X1

+
JLiliera, 1 X, X, X, (3.15)
¢ ¢ ¢C ¢ te,teyte, e

seklindedir. O

X, =X, X,X, esitligi saglansin. Bu ifade soldan ve sagdan X, ile carpilirsa,
XX, =XX,X;, ve XX =XX,X, elde edilirr Bu ¢ ifadeden
XX, =X, X,X, =X,X, =X, yazilabilir. Ayrica buradaki X X, =X, ifadesi soldan

X, ile carpilirsa, bu ifade de kullanilarak
XX, =XX =XXX =X, XX, =X,
bulunur. Béylece Sonug 3.1.1°den asagidaki sonug yazilir.

Sonug 3.1.2. X, X, €C, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, e C\{0} ve

X, X, X, =X, olmak iizere ¢, X, +¢,X, matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

(ch1+ch2) :in+[ ! —iJXz
£ ¢ qtec, ¢

seklindedir. O

Asagida iki idempotent matrisin bazi kombinasyonlarinin grup tersinin varligi icin

gerek ve yeter kosullar belirtilmistir.
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Teorem 3.2. X, X, €C, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € (C\{O},

¢, €C ve O=c +c,+c; #0 olsun. Bu durumda,

0#*c, tc, ve ¢, # *c, iken,

1 1 1 1 1
(i) X, +6,X,+6.X X,), =— X +—X, + [5————J X, X,
c

| &) ¢ G

olmasi icin gerek ve yeter kosul X X, =X, X, olmasidir.

(ii) ¢, +c, =0 ve ¢ #=*c, iken,

1 1 1
(C1X1 - X, +C3X1X2)g =—X, ——X,+—XX,
¢ ¢ G

olmasi igin gerek ve yeter kosul X X, X, =X,X X, = X X, olmasidur.

Ispat.

(3.16)

(3.17)

() XX, =X,X, olsun. Bu ifade sagdan X, ile carpilirsa X X,X, =X, X, oldugu

goriliir. Buradan X X, X, =X, X, =X X, yazilabilir. Bu ifade (3.15)’te ¢, =¢; =0

almarak kullanilirsa (3.16) ifadesi elde edilir.

Simdi (3.16) saglansin. Ayrica, ¢ X, +¢,X, +¢,X,X, ifadesi X ile ve (3.16)’nin sag

tarafi M ile gosterilsin. Bu durumda XM = MX saglanmali, yani,

Xl+X2+(%—l+c—3jX1X2+Z—2X2X1+3X1X2X1+[%—C—2— szxlx2

% 1 G G
¢ G 2
+| =——-— X, X
(49 ¢ czj( ! 2)
=X, +X, +(%—1+C—3]X1X2 +X X, {ﬁ— —ﬁjxlxle +EX XX,
G 6 0 (& 2
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olmalidir. Burada diizenleme yapilirsa,

[—Cl ;Cz +&—EJX1X2 +[1_%+&+EJX1X2XI

¢, ¢
=[ﬂ—2]X2X1 Jr[l—%+2+3jX2XJX2 (3.18)

G G G G

elde edilir. (3.18) ifadesi sagdan X, ile carpilir ve yeniden diizenlenirse,

[—%+C—3+ﬂ+1]XlX2Xl = [&_&]XZXI +[1_%+c_2+c_3J XXX X,
C.

G G ¢ G

ifadesine ulasilir. Burada @ = ¢, +c¢, +c; oldugu bilgisi kullanilirsa,

[ﬁ—%J XX, X, = [ﬂ—‘i] X, X, + [1—%+c—2+c—3J X, X X,X, (3.19)
C

G G
olur ve (3.19) ifadesi soldan X, ile carpilirsa,

(arelle-e)y y _(are)la-a)y vy y

6 66

esitligi elde edilir. ¢, # +¢, oldugundan yukaridaki esitlik (X,X, )2 =X,X, oldugunu

gosterir. Bu (3.19) ifadesinde kullanilirsa,

bulunur. Burada € # +¢, oldugundan,

XX, =X, X, X, (3.20)
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esitligine ulasilir. Bu esitlik (3.18)’de kullanilirsa,

G G

[—Cl ;CZ +&—&]X1X2 +[1_%+i+c_3szxl

= [ﬂ—2]x2Xl +[1—%+C—2+ﬁj X, XX,

¢ G

elde edilir. Bu esitlik sagdan X, ile carpilirsa,

(a-ellere)era)y o (a-e)(era)(ete)

X, X X
cc,0 cc,0 e

oldugu gorilir. 6 #=*c,, 6 #*c,, ¢, #c, kabuli yukaridaki ifadede g6z Oniine

alinirsa,
XX, =X XX, (3.21)

esitligine ulasilir. Boylece (3.20) ve (3.21), (3.18)’de kullanildiginda,

elde edilir. @ # £¢, oldugu bilindiginden yukaridaki esitlikten X, X, = XX, oldugu

gorliir.

i) X X, X, =X, XX, =X X, esitligi saglansin. Bu durumda Sonug 3.1.1°den (3.15)

ifadesinin var oldugu goriiliir. (3.15)’te ¢, = ¢; =0 olarak segilirse (3.17) elde edilir.

(3.17) saglansin. Bu durumda XM = MX oldugundan,
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G G G G

X, +X, J{ﬁ—l—ﬁj XX, - XX, + 23X, XX, - X X X, +X,X,X,X,

S —ﬁ]X1X2 ~X,X, +

¢ G

DX XX, -S2XX X, + X XX X,

G ¢

:X1+X2+[

olarak yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse,

C C C C C C
2{—1——3] X1X2 = L_I_C_SJ X1X2X1 -’{_1_6_3] X2X1X2 (3-22)

G G

esitligine ulasilir. (3.22) ifadesi sirasiyla sagdan X, ve soldan X, ile carpilirsa
X, XX, =X, X, X, X, =X,X/X, elde edilir. ¢, #*c; oldugu bilindiginden (3.22)’de

X X, X, =X, XX, esitligi kullanilirsa,

G G G G

C C C C
2{—1——3] XX, = 2{—1——3] XX, X,

bulunur. Buradan X, X,X, =X,X X, =X X, oldugu goriiliir. u

Yukaridaki teoremde, ispattan gorildigi {lzere 6@#z*c,*tc, ve ¢ #=*c,

kisitlamalarinin tiimii saglanmazsa teoremin verdigi gerek yeter kosul calismaz.

Asagidaki 6rnek boyle bir durumu gostermektedir.

1 000 0 010

. 01 00 01 00

Ornek 3.1. X = ve X, = olsun. X, ve X,
0 000 0 010
0 000 01 00

matrislerinin idempotent oldugu aciktir. Teorem 3.2°de ¢, =1, ¢, =—1, ¢; =1 durumu

ele alimsin. XX, # X, X, olmasina ragmen
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1 0 0 0 1 0 0 0

01 0 0 , |01 00
X=X+ XXo=| | e (X, -X,+X,X,) = o 0 1 ol e

0 -1 0 0 0 -1 00

edilir. Boylece, r(X, - X, +X/X,)=3= r((X1 -X, +XX, )2) oldugundan Teorem

2.2 gbz Oniine alindiginda X, — X, + X, X, matrisinin grup tersinir oldugu goriiliir.

Ancak grup tersinin ifadesi (3.16) ve (3.17) ifadelerinden elde edilemez.

Uyart 3.1. Eger XX, =X,X, ise (3.16) ifadesi O#*c,tc, ve ¢ #*c, ek

kisitlamalar1 olmadan da saglanir.

Sonu¢ 3.1.1’de ¢;=c, =c¢;,=0 almir ve ¢, =c, oldugu kabul edilirse asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 3.3. X, X, €C, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, € C\{0} iken,
1 5
(X, +¢X,) =—X, +—X, - =X X, -— X, X, +—X X, X| (3.23)
g c c 2c

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X, X, X, = X,X,X, olmasidir.

Ispat. X,X,X, =X,X X, olsun. Bu durumda ¢, =¢, ve ¢;=c, =c¢, =0 igin (3.15)
ifadesinden (3.23) elde edilir.

Tersine, (3.23) saglansin. (3.23)’te 6zel olarak ¢, =c, =1 alimursa

(X, +X,), =X, +X, -2X X, -2X X, + % X, X, X,
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olarak elde edilir. Ayrica, (X1 +X2) matrisinin grup tersinir oldugu bilindiginden

(X, +X,) (X, +X,), =(X, +X,) (X +X,) yazilabilir. Bu esitlikten,

X -X,X, - X,X, +X, +%X1X2X1 ~2X,X,X, +§X2X1X2X1

=X, +X, - XX, - X, X, +%X1X2X1 ~2X,X,X, +%X1X2X1X2

elde edilir. Buradan X, XX, X, =X/ X,X, X, oldugu gorilir. Ayrica
(X, +X,) (X, +X,), =(X,+X,), (X, +X,) ifadesi soldan (X, +X,) ile carpilirsa

ve (X, +X,) (X, +X,), (X, +X,) =(X, +X;) oldugu bilgisi kullanilirsa,

(X, +X,) (X, +X,), =X, +X,

g
olarak bulunur. Yani,

Xl —%Xlxle +X2 _3X2X1X2 +%X2X1X2X1 - Xl +X2

yazilabilir. Bu ifade sagdan X, ile capilirsa,
XXX =XX XX =XX,X X, (3.24)
oldugu goriiliir. Ayrica,

X, (X, +X, - XX, - X, X, +3X,X,X, -2X,X X, ) =X,

X, (X, +X, - XX, - X, X, +3X,X,X, -2X,X X, ) = X, + X, X, X, - X, X X,

oldugu ve (3.24) esitligi gz oniine alinirsa,
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(X, +X2)Z(X1+X2)=(X1 +X,), (X, +X,) (X, +X,)

5
= (Xl +X, -2XX, -2X X, +EX1X2X1J(X1 +X, - X X, - X, X, +3X X, X, -2X,X X, )
5
=X +(X, + XXX, - X, X, X, ) -2X, (X, + X, X, X, - X, X X, ) -2X,X, +EX1X2X1

7
=X, +X, -2X X, -2X,X, + =X X, X, - X, X X,
2

olarak bulunur. Grup ters kosullarindan (X, +X,) (X, +X,)=(X,+X,),

2
g

yazilabilir. Buradan,
7 5

X +X,-2X X, -2X X, +—X XX, - X X X, = X, + X, —-2X, X, -2X, X, += X, X X,
2 2

esitligine ulasilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda X X, X, =X, X/ X,

oldugu goriiliir. ]

Simdiye kadar verilen sonuglarda & # 0 kabulii mevcuttur. Asagidaki sonuglar 8 =0

oldugu durum i¢in verilmektedir.

Teorem 34. X, X, €C, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, c, e(C\{O},
Cyy Cir G5, Cr &, €C, 0= +C,+e e, +es+e+6,=0 ve (XX,) =(X.X,)’

olmak tizere,
X=X +¢,X, +c. X X, +¢, X X, +¢.X X, X, +¢,. X, X X, +¢, X X, X X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,
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¢ G GG

2 1 c¢c,+¢, ce—ce 1 2 ¢, +c¢c, c—cc
+[—+—+ 28 I IX XX | —+— 22— 2 L IX XX
G G 18 ¢ G ¢ G 18 918

_[3 2 GG | Gl GG +c3c4_clcﬁj(XX )2 (3.25)
2 14*2 °

2
¢ G CC6 ¢ G GG,

bi¢iminde verilir.

Ispat.

N =1x —(l+i+iJXIX2 +[3+i+c3 TG, GG GG ]XIXZXI,

2
¢ € G GG ¢ G ¢, ¢ G

1 1 1 c 1 2 ¢, +c¢, c.c,—cc
N,=—X, | —+—+— XX, +| —+—+ 21—+ 22 L X X X,
& ¢ G GG ¢ G 6, ¢,

2 2 cte, e -5 G0, —CC 2

PJ 3 4 374 2-5 374 1-6 X X

37 ( 2 2 ( 1 2)
¢ ¢ Cc ¢’c, c,c,

olmak tizere N=N,+N,+N, bi¢iminde tanimlansin. (3.25)’in (3.2) ifadesine

benzedigi gbz oniinde bulundurularak (3.4)’ten,
XN =X, +X, - XX, - X, X, + X, X, X, + X, X, X, -2(X,X, )’ (3.26)
oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica € =0 oldugundan, (3.5) ve (3.6)’dan,

NX=X -XX, +X,X,X, —(X,X,)’,
NX=X, - XX +X,X,X, - (X,X,),

N, X=0
oldugu goriiliir. Bu esitlikler ve (3.26) kullanilarak,

(N,X+N,X+N;X)=NX=XN (3-27)
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esitligine ulasilir. Ayrica,

X, (X, X, - XX, - XX, + X XX, + XX X, -2(X,X,)) =X, (X, X,)",

X, (XX, - XX, - XX X XX, + XX X, -2(XX,)) =X, (XX,

2

N(XIXZ)Z: i+i_(i+i+&j_(i+l+ij+(z+i+03+C4+C3C4_Czcsj

2
cl CZ cl cZ cl c2 cl c2 cl c2 cl c2 cl c2

+(l+£+ GHG | GG —CIC6J
2
I G
2 2 cyte, e, —CCs G —CiC 2
| =+=+ +2 -+ - (X,X,)
cl CZ CICZ cl CZ clc2
=0

olur. =0 oldugu g6z oniine alinirsa,

XNX =X —(c¢,+¢, +¢;+¢, +¢; +C6+C7)(X1X2)2 =X, 3.28)

NXN=N-N(XX,) =N (3.29)

olarak bulunur. Boylece, (3.27), (3.28) ve (3.29)’dan X matrisi grup tersinirdir ve

(3.25) saglanir. ]

Sonu¢ 3.1.3. X,, X, €C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢;, ¢, e C\{0},

¢, ¢, c5€C, e +c,+c,+¢,+¢5=0 ve X X, X, =X,X,X, olmak iizere,
X=X +¢,X, +c, X X, +¢,X X, +¢.X X, X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,
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1 1 I 1 1 1 ¢
Xg:—X1+c—X2—(—+—+—JXX ( 4]XZX1

G G 66 G G 66

+(—+—+c3+c4jxxx (3.30)

seklindedir. O

€ #0 durumunda oldugu gibi asagidaki sonuglarda & =0 kosulu altinda, iki
idempotent matrisin baz1 kombinasyonlarmin grup tersinin var olmasi i¢in gerek ve

yeter kosullar incelenmektedir.

Teorem 3.5. X, X, €C, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € (C\{O},

c,e€C, ¢, +c,+¢,=0 ve ¢, #+c, igin

1 1 11
(X +6X, +6.XX,) =—X +—X, —(—+—}X1X2 (3.31)

¢ &
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul XX, =X,X| olmasidir.

Ispat. X,X, =X,X, olsun. Bu ifade sirasiyla, sagdan X, ve soldan X, ile carpilirsa
X, X, X, =X X,X| elde edilir. Dolayisiyla (3.30)’da ¢, =c; =0 alarak (3.31) elde

edilir.

Tersine olarak (3.31) saglansin. Ayrica, ¢ X, +¢,X,+¢,X/ X, ifadesi X ve
(3.31)’un sag tarafi M ile gosterilsin. Bu durumda (3.31) saglandigindan XM =MX

olmalidir, yani,

X1+X2+(&

)

—1} XX, +2 XX +2X XX, + 32X X X, —(ﬁ+3] XX, XX,
cl c2

2 1 1

:X1+X2+( 1]XX+ XX, + 32X XX, + 2 XX X, ( ﬁ}xlxlexz
cl cl c2

1 2 2
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bulunur. Bu ifade diizenlenirse,

(&_&jxlxz J{&_&] XX, X, = (&_&j X, X, _(&—0—3} X, X, X, (3.32)

6 G

elde edilir. ¢, # +¢, oldugundan,
(X,X,) =X,X, ve (X,X,)" =X,X, (3.33)

oldugu goriiliir. (3.33) esitlikleri ve ¢, +c¢, +¢; =0 oldugu goz oniine alinirsa,

XM =X, +X, +2 XX, + 2 XX, + 2 X, X, X, + 2 X,X X,

¢ ¢ ¢ ¢

elde edilir. Ayrica, XM =MX ifadesi soldan X ile carpilirsa X*M = XMX =X

olur. Bu ifade agilir ve ¢, +¢, +¢; =0 oldugu goz oniine alinirsa
X X, =— XX, X -6,X, X X, 3.34)

esitligine ulasilir. Bu esitlik (3.33) g6z Oniinde bulundurularak X, ile sirasiyla

soldan ve sagdan carpilirsa,
XX, =X, X X, ve XX, =X X| (3.35)

elde edilir. Dolayisiyla XX, =X,X| oldugu goriiliir. u
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Yukaridaki teoremde ¢/ X, +¢,X, +¢,X X, kombinasyonunu olusturan skalerler i¢in

verilen kosullar saglanmadiginda da kombinasyonun grup tersi var olabilir.

Asagidaki 6rnek bununla ilgilidir.

Ornek 3.2. X, = olsun. X, ve X,

S O o O
S o O O
—_ o = O
S = O O
S O o O

0
0
ve X, = 0
0

S O = O
S O = O

matrislerinin idempotent oldugu acgiktir. Teorem 3.5’te ¢, =1, ¢, =1, ¢; =2 olarak

segilirse ¢, +c¢, +c¢; =0 olur ancak ¢, # ¢, kosulu saglanmaz. Bununla birlikte,

0 0 00 0 0 0 0
0 -2 0 1 » |05 0 -2
X, +X, -2X,X, = 0 0 1 0 (X +X,-2XX,) = 0o 0 1 o0
0 1 00 0 2 0 1

elde edilir. Dolayisiyla r(X, +X, -2X X, )=3= r((X1 +X, -2X X, )2) tir. Teorem

2.2 geregi X, +X, —2X,X, matrisi grup tersinirdir fakat X X, # X,X| oldugundan

bu kombinasyonun grup tersinin ifadesi (3.31)’den elde edilemez.

Uyan 3.2. XX, =X,X| seklinde ise (3.31) ifadesi ¢, =+c, oldugu durum igin de

saglanir.

Teorem 3.5’te ¢, =—c, oldugu durum i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.6. X, X, € C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, € C\{0} olmak

lizere,

1 1
(X, —cX,), =—X,-—X, (3.36)

G G

olmasi igin gerek ve yeter kosul X, X, X, = X,X,X, olmasidir.
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Ispat. X, X,X, = X,X,X, olsun. Bu esitlik sirasiyla sagdan ve soldan X, ve X, ile
arpilirsa (X,X,)’ =(X,X,)’ oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.30)’da ¢, =—c, ve

¢, =¢, =c; =0 olarak segilirse (3.36) elde edilir.

Tersine olarak (3.36) saglansin. Grup ters sartlarindan

(eX—eX;)(eX —¢X,), (6X,—¢X,)=(cX,—¢X,) yazlabili. Dolaysiyla

(X, -X,) =(X,~X,) elde edilir ve bu denklem genisletilirse X,X,X, =X,X X,

esitligine ulasilir. [

3.2. (X,X,)’ =0 veya (X,X,)* =0 Kosulunu Saglayan iki idempotent Matrisin

Bazi Kombinasyonlarimin Grup Tersleri

Teorem 3.7. X, X, €C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € C\{0},

Gy Cyy Csy Gy €5 € C ve (X,X,)* =0 olmak iizere,
X=¢X +6,X, +, X X, +¢, X, X, + . X X, X, +¢, X, X X, +¢, (X1X2 )2

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1 I 1 c I 1 ¢
X =—X+—X,-|—+—+ XX, - —+—+ XX,

G 6 46 6 6 GG

2 1 c¢.+c¢, cc —cc 1 2 ¢ +c¢, cc,—cc
+(—+—+ A XXX | A — T XXX
cZ C] c2 cl cZ cl c2 c] CZ cl cZ

2 2 2c,+c,+tc., c.c,—c,c.—cC.C. C.C,—CC —CC el 2
—(—+—+ 3 4 LA 2%s 375 4 237 1%6 36+324 (XIXZ)

2
LG cc, ¢c, cc, ¢'c

172

(3.37)
seklindedir.
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2
¢ G e ¢ G

M, =lX—[i+i+c—3JX1Xz +(£+L+c3 +c, +C3C4_C2C5JX1X2X1,
GG

2
¢ G

1 1 1 1 2 + -
Mzz_xz—(—+—+ jxx +[ I T e o Clcészxlxz,
G6, G G GG, G,

2
2 2 2c,tc,te, €0, —CC— 0 €0, —CC—CC, GG, 2
M, =-| —+—+ + + + (X,X,)
3 2 2 2 2 1422
L cc, ¢c cc

2 172 ¢ c

172

olmak tizere, M=M, +M, +M, bi¢iminde tanimlansin. Bu ifadede (X,X,)* =0

oldugu g6z Oniine alinirsa,

XM =X, +1X X, - (l+i+&jxlxz—c{l+i+c—4jxxx
CZ Cl Cl

2 1 + 1 2 + -
v (_+_+c c, +030 CCSJX1X2X1+CI (_+_+03 2 +C3C4 flcﬁ](xlxz)z
¢ G ¢, c ¢ G GG 66
1 1 ¢
FeM, + XX +X, - —+— — XXX, —o | — = XX
¢ 002 G G GG
1 2 c+e, e —cc
te,| —+—+ + > XXX+ XXX+ X X,
o ¢ o cc, G )
1 1 ¢ 1 1
0| = — (XX, ) —g | —+—+— X XX,
¢ ¢ ¢c, G G GG
1 2 ¢ +e¢, cc,—ccC
toy| —+—+ 2434 16 (X1Xz) XX+ £ X, X X,
T N XA €\c, S 6
11 1 c, .
o, | — XXX, EX XX S (X X,) (X.X,)
¢ ¢, cc, (& c, ¢ G GG

+5X,X X, + L (X X, )
CZ 2

=X, +X, - XX, - XX, + X X, X, +X,X, X, —(X1X2 )2 ,

M X=X, +2X X, + 2 XX, + X XX, + =X XX, + (X X, )’

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

1 1 c, 1 1 c, 1 1 c, 2
—¢ X1X2X1 -G X1Xz — G (XIXZ)
¢ 6 GG ¢ G GG ¢ & GG
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~

¢ ¢ cc ¢ ¢ cc

1

11 11
| —— 2 ]xlxle—cﬁ[—+—+ & j(xp&z)2

2

2 1 ¢ +c¢, cc,—cc 2 1 c¢+c¢, cc,—cc 2
+o | ——+ 2+ 225 XXX 4 | —H—+ 22— 225 (XX

2
Cl CZ CICZ cl cZ Cl C2 Clcz cl c2
2 1 ¢ +c¢, cc,—ccC 2
toy| —+—+ 22— 42425 |(XX,)
¢ G 6 ¢ G

=X, - XX, +X,X,X,

2¢, 2¢.4C, +C  C.C—C.C.—CiC.  C.C,—CC—CiCr COC 2
_,’_[1_,’_ 2 + 3 4 7 + 374 225 375 + 374 176 376 + 32 4 (XIXZ)
c C

1 1 cl cl CZ cl 2

2
=X, - XX, +X, X, X, —(X,X,)" —¢,M,
=X, - XX, +X,X,X, - (X,X,) -M,X

3

veE

M,X =X X, +X, + 2 X,X, X, + 2 XX, + £ X,X X,
C C

cZ CZ 2 2

[L+L+C_4]X2X1_cz (;;c_qxlexz_c} [Cl+i+c—4szxlx
1

¢ G GG G G GG

2

1 2 c¢+e, e, —cc
+c,
cl c2 Cl c2 CICZ

—+—+ + ]X2X1X2

=X, - X, X, +X,X,X,

olarak bulunur. Bu esitliklerden,
XM =X +X,-XX,-X,X +X XX +X,X X, - (XX, )2 =MX
oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica,

X, (X1 +X, - XX, - X, X, + X, X, X, + X, X, X, —(X,X, )2) -X,,

2
X, (X +X, - XX, - XX+ XXX, + XX X, —(XX,)') =X,

oldugundan,
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XMX = (X1 +X, - XX, - XX, + X, X, X, + X, X X, —(X,X, )2)X =X,

MXM =(X, +X, - XX, - XX, + X, XX, + XX X, - (X X,)' )M =M

oldugu goriiliir. Dolayisiyla X matrisi grup tersinirdir ve (3.37) saglanir. u

Sonu¢ 3.2.1. X, X, €C,\{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢;, ¢, e C\{0},

¢, € C ve X,X, =0 olmak iizere,
X +6,X, +¢, X X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1 11
(X, +06,X, +6,X, X, ) =—X, +—X, —| —+—+— |X X, (3.38)
- G G G 66

seklindedir. O
Benzer sekilde, agagidaki teorem ve sonucu ispatlanabilir.

Teorem 3.8. X,, X, €C \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € C\{0},

€35 Cy» Cs5 Cg, g €C Ve (Xlxz)2 =0 olmak iizere,
X=¢X, +6,X, +X X, +¢,X, X, +c. X, X, X, +¢,X, X, X, +¢4 (XZX1 )2

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,
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1 1 I 1 ¢ c
X, ==X +—X, —(—+—+—3JX1X2 —(—+—+ 4 jXZX1

¢ ¢, ¢ G GG

+ - + ~
+{£+i+ C;+¢y " C3C, — CyCs jxlxle +(l+£+ CTC, i (YN Clc6jX2X1X2

2
¢ G 6 ¢ G G G 6 CC,

2 2 it 2c,+C, GGy —CyCi —CuC:  C1Cy — C,Cr — CyC, el
_(__'___'_3 4 8+34 2>5 45+34 1~6 46+34

ooy

¢ ¢ ¢c, ¢’c, cc,’ ¢c,
(3.39)
seklindedir. O

Sonu¢ 3.2.2. X, X, eC, \{0} iki farkli idempotent matris olsun. ¢, ¢, € (C\{O} ve

X, X, =0 olmak iizere,
X, +6,X, +¢,X,X|
matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

(eX, +6,X, +¢,X,X,) LI (L LI 1S (3.40)
& Cl CZ Cl C2 CICZ

seklindedir. O



BOLUM 4. TRIPOTENT MATRISLERIN BAZI
KOMBINASYONLARININ GRUP TERSLERI

Bu béliim ¢aligmanin esas kismini olugturmaktadir. Bu boliimiin ilk kisminda ¢, c,,
¢, eC\{0}, ¢,, ¢, c,€C katsayilant ve X, X,, X;e€C]\{0} matrisleri ile
olusturulan X=¢X +6,X, +X, +¢,X X, +¢,X X, +¢.X,X, bi¢imli
kombinasyonun bazi kosullar altinda grup tersinin ne oldugu verilmektedir. Bu
kosullar kombinasyonda matrislerin ve hatta ilk bes teoremde katsayilarin kendi
iclerinde saglamasi gereken kosullar olarak dizayn edilmistir. Bu boliimiin ikinci

kisminda ise yukaridaki kombinasyonda matris sayisi ikiye diistiigii durum i¢in ilk

kisimdaki gibi kombinasyonun grup tersi ile ilgilenilmistir.

4.1. Uc Tripotent Matrisin Bazi Kombinasyonlarinin Grup Tersleri

Teorem 4.1. X, X,, X; €C} \{0} birbirinden farkli X’X ; :Xin2 :Xfij ve
XX, =X X, i#J,i,j=12,3, kosullarin saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, ¢,,
¢, eC\0}, ¢, ¢, ¢€C, c+c,+c,#20, ¢ +c+e;20, ¢, +cy+c¢ #0,

¢ +c,+e;+e,+es+c, =0, ¢y =—c, ¢, =—¢ olsun. Bu durumda,
X=¢X +0,X, +¢ X, +¢,X X, +c. X X, +¢, X, X, 4.1)

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,



1 1 1 ¢’ +cc, +¢, +ec, +oc,
X, =—X, +— X, +—X; - X, X,
¢ c, [ ac, (¢ +e,+¢,)

2 2 2 2
[a taceta” o o XX _| & +¢,6,+ ¢ 6,04+ 05 X X
1™3 2473

a6 (o +¢+c) ¢ (¢, + ¢ +¢)

seklindedir.
Ispat.

1 ¢ +ece, +c,t+ec, +e.c
— 1 172 2 14 2-4
M, ==X, - X X,,
cc, (c1 +c, +c4)

1 ¢l +ec+el+e.c +ec
M2=—X2— 2 23 3 2-6 3~6 szp
c, C,C, (c2 +c, +c6)

1 ¢+, +e +ecs e

— 1 1-3 3 15 375

M, =—X, - X, X,
[N ac (e +e¢+c)

31

olmak iizere M=M,+M, +M, olsun. Diger taraftan XfXj = Xl.ij = Xisz2

esitligi soldan X, ile carpilirsa

2 _ _wv2v 2 _ 2
XX, =XX, =X"X"=XX, 4.2)
yazilabilir. Boylece M X, i =1,2,3, ifadeleri

¢ +c, +c ¢, +c
MX=X’-—1—"72“4XX +2—XX,
) G

(c2 (e, +¢,)(ey+es)+e’ (e +es+¢g )+ (e (e +¢5)+e, (e +c +c6)))

o X1X2X3>

ac, (¢ +e,+¢,)
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M, X = X22 +MX1X2 _szx3
G G
_(022 (c,+c)+ee, (e +e¢)+e (e, +(c, +¢)e, ) +e, (cz2 +(c, +¢,) (e, +c3))) XX
CZC3 (c2+c3+cﬁ) S
MX=X2-9T8TG yx ©T%x x,
G G
(cl2 (02 +c6)+(c3 +cs)(c1 (02 +c6)+c3 (c2 +c, +c6)))

- XX, X,
a6 (o +¢+c)

olarak bulunur. Yukaridaki ifadeler, (4.2) esitligi ve ¢ +c¢,+c;+c, +c;+¢, =0,

¢, =c, = —c, kosullar1 g6z 6niine almirsa,

MX=X"+X,"+X;" - XX, -X,X; - X, X, 4.3)
bulunur. Benzer sekilde,

XM =X+X,"+ X - X X, - X, X, - X, X, 4.4
oldugu goriiliir. Yine, (4.2) ve ¢, +c¢, +¢, +c¢, +¢5 +¢, =0 esitliklerinden,

XMX = (ch1 +6,X, +¢, X, +¢, X X, +¢. X X, + ¢, X, X, )MX =X, 4.5)

MXM =M (X +X,” + X -X X, - XX, -X,X,) =M (4.6)

esitlikleri kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla, (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) esitliklerinden X

grup tersinirdir ve grup tersinin ifadesi M seklindedir. u

Teorem 4.2. X,, X,, X, eC]\{0 ve birbirinden farkh XX, =XX’=X’X/
veX X, =X X, i#j,i,j=12,3, kosullarin saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢,
¢, ¢,€C\0}, ¢,, ¢;€C, ¢ +c,+¢,#0, ¢, +¢,+¢#0, ¢, =—c,, ¢, =-c,,

i#j, j#k,i#k,i,jk=1,2,3, olsun. Bu durumda,
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X =cX, +Cij +c¢, X, +c4Xin +c,X. X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

2 2
1 1 1 ¢ +ee;+e e, e
X, =—X,+—X, +—X, - - XX
¢, c; ¢ cc; (Ci +e, + c4)
2 2
¢+ e oo o
- X X,
¢, (¢, +¢, +¢5)
seklindedir.
Ispat.
2 2
1 1 1 ¢+t e, e,
M=—X+—X,+—X, - - - X,
¢, c; ¢ cc, (C,- +c, +c4)

2 2
[ Haare’reetan |y
ik

cie, (¢, +¢, +¢5)

olarak tammlansin. Ayrica, (4.2) ve ¢, =-c;, c¢,=-c, esitlikleri gbz Oniinde

J?

bulundurulursa,
XM=X’+X+X’-XX, -XX, -2X X, +2X X X, 4.7)
MX=X’+X+X’-XX, -XX, -2X X, +2X X X, 4.8)

olarak bulunur. Yine (4.2) ve ¢, =—c, ¢, =—c, esitlikleri gbz Onlinde

J b
bulundurulursa,
XMX =X, 4.9)
MXM =M (4.10)

oldugu goriiliir. Boylece, (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10) esitliklerinden X matrisinin

grup tersinir oldugu ve grup tersinin M seklinde oldugu goriiliir. |
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Teorem 4.3. X, X,, X;e€C]\{0} birbirinden farkli X’X,=XX?=X"X? ve
XX, =X X, i#J,i,j=12,3, kosullarim saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, c,,

¢, eC\{0}, ¢, eC, ¢ +te;+c, #0, c:%i(icﬁx@q), ck:—%i(—icl.+\@ci),

J

c,=—¢,i#j, j£k,i#k, i, jk=1,2,3, olsun. Bu durumda,
X=ciXi+chj+cka+c4Xin

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

2 2
X, :lXi+iX1+iX,{— ¢ +ece, e e, e, XX,
C ¢, ¢ ¢c; (cl. +c,+c, )
seklindedir.
Ispat.
2 2
M:iX +LX +LX & tae e tae e X X
i J k it
¢ ¢ C ce, (cl.+cj+c4)

olarak tanimlansin. (4.2) ve ¢, =%i(icl. +\/§C,-)a C, = —%i(—icl. +\/§C,-)a ¢, =—c

esitliklerinden,
MX=X’+X+X’-XX -XX, -X X, +XX X, (4.11)
XM=X+X"+X’-XX, -XX, -X X, +X X X, 4.12)

elde edilir. Benzer sekilde,

XMX =X, 4.13)
MXM =M (4.14)
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bulunur. Dolayisiyla, (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) esitliklerinden X matrisinin grup

tersinir ve grup tersinin M seklinde oldugu goriiliir. ]

Teorem 4.4. X, X,, X;eC] \{0} birbirinden farkli X’X,=XX?=X"X? ve

XX, =XX,,i#],1I,j= 1,2,3, kosullarin1 saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, c,,

¢, € EC\{O}, c, =%i(ic1 +«/§cl), ¢ = —%i(—ic1 +\/§cl) olsun. Bu durumda,

X=¢X +c,X, +¢ X, +¢,X X, X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

seklindedir.

Ispat.
1 1 1 1

M=—X +—X, +—X; +—X X, X,
q c, C, Cy

olarak tanimlansin. (4.2)’nin saglandig aciktir. (4.2) gbz Oniine alinarak XM = MX

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica, c, :%i (z’c1 +\/§Cl) , G :—%i (—icl +\/§Cl)

esitlikleri ve (4.2)’den XMX=X ve MXM=M oldugu kolaylikla goriiliir.
Boylece X grup tersinirdir ve grup tersi M seklindedir. |

Yukaridaki dort teoremin ispatinda, teoremin ifadesinde X matrisinin grup tersi
oldugu iddia edilen matris M olarak alindi. Bu M igin grup ters kosullarinin
saglandig1 goriildii. Boylece teoremler ispatlandi. Asagidaki teoremlerde de ayni

islemler uygulanarak ispatlar1 kolayca yapilabilir. Burada grup ters kosullarinin



36

saglanip saglanmadigi kontrol edilirken teoremlerdeki katsay1 ve matrisler i¢in olan

ek kosullarin da kullanildigina dikkat ediniz.

Teorem 4.5. X, X,, X,eC/\{0] birbirinden farkh X’X =XX’ ve

XX, =XX,,i#],1I,j= 1,2,3, kosullarin1 saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, c,,

¢, eC\{0¢, ¢ =li ic. +/3¢ , C =—li —ic, +/3¢, ) olsun. Bu durumda,
2 2 1 1 3 2 1 1

X=¢X +6,X, +¢,X|

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

X, = lX1 +iX2 +LX3
¢ ) G
seklindedir. O

Teorem 4.6. X, X,, X,€C,\{0} birbirinden farkh XX, =XX, ve
XfXj :Xinz =X XX, =X;, i#j, i,j=1,2,3, kosullarin1 saglayan matrisler

olsun. Ayrica ¢, ¢, € C\{O} , ¢; € C olsun. Bu durumda,
X=c¢X +c,X, +¢X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1
X, =—X1+—X2—(

G &

2 2
G tao o e | ¢
3

cc, (c1 +e, +c3)

seklindedir. O
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4.2. Iki Tripotent Matrisin Bazi Kombinasyonlarinin Grup Tersleri

Teorem 4.7. X, X,eC/\{0} birbirinden farkli X X, =XX,” =X’X,” ve
X,X, =X, X, kosullarint saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, ¢, e C\{0}, ¢, eC,

¢, +¢, +¢; =0 olsun. Bu durumda,

X=c¢X, +6X, +, XX,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1
X, =—X +—X,+XX,
¢ ¢,
seklindedir. O

Teorem 4.8. X,, X, eC!\{0} birbirinden farkli X’X, =XX,”=X/’X,” ve
X,X, =X, X, kosullarini saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢;, ¢, €C\{0}, ¢, eC

olsun. Bu durumda,
X=¢X +,X, +,X X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1 cl+ec, +c+ec,+ec
Xg :—X1+—X2— 1 172 2 1-3 273 X1X2
[ c, c,C, (c1 +c, +c3)
seklindedir. O

Teorem 4.9. X, X, € C! \{0} birbirinden farkli XX, =X,X, ve X’X, =X,X,’

kosullarini saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, € C\ {0} olsun. Bu durumda,
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X=¢X, —¢X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

1 1
X, =—X,-—X,
G G
seklindedir. O

Teorem 4.10. X, X,eC)\{0} birbirinden farkli X’X,=-XX,” ve
XX, =X,X, kosullarini saglayan matrisler olsun. Ayrica ¢, € C\{0} olsun. Bu

durumda,
X=¢X +¢X,

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi,

seklindedir. O



BOLUM 5. TARTISMALAR VE ONERILER

¢, Gy G eC\{O}, ¢, ¢, c€C, X,X,, X, e(CnT\{O} olmak iizere
X=X, +6,X, +,X; +¢,X X, +¢,X X, +¢,X,X; kombinasyonu gbz Oniine
alimsin. BoOlim 4’te, bu kombinasyon ve bu kombinasyonun daha alt
versiyonlarindan olusan kombinasyonlar i¢in bazi kosullar altinda grup tersin ifadesi

ortaya koyuldu. Boylece, ¢aligmanin esas boliimii olan Boliim 4’te on farkli teorem

ifade ve ispat edildi.

Bu calisma  hazirlanirken daha once iki idempotent  matrisin
X=X +6,X, +c. X X, +¢, X, X+, X X, X, +¢, X, X, X, +¢, X X, X, X,  bi¢imli
kombinasyonunun grup tersinirligi problemini ele alan [17] c¢alismasindan

esinlenildi.

Bundan sonra bu kuadripotent, EP, vb. farkli 6zel tipli matrisler i¢in olusturulan

cesitli kombinasyonlarin grup tersinirligi problemleri ele alinabilir.
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