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ÖZET 

 

 

Anahtar Kelimeler: Tripotent Matris, Karşılıklı Değişmelilik, Grup Ters 
 
Çalışma, toplam dört ana bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, ele alınan konu ile 
ilgili literatür bilgisini içeren bir giriş verilmektedir. 
 
Bölüm 2’de, Bölüm 4’te elde edilen sonuçlara temel teşkil edecek olan bazı kavram 
ve teoremler verilmektedir. Bölüm 3’te ise bu çalışmaya esin kaynağı olan çalışmada 
mevcut bazı sonuçlar hatırlatılmaktadır. 
 
Bölüm 4, bu çalışmanın asıl kısmını oluşturmaktadır. Bölüm 4’te, karşılıklı değişmeli 
iki ve üç tripotent matrisin bazı kombinasyonlarının, bazı özel koşullar altında, grup 
terslerinin ifadeleri ortaya koyulmaktadır. 
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THE GROUP INVERSES OF SOME COMBINATIONS OF 

TRIPOTENT MATRICES 

 

SUMMARY 

 

 

Key words: Tripotent Matrix, Mutually Commutativity, Group Inverse 

 

This study organized into four main chapters in totally. In the first chapter, it is given 

an introduction, which includes some literature information about the subject 

considered. 

 

In the Chapter 2, some concepts and theorems, which constitute the basis for the 

results given in the Chapter 4, are given. In the Chapter 3, some existing results from 

the study, the inspiration for this work, are reminded. 

 

The Chapter 4 constitutes the original part of this work. In the Chapter 4, the group 

inverses of some combinations of two and three tripotent matrices that mutually 

commute are established under the some special conditions. 



 

 
 
BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 

 

1.1.  Gösterimler 

 

n  pozitif bir tamsayı olmak üzere, ℂ  ve nℂ  sembolleri sırasıyla, kompleks sayılar 

ve n n×  boyutlu kompleks matrisler kümelerini göstersin. Çalışma boyunca 

matrisler koyu ve büyük harflerle ( A  gibi), skalerler küçük ve italik harflerle ( c  

gibi) gösterilecektir. 

 

1.2.  Çalışmanın İçeriği ve Literatür Bilgisi 

 

1 2,c c  sıfırdan farklı kompleks sayılar ve 1 2, n∈X X ℂ  sıfırdan farklı kompleks 

matrisler olmak üzere, 

 

1 1 2 2c c= +X X X                    (1.1) 

 

olsun. 1X  ve 2X  matrisleri idempotent, tripotent, t – potent veya involutif 

olduklarında (1.1) biçimindeki X  lineer kombinasyon matrisinin idempotent, 

involutif veya tripotent olması durumlarından bazıları ve bu X  lineer kombinasyon 

matrisinin grup tersinin ifadesi literatürde birçok çalışmada mevcuttur. 

 

1X  ve 2X  matrisleri idempotent iken X  matrisinin idempotent olduğu durum, 1X  ve 

2X  değişmeli olduğunda [1,18] çalışmalarında, değişmeli olmadığında [1] 

çalışmasında ele alınmıştır. 

1X  ve 2X  matrislerinin değişmeli olduğu ve olmadığı durumlarda biri idempotent 

diğeri tripotent iken X  matrisinin idempotent olduğu durumlar [7] çalışmasında ele 

alınmıştır. 
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1X  ve 2X  matrislerinden biri idempotent diğeri t – potent iken X  matrisinin 

idempotent olduğu durumlar, 1X  ve 2X  değişmeli olduğunda [10], olmadığında [11] 

çalışmalarında ele alınmıştır. 

 

1X  ve 2X  matrisleri her ikisi involutif iken X  matrisinin idempotentliği; her ikisi 

idempotent, tripotent veya involutif iken X  matrisinin involutifliği; 1X  ve 2X  

matrisleri değişmeli olduğu ve olmadığı durumda (her ikisinin tripotent olduğu 

durum hariç) [19] çalışmasında ele alınmıştır. 

 

1,X  2X  değişmeli matrislerinin her ikisi idempotent ve tripotent iken X  lineer 

kombinasyon matrisinin tripotent olduğu durumlar [6] çalışmasında ele alınmıştır. 

 

1,X  2X  genelleştirilmiş projektörlerinin değişmeli olduğu durumda (1.1) 

biçimindeki X  lineer kombinasyon matrisinin de genelleştirilmiş projektör olduğu 

durumlar [3] çalışmasında ele alınmıştır. 

 

1X , 2X  değişmeli matrislerinin idempotent olduğu durumda (1.1) biçimindeki X  

lineer kombinasyon matrisinin idempotent olduğu durumlar [14] çalışmasında, 

değişmeli olmadığı durumda X  lineer kombinasyon matrisinin tersinirliği [15] 

çalışmasında ele alınmıştır. Bu çalışmalarda idempotent matrisler Hilbert uzayındaki 

idempotent dönüşümler olarak ele alınmıştır. 

 

1X , 2X  matrisleri idempotent iken 1 2 0c c+ ≠
∼ ∼

 koşulunu sağlayan herhangi skalerler 

için 1 1 2 2c c+X X
∼ ∼

 lineer kombinasyonu tersinir ise  1 2 0c c+ ≠  koşulunu sağlayan tüm 

skalerler için de (1.1) biçimli lineer kombinasyonun tersinir olduğu [2] çalışmasında 

gösterildi. Matrisler tripotent olduklarında da bazı başka koşullar altında bu sonucun 

sağlandığı [20] çalışmasında ortaya koyuldu. 

 

1,X  2X  matrisleri idempotent ve 1 2 0c c+ =  iken (1.1) biçimindeki X  lineer 

kombinasyon matrisinin grup tersinin ifadesi [17] çalışmasında verildi. 
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Literatürde üç özel tipli matrisin lineer kombinasyonunun ele alındığı çalışmalar da 

mevcuttur. Şöyle ki, 1 2 3, ,c c c  sıfırdan farklı kompleks sayılar ve 1 2 3, ,X X X  n n×  

boyutlu sıfırdan farklı kompleks matrisler olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 3c c c= + +X X X X                   (1.2) 

 

olsun. 1X , 2X  ve 3X  matrislerinin idempotent, involutif veya tripotent oldukları 

durumlar için (1.2) biçimindeki X  lineer kombinasyon matrisinin idempotent veya 

tripotent olduğu durumlar farklı çalışmalarda incelenmiştir. 

 

1X , 2X  ve 3X  karşılıklı değişmeli idempotent matrisler olduğunda (1.2) biçimindeki 

X  lineer kombinasyon matrisinin idempotent olması durumu [18] çalışmasında ele 

alınmıştır. 

 

1X , 2X  ve 3X  idempotent matrislerinden herhangi ikisi değişmeli olduğunda X  

matrisinin idempotent olması durumu [8] çalışmasında, herhangi ikisi ayrık 

olduğunda [4] çalışmasında ele alınmıştır. 

 

Dikkat edilirse bu çalışmalar iki veya üç özel tipli matrisin (1.1) ve (1.2) biçimli 

lineer kombinasyonları ile ilgilidir. Ayrıca, literatürde iki özel tipli matrisin lineer 

olmayan kombinasyonlarının ele alındığı çalışmalar da mevcuttur. Şöyle ki, 

{ }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  3 4 5 6 7, , , ,c c c c c ∈ℂ  ve 1 2, n∈X X ℂ  sıfırdan farklı idempotent 

matrisler olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 7 1 2 1 2c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X X X
         (1.3) 

 

biçimindeki X  lineer kombinasyon matrisinin grup involutif olması durumu [21] 

çalışmasında, grup tersinir olması durumu [17] çalışmasında ele alınmıştır. 

 

Bu çalışmada ise karşılıklı değişmeli iki veya üç tripotent matrisin 

 



4 

1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 1 3 6 2 3c c c c c c= + + + + +X X X X X X X X X X               (1.4) 

 

biçimli kombinasyonu ve onun daha alt kombinasyonlarının grup terslerinin ifadeleri 

ortaya konmuştur. 

 



 

 
 
BÖLÜM 2. ÖN BİLGİLER 
 

 

Bu bölümde, çalışmanın daha sonraki bölümlerinin daha iyi anlaşılabilmesi için 

gerekli bazı tanımlar verilmektedir. Ayrıca, yine, daha sonraki bölümlerde verilen 

sonuçlara temel teşkil edecek gerekli bazı teoremler ispatsız olarak ifade 

edilmektedir. 

 

2.1.  Bazı Özel Tipli Matris Çeşitleri 

 

Tanım 2.1. 2 =X X  özelliğine sahip bir n∈X ℂ  matrisine idempotent matris denir 

[16]. 

 

Tanım 2.2. 3 =X X  özelliğine sahip bir n∈X ℂ  matrisine tripotent matris denir [16]. 

Bu tip matrislerin sınıfı T

nℂ  ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.3. I  uygun boyutlu birim matrisi göstermek üzere, 2 =X I  özelliğine sahip 

bir n∈X ℂ  matrisine involutif matris denir [22]. 

 

Tanım 2.4. t  pozitif tamsayı olmak üzere, t =X X  özelliğine sahip bir n∈X ℂ  

matrisine t – potent matris denir [10]. 

 

Tanım 2.5. ,AXA = A  ,XAX = X  AX = XA  koşullarını sağlayan bir n∈X ℂ  

matrisi mevcutsa n∈A ℂ  matrisine grup tersinir matris, buradaki n∈X ℂ  matrisine 

de A ’nın grup tersi denir ve gA  ile gösterilir [12]. 

 

Teorem 2.1. n∈X ℂ  matrisi grup tersinir ise 
gX  tektir [12]. 
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Teorem 2.2. Bir n∈X ℂ  matrisinin grup tersinir olması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( )2r r=X X  olmasıdır [9]. 

 

Tanım 2.6. 
g=X X  özelliğine sahip (yani kendi grup tersine eşit) bir n∈X ℂ  

matrisine grup involutif matris denir [13]. 

 

Tanım 2.7. n∈ X ℂℂℂℂ  matrisinin transpozesi ,′X  n∈ X ℂℂℂℂ  matrisinin eşlenik 

transpozesi *X  ile gösterilir ve ( ) *′ =X X  olarak yazılır [12]. 

 

Tanım 2.8. 2 *=X X  şartını sağlayan n∈X ℂ  matrisine genelleştirilmiş projektör 

denir [5]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

BÖLÜM 3. İKİ İDEMPOTENT MATRİSİN BAZI 
KOMBİNASYONLARININ GRUP TERSİNİR 
OLMASI İLE İLGİLİ LİTERATÜRDEKİ BAZI 
SONUÇLAR 

 

 

{ }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  3 4 5 6 7, , , ,c c c c c ∈ℂ  ve { }1 2, \n∈X X 0ℂ  olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 7 1 2 1 2c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X X X          (3.1) 

 

kombinasyonu ele alınsın. Bu bölümde 1 2,X X  matrisleri idempotent olduğunda 

(3.1) biçimli kombinasyonun veya onun daraltılmış bazı kombinasyonlarının grup 

tersinirliği ile ilgili [17] çalışmasında mevcut olan sonuçlar hatırlatılmaktadır. Bu 

hatırlatmalar yapılırken sonuçlar, matrisler üzerine ( ) ( )2 2

1 2 2 1
=X X X X  koşulunun ya 

da ( )2

2 1
=X X 0  veya ( )2

1 2
=X X 0  koşulunun konulmasına göre gruplandırılmıştır. 

 

3.1.  ( ) ( )2 2

1 2 2 1
=X X X X  Koşulunu Sağlayan İki İdempotent Matrisin Bazı 

Kombinasyonlarının Grup Tersleri 

 

Teorem 3.1. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3 4 5 6 7, , , , ,c c c c c ∈ℂ  1 2 3 4 5 6 7 0c c c c c c cθ = + + + + + + ≠  ve ( ) ( )2 2

1 2 2 1
=X X X X  

olmak üzere (3.1) biçimli X  kombinasyon matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 
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3 4
1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6
1 2 1 2 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 2 5 3 4 1 6

2

1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2

2 2

g

c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c

   
= + − + + − + +   

   

   + − + −
+ + + + + + + +   

   

+ − −
− + + + +

X X X X X X X

X X X X X X

1 2 1 22

2

1

θ
 

− 
 

X X X X (3.2)

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

3 3 4 3 4 2 5
1 1 1 2 1 2 12

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1c c c c c c c

c c c c c c c c c c c

   + −
= − + + + + + +   

   
M X X X X X X , 

3 4 3 4 1 64
2 2 2 1 2 1 22

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2 c c c c c cc

c c c c c c c c c c c

   + −
= − + + + + + +   

   
M X X X X X X , 

3 4 3 4 2 5 3 4 1 6
3 1 2 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 c c c c c c c c c c

c c c c c c c c

 + − −
= − + + + + 

 
M X X X X  

 

olmak üzere, ( )2

1 2 3 1 2

1

θ
= + + +M M M M X X  biçiminde tanımlansın. Ayrıca, 

( ) ( )2 2

1 2 2 1=X X X X  eşitliği sağdan 1X  ve soldan 2X  ile çarpılsın. Bu durumda, 

( ) ( )2 2

1 2 1 2 1=X X X X X  ve ( ) ( )2 2

2 1 2 2 1=X X X X X  olarak bulunur. Buradan, 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1= = =X X X X X X X X X X                (3.3) 

 

yazılabilir. Böylece, 

 

1 3 3 1 2 3 3 2 3= = = =X M M X X M M X M  

 

eşitliklerine ulaşılır. Diğer taraftan, (3.3) göz önünde bulundurularak, 

 



9 

( )1 2 3

31 4
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1cc c
c c

c c c c c c c c c

+ +

   
= + − + + − + +   

   

X M M M

X X X X X X X X
 

( )23 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6

1 1 2 1 1 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

32 4

1 3 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

1 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 2 5

2 2

1 2 1 2 1

2 1 1 2

1 1 1 1

2 1

c c c c c c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c c c

cc c
c c c

c c c c c c c c c

c c c c c c
c
c c c c c c

+ − + −
+ + + + + + + +

+ + + − + + − + +

+ −
+ + + +

   
   
   

   
   
   

X X X X X

M X X X X X X X X

( )

( )

( )

2 3 4 3 4 1 6

1 2 2 2 1 22

2 1 2 1 2 1 2

23 3 3 4

2 3 1 2 1 1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

23 4 3 4 2 5 3

3 1 2 32

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 1 1

2 1 1 2

c c c c c c
c

c c c c c c

c c c c
c c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c
c c
c c c c c c c c

+ −
+ + + +

+ + + − + + − + +

+ −
+ + + + + + +

   
   
   

   
   
   

 
 
 

X X X X X

M X X X X X X X X X X

X X ( )

( )

( )

24 3 4 1 6

1 22

1 2 1 2

234 4 4

3 3 2 1 2 1 2 4 2 1 2 4 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

23 4 3 4 2 5 3 4 3 4 2 5

4 1 2 42 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

2 1 1 2

c c c c c

c c c c

cc c c
c c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c c c

+ −
+

+ + + − + + − + +

+ − + −
+ + + + + + + +

 
 
 

   
   
   

   
  
  

X X

M X X X X X X X X X X

X X ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

1 2

2 2 25 5 3 4

4 3 1 2 1 1 2 5 1 2 5 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 23 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6

5 1 2 5 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

26 6

5 3 1 2

1

1 1 1 1

2 1 1 2

c c c c
c c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c c c

c c
c

c c

+ + + − + + − + +

+ − + −
+ + + + + + + +

+ + +




   
   
   

   
   
   

X X

M X X X X X X X X X

X X X X

M X X ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 23 4

2 1 2 6 1 2 6 1 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 23 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6

6 1 2 6 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 27 7 3

6 3 1 2 1 2 7

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

2 1 1 2

1 1

c c
c c
c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c c c

c c c
c c

c c c c c c

− + + − + +

+ − + −
+ + + + + + + +

+ + + − + +

   
   
   

   
   
   





X X X X X X X

X X X X

M X X X X ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 24

1 2 7 1 2

1 2 1 2

2 23 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6

7 1 2 7 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

7 3

2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

2 1 1 2

2

c
c
c c c c

c c c c c c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c c c

c

− + +

+ − + −
+ + + + + + + +

+

= + − − + + −

  
  
  

   
   
   

X X X X

X X X X

M

X X X X X X X X X X X X X X (3.4)

 

elde edilir. Yine, (3.3) kullanılarak ( )1 2 3+ +M M M X  çarpımı parçalar halinde 

yapılırsa, 
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( )

( )

23 5 62 4
1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1

27 3 3
1 2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

c c cc c

c c c c c

c c c
c c

c c c c c c c c c

= + + + + +

   
+ − + + − + +   

   

M X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X

 

( )

( ) ( )

( )

23 3
3 1 2 4 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

2 23 3
5 1 2 6 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

23 3 4 3 4 2 5
7 1 2 1 1 2 12

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 2 1

2 1

c c
c c
c c c c c c c c

c c
c c
c c c c c c c c

c c c c c c c
c c
c c c c c c c c c c

c
c
c c

   
− + + − + +   

   

   
− + + − + +   

   

   + −
− + + + + + +   

   

+ + +

X X X X X

X X X X

X X X X X

( )

( )

( )

( )

23 4 3 4 2 5
1 22

1 2 1 2

23 4 3 4 2 5
3 1 22

1 2 1 2 1 2

23 4 3 4 2 5
4 1 22

1 2 1 2 1 2

23 4 3 4 2 5
5 1 22

1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 2
6

1 2 1 2

2 1

2 1

2 1

2 1

c c c c c

c c c c

c c c c c c
c
c c c c c c

c c c c c c
c
c c c c c c

c c c c c c
c
c c c c c c

c c c c c
c
c c c c

 + −
+ 

 

 + −
+ + + + 

 

 + −
+ + + + 

 

 + −
+ + + + 

 

+ −
+ + + +

X X

X X

X X

X X

( )

( )

25
1 22

1 2

23 4 3 4 2 5
7 1 22

1 2 1 2 1 2

2 1

c

c c

c c c c c c
c
c c c c c c

 
 
 

 + −
+ + + + 

 

X X

X X

( ) ( )23 4 2 5

1 1 2 1 2 1 1 22

1 1 2 1 2

2
1

c c c cd

c c c c c

θθ θ − 
= − + + − + + + 

 
X X X X X X X X ,            (3.5) 

( ) ( )23 4 1 6

2 2 2 1 2 1 2 1 22

2 1 2 1 2

2
1

c c c cc

c c c c c

θθ θ − 
= − + + − + + + 

 
M X X X X X X X X X ,            (3.6) 

3 3θ=M X M                     (3.7) 

 

olarak bulunur. Dolayısıyla (3.4), (3.5) ve (3.6) birleştirilirse, 

 

( ) ( )2

1 2 3 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 22+ + = + − − + + −M M M X X X X X X X X X X X X X X X     (3.8) 

 

olduğu görülür. Ayrıca, 
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( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1

θ θ
= =X X X X X X X X                 (3.9) 

 

ifadesinin sağlandığı (3.3) göz önüne alındığında açıktır. Böylece, (3.4), (3.8) ve 

(3.9) ifadelerinden, 

 

( )2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2= + − − + + − =XM X X X X X X X X X X X X X X MX           (3.10) 

 

olduğu görülür. Diğer taraftan, 1X  ve 2X  matrisleri idempotent olduğundan, 

 

( )( )2

1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1+ − − + + − =X X X X X X X X X X X X X X X X ,           (3.11) 

( )( )2

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2+ − − + + − =X X X X X X X X X X X X X X X X            (3.12) 

 

şeklinde elde edilir. Bu durumda (3.10), (3.11) ve (3.12) kullanılarak, 

 

=XMX X , =MXM M                 (3.13) 

 

elde edilir. Sonuç olarak (3.10) ve (3.13) ifadelerinden X  matrisinin grup tersinir 

olduğu ve (3.2) biçimli M  matrisinin onun grup tersi olduğu görülür.                 � 

 

1 2 1 2 1 2=X X X X X X  eşitliği sağlansın. Bu eşitlik sağdan ve soldan 1X  ile çarpılırsa 

( )2

1 2 1 2 1=X X X X X  ve ( )2

1 2 1 1 2=X X X X X  bulunur. Buradan, 

 

( ) ( )2 2

1 2 2 1 2 1 2 1 2 1= = =X X X X X X X X X X               (3.14) 

 

olduğu görülür. (3.1) kombinasyonunda (3.14) göz önüne alınarak Teorem 3.1’den 

aşağıdaki sonuç yazılır. 

 

Sonuç 3.1.1. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3 4 5, ,c c c ∈ℂ , 1 2 3 4 5 0c c c c c+ + + + ≠  ve 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olmak üzere, 
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1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1c c c c c= + + + +X X X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

3 4
1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4
1 2 1

1 2 1 2 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1

1 1 1

g

c c

c c c c c c c c c c

c c

c c c c c c c c c

   
= + − + + − + +   

   

 +
+ + + + + + + + 

X X X X X X X

X X X (3.15)

 

şeklindedir.             � 

 

2 1 2 1=X X X X  eşitliği sağlansın. Bu ifade soldan ve sağdan 1X  ile çarpılırsa, 

1 2 1 2 1=X X X X X  ve 2 1 1 2 1=X X X X X  elde edilir. Bu üç ifadeden 

1 2 1 2 1 2 1 2= = =X X X X X X X X  yazılabilir. Ayrıca buradaki 1 2 2=X X X  ifadesi soldan 

2X  ile çarpılırsa, bu ifade de kullanılarak 

 

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2= = = =X X X X X X X X X X X  

 

bulunur. Böylece Sonuç 3.1.1’den aşağıdaki sonuç yazılır. 

 

Sonuç 3.1.2. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0c c ∈ℂ  ve 

1 2 1 2=X X X X  olmak üzere 1 1 2 2c c+X X  matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )1 1 2 2 1 2

1 1 2 1

1 1 1
g

c c
c c c c

 
+ = + − + 

X X X X  

 

şeklindedir.             � 

 

Aşağıda iki idempotent matrisin bazı kombinasyonlarının grup tersinin varlığı için 

gerek ve yeter koşullar belirtilmiştir. 
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Teorem 3.2. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3c ∈ℂ  ve 1 2 3 0c c cθ = + + ≠  olsun. Bu durumda, 

1 2,c cθ ≠ ± ±  ve 
1 2c c≠ ±  iken, 

 

(i) 1 1 2 2 3 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1
( )gc c c

c c c cθ
 

+ + = + + − − 
 

X X X X X X X X           (3.16) 

 

olması için gerek ve yeter koşul 1 2 2 1=X X X X  olmasıdır. 

(ii) 1 2 0c c+ =  ve 1 3c c≠ ±  iken, 

 

1 1 1 2 3 1 2 1 2 1 2

1 1 3

1 1 1
( )gc c c

c c c
− + = − +X X X X X X X X                         (3.17) 

 

olması için gerek ve yeter koşul 1 2 1 2 1 2 1 2= =X X X X X X X X  olmasıdır. 

 

İspat. 

(i) 1 2 2 1=X X X X  olsun. Bu ifade sağdan 1X  ile çarpılırsa 1 2 1 2 1=X X X X X  olduğu 

görülür. Buradan 1 2 1 2 1 1 2= =X X X X X X X  yazılabilir. Bu ifade (3.15)’te 4 5 0c c= =  

alınarak kullanılırsa (3.16) ifadesi elde edilir. 

 

Şimdi (3.16) sağlansın. Ayrıca, 1 1 2 2 3 1 2c c c+ +X X X X  ifadesi X  ile ve (3.16)’nın sağ 

tarafı M  ile gösterilsin. Bu durumda =XM MX  sağlanmalı, yani, 

 

( )

3 31 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 1

23 3 3
1 2

1 2

3 32 1 1 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 2 2

1 1

1 1

c cc c c c

c c c c

c c c

c c

c cc c c c

c c c c

θ θ

θ

θ θ

   
+ + − + + + + − −   

   

 
+ − − 

 

   
= + + − + + + − − +   

   

X X X X X X X X X X X X

X X

X X X X X X X X X X X X

 

( )23 3 3
1 2

1 2

c c c

c cθ
 

+ − − 
 

X X  
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olmalıdır. Burada düzenleme yapılırsa, 

 

3 3 31 2 1 1
1 2 1 2 1

2 1 2 1

31 2 2 2
2 1 2 1 2

2 1 1 2

1

1

c c cc c c c

c c c c

cc c c c

c c c c

θ θ

θ

   −
+ − + − + +   

   

   
= − + − + +   

   

X X X X X

X X X X X (3.18)

 

elde edilir. (3.18) ifadesi sağdan 1X  ile çarpılır ve yeniden düzenlenirse, 

 

3 32 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 1 1 2

1 1
c cc c c c c c

c c c c c cθ θ
     

− + + + = − + − + +     
     

X X X X X X X X X  

 

ifadesine ulaşılır. Burada 1 2 3c c cθ = + +  olduğu bilgisi kullanılırsa, 

 

32 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1 1 2

1
cc c c c c

c c c c c

θ
θ θ

     
− = − + − + +     

     
X X X X X X X X X           (3.19) 

 

olur ve (3.19) ifadesi soldan 2X  ile çarpılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

1 2 1 2

c c c c c c c c

c c c c

+ − + −
=X X X X X X  

 

eşitliği elde edilir. 
1 2c c≠ ±  olduğundan yukarıdaki eşitlik ( )2

2 1 2 1=X X X X  olduğunu 

gösterir. Bu (3.19) ifadesinde kullanılırsa, 

 

2 2
1 2 1 2 1

2 2

c c

c c

θ θ
θ θ

   
− = −   

   
X X X X X  

 

bulunur. Burada 
2cθ ≠ ±  olduğundan, 

 

2 1 1 2 1=X X X X X                  (3.20) 
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eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlik (3.18)’de kullanılırsa, 

 

3 3 31 2 1 1
1 2 2 1

2 1 2 1

31 2 2 2
2 1 2 1 2

2 1 1 2

1

1

c c cc c c c

c c c c

cc c c c

c c c c

θ θ

θ

   −
+ − + − + +   

   

   
= − + − + +   

   

X X X X

X X X X X

 

 

elde edilir. Bu eşitlik sağdan 2X  ile çarpılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 2 1 2

1 2 1 2

c c c c c c c c c c c c

c c c cθ θ
− + + − + +

=X X X X X  

 

olduğu görülür. 1 2 1 2, ,c c c cθ θ≠ ± ≠ ± ≠  kabulü yukarıdaki ifadede göz önüne 

alınırsa, 

 

1 2 2 1 2=X X X X X                  (3.21) 

 

eşitliğine ulaşılır. Böylece (3.20) ve (3.21), (3.18)’de kullanıldığında, 

 

1 1
1 2 2 1

1 1

c c

c c

θ θ
θ θ

   
− = −   

   
X X X X  

 

elde edilir. 
1cθ ≠ ±  olduğu bilindiğinden yukarıdaki eşitlikten 2 1 1 2=X X X X  olduğu 

görülür. 

 

ii) 1 2 1 2 1 2 1 2= =X X X X X X X X  eşitliği sağlansın. Bu durumda Sonuç 3.1.1’den (3.15) 

ifadesinin var olduğu görülür. (3.15)’te 4 5 0c c= =  olarak seçilirse (3.17) elde edilir. 

 

(3.17) sağlansın. Bu durumda =XM MX  olduğundan, 
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3 31 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 1 1 3

3 31 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 3 3 1

1

1

c cc c

c c c c

c cc c

c c c c

 
+ + − − − + − + 

 

 
= + + − − − + − + 

 

X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X

 

 

olarak yazılabilir. Bu ifade düzenlenirse, 

 

3 3 31 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

3 1 3 1 3 1

2
c c cc c c

c c c c c c

     
− = − + −     

     
X X X X X X X X             (3.22) 

 

eşitliğine ulaşılır. (3.22) ifadesi sırasıyla sağdan 1X  ve soldan 2X  ile çarpılırsa 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2= =X X X X X X X X X X  elde edilir. 1 3c c≠ ±  olduğu bilindiğinden (3.22)’de 

1 2 1 2 1 2=X X X X X X  eşitliği kullanılırsa, 

 

3 31 1
1 2 1 2 1

3 1 3 1

2 2
c cc c

c c c c

   
− = −   

   
X X X X X  

 

bulunur. Buradan 1 2 1 2 1 2 1 2= =X X X X X X X X  olduğu görülür.       � 

 

Yukarıdaki teoremde, ispattan görüldüğü üzere 1 2,c cθ ≠ ± ±  ve 1 2c c≠ ±  

kısıtlamalarının tümü sağlanmazsa teoremin verdiği gerek yeter koşul çalışmaz. 

Aşağıdaki örnek böyle bir durumu göstermektedir. 

 

Örnek 3.1. 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

X  ve 2

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 
 =
 
 
 

X  olsun. 1X  ve 2X  

matrislerinin idempotent olduğu açıktır. Teorem 3.2’de 1 2 31, 1, 1c c c= = − =  durumu 

ele alınsın. 1 2 2 1≠X X X X  olmasına rağmen 
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1 2 1 2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 
 − + =
 −
 

− 

X X X X  ve ( )2

1 2 1 2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 
 − + =
 
 

− 

X X X X  elde 

edilir. Böylece, ( ) ( )( )2

1 2 1 2 1 2 1 23r r− + = = − +X X X X X X X X  olduğundan Teorem 

2.2 göz önüne alındığında 1 2 1 2− +X X X X  matrisinin grup tersinir olduğu görülür. 

Ancak grup tersinin ifadesi (3.16) ve (3.17) ifadelerinden elde edilemez. 

 

Uyarı 3.1. Eğer 1 2 2 1=X X X X  ise (3.16) ifadesi 1 2,c cθ ≠ ± ±  ve 1 2c c≠ ±  ek 

kısıtlamaları olmadan da sağlanır. 

 

Sonuç 3.1.1’de 3 4 5 0c c c= = =  alınır ve 1 2c c=  olduğu kabul edilirse aşağıdaki 

teorem elde edilir. 

 

Teorem 3.3. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 \ 0c ∈ℂ  iken, 

 

( )1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1

1 1 2 2 5

2g
c c

c c c c c
+ = + − − +X X X X X X X X X X X            (3.23) 

 

olması için gerek ve yeter koşul 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olmasıdır. 

 

İspat. 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olsun. Bu durumda 2 1c c=  ve 3 4 5 0c c c= = =  için (3.15) 

ifadesinden (3.23) elde edilir. 

 

Tersine, (3.23) sağlansın. (3.23)’te özel olarak 1 2 1c c= =  alınırsa 

 

( )1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

5
2 2

2g
+ = + − − +X X X X X X X X X X X  
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olarak elde edilir. Ayrıca, ( )1 2+X X  matrisinin grup tersinir olduğu bilindiğinden

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2g g
+ + = + +X X X X X X X X  yazılabilir. Bu eşitlikten, 

 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 5
2

2 2

1 5
2

2 2

− − + + − +

= + − − + − +

X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X

 

 

elde edilir. Buradan 2 1 2 1 1 2 1 2=X X X X X X X X  olduğu görülür. Ayrıca 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2g g
+ + = + +X X X X X X X X  ifadesi soldan ( )1 2+X X  ile çarpılırsa 

ve ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2g
+ + + = +X X X X X X X X  olduğu bilgisi kullanılırsa, 

 

( ) ( )2

1 2 1 2 1 2g
+ + = +X X X X X X  

 

olarak bulunur. Yani, 

 

1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2

1 7
3

2 2
− + − + = +X X X X X X X X X X X X X X  

 

yazılabilir. Bu ifade sağdan 1X  ile çapılırsa, 

 

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2= =X X X X X X X X X X X                (3.24) 

 

olduğu görülür. Ayrıca, 

 

( )1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 13 2 ,+ − − + − =X X X X X X X X X X X X X X  

( )2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 23 2+ − − + − = + −X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X  

 

olduğu ve (3.24) eşitliği göz önüne alınırsa, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

5
2 2 3 2

2

5
2 2

2

7
2 2

2

g g g
+ + = + + +

= + − − + + − − + −

= + + − − + − − +

= + − − + −

 
 
 

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X

 

 

olarak bulunur. Grup ters koşullarından ( ) ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2g g
+ + = +X X X X X X  

yazılabilir. Buradan, 

 

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

7 5
2 2 2 2

2 2
+ − − + − = + − − +X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X  

 

eşitliğine ulaşılır. Burada gerekli düzenlemeler yapıldığında 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  

olduğu görülür.             � 

 

Şimdiye kadar verilen sonuçlarda 0θ ≠  kabulü mevcuttur. Aşağıdaki sonuçlar 0θ =  

olduğu durum için verilmektedir. 

 

Teorem 3.4. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3 4 5 6 7, , , , ,c c c c c ∈ℂ  1 2 3 4 5 6 7 0c c c c c c cθ = + + + + + + =  ve ( ) ( )2 2

1 2 2 1=X X X X  

olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 7 1 2 1 2c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 
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4

1 2 1 2 1 2 1 2 1

3
1 2 1 2 2 1

3 3 3 3
1 2 1 2 1 22

2

4 4 2 5 4 4 1 6

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 2 5 4 1 6

2

3 3 3

1 2 1 2 1 2 1

2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2

2 2

g

c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c

c

c c c c

c c

c c c c

c

c c c

c

c

   
= + − + + − + +   

   

   + − + −
+ + + + + + + +   

   

+ −
− + + + +

−

X X X X X X

X X X

X

X X X

( )2

1

2

22

 
 
 

X X (3.25)

 

biçiminde verilir. 

 

İspat. 

4 2 5

1 1 2 1

3 3 4 3
1 1 1 2 1 2 12

2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1 c c c

c c c c c c c

c c c c

c c c c

   + −
= − + + + + + +   

   
N X X X X X X , 

4 1 6
2 2

2 1 2 1 2 1

3 4 34
2 2 1 2

2 1 2 1 2

1 2

1 1 11 2 c c c

c c c c c c c

c c c

c c c c

c   + −
= − + + + + + +   

   
N X X X X X X , 

( )4 4 2 5 4 1 6

1 2 1

23 3 3
3 1 22 2

2 1 2 1 2

2 2 c c c c c c c

c c c c c

c c

c

c

c c

 + −
= − + +

−
+ + 

 
N X X  

 

olmak üzere 1 2 3= + +N N N N  biçiminde tanımlansın. (3.25)’in (3.2) ifadesine 

benzediği göz önünde bulundurularak (3.4)’ten, 

 

( )2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 22= + − − + + −XN X X X X X X X X X X X X X X            (3.26) 

 

olduğu kolaylıkla görülür. Ayrıca 0θ =  olduğundan, (3.5) ve (3.6)’dan, 

 

( )2

1 1 1 2 1 2 1 1 2 ,= − + −N X X X X X X X XX  

( )2

2 2 1 2 1 2 1 22 ,= − + −N X X X X X X X XX  

3 =N X 0  

 

olduğu görülür. Bu eşitlikler ve (3.26) kullanılarak, 

 

      (3.27) ( )1 2 3+ + = =N X N X N X NX XN
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eşitliğine ulaşılır. Ayrıca, 

 

( )( ) ( )
2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2
2 ,+ − − + + − = −X X X X X X X X X X X X X X X X X X  

( )( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2
2+ − − + + − −=X X X X X X X X X X X X X X X X X X , 

( )

( )

4 4 2 54

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 1 6

1 2 1 2 1 2

4 4 2 5 4 1 6

1 2

2 3 3 3
1 2 2

3 3

2

3 3 3
1 2

1 2 1

2

1 2 2

2

1 1 1 1 1 1 2 1

1 2

2 2

c c c

c

c c c cc

c c c c c c c c c c c c c c c c

c c c c

c c c c c c

c c c c c c c

c c c c c c c c

c

c c c

      + −
= + − + + − + + + + + +            

 + −
+ + + + 

 

 + −
− + + + +   

−

N X X

X X
2

= 0
 

olur. 0θ =  olduğu göz önüne alınırsa, 

 

( ) ( )2

1 2 3 4 5 6 7 1 2c c c c c c c= − + + + + + + =XNX X X X X ,            (3.28) 

( )2

1 2= − =NXN N N X X N                 (3.29) 

 

olarak bulunur. Böylece, (3.27), (3.28) ve (3.29)’dan X  matrisi grup tersinirdir ve 

(3.25) sağlanır.             � 

 

Sonuç 3.1.3. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0c c ∈ℂ , 

3 4 5, ,c c c ∈ℂ , 1 2 3 4 5 0c c c c c+ + + + =  ve 
1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1c c c c c= + + + +X X X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 
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3
1 2 1 2 2 1

3

4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4

1 2

1 2 1

1 2

1 1 1 1 1 1

11

g

c

c c c c c c c c c

c

c

c

c

c c c c

   
+ − + + − + +   

 
=

 

 +
+ + + 

 

X X X X X X

X X X (

X

3.30)

 

şeklindedir.             � 

 

0θ ≠  durumunda olduğu gibi aşağıdaki sonuçlarda 0θ =  koşulu altında, iki 

idempotent matrisin bazı kombinasyonlarının grup tersinin var olması için gerek ve 

yeter koşullar incelenmektedir. 

 

Teorem 3.5. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3c ∈ℂ , 1 2 3 0c c c+ + =  ve 
1 2c c≠ ±  için 

 

( )1 1 2 2 3 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
g

c c c
c c c c

 
+ − + 

 
+ + =X X X X X X X X             (3.31) 

 

olması için gerek ve yeter koşul 1 2 2 1=X X X X  olmasıdır. 

 

İspat. 1 2 2 1=X X X X  olsun. Bu ifade sırasıyla, sağdan 1X  ve soldan 2X  ile çarpılırsa 

2 1 2 1 2 1=X X X X X X  elde edilir. Dolayısıyla (3.30)’da 4 5 0c c= =  alarak (3.31) elde 

edilir. 

 

Tersine olarak (3.31) sağlansın. Ayrıca, 1 1 2 2 3 1 2c c c+ +X X X X  ifadesi X  ve 

(3.31)’un sağ tarafı M  ile gösterilsin. Bu durumda (3.31) sağlandığından =XM MX  

olmalıdır, yani, 

 

3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 1 1 1 2

3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1

1

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

   
+ + − + + + − +   

   

   
= + + − + + + − +   

   

X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X
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bulunur. Bu ifade düzenlenirse, 

 

3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 2 1

c c c c c c c c

c c c c c c c c

       
− + − = − − −       

       
X X X X X X X X X X          (3.32) 

 

elde edilir. (3.32) ifadesi sırasıyla sağdan ve soldan 2X  ile çarpılırsa, 

 

( )23 3 3 3
1 2 1 2

2 1 2 1

c c c c

c c c c

   
− = −   

   
X X X X  ve ( )23 3 3 3

2 1 2 1

2 1 2 1

c c c c

c c c c

   
− = −   

   
X X X X  

 

elde edilir. 1 2c c≠ ±  olduğundan, 

 

( )2

1 2 1 2=X X X X  ve ( )2

2 1 2 1=X X X X               (3.33) 

 

olduğu görülür. (3.33) eşitlikleri ve 1 2 3 0c c c+ + =   olduğu göz önüne alınırsa, 

 

3 32 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

c cc c

c c c c
= + + + + +XM X X X X X X X X X X X X  

 

elde edilir. Ayrıca, =XM MX  ifadesi soldan X  ile çarpılırsa 2 = =X M XMX X  

olur. Bu ifade açılır ve 1 2 3 0c c c+ + =  olduğu göz önüne alınırsa 

 

3 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2c c c= − −X X X X X X X X                (3.34) 

 

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlik (3.33) göz önünde bulundurularak 2X  ile sırasıyla 

soldan ve sağdan çarpılırsa, 

 

2 1 2 1 2=X X X X X  ve 1 2 2 1=X X X X                (3.35) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 1 2 2 1=X X X X  olduğu görülür.        � 
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Yukarıdaki teoremde 1 1 2 2 3 1 2c c c+ +X X X X  kombinasyonunu oluşturan skalerler için 

verilen koşullar sağlanmadığında da kombinasyonun grup tersi var olabilir. 

Aşağıdaki örnek bununla ilgilidir. 

 

Örnek 3.2. 1

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

X  ve 2

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 
 =
 
 
 

X  olsun. 1X  ve 2X  

matrislerinin idempotent olduğu açıktır. Teorem 3.5’te 1 2 31, 1, 2c c c= = = −  olarak 

seçilirse 1 2 3 0c c c+ + =  olur ancak 1 2c c≠ ±  koşulu sağlanmaz. Bununla birlikte, 

1 2 1 2

0 0 0 0

0 2 0 1
2

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 − + − =
 
 
 

X X X X , ( )2

1 2 1 2

0 0 0 0

0 5 0 2
2

0 0 1 0

0 2 0 1

 
 − + − =
 
 

− 

X X X X  

elde edilir. Dolayısıyla ( ) ( )( )2

1 2 1 2 1 2 1 22 3 2r r+ − = = + −X X X X X X X X  tir. Teorem 

2.2 gereği 1 2 1 22+ −X X X X  matrisi grup tersinirdir fakat 1 2 2 1≠X X X X  olduğundan 

bu kombinasyonun grup tersinin ifadesi (3.31)’den elde edilemez. 

 

Uyarı 3.2. 1 2 2 1=X X X X  şeklinde ise (3.31) ifadesi 1 2c c= ±  olduğu durum için de 

sağlanır. 

 

Teorem 3.5’te 1 2c c= −  olduğu durum için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Teorem 3.6. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 \ 0c ∈ℂ  olmak 

üzere, 

 

( )1 2 21

1

11

1

1 1
g

c c
c c

− = −X X XX                (3.36) 

 

olması için gerek ve yeter koşul 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olmasıdır. 
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İspat. 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  olsun. Bu eşitlik sırasıyla sağdan ve soldan 1X  ve 2X  ile 

çarpılırsa 
2 2

1 2 2 1( ) ( )=X X X X  olduğu görülür. Dolayısıyla (3.30)’da 2 1c c= −  ve 

3 4 5 0c c c= = =  olarak seçilirse (3.36) elde edilir. 

 

Tersine olarak (3.36) sağlansın. Grup ters şartlarından 

( )( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2g
c c c c c c c c− − − = −X X X X X X X X  yazılabilir. Dolayısıyla 

( ) ( )3

1 2 1 2− = −X X X X  elde edilir ve bu denklem genişletilirse 1 2 1 2 1 2=X X X X X X  

eşitliğine ulaşılır.             � 

 

3.2.  2

2 1( ) =X X 0  veya 2

1 2( ) =X X 0  Koşulunu Sağlayan İki İdempotent Matrisin 

Bazı Kombinasyonlarının Grup Tersleri 

 

Teorem 3.7. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0 ,c c ∈ℂ  

3 4 5 6 7, , , ,c c c c c ∈ℂ  ve 2

2 1( ) =X X 0  olmak üzere, 

 

( )2

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 7 1 2c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3

1 2 1 2 2 1

3 3 4 2 5

1 2

4 7

2

1 2

3 3 4 1 6

1 2 1

1 2 1 2

2 1 2

3 3 4 2 5 3 5 3

2 1 2

1 1 1 1 1 1

1

22 2

g

c

c c c c

c

c c c c c c c c c c

c c

c c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c c c c

c c c c c

c c

c c c c c c

+ − + + − + +

+ − + −
+ + + + + + + +

+ − −
− + + +

=

+
+

   
   
   

   
   
   

X X X X X X

X

X

X X X X X

( )
2

2

1

24 1 6 3 6 3 4

1 22 2

1 22

c c c c c c

c c cc

− −
+

 
 
 

X X

                   (3.37) 

şeklindedir. 
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İspat. 

3 4
1 2

1 1 2 1 2 1

3 3 4 2 5
1 2 1

2 1 2 1

1

2

2

1 1 1 12 c

c c c c c c c

c c c c

c c

c c

c c

   + −
− + + + + + +   

 
=

 
X X X X X XM , 

44

2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3 3 4 1 6
2 2 2 1 2 1 2

2

1 1 1 1 2 cc

c c c c c c c

c c c c c

c c c c

   + −
= − + + + + + +   

   
M X X X X X X , 

( )4 7

2 2

1 2 1 2 1 2

2
23 3 4 2 5 3 5 3 4 1 6 3 6 3 4

1 22 2

1 21 2

3

2 2 2c c c c c c c c c c c c cc c

c c c c c

c

c c c

c

c c

+ − − − −
− + + + +

+
+

 
 


=


X XM  

 

olmak üzere, 1 2 3= + +M M M M  biçiminde tanımlansın. Bu ifadede 2

2 1( ) =X X 0  

olduğu göz önüne alınırsa, 

 

( )23 3 4 2 5 3 3 4 1 6

1 2

4 4

1 12 2

1 2 1

1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 4
1 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
2 1 2 2

1

3
1 2 1 2 1

3
1 3

1 2 1 2

1 212

1 1 1 1

1 1

c c
c c
c c c c c c c c c c c

c

c

c c c c c c c c c

c

c
c

c c
c c

c c c c c c c c c

c
c

c c c c c

+ − + −
+ + + + + + + +

   
+ + − + +   

   

   
   
   


+ + + +



= + −

+ −

X X X X X

XM X X X

X X

X X X

X

X X

M

( )

2 1 2 2 1

3 3 4 1 6 3 3
2 1 2 1 2 1 1 2

1 2

23 4
3 1 2 3 1 2 1

3 3 4 1

4
2

1 2 1 2

4
2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

4

2

1 2 1

6

1 2

3

2

1 2

1

1

2

1

1 1 1 1

c c c c c c c

c c

c c
c c

c c c c c

c
c
c c c c

c
c
c c c c c c

c c c

c

c c c c c

c

c c c c c c

  
− + +  

  

 + −
+ + + + + + 

 

   
− + + − + +   

   

 + −
+ + + +

 

X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X

( )

( ) ( )

( )

( )

1 2 1 2 1

2 23 5 5 3

4 2 1 2 1 2 1 1 2 5 1 2

1 2 2 1 2

2 4 4
1 2 2 1 2 1 2

1 2

26 7
2 1 2 1 2

2 2

2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

,

c c c c c

c c c c
c c

c c c c c

c c

c c

c c

c c

− + + + + − + +

+ +

   
   
   

+ +

= + − − + + −

X X X X X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X

( )

( )

23 5 62 4

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1

1 2 3

1 2 1

23 3 3

1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 1

2

2

1

1 1 1 1 1 1

c c cc c

c c c c c

c c c
c c

c c c c c c c c c c c

c

c
+ + −

+ + + + +

− + + − + +
     
     
    

=



X X X X X X X X X X X X

X X X X X X

X

X

M X
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( )

( )

( )

4 6

1 2 1 2 1 2 1 2

23 3

1 2 1 1 2

3 3 4 2 5 3 3 4 2 5

23 3 4

24 4
1 1 2 1 2 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4
3 2

1 2 1

2 5
1 2

1

2 1 2

1 1 1 1

2 2

2

1 1

1

c
c c

c c c c c c c

c

c

c c
c c
c c c c c c

c c

c c c c c c

c
c

c c c c c c c c

c c

c c

c

c

c

c

c

c c

− + + − + +
   
   
   

   + − + −
+ + + + + + +   

   

 + −
+ + + 

 
=

+

+

−

X X X X X

X X

X X

X

X

X X

( )

( )

( )

2

3 4 2 5 3 5 3 4 1 6 3 6 3 42

2 2

1 1 1 1 2

23

1

1 2

4 7

2

1 2 1 2 1

2

1 1 2 1 2 1 1 2 2 3

2

1 1 2 1 2 1 1 2 3

2
1

2 c c c c c c c c c c c c c cc

c c c c c c c

c c c

c

+ +
+ + + + + +

− − − −

+

 
 
 

= − + − −

= − + − −

X X

X X X X X

X X X X X X X X M

X X X X X X X X M X

 

ve 

 

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

3 61 4

2 2 2 2

4 4 4
1 2 3

3

1 2 1 2

4
2 2 1 22

1 2 1 2 1 2

2 2 1 2

4

1 2

3 1 6

1 1 1 1 1 1

1 2

c cc c

c c c c

c c c
c c c
c c c c c c c c c c c c

c
c
c c c c

c c c c c

c c

     
+ + + + + +

= + + + +

    
     

− − −

+

=

 + −
+ + + 

 
− +

M X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X

X X X

X X X X X X

 

olarak bulunur. Bu eşitliklerden, 

 

( )2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2= + − − + + − =XM X X X X X X X X X X X X X X MX  

 

olduğu kolaylıkla görülür. Ayrıca, 

 

( )( )2

1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1,+ − − + + − =X X X X X X X X X X X X X X X X  

( )( )2

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2+ − − + + − =X X X X X X X X X X X X X X X X  

 

olduğundan, 
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( )( )2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 ,= + − − + + − =XMX X X X X X X X X X X X X X X X X  

( )( )2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2+ − − + + − =MXM = X X X X X X X X X X X X X X M M  

 

olduğu görülür. Dolayısıyla X  matrisi grup tersinirdir ve (3.37) sağlanır.      � 

 

Sonuç 3.2.1. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0c c ∈ℂ , 

3c ∈ℂ  ve 2 1 =X X 0  olmak üzere, 

 

1 1 2 2 3 1 2c c c+ +X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )1 1 2 2 3 1 2

1 2 1 2 2

1 2

1

3
1 2

1 1 1 1
g

c c c
c c c c c

c

c

 
+ − + + 

 
+ + = X XX X XX XX            (3.38) 

 

şeklindedir.             � 

 

Benzer şekilde, aşağıdaki teorem ve sonucu ispatlanabilir. 

 

Teorem 3.8. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0c c ∈ℂ , 

3 4 5 6 8, , , ,c c c c c ∈ℂ  ve ( )2

1 2 =X X 0  olmak üzere, 

 

( )2

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 8 2 1c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 
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3 4
1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 2 5 3 4 3 4 1 6
1 2 1 2 1 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 8 3 4 2 5 4 5 3

2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2

22 2

g

c c

c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c

c c c c c c

   
= + − + + − + +   

   

   + − + −
+ + + + + + + +   

   

+ + − −
− + + + +

X X X X X X X

X X X X X X

( )
2

24 1 6 4 6 3 4
2 12 2 2

1 2 1 2

c c c c c c

c c c c

 − −
+ 

 
X X

                   (3.39) 

şeklindedir.             � 

 

Sonuç 3.2.2. { }1 2, \n∈X X 0ℂ  iki farklı idempotent matris olsun. { }1 2, \ 0c c ∈ℂ  ve 

1 2 =X X 0  olmak üzere, 

 

1 1 2 2 4 2 1c c c+ +X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( ) 4
1 1 2 2 4 2 1 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
g

c
c c c

c c c c c c

 
+ + = + − + + 

 
X X X X X X X X            (3.40) 

 

şeklindedir.             � 



 

 
 
BÖLÜM 4. TRİPOTENT MATRİSLERİN BAZI 

KOMBİNASYONLARININ GRUP TERSLERİ 
 

 

Bu bölüm çalışmanın esas kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümün ilk kısmında 1,c  2 ,c  

{ }3 \ 0 ,c ∈ℂ  4 ,c  5 ,c 6c ∈ℂ  katsayıları ve 1,X  2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  matrisleri ile 

oluşturulan 1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 1 3 6 2 3c c c c c c= + + + + +X X X X X X X X X X  biçimli 

kombinasyonun bazı koşullar altında grup tersinin ne olduğu verilmektedir. Bu 

koşullar kombinasyonda matrislerin ve hatta ilk beş teoremde katsayıların kendi 

içlerinde sağlaması gereken koşullar olarak dizayn edilmiştir. Bu bölümün ikinci 

kısmında ise yukarıdaki kombinasyonda matris sayısı ikiye düştüğü durum için ilk 

kısımdaki gibi kombinasyonun grup tersi ile ilgilenilmiştir. 

 

4.1.  Üç Tripotent Matrisin Bazı Kombinasyonlarının Grup Tersleri 

 

Teorem 4.1. 1,X 2 ,X { }3 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2 2 2

i j i j i j= =X X X X X X  ve 

i j j i=X X X X , i j≠ , , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1,c  2 ,c  

{ }3 \ 0 ,c ∈ℂ
4 ,c 5 ,c 6 ,c ∈ℂ  1 2 4 0,c c c+ + ≠ 1 3 5 0,c c c+ + ≠  2 3 6 0,c c c+ + ≠  

1 2 3 4 5 6 0,c c c c c c+ + + + + =  
3 1,c c= −  4 1c c= −  olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 1 3 6 2 3c c c c c c= + + + + +X X X X X X X X X X               (4.1) 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 
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( )

( ) ( )

2 2

1 1 2 2 1 4 2 4
1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 1 2 4

2 2 2 2

1 1 3 3 1 5 3 5 2 2 3 3 2 6 3 6
1 3 2 3

1 3 1 3 5 2 3 2 3 6

1 1 1
g

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c

 + + + +
= + + −   + + 

   + + + + + + + +
− −      + + + +   

X X X X X X

X X X X

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

( )

2 2

1 1 2 2 1 4 2 4
1 1 1 2

1 1 2 1 2 4

1 c c c c c c c c

c c c c c c

 + + + +
= −   + + 

M X X X , 

( )

2 2

2 2 3 3 2 6 3 6
2 2 2 3

2 2 3 2 3 6

1 c c c c c c c c

c c c c c c

 + + + +
= −   + + 

M X X X , 

( )

2 2

1 1 3 3 1 5 3 5
3 3 1 3

3 1 3 1 3 5

1 c c c c c c c c

c c c c c c

 + + + +
= −   + + 

M X X X  

 

olmak üzere 1 2 3= + +M M M M  olsun. Diğer taraftan 
2 2 2 2

i j i j i j= =X X X X X X  

eşitliği soldan iX  ile çarpılırsa 

 

2 2 2 2

i j i j i j i j= = =X X X X X X X X                  (4.2) 

 

yazılabilir. Böylece 
iM X , 1,2,3,i =  ifadeleri 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )

2 3 51 2 4
1 1 1 2 1 3

2 1

2

2 2 4 3 5 1 3 5 6 1 2 3 5 4 3 5 6

1 2 3

1 2 1 2 4

,

c cc c c

c c

c c c c c c c c c c c c c c c c c

c c c c c

++ +
= − +

+ + + + + + + + + +
−

+ +

M X X X X X X

X X X
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

2 4 5 3 4 3 6 2 3 4 4 5 6 1 2 3 6 2 3

1 2 3

2 3

2

3

2

2 6

2 2 3 61 4
2 2 1 2 2 3

2 3

,
c c c c c c c c c c c c c c c c c c c

c c c c c

c c cc c

c c

++ + + + + + + + +
−

+ +

+ ++
= + −

X X X

M X X X X X X

( ) ( ) ( )( )( )
( )

2 1 3 5 2 6
3 3 1 3 2 3

1 3

1 2 6 3 5 1 2 6 3 2 4 6

1 2 3

1 3 1

2

3 5

( )

c c c c c

c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c

+ + + + + + +
−

+ +

+ + +
= − +M X X X X X X

X X X

 

 

olarak bulunur. Yukarıdaki ifadeler, (4.2) eşitliği ve 1 2 3 4 5 6 0,c c c c c c+ + + + + =  

3 4 1c c c= = −  koşulları göz önüne alınırsa, 

 

2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3= + + − − −MX X X X X X X X X X                (4.3) 

 

bulunur. Benzer şekilde, 

 

2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3= + + − − −XM X X X X X X X X X                (4.4) 

 

olduğu görülür. Yine, (4.2) ve 1 2 3 4 5 6 0c c c c c c+ + + + + =  eşitliklerinden, 

 

( )1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 1 3 6 2 3c c c c c c= + + + + + =XMX X X X X X X X X X MX X ,            (4.5) 

( )2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3= + + − − − =MXM M X X X X X X X X X M               (4.6) 

 

eşitlikleri kolaylıkla görülür. Dolayısıyla, (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) eşitliklerinden X  

grup tersinirdir ve grup tersinin ifadesi M  şeklindedir.        � 

 

Teorem 4.2. 1,X  2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  ve birbirinden farklı 
2 2 2 2

i j i j i j= =X X X X X X  

ve
i j j i=X X X X , i j≠ , , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1,c  

2 ,c  { }3 \ 0 ,c ∈ℂ  4 ,c  5 ,c ∈ℂ  
4 0,i jc c c+ + ≠  5 0,i kc c c+ + ≠  ,k jc c= −  

4 ,jc c= −  

i j≠ , j k≠ , i k≠ , , , 1, 2,3,i j k =  olsun. Bu durumda, 



33 

4 5i i j j k k i j i kc c c c c= + + + +X X X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )

( )

2 2

4 4

4

2 2

5 5

5

1 1 1 i i j j i j

g i j k i j

i j k i j i j

i i k k i k
i k

i k i k

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c

 + + + +
 = + + −
 + + 

 + + + +
−  + + 

X X X X X X

X X

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

( )

( )

2 2

4 4

4

2 2

5 5

5

1 1 1 i i j j i j

i j k i j

i j k i j i j

i i k k i k
i k

i k i k

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c c

 + + + +
 = + + −
 + + 

 + + + +
−  + + 

M X X X X X

X X

 

 

olarak tanımlansın. Ayrıca, (4.2) ve ,k jc c= −  
4 jc c= −  eşitlikleri göz önünde 

bulundurulursa, 

 

2 2 2 2 2i j k i j i k j k i j k= + + − − − +XM X X X X X X X X X X X X  ,             (4.7) 

2 2 2 2 2i j k i j i k j k i j k= + + − − − +MX X X X X X X X X X X X X               (4.8) 

 

olarak bulunur. Yine (4.2) ve ,k jc c= −  
4 jc c= −  eşitlikleri göz önünde 

bulundurulursa, 

 

,=XMX X                     (4.9) 

=MXM M                   (4.10) 

 

olduğu görülür. Böylece, (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10) eşitliklerinden X  matrisinin 

grup tersinir olduğu ve grup tersinin M  şeklinde olduğu görülür.       � 
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Teorem 4.3. 1,X  2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2 2 2

i j i j i j= =X X X X X X  ve 

i j j i=X X X X , i j≠ , , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1,c  2 ,c  

{ }3 \ 0 ,c ∈ℂ  4 ,c ∈ℂ  
4 0,i jc c c+ + ≠  

1
( 3 ),

2
j i i
c i ic c= +  

1
( 3 ),

2
k i i
c i ic c= − − +  

4 ic c= − , i j≠ , j k≠ , i k≠ , , , 1, 2,3,i j k =  olsun. Bu durumda, 

 

4i i j j k k i jc c c c= + + +X X X X X X  

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )
2 2

4 4

4

1 1 1 i i j j i j

g i j k i j

i j k i j i j

c c c c c c c c

c c c c c c c c

 + + + +
 = + + −
 + + 

X X X X X X  

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

( )
2 2

4 4

4

1 1 1 i i j j i j

i j k i j

i j k i j i j

c c c c c c c c

c c c c c c c c

 + + + +
 = + + −
 + + 

M X X X X X  

 

olarak tanımlansın. (4.2) ve 
1

( 3 ),
2

j i ic i ic c= +  
1

( 3 ),
2

k i ic i ic c= − − +  4 ic c= −  

eşitliklerinden, 

 

2 2 2

i j k i j i k j k i j k= + + − − − +MX X X X X X X X X X X X X ,            (4.11) 

2 2 2

i j k i j i k j k i j k= + + − − − +XM X X X X X X X X X X X X             (4.12) 

 

elde edilir. Benzer şekilde, 

 

=XMX X ,                  (4.13) 

=MXM M                   (4.14) 
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bulunur. Dolayısıyla, (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) eşitliklerinden X  matrisinin grup 

tersinir ve grup tersinin M  şeklinde olduğu görülür.        � 

 

Teorem 4.4. 1X , 2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2 2 2

i j i j i j= =X X X X X X  ve 

i j j i=X X X X , i j≠ , , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1c , 2c , 

3c , { }4 \ 0 ,c ∈ℂ  ( )2 1 1

1
3 ,

2
c i ic c= +  ( )3 1 1

1
3

2
c i ic c= − − +  olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 3 4 1 2 3c c c c= + + +X X X X X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 4

1 1 1 1
g
c c c c

= + + +X X X X X X X
 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 4

1 1 1 1

c c c c
= + + +M X X X X X X

 

 

olarak tanımlansın. (4.2)’nin sağlandığı açıktır. (4.2) göz önüne alınarak =XM MX  

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca, ( )2 1 1

1
3

2
c i ic c= + , ( )3 1 1

1
3

2
c i ic c= − − +  

eşitlikleri ve (4.2)’den =XMX X  ve =MXM M  olduğu kolaylıkla görülür. 

Böylece X  grup tersinirdir ve grup tersi M  şeklindedir.        � 

 

Yukarıdaki dört teoremin ispatında, teoremin ifadesinde X  matrisinin grup tersi 

olduğu iddia edilen matris M  olarak alındı. Bu M  için grup ters koşullarının 

sağlandığı görüldü. Böylece teoremler ispatlandı. Aşağıdaki teoremlerde de aynı 

işlemler uygulanarak ispatları kolayca yapılabilir. Burada grup ters koşullarının 
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sağlanıp sağlanmadığı kontrol edilirken teoremlerdeki katsayı ve matrisler için olan 

ek koşulların da kullanıldığına dikkat ediniz. 

 

Teorem 4.5. 1,X  2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2

i j i j=X X X X  ve 

i j j i=X X X X , i j≠ , , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1c , 2c , 

{ }3 \ 0c ∈ℂ , ( )2 1 1

1
3

2
c i ic c= + , ( )3 1 1

1
3

2
c i ic c= − − +  olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 3c c c= + +X X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

1 2 3

1 2 3

1 1 1
g
c c c

= + +X X X X
 

 

şeklindedir.             � 

 

Teorem 4.6. 1,X  2 ,X  { }3 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
i j j i=X X X X  ve 

2 2

1 2 3 3,i j i j= = =X X X X X X X X  ,i j≠  , 1, 2,3,i j =  koşullarını sağlayan matrisler 

olsun. Ayrıca 1c , { }2 \ 0 ,c ∈ℂ  3c ∈ℂ  olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 3c c c= + +X X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )

2 2

1 1 2 2 1 3 2 3
1 2 3

1 2 1 2 1 2 3

1 1
g

c c c c c c c c

c c c c c c c

 + + + +
= + −   + + 

X X X X  

 

şeklindedir.             � 
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4.2.  İki Tripotent Matrisin Bazı Kombinasyonlarının Grup Tersleri 

 

Teorem 4.7. 1,X { }2 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2= =X X X X X X  ve 

1 2 2 1=X X X X  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1,c  { }2 \ 0 ,c ∈ℂ  3 ,c ∈ℂ  

1 2 3 0c c c+ + =  olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 1 2c c c= + +X X X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

1 2 3 1 2

1 2

1 1
g c
c c

= + +X X X X X
 

 

şeklindedir.             � 

 

Teorem 4.8. 1,X  { }2 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2= =X X X X X X  ve 

1 2 2 1=X X X X  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca 1,c  { }2 \ 0 ,c ∈ℂ  3c ∈ℂ  

olsun. Bu durumda, 

 

1 1 2 2 3 1 2c c c= + +X X X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

( )

2 2

1 1 2 2 1 3 2 3
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 3

1 1
g

c c c c c c c c

c c c c c c c

 + + + +
= + −   + + 

X X X X X

 

 

şeklindedir.             � 

 

Teorem 4.9. 1X , { }2 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 
1 2 2 1=X X X X  ve 

2 2

1 2 1 2=X X X X  

koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca { }1 \ 0c ∈ℂ  olsun. Bu durumda, 



38 

1 1 1 2c c= −X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

1 2

1 1

1 1
g
c c

= −X X X
 

 

şeklindedir.             � 

 

Teorem 4.10. 1,X  { }2 \T

n∈X 0ℂ  birbirinden farklı 2 2

1 2 1 2= −X X X X  ve 

1 2 2 1=X X X X  koşullarını sağlayan matrisler olsun. Ayrıca { }1 \ 0c ∈ℂ  olsun. Bu 

durumda, 

 

1 1 1 2c c= +X X X
 

 

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi, 

 

1 2

1 1

1 1
g
c c

= +X X X
 

 

şeklindedir.             � 

 



 

 
 
BÖLÜM 5. TARTIŞMALAR VE ÖNERİLER 

 

 

1c , 2c , { }3 \ 0c ∈ℂ , 4c , 5c , 6c ∈ℂ , { }1 2 3, , \T

n
∈X X X 0ℂ  olmak üzere 

1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 1 3 6 2 3c c c c c c= + + + + +X X X X X X X X X X  kombinasyonu göz önüne 

alınsın. Bölüm 4’te, bu kombinasyon ve bu kombinasyonun daha alt 

versiyonlarından oluşan kombinasyonlar için bazı koşullar altında grup tersin ifadesi 

ortaya koyuldu. Böylece, çalışmanın esas bölümü olan Bölüm 4’te on farklı teorem 

ifade ve ispat edildi. 

 

Bu çalışma hazırlanırken daha önce iki idempotent matrisin 

1 1 2 2 3 1 2 4 2 1 5 1 2 1 6 2 1 2 7 1 2 1 2c c c c c c c= + + + + + +X X X X X X X X X X X X X X X X X  biçimli 

kombinasyonunun grup tersinirliği problemini ele alan [17] çalışmasından 

esinlenildi.  

 

Bundan sonra bu kuadripotent, EP, vb. farklı özel tipli matrisler için oluşturulan 

çeşitli kombinasyonların grup tersinirliği problemleri ele alınabilir. 
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