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OZET

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Daralma Doniisiimii, 2—Metrik, b —Metrik, b, — Metrik

Bu ¢alismanin ilk kisminda daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim
ve teoremlere yer verildi. Ayrica sabit nokta teorisi Orneklerle ve Banach daralma
dontigiimiiyle bir biitiin olarak sunuldu.

Ikinci boliimde metrik uzaym bir genel hali olan ve ii¢ argiimana dayanan 2-—metrik
fonksiyonu ve 2-—metrik uzay yapist incelendi. Metrik uzaylara topolojik olarak denk
olmadig1 goriildii. Ayrica metrik uzaylardan daha genel bir yapiya sahip olan b—metrik
uzaylar ve yapilari incelendi. Bununla beraber 2—metrik uzay ve b—metrik uzayin bir
genellemesi olan b, —metrik uzaylar ve topolojik yapist incelendi.

Ugiincii boliimiin ilk kisminda f —daralma doniisiimleri ve yakin zamanda tanimlanan

F —daralma dontisimlerinin her ikisi kullanilarak elde edilen iki doniisiim igin ortak
sabit nokta teoremlerine ve sonuglarina yer verildi. Ayrica ikinci kisimda kismi siral
2—metrik uzaylarda rasyonel ifadeler igeren sabit nokta teoremleri ve sonuglari
incelendi.

Dordiincii boliimde Banach daralma doniisiimiine indirgenebilen Meir-Keeler daralma
dontigimleri incelendi. Yine 2—metrik uzaylarda rasyonel ifadeler igeren Meir-Keeler

daralma sartin1 saglayan doniisiimler igin sabit nokta teoremleri elde edildi.

Besinci boliimde A-—daralma déniisiimleri kullanilarak b, —metrik uzaylarda sabit nokta
teoremleri ispatlandi.

Son boliimde ise bazi genel sonuglara ve onerilere yer verildi.



FIXED POINT THEOREMS IN SOME GENERALIZED METRIC
SPACES

SUMMARY

Keywords: Fixed Point, Contraction Mapping, 2-Metric, b —Metric, b, — Metric

In the first part of this chapter, literature notices, some fundamental definition and
theorems which will be used in the later chapter were given. Besides, Fixed Point Theory
was presented as a whole with Banach contraction principle and examples.

In the second chapter, 2—metric space and structure, which is generalization of metric
space and based on three argument were examine. It has been seen that there was no
topologically equivalence to a metric space. Also, b—metric spaces and their structure,
which are more general from metric spaces were examine. At the same time b, —metric

spaces and their structure, which are a generalization both 2—metric and b—metric
spaces and their topological structure were examine.

In the first part of third chapter, by using both f —contraction mappings and

F —contraction mappings which recently started to be study, fixed point theorems and
results for two mappings were included. Also in the second part, theorems and results
which involving rational expression were presented in partially ordered 2 —metric spaces.

In the fourth chapter, Meir-Keeler contraction mapping which can be reduce Banach
contraction principle were examined. Again in 2—metric spaces, fixed point theorems
which satisfy Meir-Keeler contraction mappings involving rational expression were
obtained.

In the fifth chapter, some fixed point theorems were proved by using A-—contraction
mappings in b, —metric spaces.

In the last chapter, some fundamental results and suggestions were presented.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tanmm 1.1.1. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde tanimli, reel

degerli, negatif olmayan bir

d:XxX —>R"
(x,y)—>d(xy)

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

dl. Her x,y e X i¢in d(Xx,y)>0,
d2. Her x,y e X i¢in d(x,y)=0<x=Yy,
d3. Her x,y e X igin d (X, y) =d (y, X), (simetri 6zelligi)

d4. Her x,y,z e X igin d (X, y) <d (x, Z)+d (Z, y), (licgen esitsizligi).

Bu durumda d fonksiyonuna X uzayinda bir metrik, (X,d) ikilisine ise bir metrik

uzay denir [1].

Ornek 1.1.2. Vx,ye X igin d (X, y) :|x—y| seklinde tanimlanan d:RxR —R"

fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. Bu metrige mutlak deger (alisilmis, dogal, salt

deger) metrigi denir [1].



Ornek 1.1.3. R?’de

fonksiyonu bir metriktir ve bu metrige Euclid metrigi denir [1].

Ornek 1.1.4. X bos kiimeden farkl1 bir kiime olmak iizere ¥ X,y € X igin

0, x=yise

d(xy)= {1,

X#Y ise

ile tanimli d fonksiyonu X {iizerinde ayrik (diskre) metrik olarak tanimlanir [2].

Ornek 1.1.5. | = {X = x(n): Sup|xn| < ooy sinirlt diziler uzayr olmak iizere bu uzay

iizerinde tanimli d_ (X, y)=sup|x, —,| fonksiyonu bir metriktir [1].

Ornek 1.1.6. [a,b] kapali araligi {lizerinde tanimli, siirekli, reel veya kompleks

degerli fonksiyonlarin kiimesi C [a,b] olsun. Buuzay f,ge C[a,b] olmak {izere

d(f,g)=sup [ (x)-g(x)

Xe[a,b]
metrigi ile bir metrik uzaydir [2].

Tamm 1.1.7. (X,), X metrik uzayinda bir dizi olsun. V&>0 ve 3n,eN igin,
n>n, oldugunda d(x,,X)<¢ olacak sekilde n,(&)eN var ise (x,) dizisi xe X

noktasina yakinsaktir denir [2].



Bir dizinin yakinsakligi uzayda tanimlanan metrige ve i¢inde bulundugu uzaya

baglidir. Ornegin (X”):[lj dizisi X =R uzayinda verilen alisilmis metrige gore
n

0eX (n - oo) noktasina yakinsar. Fakat X = (0,1) uzayinda alisilmis metrige gore

dizinin limiti 0¢ X noktasidir. Bu durumda dizi yakinsak olmaz. Dolayisiyla bir

dizinin yakinsaklig1 dizinin bulundugu uzaya baglidir.

1
C[0,1] uzayr iginde d(X, y):_ﬂx(t)—y(t)‘dt,te[O,l] metrigi tanimlansin ve

0

x, =€, (neN) dizisi verilsin. Bu dizi igin

d(x,,0)= je‘”tdt =%(1—e‘”)—> 0,(n— )
0

Olur. Ayni dizi i¢in

_ _nt
dw(xn,o)—[ggﬁ‘e

:L(n —)oo)

dir. Buradan ise yakinsakligin uzayda tanimlanan metrige bagli oldugu goriiliir [3].

Tanmim 1.1.8. Bir (X,d) metrik uzayinda (Xn) bir dizi olmak {izere, ¥V £ >0 sayist
igin bir N (&) pozitif tamsayis;; m,n>N olan biitin m ve n pozitif tamsayilari
icin d(x,,x,)<é¢ olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi

denir.

Yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir. Metrik
uzayda alinan bir Cauchy dizisi sinirlidir ve bu dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa

kendisi de yakimsaktir [1].



Tamm 1.1.9. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzay

tam metrik uzay olarak adlandirilir [20].

Ornek 1.1.10. C[a,b] fonksiyon uzay: d( f,g)= sup ‘f (x)-g (X)‘ metrigine gore

Xe[a,b]

tam uzaydir [20].

Ornek 1.1.11. Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerinde alisilmis metrige gore tam

degildir [1].

Tamm 1.1.12. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay olsun. Eger her £>0 ve xe X
igin d(x,%)<5 iken p(T(x),T(x))<e olacak sekilde &(e,x)>0 varsa
T:X —Y fonksiyonu x, € X noktasinda siireklidir denir. Yani x e B(X,, &) iken

T(x)e B(T(XO),E) olacak sekilde & >0 sayisi bulunabiliyorsa T fonksiyonu bu

noktada stireklidir denir [2].

Tamm 1.1.13. (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olmak iizere bir T:X —Y
fonksiyonu verilsin. Eger her &£>0 i¢in d(X,X )< oldugunda p(Tx,Tx,)<¢

olacak sekilde sadece &’a bagl bir §=5(¢)>0 sayisi varsa T fonksiyonu x,

noktasinda diizgiin siireklidir denir [2].
Ornek 1.1.14. R ’de d (X, y) = |X— y| alisilmig metrigi i¢in

T:R>R
X —>Tx=sinXx

fonksiyonu R ’de diizgiin siireklidir.

Ornek 1.1.15. R *de d (X, y)=|x—y| alistlmig metrigi i¢in



T:-R->R

X—>Tx=x
fonksiyonu siireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir.

Teorem 1.1.16. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve T: X —Y bir fonksiyon olsun.

T fonksiyonunun bir x, € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
X, > X% =T (%,)>T(%) (n—>wx)
olmasidir.

Suirekli bir fonksiyon igin T(x,)—>T(X,) iken x, — X, ifadesi her zaman dogru
olmayabilir. Ornegin; d mutlak deger metrigi olmak iizere T :(R,d)—)(Rd)

fonksiyonu T (X) =x*>ve neN igin X, = (—1)n bi¢iminde verilsin. Bu durumda

T(x,)=1->T(1),(n—>x).

Fakat (x,) dizisi 1 noktasina yakinsak degildir [3].

Siirekli fonksiyonlar i¢in bagka bir karakterizasyon da asagidaki teoremle verilir.

Teorem 1.1.17. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve T : X —Y bir fonksiyon olsun,

T fonksiyonun siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Y uzaymda alinan her agik

yuvarin ters goriintiisiiniin X uzayinda agik olmasidir [2].

Tamm 1.1.18. X bos olmayan bir kiime ve 7, X ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger,



i. X, Der;
ii. 7 yaait sonlu sayida kiimenin kesisimi yine 7 Yya ait;

lii. 7 ’daki herhangi sayida kiimenin birlesimi yine 7 Yya ait;

sartlar1 saglaniyorsa 7’ya X igin bir topoloji ve (X,r) ikilisine de topolojik uzay

denir [2].

Tamm 1.1.19. X bir topolojik uzay ve xe X olsun. X ’in bir K, alt kiimesi, U,
topolojinin eleman1 olmak tizere X €U, < K, olacak bigimde varsa X noktasinin bir

komsulugu adin1 alir. X noktasinin bir agik komsulugu ise bu noktay1 i¢ine alan bir

acik kiimeden ibarettir [2].

Tamm 1.1.20. (X,7) topolojik uzaynda Ac X olsun. Bir ae A noktas igin

aeU c A olacak sekilde bir U ez varsa a noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi

denir [2].

Tamm 1.1.21. X topolojik uzayinda Ac X kiimesinin i¢ noktalarinin olusturdugu

kiimeye bu kiimenin i¢gi denir ve A’ ile yada int A ile gosterilir [2].

Tamm 1.1.22. X topolojik uzaymm bir Ac X kiimesini i¢ine alan tiim kapali

kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanisi denir ve A ile gosterilir [2].

Tanmm 1.1.23. (X,r) topolojik uzayinda bir Ac X kiimesinin kapali olmasi i¢in

gerek ve yeter sart A= A olmasidir [2].

Tamim 1.1.24. X bir topolojik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger her
teR igin, T’l(—oo,t) kiimesi X topolojik uzayinda agik ise, T fonksiyonuna X
tizerinde iistten yart siirekli fonksiyon denir. Eger (—T) fonksiyonu iistten yari

stirekli ise, bu durumda T fonksiyonuna alttan yari siirekli bir fonksiyon denir [2].



Tammm 1.1.25. T:X —Y bir fonksiyon olsun. Vx,yeX igin X<y iken
T(x)=T(y)(T(x)<T(y)) ise T fonksiyonuna X te artmayan (nonincreasing),

(azalmayan(nondecreasing)) fonksiyon denir [2].
Tanimm 1.1.26. X bos kiimeden farkl1 bir kiime ve F bir cisim olsun.

+: XxX > X FxX > X
d(x,y)—>x+y (A,X) > A.x

ikili iglemleri V o, f€F ve V x,y,z€ X igin

. X+y=Yy+X
i, x+(y+z)=(x+y)+z
. VX yeX igin Xx+e=e+Xx=Xx olan bir ee X vardir.
iv.  VxyeX i¢in x+(—x)=(—x)+x=e olan bir (-x)e X vardur,
v. 1x=x
Vii  a(x+y)=ax+ay
Vii. a+fB).Xx=ax+px

(
(a.B)x=a.(BX)

viii.

sartlarimi sagliyorsa (X,+,-) tcliisiine [ cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi)

denir [2].
F=R ise X ’ereel vektor uzayi, F=C ise X ’e kompleks vektor uzay: adi verilir.

Tamm 1.1.27. X, F cismi (F =R veya I =C) iizerinde bir lineer uzay olsun.

l: X >R

x— x|



fonksiyonu V x,y e X ve V a € X igin,

i. |X|=0=x=0,
i Jlox| =le|X],

i [x v <[] +{v]

sartlarmi sagliyorsa ||| fonksiyonuna X iizerinde norm, (X.|||) ikilisine de normlu

uzay denir [2].

X Tlzerindeki bir norm, X iizerinde X,y e X olmak iizere

d(xy)=[x-y]

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik norm tarafindan tiretilen metrik olarak
adlandirilir. Bir vektor uzay:r {izerindeki her metrik bir normdan indirgenmez. s

uzay1 (tiim smirh veya sinirsiz kompleks terimli diziler uzay1) bir vektdr uzayidir.

X:(gj) ve y:(nj) olmak tizere

21 Jg-my)

d(x,y)= j=1§1+‘§,- _’71‘

ile tanimlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen d metrigi

V X,y,ae X ve V a skaleri i¢in
d(x+a,y+a)=d(xy) ve d(ax.ay)=|ald(x,y)

ozelliklerini gercekler [2].



Tamm 1.1.28. Bir normlu lineer uzayda alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Banach uzayi denir [2].

X normlu uzaymin reel veya kompleks olusuna gore Banach uzayi reel veya

kompleks Banach uzay1 olarak adlandirilir.

n 2
Ornek 1.1.29. R" Euclid uzay: ||x|= [Z‘gj‘zj normu ile bir Banach uzayidir [20].
1

Tamm 1.1.30. C[a,b]z{x‘x:[a,b]—>RsUreinfonksiyon} uzayi; j=[a,b] olmak

|X||=n;|ax‘x(t)‘ normu ile Banach uzayidir. Fakat j=[0,1] alindiginda
ej

uzere,

t
C[0,1] uzay: ||X||:HX(t)‘ dt ile tammlanan norm altinda tam uzay degildir,
0

dolayisiyla bir Banach uzay1 degildir [20].

Tamm 1.1.32. X, F cismi iizerinde tanimlanan bir vektor uzayr olsun ve X
iizerinde bir topoloji 7 ile verilsin. (X,z) topolojik uzayma gore lineer uzay

islemleri siirekli ise yani o € F ve her x,y e X igin

i.  Skalerle garpma islemi, yani (a, X) — a.X stirekli,

ii.  Vektorlerin toplama iglemi, yani (X,y)— x+y siirekli

ise X uzayma bir topolojik vektor uzay: yada lineer topolojik uzay adi verilir [1].
1.2. Banach Daralma Déniisiimii Prensibi ve Sabit Nokta Kavramm

Metrik uzayda en ilgi ¢ekici ve ¢ok sayida uygulama alanina sahip olan bazen de
Banach daralma doniistimii olarakta adlandirilan Banach sabit nokta teoremi sabit
nokta teorisi i¢in bir temel teskil eder. Bu teorem tamlik kavramimnimn TX=X
denkleminin ¢6ziimiiniin varligindaki 6nemini gosterir. Ayrica bu teorem ¢oziimiin

varligimi garanti eden bir metod saglar. Bu teorem reel analiz, sayisal analiz, adi
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diferansiyel denklemler ve integral denklemlere uygulanmalari olmasi bakimindan

fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahiptir.

Tamim 1.2.1. X bos kiimeden farkli bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
Tx =X

esitligini saglayan X € X noktasima T ’nin bir sabit noktasi denir [4].

Bu durumda xe X olmak tizere Tx=X denkleminin ¢6ziimii, T ’nin bir sabit

noktasidir ve T doniisiimiiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi
F(T)={xeX: Tx=x}
ile gosterilir [4].

T:X —> X ile tamimlanan bir T fonksiyonunun herhangi bir sabit noktasi

olmayabilir veya tek sabit noktasi olabilir ya da birden fazla sabit noktasi olabilir.

Ornek 1.2.2. X =R olsun. a= 0 olmak iizere Tx=a+ X ile tanimlanan T ;R — R

Oteleme (translation) fonksiyonun sabit noktas1 yoktur [20].

Ornek 1.2.3. 0< 0 <27 igin
cos@ —sind || x
T(xy)=| .
sind cosé ||y

ile verilen T :R* - R* donme (ratation) fonksiyonun yalniz bir sabit noktasi vardir

ve bu nokta (0,0) € R? noktasidir [20].

Ornek 1.2.4. {(X 0):xe ]R} kiimesinin her bir elemani
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T(xy)=(x-y)

ile tantml1 T : R?> - R? yansima (projection) fonksiyonun sabit noktasidir. Yani T

fonksiyonunun sonsuz ¢oklukta sabit noktas1 vardir [20].

Banach sabit nokta teoremi, belirli doniisiimlerin sabit noktalar1 i¢in varlik ve teklik
teoremi olup, uygulamaya yonelik problemlerin ¢oziimiinde sabit noktaya en iyi
yaklasimi elde etmek i¢in inga esasina dayanan bir islem yontemidir. Bu isleme
iterasyon ad1 verilir. Iterasyon islemleri, uygulamali matematigin hemen hemen tiim
dallarinda kullanilir ve yakinsaklik ispatlari ve hata tahminleri, genellikle Banach

sabit nokta teoreminin uygulamasi yardimiyla elde edilir.

Tamm 1.2.5. X herhangi bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir

Xe X i¢in
T (x)=T(T"(x))
olarak T"(x) tammlandiginda buna, T altindaki X ’in n. iterasyonu denir [4].

T : X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir.

i F(T)cF(T")dir

ii.  Keyfibir neN igin F(T")={x} ise, F(T)={x} dur.

Fakat ii. sartinin tersi her zaman dogru degildir. (")rnegin; T: {1, 2, 3} - {1, 2, 3}
doniisimi T (1) =3, T (2) =2 ve F (3) =1 olarak tanmimlanirsa, F (Tz) = {1, 2, 3}

oldugu halde F(T)={2} dir.
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Tamm 1.2.6. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,y € X igin,
d(Tx,Ty)<kd(x,y) (1.1)

olacak sekilde bir k >0 sabiti varsa, T ’ye X iizerinde bir Lipschitzian doniisiimii
adi verilir. (1.1) esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigliik k degerine
de Lipschitz sabiti denir.

Yukaridaki tanima gore her T Lipschitzian doniisiimii diizgiin siireklidir. Ciinkii, her

&>0 icin d(x,y)<5=§ = kd(x,y) <6 =¢ oldugundan

d(Tx,Ty)<kd(x,y)

<k£:g
k

yazilir. Yani T Lipschitzian doniisiimii, tanimli oldugu kiime {iizerinde diizgiin

sureklidir.

Ornek 1.2.7. X =R, d(x,y)=[x-y| ve T:R—>R, Tx=x olsun. Bu durumda,
d(Tx, Ty) =[3x—3y|=3|x—y|=3d(x,y), (k=3)
dir ve k>3 i¢in T Lipschitz sartin1 saglar.

Tanim 1.2.8. (X , d) bir metrik uzay ve T : X — X bir Lipschitzian doniisiim olsun.

Eger (1.1) esitsizligi ke[0,1) olmasi durumda saglaniyorsa T ’ye daralma

doniistimii veya biiziilme doniisiimii (contraction) denir [20].

Ornek.1.2.9. T:R® —» R? doniisiimii
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f 1 2 . 3
(x)= 008X, 28I X, 7 %

ile tanimlansin. R® iizerinde tammlanmis alisilmis metrige gore her bir
X=(X, %, %) Ve y=(¥,Y,,Y;) igin d(TX,Ty)Sgd(X, y) saglamir. Yani T, R®

tizerinde bir daralma doniisiimidiir.

Ornek.1.2.10. X ={xeQ:x>1} kiimesi iizerinde T:X —>X  doniisiimi

TX=(EJ+(EJ ile wverilsin. R ’deki alisilmis metrige gore V X,ye X igin
X X

d (TX,Ty) S%d (X, y) saglanir, yani T bir daralma déniisiimiidiir fakat higbir sabit
noktasi yoktur.

Ornek.1.2.11. Tx=x ile tammli T:R —R fonksiyonunu géz 6niine alalim. Bu

durumda
[Tx=Ty|<|x-Y|

esitsizligi saglanir. Biitiin X € R noktalar1 T doniisiimiiniin sabit noktalaridir.

Yukaridaki orneklerden de goriilecegi gibi her daralma doniisiimiiniin sabit noktasi
olmasi gerekmez ya da Ornek 1.2.12°de oldugu gibi bir doniisiimiin birden fazla sabit

noktasi olabilir.
Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daralma doniisiimleri sabit noktaya sahip
olmasi gerekmez. Ornegin; X =(0,1] uzayl mutlak deger metrigi ile tanimlanan

.. X .
T:X — X doniisimii i¢in TX = 3 olsun. Bu T doniistimii bir daralma dontistimudiir,

fakat sabit noktasi yoktur.
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Lipschitz kosulunu saglayan her doniisim diizgiin siirekli oldugundan daralma
doniistimleri de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daralma

doniistimii de olamaz. Buna karsin T daralma doniisiimii olmasa bile, herhangi bir n

icin T" daralma doniisiimii olabilir.

Ornek 1.2.12. T :[0,2] >[0,2] déniisiimii

bi¢ciminde verilmis olsun. T doniisimii X =1’de siireksizdir. Bu nedenle daralma

dontigiimii degildir. Diger taraftan, T? :[0,1] - {O} , T>x=0 olup T? bir daralma
dontigimidiir. Ayrica x=0, T %’nin tek sabit noktasidir.

Teorem 1.2.13. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X tam metrik uzayve T: X — X
bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T doniisiimii X uzayinda bir tek sabit

noktaya sahiptir [20].

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun.

X =TXg, X, =TX =T Xy, o0, X, =TX , =T"Xg, ... (1.2)
bi¢ciminde tanimli {Xn} dizisi gbz oniine alinsin. Bu durumda her ne N igin

X

d(x )=d (Tx, . TX,)

.Sad(x X,)

n?! *n+l

n-1'"n

<a'd (X, %),

olur. Buradan m,neN ve m>n i¢in
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d (X, %, ) < d (X, X0 ) Fd (Xqs Xy ) F ot (X X))

n!' *'m n? *n+l

<ad (X, %)+ a"d (X, % )+ ™ (X5, %)

:[a” +a”*1+...+am*l]d (%o %)

bulunur ki bu {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

limx, = zolacak bigimde bir z € X noktasi vardir. Ayrica T siirekli oldugundan

N—o0

z=limx ,=limTx, =T limx, =Tz

nN—o0 nN—o0 nN—o0

elde edilir ki bu, T donisiimiiniin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi

we X noktast T ’nin bagka bir sabit noktasi ise
0<d(z,w)=d(Tz,Tw)<ad(z,w)<d(z,w)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Yani T ’nin sabit noktas1 tektir. Boylece ispat tamamlanir.

Banach sabit nokta teoreminin uygulanmasi istenen durumlarda T doniisiimii bir

(X , d) tam metrik uzaymin tamam tizerinde bir daralma olmayabilir; fakat sadece
X ’in bir Y alt kiimesi tizerinde bir daralma olabilir. Eger Y alt kiimesi kapal1 ise

(Y,d‘Y) tamdir. Bunedenle T, Y den Y igine tanimli bir doniisiim ise Banach sabit

nokta teoremi uygulanabilir. Bununla ilgili pratik bir sonug¢ asagida verilmistir.

Teorem 1.2.14. (Bir Yuvar Uzerinde Daralma) T, bir X tam metrik uzayindan
kendi i¢ine bir doniisim olsun. T kapali bir Y :{XGX :d(x, xo)sr} yuvarl
tizerinde bir daralma olsun. Ayrica, 0 <a <1 olmak {izere d(XO,TXO)<(1—a)r

olsun. Bu durumda (1.2)’de tanimlanan iterasyon dizisi, bir xeY noktasina

yakinsar. Bu nokta T doniistimiiniin Y ’deki tek sabit noktasidir [5].
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Teorem 1.2.15. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olmak iizere

bir meZ igin

T"=ToTo..eT (mdefa)

bir daralma doniisiimii ise, T, X uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir [6].
1.3. Daralma Déniisiim Cesitleri ve Ozellikleri

Tanmm 1.3.1. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Her

X,ye X ve X#Y igin
d(Tx,Ty)<d(x,y)
ise T ’ye kesin daralma (contractive) doniisiim denir [4].

Ornek 1.3.2. X =R, d(x,y)=|x-y| ve T:R—>R, Tx=1+In(1+e*) olsun. T

dontisiimii kesin daralma olup daralma degildir. Ciinkii

oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla T'(c) <1 olur. Yani,
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olarak bulunur.

Tamim 1.3.3. (X,d ) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her X,y e X

i¢in,

d(Tx,Ty)<d(x,y)

ise T ’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [4].

Ornek 1.3.4 X =R ve X mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T R>R
X—=>Tx=x+1

olsun.

d(Tx, Ty) =|x+1-y-1=|x—y|=d(x,y)

saglanmis olur. Boylece T bir genislemeyen doniisiimdiir fakat daralma ya da kesin

daralma doniisiimii degildir.

Yukarida tanimlanan dontisiimler goz Oniine almarak asagidaki gerektirmeler

yazilabilir [3].
T daralma =T kesin daralma = T genislemeyen = T Lipschitzian.

Fakat ters gerektirmeler her zaman dogru degildir.
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Tamm 1.35. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,ye X ve a>1 i¢in

d(Tx,Ty)<ead(x,y)

ise T ’ye genisleyen (expansive) doniisiim denir [4].
Tamm 1.3.6. X bostan farkli bir kiime ve <, X ’te bir bagint1 olsun. Eger

I.  Her xe X i¢in X< X (yansima &zelligi),
ii. X<yVey=<xise x=Yy (ters simetri o6zelligi),

. Xx<yvey=<zise x<z (gegisme ozelligi),

sartlarini sagliyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 denir.

X ’te kismi siralama bagintis1 tanimlanmigsa X e kismi sirali kiime denir. Eger

kismi sirali bir kiimede X,y elemanlart icin X<y veya y < X sartlarindan en az biri

gerceklenirse X ve y elamanlarina karsilastirilabilir eleman denir.

Tanim 1.3.7. (X,<) ikilisi kismi1 sirali bir kiime olsun. X ’in bir A alt kiimesinin

1yl siral bir kiime olabilmesi i¢gin A kiimesinin her iki elemanin karsilastirilabilir

olmas: gerekir.

Tanmm 1.3.8. Eger her X,ye X i¢in x<y iken Tx<Ty ise T donisimiine

azalmayan (nondecreasing) doniisiim denir.

Tamm 1.3.9. (X,—<) kismi sirali bir kiime olsun. T,S: X — X doniisiimleri her

x € X i¢in asagidaki sartlar1 saglasin:

i. Tx=<STx
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il. Sx < TSx

Bu durumda (S,T) ikilisine zayif artan (weakly increasing) doniisiimler denir [11].
Tamm 1.3.10. (X,d) tam metrik uzay ve T : X — X bir déniisiim olsun.

Her £>0 i¢in e<d(X,y)<e+5(e)=d(Tx,Ty)<e olacak bigimde en az bir

o >0 sayis1 var olsun.

Bu taktirde T donilisiimiine Meir-Keeler daralma dontistimii adi verilir [13].

Tamm 1.3.11. «:R® - R, ii¢ degerli fonksiyonlarin bir A sinifi asagidaki sekilde

tanimlansin.

i.  « surekli olsun,
ii. Her x,yeR, i¢in y<a(x,Xxy), y<a(xyx) veya y<a(y,xX)
ifadelerinden herhangi biri saglansin. Bu durumda y <kx olacak bigimde

k €[0,1) vardr.

Tamm 1.3.12. (X,d) tam metrik uzay olsun. T : X — X déniisiimii baz1 & € A igin

asagidaki ifadeyi saglasin;
d(Tx,Ty)<a(d(xy).d(x,Tx),d(y,Ty)).

Bu taktirde T ’ye bir A—daralma doniisiimii ad1 verilir [7].
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1.4. f —Daralma Déniisiimleri

Tamm 1.4.1. (X,d) bir metrik uzay ve f,T:X — X iki déniisiim olsun. Eger

V X,y e X igin 0<Kk <1 olmak lizere
d(fTx, fTy) <kd( fx, fy)
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine bir f —daralma doniistimii adi verilir [24].

f =1 (1 birim donilisiim) alinirsa daralma ve f —daralma doniisiimleri denk olur.

f —daralma dontigiimlerinin daralma doniigiimii olmas1 gerekmez.

Ornek 1.4.2. X = (0, oo) uzayt mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T:X > X FiX—>X
x—>Tx=px, (B>1) X fx=2%

21

X (a eR)

olarak tanimlansin.

(04

o
d(fTX, ny)= W—W

s%|fx—fy|, (%aj

oldugundan T doniisiimii bir f —daralma doniistimiidiir, fakat

d(Tx, Ty) =|8x-By|= B|x-y|. (B>1)

oldugundan daralma doniisiimii degildir.
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Ornek 1.4.3. X = [O, oo) uzayl mutlak deger metrigi ile donatilmig olsun.

T:X—>X f: X—>X
X —Tx=2x+1, x— fx=e7%,

olarak tanimlansin.

d(fTx, fTy)= ‘efz“ —efzy*l‘ - %‘ex +e’yHe’X —e’y‘ < S‘ex —e’y‘ = §| fx - fy|,

oldugundan T doniistimii bir f —daralma doniistimidiir [24].

Tanim 1.4.4. (X,d) bir metrik uzay ve f,T:X — X iki doniisim olsun. Eger

vV X,ye X ig¢in
d(fTx, fTy) <d( fx, fy)
esitsizligi saglaniyorsa T donilisiimiine f —kesin daralma doniistimii adi verilir [24].

Her f —daralma doniisiimii bir f —kesin daralma doniistimidiir fakat tersinin dogru

olmasi gerekmez.
Ornek 1.4.5. X = [l,oo) kiimesi tizerinde d (X, y) :|X— y| metrigi verilsin.

T:X—>X f: X—>X

x = Tx =X, x— fx=x,

doniistimleri tanimlansin. T bir f —doniisimi degildir, fakat f —kesin daralma

doniistimiidiir. Clinkii;
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d( fTx, fTy)=|fTx— fTy| :‘\/;—\/ﬂ <|x=y|=|fx—fy|
oldugundan T, f —kesin daralma donigiimiidir [24].

Tamm 1.4.6. (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir déniisiim olsun. Her (y,)
dizisi igin, (fyn) yakinsak iken (yn) yakinsak bir alt diziye sahipse,

f — dontistimiine alt dizisel yakinsaktir denir [24].

Teorem 1.4.7. (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bire-bir, siirekli ve alt dizisel

yakinsak bir doniisiim olsun. Bu durumda her T:X — X siirekli ve f —daralma

dontisimii, X uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, f dizisel yakinsak ise

her bir X, € X igin {T"X,} iterasyon dizisi sabit noktaya yakinsar [24].

Tamim 1.4.8. X bir normlu uzay ve f:X — X bir doniisiim olsun. Her xe X ve

baz1 k>0 degeri igin
| £2x— B <k| fx—x]
oluyorsa f —doniisiimiine k tipinden bir Banach operatérii denir [21].

Tamm 1.4.9. X bir normlu uzay ve =M < X olsun. f,T:X — X doniisiimleri
verilsin. Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa (f,T) ikilisine Banach

operator ¢ifti denir [21].

i.  f[F(T)]<F(T),
ii. Herbir xeF(T) i¢in Tfx = fx,
iii.  Herbir xe F(T) igin Tfx = fTx,

iv.  Bazi k20 degerleri igin || fTx—Tx| <k |Tx—x| dir.
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1.5. F —Daralma Doniisiimleri

F = {F FIR, —>R} ailesi verilsin. F dontisiimii asagidaki sartlari saglar.

(F1)  F kesin artandir, yani her o, fe R, i¢in o < f iken F (a) <F (,B) dir.
(F2)  Pozitif sayilarin her {an} dizisi i¢in lima, =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—o0

limF (a,)=—o0 olmasidur.

N—o0

(F3)  lim &“F () =0 olacak sekilde bir k €(0,1) vardir [8].

a—0"

Tamm 1.5.1. (X,d) metrik uzay ve T:X — X bir déniisiim olsun. d(Tx,Ty)>0

sartin1 saglayan her X,y € X igin

7+ F(d(Tx,Ty))<F(d(x,y)) (1.3)

olacak sekilde bir 7 >0 sayisi varsa T doniisiimiine bir F —daralma doniisiimii adi

verilir [8].

Asagida 7 ailesine ait bazi 6rnekler verilmistir. Bu 6rnekler yardimiyla literatiirde
bulunan bazi daralma doniisiimlerinin bir F —daralma doéntisimii  olduklari

goriilebilir.

Ornek 1.5.2. F:R, > R déniisiimii Fl(a) =Ina olarak tanimlansin. Bu durumda
F €7 oldugu agiktir. T:X — X bir F —daralma déniisiimii ise bu durumda

d (TX,Ty) >0 sartin1 saglayan her X,y € X ve Tx=Ty i¢in

d(Tx,Ty)<e™d(x,y)
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saglanir. Ayn1 zamanda Tx =Ty sartin1 saglayan X,y e X ig¢in de (1.3) esitsizligi
saglanir. Yani T donisimii o =€ olmak iizere bir Lipschitz doniistimidiir.

a=e" <1 oldugundan T bir daralma doniisiimiidiir. Dolayisiyla her daralma

doniisimi F, — daralma doniistimiidiir [8].

Ornek 1.53. F,:R, >R doniisiimii F(a)=Ina+a olarak tanimlansin. Bu
durumda F, €. oldugu agiktir. T:X — X bir F,—daralma doniisiimii ise bu

durumda d (Tx,Ty) >0 sartin saglayan her X,y € X Tx=Ty i¢in

d (TX!Ty) ed(Tx,Ty)—d(x,y)

<e’*’
d(x,y)

saglanir [8].

Ornek 1.5.4. F,:R, > R doniisimii F,(a)= 2 olarak tanimlansim. Bu durumda

Jo

F,e.# oldugu agiktir. T:X — X bir F,—daralma déniisiimii ise bu durumda

d (Tx,Ty) >0 sartin1 saglayan her X,y € X ve Tx=Ty i¢in

d(Tx,Ty)<

d(xy)

1
(l+n/d (x, y))2

esitsizligi saglanir. Burada d(Tx,Ty)<ea(d(x,y))d(x,y) tipindeki lineer olmayan

daralma doniisiimiiniin 6zel bir hali elde edilir [8].

Ornek 1.55. F,:R, >R doniisiimii F, (a):ln(a2+a) olarak tanimlansin. Bu

durumda F, e .~ oldugu acgiktir. T:X — X bir F, —daralma déniisiimii ise bu

durumda d (TX,Ty) > 0 sartin1 saglayan her X,y € X ve Tx=#Ty i¢in



25

d (T, Ty)(d(Tx, Ty)+1) o
d(xy)(d(xay)+1)

saglanir [8].

Not 1.5.6. (F1) ve (1.3)’den her F —daralma doniisiimii, bir kesin daralma

doniisiimiidiir. Yani T bir F—daralma ise, d(Tx,Ty)>0 sartini saglayan her

X,y e X ig¢in
d(Tx,Ty)<d(x,y)
olur. Boylece her F —daralma doniistimleri siirekli dontistimlerdir [8].

Not 1.5.7. F,F, e olsun. Eger her >0 i¢in F(a)<F,(a) ve G=F,—-F
azalmayan bir doniistim ise bu durumda her F, —daralma doniisiimii bir F, —daralma
doniisiimiidiir. Gergekten Not 1.5.6°dan d(Tx,Ty) >0 sartin1 saglayan her X,y e X ,

Tx#Ty icin
G(d(Tx,Ty))<G(d(xy))
olur. Boylece d (TX,Ty) >0 sartin1 saglayan her X,y € X, Tx#Ty i¢in

r+F, ((TxTy)) =7+ R ((TxTy))+G(d (Tx,Ty))
<F((xy))+6(d(xy))
=R ((x y))

elde edilir [8].
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2012 yilinda D. Wardowski, F —daralma doniisiimlerini kullanarak asagidaki

teoremi elde etmistir.

Teorem 1.5.8. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir F—daralma doniisiimii
olsun. Bu taktirde T doniisimii X uzayinda bir tek z sabit noktasina sahiptir.

Ustelik her bir x, € X igin {T”XO} iterasyon dizisi z noktasina yakinsar [8].

Tamm 1.5.9. (X,d) metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger F e 7~

ve d (TX,Ty) > 0 sartin1 saglayan her X,y € X igin

M(x,y)= maks{d (x,y),d(x,Tx),d (y,Ty),%[d (x,Ty)+d (y,Tx)]}

olmak tizere
7+F(d(TxTy))<F(M(xy))

olacak sekilde bir 7 >0 sayis1 varsa T ’ye Ciric tip genellestirilmis F —daralma

dontigiimii denir [28].

Tamm 1.5.10. (X,d) tam metrik uzay ve T,S: X — X tanimli iki doniisiim olsun.

Tx=Sx=Xx olacak sekilde xe X noktast varsa X noktasma S ve T

doniisiimlerinin ortak (common) sabit noktasi denir.

F(T)z{XeX:TX:X}, F(S)z{XeX:SX:X} olmak T{izere F(T)mF(S)

kiimesi T ve S doniistimlerinin ortak sabit noktalarin kiimesidir.



BOLUM 2. BAZI GENELLESTIRILMIS METRIK UZAYLAR

Bu boliimde 2 —metrik uzay yapist ve 2—metrik uzaylarla ilgili tanim, teorem ve
orneklere yer verilmistir. Ayrica kismi sirali 2—metrik uzaymin yapisi incelenmistir.
Bununla birlikte metrik uzaydan daha genel olan b —metrik ve daha sonra 2—metrik

uzay ile b—metrik uzaymn genellestirmesi olan b, —metrik uzaymn yapisal ve

topolojik ozelliklerine yer verilmistir.
2.1. 2—Metrik Uzaylar ve Yapilari

Tanim 2.1.1. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Bu kiime {izerinde tanimli, reel

degerli, negatif olmayan bir

o XxXxX >R,
(x,y,2) >d(x,y,z)

fonksiyonu asagidaki sartlart saglasin:

i. Birbirinden farkli her Xx,yeX i¢in Oyle bir ze X vardir 6yle ki
o(x,y,2)=0 olur.
ii. X Y,Ze X noktalarindan en az ¢ tanesinden iki tanesi birbirine esit ise
o(x,y,z)=0 olur.
iii. Her x,y,ze X igin
o(xy.z2)=0(xz,y)=0(y.x2)=0(y,z,x)=0(z,X,¥)=0(Z,¥,X)
(Simetri 6zelligi).

iv. Her x,y,z,te X igin
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o(x,y,2)<o(xyt)+o(xzt)+o(y,zt), (Dikdortgen esitsizligi).

Bu durumda o fonksiyonuna X uzaymnda bir 2—metrik, (X,o) ikilisine ise bir

2 —metrik uzay denir [23].

Tamim 2.1.2. m uzaym boyutunu gostermek iizere m=>2 sonlu boyutlu her Euclid

uzay1 2—metrik uzaylarda

1
a a 1)
a(a,b,c):% _Zbi b, 1
i<j
c ¢ 1

i ]
ile birlikte bir Euclid metrigi tanimlar.

Yukaridaki tamimda a,b, ve ¢, swasiyla a,b ve c’nin koordinatlaridir. Bu

2—metrik uzay:r Euclid 2—metrik uzay1 olarak adlandirilir.

2—metrik uzay igin iyi tanmimlanmis topolojiler vardir. Her £>0 sayist igin

a(a,b,c)<g olacak sekilde X ’teki tiim ¢ noktalarinin Ug(a,b) birlesimlerinin

kiimesi olarak X ’teki iki a ve b noktalarinin &—komsulugunu tanimlansin. B

kiimesi X ’teki a ve b keyfi noktalarinin sonlu sayida & —komsuluklarinin

ﬂ(UE (ai,bi)) tiim kesisimlerinin kiimesi olsun. Bu durumda X ’teki iki noktanin

i1 '
tim & —komsulugu bu topoloji i¢in bir alt taban olustururken, B kiimesi de X
2—metrik topolojisi i¢in bir taban olusturur. Bu topoloji dogal topoloji ya da

2 —metrik tarafindan tiretilen topoloji olarak adlandirilir [29].

Tanmim 2.1.3. (X,0) bir 2—metrik uzay ve a,be X, r >0 olsun.
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B(a,b,r):{XEX :d(a,b,r)<r}
kiimesine r yarigaplt a ve b merkezli 2—yuvar denir [23].

Tanim 2.1.4. (Xn) , (X , 0) 2 —metrik uzayinda bir dizi olsun. V&>0 ve I3n,eN
i¢in, n>n, oldugunda her ae X i¢in o(x,,x,a)<e olacak sekilde n,(&)eN

varsa (Xn) dizisi x € X noktasina yakinsaktir denir [23].

Tamm 2.1.5. Bir (X,0) 2-metrik uzayinda (x,) bir dizi olmak iizere, V &>0
sayist igin bir N(&) pozitif tamsayisi; mn>N olan bitin m ve n pozitif
n?! ™ m?

tamsayilar1 ve her ae X igin a(x X a)<8 olacak sekilde bulunabiliyorsa bu

diziye bir Cauchy dizisi denir [23].

Tanim 2.1.6. (X , G) 2 —metrik uzayinda da eger her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzay tam 2 —metrik uzay olarak adlandirilir [23].

Not 2.1.7. Tam 2-—metrik uzayda yakinsak bir dizi Cauchy dizisi olmas1 gerekmez.
Bu asagidaki 6rnekle gosterilebilir [10].

Ornek 2.1.8. X:{Oléél} olmak tzere J:XxXxX—>[0,oo)
n

fonksiyonu asagidaki bigimde tanimlansin:

1, egerX, Y,z birbirinden farkl ve bazi n e Z" igin {E , L} < {x,y,z}

o(xy,2)= n n+l

0, diger durumlar
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Bu durumda (X,o’) bir tam 2—metrik uzaydir. {1} dizisi 0 noktasmna yakinsar.
n

Fakat {1} dizisi Cauchy dizisi degildir. Yani 2 —metrik uzayda bir dizi yakinsak ise
n

Cauchy dizisi olmasi gerekmez [10].

Not 2.1.9. (X , a) 2 —metrik uzayinda o siirekli oldugu zaman her yakinsak dizi bir

Cauchy dizisidir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Asagida bu ifadenin tersinin

dogru olmasi gerekmedigi bir 6rnekle gosterilmistir.
Ornek 2.1.10. X ={a} u{an| n=12, } u{b} L {bn|n =12, } olmak tizere

a=(10), b=(01), an:(1+%,0j ve bn:(o,%j (n=1,2..), olsun.

O XXxXxX > [O, oo) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin:

1, egerbazineN i¢in {x,y,z} ={a,.b,,a} veya {a,,b,,b}
veya m = n olcak sekildeki bazi m,n e N igin
{a,,b,.a,} veya {a,,b,,b,}

n’=n? n!*~n?™~m

o(xy,2)=

Axyz, diger durumlar

Buradaki N tiim pozitif tamsayilarin kiimesi ve AXxyz, X,y Vve Zz noktalar
tarafindan olusturulan tiggenin alanimi belirtmek iizere, (X,O') bir tam 2-—metrik
uzaydir ve uzaydaki her yakinsak dizi Cauchy dizisidir. Fakat o fonksiyonu X
uzayinda siirekli degildir, ¢iinkii a, —»a,b, »>b(n— ) iken {O‘(an,bn,a)} dizisi

0 noktasina yakinsamaz.
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Lemma 2.1.11. T doniisiimii X 2-—metrik uzayindan Y 2-metrik uzayina tanimli

siirekli bir doniigiim olsun. {x,} € X ve limx, = x iken limTx, =TxeY dir [33].

n—o0 n—oo

Onerme 2.1.12. [9]

i.  2—metrik tanimindan her 2—metrik pozitif tanimlidir ve her 2—metrik uzay

birbirinden farkli en az 3 nokta igerir.
ii. O'(X, Y, Z) 2—metrigi bir argiimaninda dizisel stireklidir. Dahasi, eger
o(X,y,2) 2—metrigi iki argiimaninda dizisel siirekli ise, bu durumda tiim ii¢

argiimaninda da dizisel stirekli olur.
lii.  Not 2.1.7 ve Not 2.1.9°dan yakinsak bir dizinin Cauchy dizisi olmasi
gerekmez. Fakat, eger o siirekli ise, bu durumda her yakinsak dizi Cauchy

dizisidir

Tamim 2.1.12. Eger (X,—<) kismi sirali kiime ve (X,O') 2—metrik uzay ise,
(X,O',-<) icliisti kismi sirali 2—metrik uzay olarak adlandirilir. Eger (X,a) tam

2—metrik uzay ise, (X,a,<) tclisii kismi sirali tam 2—metrik uzay olarak

adlandirtlir [30].

Simdi metrik uzaydan daha genis olan b —metrik uzayin yapisini inceleyelim.

2.2. b—Metrik Uzaylar ve Yapilan

Metrik uzaym genellestirmelerinden biri olan b —metrik uzay ilk olarak S. Czerwik
tarafindan ortaya atilmigtir. Daha sonra tek ve cok degerli doniisiimler ic¢in S.
Czerwik ve bir¢ok yazar tarafindan bazi sabit nokta teoremleri yine bu uzayda elde

edilmistir.
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Tamm 2.2.1. X bostan farkli bir kiime ve s>1 bir reel say1 olsun. d, : X x X - R,

taniml1 bir fonksiyon olmak tizere her X,y,z € X igin asagidaki sartlar saglansin.

b dy(xy)=0 < x=y,
b, dy(xy)=d,(y,x),

b, d,(x.z)=s[d,(xy)+d,(y.2)].

Bu durumda d, fonksiyonuna X uzaymnda bir b—metrik, (X,d,) ikilisine de

b —metrik uzay adi verilir [12].

s=1 alinirsa b—metrik fonksiyonu metrik fonksiyonuna indirgenir. Bunun yaninda

yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik gibi kavramlar metrik uzayla benzerlik gosterir.

b—metrik degiskenlerinde daima siirekli bir fonksiyon degildir. Fakat alisilmis

metrik siirekli bir fonksiyondur.

Ornek 2.2.2. (X,d) bir metrik uzay ve p>1 reel sayist icin d, (X, y)=(d(x, y))’

olsun. s=2P" olmak iizere d, bir b—metriktir.

Tanim 2.2.1°den b, ve b, sarti agik bir sekilde saglanir. Eger 1< p<oo ise

f (X) =x" (X > 0) fonksiyonun konveksliginden

(a%b] <X(ar o)

olur ve bdylece (a+b)” <2°* (ap + bp) saglanir. Buradan, her X,y e X igin
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dir. b, sarti1 saglanmis olur ve boylelikle d, bir b—metriktir. Ancak (X,d) bir

metrik uzay ise (X : db) uzayinin metrik uzay olmasi gerekmez [34].

Ornegin, eger X =R tiim reel sayilarin kiimesi ve d (X, y)=|x—y| alisilmis metrigi

alirsak (X,db) =(X— y)2 uzayt s=2 ile R {izerinde bir b—metriktir. Ancak bir
metrik degildir [34].

Ornek 2.2.3. 0< p<1 olmak iizere I, = {(Xn)c R: Z:|Xn|p < oo} uzay1 verilsin.

n=1

X, =X, Y, =Yel olmak iizere

d,: I, xI, >R

(x.y) =y (x y):(ilxn —ynlpj;

n=1

fonksiyonu |p tzerinde bir b—metriktir ve (Ip,db) b —metrik uzaydir. Basit bir

hesaplama ile

1

d,(xy)<2° [dy(x,2)+d,(z,y)]

elde edilir [40].
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2.3. b, —Metrik Uzaylar ve Yapilari

2 —metrik ve b—metrik fonksiyonlarinin genellestirmesi olan b, —metrik fonksiyonu

2014 yilinda Z. Mustafa, V. Parvaneh, J.R. Roshan, Z. Kadelburg tarafindan

tanimlanmastir.

Tanmm 2.3.1. X bostan farkli bir kiime, s>1 bir reel say1 ve p: X xXxX >R

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

p,. Birbirinden farkli her x,y e X i¢in z e X vardir dyle ki p(X,y,z)0dir.
P,- % Y,z2e X noktalarindan en az ¢ tanesinden iki tanesi birbirine esit ise
p(X,y,2)=0 dir.
ps. Her x,y,ze X igin
p(xy.2)=p(x%2,y)=p(V:%2)=p(y,.2.X)= p(z, % Y)=p(2,y,X) dir,
(Simetri 6zelligi).

p,. Her x,y,z,te X i¢in

p(xy,2)< S[p(x, y.t)+p(xz,t)+p(y, Z,t)], (Dikdoértgen esitsizligi).

Bu durumda p fonksiyonuna X uzayinda bir b, —metrik, (X, p) ikilisine ise bir

b, —metrik uzay denir [32].
s=1 i¢in b, —metrik uzay 2—metrik uzaya indirgenir.
Tamm 2.3.2. (X, p) b, —metrik uzayinda {x,} bir dizi olsun.

i. Her aeX i¢in limp(x,x,a)=0 ise {x,} dizisi xeX noktasina

n—o

b, —yakisaktir denir ve limx, =X ile gosterilir.

n—oo
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ii. Her aeX igin limp(x, x,,a)=0ise {x,} dizisine X *te b, —Cauchy dizisi
denir.
iii.  Her b,—Cauchy dizisi b, —yakimsak dizi ise (X,p) uzayma b, —tamdir

denir [32].

Ornek 2.3.3. X =[0,+0) ve p=1 reel sayisi olmak iizere p metrigi asagidaki

sekilde tanimlansin.

p
P(X,y,z): [Xy+yz+zx] , X#EY#Z#X
0 , diger durumlar

x>0 igin f (X) = X" fonksiyonunun konveksligi ve Jensen esitsizligi kullanilarak
(a+b+c)” <3 (aP+b” +c?)

elde edilir. Boylece s<3"* olmak iizere (X, p) bir b, —metrik uzaydir [32].
Ornek 2.3.4. p:RR® —[0,+00) fonksiyonu

p(xy,2)=min{lx—y|.ly-2[,[z =]}

seklinde tanimlansin. Bu durumda p, R iizerinde bir 2—metriktir. Yani keyfi

X, Y, z,t reel sayilari i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:
p(%y,2)< p(xy. )+ p(y,2,t)+p(z,X,1),

x>0 i¢in [0,+oo) lizerinde f(X):Xp fonksiyonunun konveksligi kullanilarak,

p>1 i¢in
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po(x.y,2)=[min {jx—y|.[y ~2].]z—x]} |
elde edilir. Yanis <3 olmak iizere p R iizerinde bir b, —metriktir [32].

Tamm 2.3.5. Her £>0 ve her a,xe X i¢in p(z,x,a)<5 iken p'( fx, fz,a)<g

olacak bicimde 6 >0 sayisi varsa f fonksiyonu z e X noktasinda b, —siireklidir

denir. Eger f ,tiim z € X noktalarinda siirekli ise f, X tizerinde siireklidir denir.

Tamm 2.3.6. f:(X,p)— (X', p) bir fonksiyon olsun. f nin xe X noktasinda
b, —siirekli olmas1 igin gerek ve yeter sart f ’nin X noktasinda dizisel siirekli
olmasidir. Yani, X uzaymnda her (x,) dizisi xe X noktasina b, —yakinsak iken

(fx,) dizisi f(x)e X’ noktasma b, —yakinsaktur.



BOLUM 3. 2-METRIK UZAYLARDA (F,f)-DARALMA

DONUSUMLERINI SAGLAYAN SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Sabit nokta teorisinde Banach daralma doniisiimii 6nemli bir yere sahiptir. Birgok
calismada bu daralma doniisiimii ve bu doniisiimiin genellestirilmeleri elde edilerek
sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Bu genellestirmelerden birisi baska bir

fonksiyona bagli olan ve f —daralma doniisiimii olarak adlandirilan doniisimdiir. Bu

genellestirme 2009 yilinda Beiranvand [24] tarafindan ortaya atilmistir ve daha sonra
da birgok yazar tarafindan cesitli sabit nokta teoremlerinde kullanilmigtir. Diger
yandan 2012 yilinda F. Wardowski [8] yeni bir daralma doniisiimii tanimlamigtir. Bu
daralma doniisiimii Banach daralma doniisiimiiniin bir bagka genellestirmesidir. Bu

bolimde f —daralma ve F —daralma donistiimlerini birlikte kullanarak yeni

daralma doniisiimleri tanimlanmis ve sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

3.1. 2—Metrik Uzaylarda (F, f )—Daralma Déniisiimleri

Teorem 3.1.1. (X,o) tam 2—metrik uzay ve T,5:X — X siirekli iki doniisiim
olsun. f:X — X siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak bir doniisiim olsun. Her

ae X igin F e # ve >0 olmak iizere

r+F (o(fTx, f8y,a)) < F(max{o( fx, fy,a),o(fx, fTx.a),o(fy, fSy,a),
o (fx, fSy,a)+o(fy, fo,a)H (3.1)

2

ifadesi saglansin. Bu durumda T ve S doniisimleri bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.
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Ayrica {f,T} ve {f,S} ikilileri birer Banach ¢ifti ise f,T ve S doniisimleri X

uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, noktass: X uzaymda keyfi bir nokta olsun. Her neN i¢in {x,} dizisi
Xony = 1%, V& Xy, =SX,,,, biciminde tanmimlansmn. X, =X, ise (3.1)

esitsizliginden

7+F (0'( Xy fxzm,a)) =7+F (a( fTX,,, TSX,, .., a))
< F(max{o-( oy Xon1r @), 0 (s FTX,,,0),
U( X1 fSX2n+1'a)'

o (o, 1%50,1,2) + 0 ( B, T, a)H

2
=F (maX {O-( fX2n+1’ fX2n+1’ a)’

O-( fXZn ' 1:X2n+2 ' a)’

7 ( Pon, onsas a)}}

2

elde edilir ve (Fl) sartindan

X, f
o ( Xy, fx2n+2,a)<max{o,0,g(fxzm szn+2,a),a( Xon Xz,m,a)}

2

= O-( Xan fX2n+2'a)’

bulunur. Fakat bu bir geligkidir. Bu yiizden o (fX,,, fX,,.,,@)=0 olur. Yani
X, = X,,., = 1X,,,, olur. Benzer sekilde fx,, = fx,, , = fX,,,, =... olur ve bdylece
fx,, = fTx,, = 1Sx,, elde edilir. Bu durumda fx,,, T ve S’nin ortak sabit
noktasidir. Her ny e N igin X,, # X,, ., olsun. O halde her ne N ve her ae X i¢in

(3.1) esitsizliginden asagidakiler saglanir.
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7+ F(0( s PXon,008)) =7+ F (0 FTX,,, 5X,,,,,2))
< F(max{a( Xon Xonar @), 0 ( Xy, TX,,,8),
O'( Xanaar FSXo0.5 a)1

0 (Xon, 1%0n10:8) + 0 (P Ty, a)}] (3.2)
2

=F (maX{O_( fXZn’ fX2n+1’ a) ' O-( fX2n+1’ fX2n+2’a)

o (s, fxmz,a)H

2

dir.

5( Xons Xona: a)
2

O-( Xons Hona: a)
2

> o ( Ty, PX,p,0,8) VE >0 ( PXypar Popsz, @)

ifadeleri saglanmaz. Ciinkii

O_( X0 fX2n+21a) < 0_( LS a) + O_( X0 finJrzva)"'o-( fX2n, s fX2n+2)

olur ve (3.1) esitsizliginden de o ( x,, ., £X,,,,) =0 elde edilir. Bdylece (3.2)

esitsizliginden

7+ F(0( 00 TXop,08)) < F(max{a( Xons PXonirs @)y & (Koo fx2n+2,a)})
elde edilir.

max{a( Bon Ponsar @), 0 (Ko fx2n+2,a)} =0 ( X1, Popsi@)

olsun. Bu durumda asagidaki ifade elde edilir:

7+ F (0 Pops Xn,208)) SF (0 Byp,s £,,8) )



40

Fakat (F1) sartindan o ( Xy, fX,,,,,8) <o ( Xy, X,,,,,@) edilir ki bu ise bir

celiskidir. Yani

max {&( FXn, PXyp.1:2), 0 (s fx2n+2,a)} =0 ( Xy, Pyp0, @)
dir. Boylece (3.2) esitsizliginden

F (o ( Ky, fx2n+2,a))s F(o( Xy, fyp,0,8)) -7

elde edilir. Benzer sekilde (3.1) esitsizliginden her ne N icin
F (o (X, Mop,0,2)) S F (0 Py, 1%,,8)) -7

ifadesi elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

F(0( X, M.008)) S F (0( 0y, 7%,0,0)) =7

. 3.3)
<F(o(fx, fx,a))—(2n+1)z
bulunur. Yukaridaki yontemle devam edilerek agagidaki ifade de yazilir.
F (o PXn,0.8)) <F (o ( fx,, fx,a))—(2n)7. (3.4)
Bu durumda (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden her n e N igin limit alinirsa
limF (o(fx,, fx,,,,a)) =—o0
elde edilir. Bu durumda (F2) sartindan
limo(fx,, fx,,,,a)=0 (3.5)

nN—o0
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bulunur. o( fx,, fx,,;,@) =0, olsun ve (F3) sartindan, k €(0,1) vardir dyle ki

limo\F(o,)=0 (3.6)

n—o

olur ve (3.3) ve (3.4) esitsizlikleri kullanilarak

O-|2(n+1F (O-Zm-l) _Ggm—lF (GO) < _(zn +1)O-:n+1 <0 (37)

agnF(O'Zn)—O';nF(O'O)S—(Zn)agn <0 (3.8)

ifadeleri elde edilir. (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.8) esitsizliklerinden her ne N i¢in

limno* =0 (3.9

n—o0

bulunur. Buradan, her n>n, igin no,* <1 olacak sekilde bir n, e N vardir. Her

n>n, igin
1

o, <+ (3.10)
1k

dir. {fxn} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m,n>n, olacak sekilde

m,n e N goz 6niine alinsin. (3.10) esitsizliginden

o(fx,, x,,a)<o(fx,, X .,a)+o(fx,,, X, a)+.+o(fx,,, x,,a)

m-1

<> o(fx, fx,y,a)

i=n
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o(fx, X, a)

IA
|~

s IMs

Il
=
x|

A | . D -
elde edilir. E — serisinin yakinsakligindan (n —>oo) icin limite gegcilirse her a e X
i=n iE

i¢in o( fx,, fx,,a) >0 olur. Bu da X ’te {fx,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. (X,G) tam 2-—metrik uzay oldugundan {fxn} dizisinin yakimsadigi bir
ze X noktast vardir. f —doniisiimii alt-dizisel yakinsak oldugundan {x,} dizisi

lim fx, =u olan bir {x,} alt dizisine sahiptir. f - siirekli bir dniisiim oldugundan

p—x

lim fx = fu

p—x

olur. 2—metrik uzayda limitin tek olmasindan z= fu olmalidir. T ve S siirekli

doniisiimler oldugundan IlimTx =Tu ve limSx, =Su oldugu agiktir. f ’nin

p—o0 p—x

stirekliligi tekrar kullanilarak lim fTx, = fTu ve lim fSx = fSu ifadeleri elde edilir.

p—x p—>0

Eger p ciftise lim fTx,, = fTu dur. Boylece (3.1)’den

r+F(a(fTu,fx2n+2,a)) 7+ F (o (fTu, fSx,,,,,a))
( ax{o( fu, fXZM, ,o(fu, fTu,a),

O-( one1r 19%o0.1 a)’

O'(fu fSX2n+1’ )+0(fx2n+l’ ﬁu’a)}J
2

elde edilir ve (Fl) sartindan
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o (fTu, fx,,,,,a) <max{o( fu, fx,;.a),co( fu, fTu,a),o( X, X,.,.a)

o (fu, Xynp:8)+0 (X, U, a)}J

2

bulunur. Son esitsizlikte (n — c0) i¢in limit alinirsa

fu, fT
o (fTu, fu,a) <max<0,d( fu, fTu,a),O,M
2

olur. Bdylece o(fTu, fu,a)<o(fTu, fu,a) geligkisine varilir. Bu durumda

o(fTu, fu,a)=0 dir. Yani, fTu=fu bulunur. f bire-bir doniisiim oldugundan

u=Tu olur. Bu ise u noktasinin T donisiimiinin bir sabit noktast oldugunu

gosterir.

p tek olsun. Bu durumda I|m fX,,,, = fu dir. Benzer sekilde (3.1)’den fSu= fu

bulunur. Boylece u noktast S doniisiimiiniin de bir sabit noktasidir. Yani u noktasi
T ve S doniistimlerinin ortak sabit noktasidir. U noktasinin tek oldugunu gostermek
icin W noktast U’dan farkli bir diger ortak sabit nokta olsun. Bu durumda (3.1)

esitsizliginden

r+F(a(fu,fW,a)) 7+F(o(fTu, fSw,a))
< F(max{o(fu, fw,a),o(fu, fTu,a),
o( fw, fSw,a),
o (fu, fSw,a)+o (fw, fTu,a)H

2
=F (0'( fu, fw,a)),

celiskisi elde edilir. Yani fu= fw dir. f doniislimi bire-bir oldugundan u=w

noktast T ve S doniistimlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.
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{f,T} ve {f,S} ikilileri hipotezden Banach ¢ifti olsun. Bu durumda {f,T} ve
{f,S} swasiyla Tve S doniisiimlerinin sabit noktasinda degismelidir. Bu ise

ueF(T) i¢in fTu=Tfu olmasim gerektirir. Dolayisiyla fu= fTu olur ki bu da fu

noktasinin da T doniisiimiiniin sabit noktast oldugunu gosterir. Fakat bu doniisiimiin

tek sabit noktasi oldugundan fu=u dur. Bu durum S doniisiimii i¢inde aynidir.
Boylece u= fu=Tu=Su, yani u noktas1 X uzayinda f,T ve S doniisiimleri i¢in

bir tek ortak sabit noktadir.

Teorem 3.1.1’de T =S alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2. (X,U) tam 2-—metrik uzay ve T:X — X siirekli doniisiim olsun.
f: X — X doniisiimii ise siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak olsun. Her a e X

icin F e # ve >0 olmak iizere

7+F (o (fTx, fTy,a))< F(max{o( fx, fy,a),o (fx, fTx,a),o( fy, fTy,a),

o (fx, fTy,a)+o( fy, fo,a)H (3.11)
2

ifadesi saglansin. Bu taktirde T doniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ayrica { f,T} ikilisi Banach ¢ifti ise f ve T doniisiimleri X uzaymnda bir tek ortak

sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.1.3. (X,o0) tam 2—metrik uzay ve T,5:X — X siirekli iki doniisiim
olsun. f:X — X siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak bir doniisim olsun. Her

ae X icin Fe # ve >0 olmak iizere
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1+o( fx, fTx,a)
1+o(fx fy,a) ’ (3.12)

o (1, fy,a)})

r+F(o(fTx, fSy,a))<F (max {0( fy, Sy, a)

ifadesi saglansin. Bu taktirde T ve S donisiimleri X uzaymda bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ayrica {f,T} ve {f,S} ikilileri birer Banach ¢ifti ise f,T ve S doniisimleri X

uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, noktast X uzayinda keyfi bir nokta olsun. Her neN igin {x,} dizisi
Xonig = TXp, V& Xy =SX,,,, bigiminde tanimlansin. X,, =X,,., oldugunda (3.12)

esitsizliginden

7+ F (0 ( My i) =7+ F (o Ty, 15X,,,,,2))

1+ 0 ( Xy, fTX,,,a)
1+ 0 ( Xy, Mop,p,a)

<F [max {a( Xones FSXop,1,@)

U( fXZn, fX2n+l' a)})

1+ 0 ( Xy Moparn@)
1+ 0 ( Xy Mpsr@)

<F [max {a( Xonsrr Xonizr @)

o (s Ko, a)})

bulunur ve 7+F (o (X, f%,,,,8)) <o ( X,,, fX,,,,,2) oldugundan, bir geliskidir.
Bu yiizden o ( fX,,, fX,,,,,a)=0 olur. Yani fx,, = fx,,,, = fX,,., dir. Benzer sekilde
X, = X = X, =... olur ve bodylece fx,, = fTx,, = fSx,, elde edilir. Bu
durumda fx,,, T ve S ’nin ortak sabit noktasidir. Her N e N i¢in X, # X,,,, olsun.

Bu durumda her neN ve her ae X igin (3.12) esitsizliginden asagidaki ifade

saglanir:
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7+ F(0( s PXn,008)) =7+ F (0 fTX,,, 15X,,,,,2))
1+ 0 ( Xy, fTx,,,a)

1+0( X, Xyp.a)

n’ 2n+1?

< F [max {G( fX2n+l' fSX2n+1’ a)
(7( fXZn! fX2n+l’ a)})

(3.13)
=F [max {G( fX2n+1’ fX2n+2’a‘)

1+ 0 ( Xy, Myp,paa)
1+ 0 ( Xy Mop,p,a)

O'( fXZn, fX2n+l' a)})

=F (max{o( oy Ponsar@)s & (Komas Honaa, a)}).
max{a( DXons Ponir @), & (Koo fx2n+2,a)} =0 ( o1, Pon,r@)
olsun. Bu durumda asagidaki ifade elde edilir.
7+ F (0 00 T0n,2:8)) S F (0( B0 Top,000)).

Fakat (F1) sartindan o( X, f%,,,.8) <o (X, PX,n,0,8) Olur, bu ise bir

celiskidir. Yani

max {o ( ,,, ,,.1,2), 0 ( By, 0508)} = (T, Ty, 0)
dir. Boylece (3.13) esitsizliginde

F (a( Xy 10 fx2n+2,a)) <F (0'( X, , fxzm,a))—r

elde edilmis olur. Benzer sekilde (3.12) esitsizliginden her ne N igin

F (o (X, Mop,0,2)) S F (0 Py, T%,,8)) -7

ifadesi de elde edilir.
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Ispatin devaminda, Teorem 3.1.1’in ispatina benzer olarak {fx,} dizisinin Cauchy
dizisi oldugu gésterilebilir. (X,o) tam uzay oldugundan { fx,} dizisinin yakinsadigi
bir ze X noktast vardir. f —donilisiimii alt-dizisel yakinsak oldugundan {Xn} dizisi

lim fx, =u olan bir {x,} alt dizisine sahiptir. f - siirekli bir doniisiim oldugundan

p— p

lim fx, = fu
p—0
olur. 2—metrik uzayda limitin tek olmasindan z= fu olmalidir. T ve S siirekli

doniisiimler oldugundan limTx, =Tu ve limSx, =Su oldugu aciktir. f ’nin

p— p—x

stirekliligi tekrar kullanilirsa lim fTx, = fTu ve lim fSx, = fSu ifadeleri elde edilir.

p— p—

Eger p ciftise lim fTx,, = fTu dur. Boylece (3.12)’den

r+F (o (fTu, fx,,,,,a)) =7+ F (o(fTu, fSx,,,,,a))

1+o( fu, fTu,a)
1+o( fu, fx,,,,a)°

<F [max {a( Xonerr TSXop,1,@)

o (fu, PXyp,q, a)})

bulunur. (F1) sartindan ve genelligi bozmaksizin

1+o( fu, fTu,a)
1+o( fu, X,y 2

J( fTU, fX2n+2’a) < max {O-( fX2”+l’ fSXZm—l’ a)

oo f)}

seklinde yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte (n — o0) i¢in limit alinirsa

o(fu, fTu,a)<0

olur ki bu da fTu= fu olmasiyla miimkiindiir. f bire-bir oldugundan u=Tu dur.

Bu ise u noktasinin T doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir.
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p tek olsun. Bu durumda lim fx,,,, = fu dir. Benzer sekilde (3.12)’den fSu = fu

bulunur. Boylelikle u noktasi S doniisiimiiniin de bir sabit noktasidir. Yani u
noktast T ve S doniisiimlerinin bir ortak sabit noktasidir. Bu noktanin tekligini
gostermek i¢in W noktast T ve S doniisiimlerinin bir diger ortak sabit noktasi olsun

ve bu noktalar birbirinden farkli olsun. Bu durumda (3.12) esitsizliginden

r+F(o(fu, w,a))=7z+F (o( fTu, fSw,a))

=F (0'( fu, fw, a))

celiskisi elde edilir. Yani fu= fw dir. f doniisimi bire-bir oldugundan u=w

noktast T ve S doniisimlerinin bir tek ortak sabit noktasidir. Yine Teorem

3.1.1’deki ispata benzer sekilde f,T ve S’nin bir tek ortak sabit noktaya sahip

oldugu gosterilebilir.
Teorem 3.1.3’de T =S alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.4. (X,G) tam 2-—metrik uzay ve T:X — X siirekli doniisiim olsun.
f: X — X doniisiimii ise siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak olsun. Her a e X

icin F e # ve 7 >0 olmak iizere

t+F (0'( fTx, fSy,a)) <F (max {a( fy, fSy,a)lliaa((f:);’ffE)’(;) o (fx, fy,a)}]

ifadesi saglansin. Bu taktirde T donisimii X wuzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.
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Ayrica {f,T} ikilisi Banach gifti ise f ve T doniisiimleri X uzayinda bir tek ortak

sabit noktaya sahiptir.

3.2. Kismi Sirah 2—Metrik Uzaylarda (F, f ) —Daralma Déniisiimleri

Bu kisimda, kismi sirali 2—metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri ve sonuglari

elde edilmistir.

Teorem 3.2.1. (X,0,<) tam, kismi sirali 2—metrik uzay olsun. T,5:X — X

stirekli iki dontisiim olsun. f : X — X siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak bir

doniistim olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

i. Her xeX veher aeX i¢in Fe # ve r>0 var olacak sekilde herhangi

Karsilastirilabilir iki X,y e X igin

7+ F (o(fTx, Sy,a)) < F (max{o( fx, fy,a),0(fx, fTx.a),o(fy, fSy,a),
o(fx fSy,a)+o(fy, fo,a)}J (3.14)

2

olsun.

ii. (T,S) donisim ¢ifti "<" bagintisia gore zayif artan (weakly increasing)

dontigiimler olsun.

Bu durumda T ve S doniisimleri X uzayinda bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Ayrica, F(T)m F(S) kiimesinin tam sirali olmasi i¢in gerek ve yeter sart T ve

S ’nin bir tek ortak sabit noktaya sahip olmasidir.

Ustelik, eger {f,T} ve {f,S} ikilileri birer Banach ¢ifti ise f,T ve S dontistimleri

X uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. x, noktast X uzayinda keyfi bir nokta olsun. Her neN igin {Xn} dizisi

Xonay = 1%, V& X,,, =SX,,,, biciminde tanimlansin. T ve S doniistimler1 "<"

bagintisina gore zayif artan olduklarindan her ne N ig¢in
X, =TX, < STX, =X, =SX <TSX, =X; <... < X, = X, <STX,, =%,,,, <

n+l 2n+2 e

iterasyon dizisi tanimlansin. Genelligi bozmaksizin {Xn} dizisinin ardisik terimleri

birbirinden farkli olsun. Her ne N i¢in X,, < X,,,, oldugundan (3.14) esitsizliginden
T+ F (0'( X1y Xonss a)) =7r+F (0'( fTX,,, 5%, a))
< F(max{a( Yoy onin @), 0 (X, FTX,,,8),
O_( Xonaar FXon.15 a),

o (o, 1%5,1,2) + 0 ( Py foZn,a)}]

2

=F (maX{G( fX2n, fX2n+1' a) J G( fx2n+1’ fx2n+2’a)

o (%, fxzm,a)H

2

elde edilir. Teorem 3.1.1’e benzer metodla {fxn} dizisinin Cauchy dizisi oldugu
gosterilebilir. (X,o,<) tam, kismi sirali 2—metrik uzay oldugundan { fx,} dizisinin
yakinsadigi bir z € X noktasi vardir. f —doniisiimii alt-dizisel yakinsak oldugundan

{x,} dizisi lim fx, =u olan bir {x,} alt dizisine sahiptir. f - siirekli bir déniisiim

p—
oldugundan
lim fxp = fu
p—00

olur. 2—metrik uzayda limitin tek olmasindan z= fu olmalidir. T ve S siirekli

doniigiimler oldugundan limTx, =Tu ve limSx =Su oldugu aciktir. f ’nin

p— p—x
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stirekliligi tekrar kullamlarak lim fTx = fTu ve lim fSx, = fSu ifadeleri elde edilir.

p— p—

Eger p ciftise lim fTx,, = fTu dur. Boylece (3.13)’den

r+F(o(fTu, fx,,,,.a))=7+F (o ( fTu, fSx,,;,a))

dir. Tekrar Teorem 3.1.1’in ispatina benzer metodla Tu=u ve Su=u bulunabilir. O

halde u noktas1 T ve S doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.

Ortak sabit noktanin tekligini gostermek i¢in F (T)r\ F (S) kiimesi tam (iyi) siral

bir kiime olsun. Bu durumda T ve S donisimlerinin ortak sabit noktasi tek
olacaktir. Simdi bunu tersinin dogru oldugunu kabul edelim. O halde u=w igin

Tu=Su=u ve Tw=Sw=w olsun. u ve w noktalar1 karsilastirilabilir ve

0'( fu, fw, a) >0 oldugundan, (3.13) esitsizliginden

1'+F(0'( fu,fw,a)) r+F(a(fTu fSw, a))
( ax{o( fu, fw,a),o( fu, fTu,a),
O'(fW, fSW,a),
o(fu, fSw,a)+ o ( fw, fTu,a)H

2

=F (o (fu, fw,a))

olur bu ise bir ¢eliskidir. Yani, u=w noktast T ve S doniisiimiiniin bir tek ortak

sabit noktasidir.

Tersine, eger T ve S donisiimleri bir tek ortak sabit noktaya sahip ise

F (T ) NF (S) kiimesinin tam (iyi) sirali kiime oldugu agiktir.

{f,T} ve {f,S} ikilileri hipotezden Banach ¢ifti olsun. Bu durumda {f,T} ve

{f,S} sirastyla T ve S donilislimlerinin sabit noktasinda degismelidir. Bu da
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ueF(T) igin fTu=Tfu olmasm gerektirir. Dolayisiyla fu= fTu olur ki bu da fu

noktasinin da T doniisiimiiniin sabit noktasi oldugunu gosterir. Fakat bu doniisiimiin

tek sabit noktast oldugundan fu=u dur. Bu durum S doniisiimii iginde aynidir.
Boylece u= fu=Tu=Su, yani u noktas1 X uzayinda f,T ve S doniisiimleri i¢in

bir tek ortak sabit noktadir.

Teorem 3.2.1’de T =S alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2. (X,O',-<) tam, kismi sirali 2—metrik uzay olsun. T: X — X siirekli

dontigim olsun. f: X — X siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak bir doniisiim

olsun ve agagidaki sartlar saglansin:

i. Her xeX veher aeX icin Fe # ve r>0 var olacak sekilde herhangi

karsilastirilabilir iki X,y € X igin

r+F(o(fTx, fTy,a))< F(max{a( fx, fy,a),o (fx, fTx,a),o( fy, fTy,a),
o (fx, fTy,a)+o( fy, fTx, a)}}

2

olsun.

ii. T donisimii "<" bagintisina gére azalmayan (non-decreasing) bir doniisiim
olsun.

lii.  x, <Tx, olacak sekilde x, € X var olsun.

Bu durumda T doniisimii X uzayinda bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, F(T)
kiimesinin iyi sirali olmasi igin gerek ve yeter sart T “nin bir tek sabit noktaya sahip

olmasidir. Ustelik, eger {f,T} ikilisi bir Banach ¢ifti ise f ve T doniisiimleri X

uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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Asagidaki teoremde kismi sirali 2—metrik uzayda rasyonel ifade iceren daralma

dontigiimleri i¢in bazi sonuglar verilmistir.

Teorem 3.2.3. (X,0,<) tam, kismi sirali 2—metrik uzay olsun. T,5:X — X

stirekli iki doniisiim olsun. f : X — X donisiimii de siirekli, bire-bir ve alt-dizisel

yakinsak olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

i. Her xeX veher aeX icin Fe # ve r>0 var olacak sekilde herhangi

karsilastirilabilir iki X,y € X i¢in

1+o(fx, fTx,a)
1+o(fx fy,a)’ (3.15)

o( fx, fy,a)})

r+F (o(fTx, fSy,a))< F(max{a( fy, fSy,a)

olsun.

ii. (T,S) doniisiim ¢ifti " <" bagintisina gore zayif artan (weakly increasing)

dontsiimler olsun.

Bu durumda T ve S doniisimleri X uzayinda bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Ayrica, F(T)NF(S) kiimesinin tam sirali olmasi igin gerek ve yeter sart T ve

S ’nin bir tek ortak sabit noktaya sahip olmasidir. Ustelik, eger {f T} ve {f,S}
ikilileri birer Banach ¢ifti ise f,T ve S doniistimleri X uzayinda bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. {x } dizisi Teorem 3.2.1’deki gibi tanimlansin. Her neN i¢in X, # X,

olsun. Her ne N i¢in X,, < X,,,; oldugundan (3.15) esitsizliginden
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7+ F(0( s PXn,008)) =7+ F (0 fTX,,, 15X,,,,,2))

1+ 0 ( Xy, fTx,,,a)
1+ 0( X, PXop.0,@)

< F [max {U( fX2n+l’ fSX2n+1’ a)
(7( fXZn! fX2n+l’ a)})

- (max {G( fX2n+l’ fX2n+2 ’ a) . O-( fXZn : fxszrl’ a)

1+ 0 ( Xy Mop,p,a)

O'( fXZn, fX2n+l' a)})

=F (max{o (%0, X0,2:2), 0 ( Koz Xoprra)} ),

dir. Teorem 3.1.3’e benzer metodla { fx } dizisinin Cauchy dizisi oldugu goriiliir. u

noktasida T ve S doniistimlerinin ortak sabit noktas1 olarak bulunur.

F(T)mF(S) kiimesi tam sirali bir kiime olsun. Bu durumda T ve S

doniisiimlerinin ortak sabit noktasi tek olacaktir. Tersi dogru olsun. Yani U#W i¢in

Tu=Su=u ve Tw=Sw=w olsun. u ve w noktalar1 Kkarsilastirilabilir ve

0'( fu, fw, a) >0 oldugundan, (3.14) esitsizliginden

T+ F(O‘( fu, fw,a)):r+ F(O'( fTu, fSw,a))

1+o( fu, fw,a)
=F (o ( fu, fw,a))

elde edilir. O halde kabul yanlistir. Yani, u=w noktast T ve S dontisiimlerinin bir
tek ortak sabit noktasidir.

Tersine, eger T ve S doniisimleri bir tek ortak sabit noktaya sahip ise

F(T)NF(S) kiimesi tam siral1 bir kiimedir.



55

Teorem 3.2.1°e benzer sekilde f,T ve S’nin bir tek ortak sabit noktaya sahip

oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.2.3’te T =S alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.4. (X,a,<) tam, kismi sirali 2—metrik uzay olsun. T: X — X siirekli

doniistim olsun. f: X — X donisiimii de siirekli, bire-bir ve alt-dizisel yakinsak

olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

i. Her xeX veher aeX icin Fe # ve r>0 var olacak sekilde herhangi

karsilastirilabilir iki X,y € X i¢in

r+F(o(fTx, fSy,a))<F Lmax {0'( fy, fSy,a) 111(:)_((]::);]::;?)) o (fx, fy, a)H

olsun.

ii. T dondsimii "<" bagintisina gére azalmayan (non-decreasing) bir doniisiim
olsun.

lii.  x, <Tx, olacak sekilde x, € X var olsun.

Bu durumda T doniisimii X uzaymda bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, F(T)

kiimesinin tam sirali olmasi i¢in gerek ve yeter sart T *nin bir tek sabit noktaya sahip

olmasidir. Ustelik, eger {f,T} ikilisi bir Banach ¢ifti ise f ve T doniisiimleri X

uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.



BOLUM 4. 2-METRIK UZAYLARDA MEIR-KEELER
DARALMA DONUSUMLERINI SAGLAYAN
SABIT NOKTA TEOREMLERI

4.1. Meir-Keeler Daralma Doniisiimleri

Bu boliimiin ilk kisminda 2 —metrik uzaylarda Meir-Keeler daralma doniisimlerini
saglayan sabit nokta teoremlerine ve sonuglarina yer verilecektir. Ayrica ikinci
kisimda rasyonel ifadeler iceren daralma doniistimleri i¢in sabit nokta teoremleri elde

edilecektir.

1975 yilinda B.K. Dass ve S. Gupta calismalarinda daralma doniisiimlerini
genellestirerek rasyonel ifade igeren bir daralma donilislimii tanimlamistir ve
literatiirde birgok genellestirmesi olan asagidaki teoremi vermislerdir. Bu

genellestirmelerden ikisi [15] ve [16] numarali referanslarda ¢aligilmistir.

Teorem 4.1.1. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X ddniisiimii her x,ye X ve

a, f sabitleri i¢in «, >0 ve a+ £ <1 olmak lizere agagidaki sartlar1 saglasin.

1+d(x,Tx)

d(Tx,Ty)<ead (X, y)r(xy)

+4d(x,y). 4.1)

Bu taktirde T donisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir [14].

(4.1) esitsizligi yardimiyla Meir-Keeler daralma doniisimii asagidaki sekilde

2 —metrik uzayda genellestirilebilir.
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Teorem 4.1.2. (X,o0) tam 2—metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun.
V &>0 igin §(&)>0 sayis1 vardir dyle ki her ae X igin

1+o(xTx a)

2¢<o(y,Ty,a) Lo(xy.a)

+o(x y,a)<2e+6(e)=>o(Tx,Ty,a)<e (4.2)

ifadesi saglansin. Bu taktirde T dontsimii X wuzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. x=y=a ve y=Ty=a icin

1 T
a(Tx,Ty,a)<%a(y,Ty,a)%+%a(x, y.a) (4.3)
dir. Yani T doniisiimii (4.2) esitsizligini gergekler. xe X ve {x,} = {T"X} dizisi goz

oniine alinsm. {x,} dizisinin X uzayinda Cauchy dizisi oldugu asagidaki sekilde

gosterilebilir.

X, =X, olacak sekilde peN varsa x, elemant T doniisimiiniin sabit noktasidir.

Her peN igin x, # X_,, olsun. Her ne N i¢in

C, =0 (X, X,1,)

n n? n+l?
dizisi tanimlansin. (4.3) esitsizliginden

1+ 0 (X4, X a)+1

n-1' *n?

1+O'(X X a)

n n? n+l?

c :a(Txnl,Txn,a)<%a(x Xo,10@)

n-1' *n?

elde edilir. Her ne N i¢in
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(4.4)

dir. Yani {c,} dizisi azalan bir dizidir. n—oo igin ¢, 4 £>0 ve ¢, +¢,, 4 2¢ olur.

Bu durumda en az bir n, e N vardir 6yle ki
26 <C, +C, 4 <2c+5(s)
dir. Buradan da

1+a(xn0_1,Txno,a)

28£O‘(Xn0,TXno,a) +a(x X a)<25+5(5)

ng—1' “*ny ?

1+0'(X X a)

no—1? "'y ?

yazilabilir. O halde (4.2)’den

bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda kabul yanlistir. Yani n— oo igin

c 40 (4.5)

n

dir. Eger 5(8) yerine 5’(8):min{5(8),5,1} alinirsa (4.2) sarti dogru olur. (4.5)

esitsizliginden k € N vardir 6yle ki her Ym>K igin

&'(¢)

O (X1 Xpugr @) < .

m? “*m+1?

(4.6)
olur. Simdi A < X kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin:

A::{xp‘pzk,d(xp,xk,a)<28+@,Vae X}.



60

&'(¢)

AeA olsun. A= X, ve G(Xp, Xk,a) < 25+T olacak sekilde p>k vardir. Eger

p=k ise (4.6) esitsizliginden T(A)=X,,, €A dir. Her ae X i¢in p>k olsun. Iki

durum ig¢in incelensin:

Birinci Durum:

5'(¢)

Zgﬁa(xp,xk,a)<28+T, 4.7)
olsun.
1 1+0(XP’XP+1’a) 5’(8) (48)

1
gSEa(xk,xkﬂ,a) +—a(xp,xk,a)<g+T

1+0(X,. %.a)
dir. Bu taktirde, (4.6)’dan

1+a(xp,xp+1,a)

gs%a(xp,xk,a)s%a(xk,xkﬂ,a) +%a(xp,xk,a) (4.9)

1+ O'(Xp, xk,a)
yazilabilir. Diger yandan

1+a(xp,xp+l,a)

1 1 1
Ea(xk,xkﬂ,a +—a(xp,xk,a)§Ea(xk,xm,a)

1+0(X,. %.a)
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J'(s)
(4.6) ten <T

la(xk,xkﬂ,a)
"2 o (%, %.a) (x

+20(%,%.2)

P! p+l?

5'(e) 1
(4.6) ve (4'7)den<T+EG(X Xp1@)

[EEN

+—0(Xp,Xk,a)

N

(4.6) dan <¥+%€)+%a(xp,xk,a)

(4.7) den <@+%(25+MJ

2
J'(¢)
2

=+

olur. Bu durumda

1+a(xp,xp+1,a)

1

o'(&
Ea(xk,xm,a) (2)

+la(xp,xk,a)<g+— (4.10)

1+0(X,. %.a)
elde edilir. Boylece (4.9) ve (4.10)’dan (4.8) gosterilmis olur.

1+a(xp,Txp,a)

2¢ <o (%, Tx,a) +0(X,. %, 2) <26 +5' (&)

1+ 0'(Xp » Xy s a)
olur ki bu da (4.2)’den
o(Tx, Tx.a)<e (4.11)

oldugunu gosterir. Buradan
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a(Txp,xk : a) < J(TXP,TXk,a)+O'(TXk X s a)+a(Txp,Txk,xk) (4.12)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten U(Txp,Txk,xk):O oldugu gosterilebilir. Bunun

igin (4.4)’den eger o (X, 4, %,,a)=0 ise o (X, X,;,8)=0 olur. o(%;,%,%)=0

n? n+l?

oldugundan her neN i¢in (X, X,,1,%)=0 ve o (X, 4, X, X,)=0 olugundan her

n? n+l? m-1? “'m? 'm

n>m-1 i¢in
o (X1 Xpug1 X ) =0 (4.13)

yazilabilir. 0<n<m-1 olmasi durumunda m—21>n+1 de olacagindan, (4.13)’den

O (Xpgs X X1 ) = O (X g0 Xs X, ) =0

m-1? “m? “*n
olur ki bu ifade asagidaki esitsizligin saglandigini gosterir.

T (Xys Xy Xy ) S 0 (X X1y Xog )+ 0 (X X Xina )+ 0 (X X Xyt )

n? n+l? 'm n? “n+l? m-1 n+1? “'m? m-1 m? n? m-1

=0 (Xys Xpagr Xy ) - (4.14)
o (X1 Xyu10 %oy, ) =0 oldugundan (4.14)’den her 0<n<m-—1 igin
o (X1 Xpag1 X ) =0 (4.15)
olur. Bu taktirde (4.13) ve (4.15)’ten her m,n e N igin
o (X1 Xpug1 X ) =0 (4.16)

elde edilir.

Simdi her i, j,keN ve i< j i¢in a(XH,Xj,Xi)=0'(XH,XJ-,Xk):0 dir. Bu ylizden
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O'(Xi,Xj,Xk)SO'(Xi,Xj,Xjfl)+0'(xj,Xk,xj,l)'i‘a(xk,Xinj,l)

SO'(Xi,XH,Xk)

IA A

o (X % X, )
0

olur bu da her i, j,k e N igin
o(%.%;,%)=0 (4.17)
oldugunu gosterir. Boylece (4.17)’den (4.12) esitsizligi asagidaki gibi olur.

o (X, X, a) < o (X, TX,, )+ o (TX,, %, a)

9'(¢)
4

<&+

<25+i€).
2

Buradan TA=Tx, =X,,, € A elde edilir.

ikinci Durum:

o (X, % a)<2e (4.18)
olsun. (4.3) ve (4.17)’den

o (X, %, a) <o (Tx,, Tx, @)+ o (TX, %, a)

1+a(xp,xp+l,a)

1

1
<20(xk,xk+l,a) +20(X X, 8) + (X0 X, 2)

1+0(X,. %, a)



64

S%G(Xk,xk+1,a)+1G(Xk'xk”’a)o(x”’ pa:2)

X
2 1+0(X,.%.a)
X
)

1 3 ya- 1
:go_(xk’xkﬂ,a)_’_%o-(xk Xk 1 )G(Xp

1+0(%, %.a

dir. Diger yandan (4.6)’dan

5'(#)
4

o (Xe: %1, 8)

1+0'(Xp,Xk,a) <1

<o (X1 %pp8) <

olur ve bu durumda

J(Txp,xk,a)<ga(xk,xk+l,a)+%a(xp,xp+1,a)+%a(xp,xk,a)

<35 (8)+5 (¢)
8
BLAG
2
<M+25
2

+&

dir. Boylece TA=Tx, =x,,; € A elde edilir. Yani T(A)< A olur ve her m>k igin

a(xm,xk,a)<25+%8) (4.19)

elde edilir. Simdi, m>n>k olacak sekilde m,neN ve her ae X igin (4.17) ve

(4.19)’dan

o (Xys %y:8) S (X X )+ 0 (X, X, @) <&+ (g) <5e

m? “n?
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elde edilir ki bu da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X,o) tam
2 —metrik uzay oldugundan {Xn} dizisinin yakinsadig1 bir z e X noktasi vardir.

o(z,Tz,a)>0 olsun. Bu durumda (4.3)’den

o(Tz,z,a)<o(Tz,Tx,,a)+ 0 (X, 2,8)

n+1?

1 T
<Ea(xn,xml,a)%+%a(z,xn,a)+a(xn+l,z,a)

1 M
dir. N— o0 igin limit alinirsa O'(TZ, z,a)< 0 elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu

durumda z =Tz olur. Yani, z noktas1 T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

T doniisiimiiniin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin, kabul edelim ki
we X noktast da doniisiimiin bir diger sabit noktasi ve z=w olsun. Bu durumda

(4.2) esitsizliginden

1+o0(z,2,a)

g(z,w,a) = O'(TZ,TW,a) <%0(W’ W’a)1+0(z,w,a)

+%a(z,w,a):%a(z,w,a)

elde edilir ki bu bir geliskidir. Bu taktirde z=w olur. Dolayisiyla T doniistimiiniin

sabit noktas: tektir.

Sonug 4.1.3. (X,o) tam 2—metrik uzay ve T:X — X doniisiimii her x,y,ae X

ve k €(0,1/2) i¢in asagidaki esitsizligi saglasin:

1+o(x,Tx,a)

o (TxTy,a)< k(g(y’w’a) l+o(xy.a)

+o(X, y,a)J. (4.20)

Bu taktirde T dontisiimiiniin X uzayinda bir tek sabit noktas: vardir.

Ispat. Sabit £ >0 icin
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olmak tizere

1+o(x,Tx,a)

2¢<o(y,Ty,a) Tro(xy.a)

+o(xy,a)<2s+5(¢)

olsun. Bu durumda

1+o(x,Tx,a)

o

ro(x y,a)}

<k(2s+6(¢))

= 28k+k€(%—2]

=¢
dir. Yani Teorem 4.1.2°nin (4.2) sart1 saglanir. Bdylece ispat biter.

2002’de A. Baranciari [27] Banach daralma doniisimiinden daha genel daralma

sartlarina genisletilebilen integral ifadeler igeren daralma sartini ortaya koymus ve

asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 4.14. (X,d) tam metrik uzay, T:X —>X bir donisim ve

go:[O,oo) —>[O,oo) yerel integrallenebilen bir fonksiyon ve her & >0 i¢in
[o(t)dt>0
0

olsun. Her x,y e X ve k €(0,1/2) i¢in
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d(Tx,Ty)

d(x,y)
[ e(tydt<k [ o(t)dt (4.21)

0

esitsizligi saglansin. Bu taktirde T doniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir [27].

Bu teoremde ¢ =1 olarak alinirsa Banach sabit nokta teoremi elde edilir.

T. Suzuki, integral ifade igeren Meir-Keeler daralma doniistimiiniin hala Meir-Keeler
daralma doniisiimii oldugunu gostermis ve boylece Teorem 4.1.4°in Meir-Keeler

tarafindan verilen sabit nokta teoreminin bir 6zel durumu oldugunu gostermistir [17].

Y= {gb: @ [O, +oo) — [0, +oo)} fonksiyonlariin asagidaki sartlari saglayan bir ailesi

olsun.

i. Hert>0 i¢in ¢(0)=0 ve ¢(t)>0 dur.

ii. ¢ azalmayan ve sagdan siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 4.15. (X,o) tam 2—metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve ¢e¥

olsun.

Her £ >0 i¢in 5(8) >0 sayist vardir dyle ki her X,y € X i¢in

1+o(x,Tx,a)

2¢ < ¢(J(y,Ty,a) ro(xy.a)

+G(X, y,a)J<28+5(5) (4.22)

= $(20(Tx,Ty,a)) < 2¢
olsun. Bu durumda (4.2) esitsizligi saglanir.

Ispat. £ >0 sabit olsun. ¢(2¢)>0 oldugundan ve (4.22)’den, & >0 vardir dyle ki
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1+o(x,Tx,a)

¢(2¢) < ¢(O'(y’Ty’a) l+o(xy,a)

+o(x, y,a)]<¢(25)+“ (4.23)

= ¢(20(Tx,Ty,a)) < ¢(2¢).
olur. ¢ sagdan siirekli bir fonksiyon oldugundan en az bir 6 >0 sayis1 vardir 6yle ki
#(2e+6)<p(2¢)+a
dir. X,y e X i¢in

1+0(xTxa)

2¢<o(y,Ty,a) Lro(xy.a)

+o(xy,a)<2e+6

olur. ¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan

1+o(x,Tx,a)

¢(28>S¢(”(y’w’a) L+o(xy.a)

+o(X, y,a)J <¢(2e+6)<p(2¢)+a

elde edilir. Boylece (4.23)’den
#(20(Tx,Ty,a)) < #(2¢)

olur. Bu da d(Tx,Ty,a)<e oldugunu gdsterir. Bu durumda (4.2) esitsizligi

saglanmis olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.6. (X,o) tam 2-metrik uzay ve T:X —X bir donisim ve

¢:[0,00) >[0,0) yerel integrallenebilir bir fonksiyon ve her t>0 igin

@(s)ds >0 olsun. Her &> 0 igin

[ S———
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1+d(x,Tx,a)

26 <[ i gt dt <26 +5(e) = [T p(t)dt < 26 (4.24)

ifadesi saglanacak sekilde &(&)>0 sayisi var olsun. Bu durumda (4.2) esitsizligi

saglanir.

Sonu¢ 4.1.7. (X,o) tam 2-metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun.

¢:[0,00)—>[0,00) yerel integrallenebilir bir fonksiyon ve her t>0 igin

¢(s)ds >0 olsun. Her &£ >0 ve ce(0,1) i¢in

O t—

1+d(x,Tx,a)

Ty,
y 1Y) 1+(x,y.a)

+d(x,y,a)

J-Zd(Tx,Ty,a Q(t)dt

0

'p(t)dt < cjod(

ifadesi saglanacak sekilde O (5) >0 sayis1 var olsun. Bu taktirde T donistimii X

uzayinda bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat. &> 0 sabiti i¢in (4.24) esitsizliginin 5(&)=2¢ (1 —1] olmak iizere saglandif1
C

aciktir. Bu taktirde (4.2) saglanir ve Teorem 4.1.2°den ispat elde edilir.

Not 4.1.9. ¢=1 ve k E(O,l) icin ¢ =2k alinirsa Sonug 4.1.3 Sonug 4.1.7°den elde

edilir.
4.2. Rasyonel ifadeler iceren Meir-Keeler Daralma Déniisiimleri
1984’te A.N. Gupta ve A. Saxena rasyonel ifade igeren ve Banach daralma

donlisimiinden daha genel olan daralma sartin1 kullanarak asagidaki teoremi

vermislerdir [18].
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Teorem 4.2.1. (X,d) tam metrik uzay ve T : X — X doniisiim olsun. Her x,y e X

ve o4 +a, +a, <1 olan o, ar,, o, >0 sabitleri igin

(1+d (x,Tx))(d (y.Ty)) . d(x,Tx)d(y,Ty)

d(Tx,T
(TxTy) <a 1+d(xy) T d(xy)

+a,d(X,Y) (4.25)

ifadesi saglansin. Bu taktirde T doniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir.

(4.25) esitsizligi ve Meir-Keeler sarti birlikte kullanilarak 2—metrik uzaylarda

asagidaki sonug verilmistir.
Sonug 4.2.2. (X,0) tam 2—metrik uzay ve T : X — X bir déniisiim olsun.

Her ¢>0, VX,y,ae X ve X#Yy=#a igin

(1+d(x,Tx,a))(d (v, Ty,a)) L d (x,Tx,a)d(y,Ty,a)

1+d(x,y,a) d(x,y,a)
+d(x,y,a)<3s+5(¢) (4.26)
=d(Tx,Ty,a)<¢

3e<

olacak sekilde &(&)> 0sayisi var olsun. Bu durumda T déniisiimii X uzayinda bir

tek sabit noktaya sahiptir.

al,az,a3e(0,1/ 3) icin A.N. Gupta ve A. Saxena tarafindan verilen sonucun

Sonug 4.2.2°nin 6zel bir durumu oldugunu Sonug 4.2.3’te gdsterilmistir.

Sonu¢ 4.2.3. (X,0) tam 2-metrik uzay ve T:X — X doniisim olsun. Her

X,y,ae X ve ke(0,1/2) icin
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d(Tx,Ty,a)<k(m(x,y.a)) (4.27)

(1+d(x,Tx,a))(d(y.Ty.a)) L d (x,Tx,a)d(y,Ty,a)
1+d(xy,a) d(x,y.a)

m(x,y,a)= +d(xy,a)

esitsizligi saglansin. Bu taktirde T doniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Sonug 4.1.4’e benzer sekilde 5(5)2(%—3) olarak segilirse istenilen elde

edilir.

Teorem 4.2.4. (X,0) tam 2—metrik uzay , T:X — X bir doniisiim olsun ve

¢ olsun.

Her £>0 ve her x,y e X i¢in

3 < (<1+d<x,Tx,a>><d<v,Ty,a>>+d(x:x,a>d<y:y,a>
< 1+d(x,y,a) d(x y.a)

= ¢(3d (Tx,Ty,a)) <3¢

+d(x, y,a)J<35+5(5)

ifadesi saglanacak sekilde &(&)>0 sayisi var olsun. Bu durumda (4.26) esitsizligi

saglanir.

Ispat. Teorem 4.1.6’nn ispatina benzer metodla (4.26) nin saglandig1 goriiliir.

Simdi ' tiim h:[O,oo)—)[O,oo) olan fonksiyonlarin ailesi olmak iizere asagidaki

sartlar1 saglasin:

I.  h siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.
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ii. Hert>0igin h(0)=0 ve h(t)>0 dur.

Teorem 4.2.5. (X,o0) tam 2—metrik uzay ve T : X — X déniisiim olsun.

Her £ >0, her x,y,ae X ve x#Yy=#a igin

1+d(x,y,a) d(x,y a)
+d(xy,a))<3e+5(e) (4.28)
= h(3d(Tx,Ty,a)) <3¢

2 < h((1+d (x,Tx,a))(d(y.Ty,a)) N d(x,Tx,a)d(y,Ty,a)

ifadesi saglanacak bigimde &(&)>0 sayisi var olsun. Bu durumda (4.26) esitsizligi

saglanir.

Ispat. h:[O,oo) —>[0,oo) her siirekli fonksiyon sagdan siirekli oldugundan Teorem

4.2.4’ten sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.6. (X,o) tam 2-metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun.

¢:[0,00) >[0,0) yerel integrallenebilir bir fonksiyon ve her t>0 igin

¢(s)ds >0 olsun. Her &>0 igin

O —

(1+d(x,Tx,a))(d(y,Ty,a))*d(X'TX’a)d(y‘Ty’a)*
3e < .[0 1+d(x,y.a) ' d(x,y,a) rd(x.y.a)

p(t)dt<3sc+6(¢) (4.29)

= ISd(TX'Ty'a)¢(t) dt <3¢

0

ifadesi saglanacak sekilde &(&)>0 sayisi var olsun. Bu durumda (4.26) esitsizligi

saglanir.
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Sonu¢ 4.2.7. (X,o) tam 2-metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun.

(02[0,00)—)[0,00) yerel integrallenebilir bir fonksiyon ve her t>0 igin

@(s)ds >0 olsun. Her £>0 ve ue(0,1) igin

O —

(Lrd(x,Tx,a))(d(y.Ty.a)) d(x.Tx.a)d(y.Ty.a)

¢(t)dt < ’u.[o L+d(x.y.a) T d(xy.a)

+d(x,y,a)

3d(Tx,Ty,a)
J

o(t)dt

ifadesi saglanacak sekilde & (8) >0 sayis1 var olsun. Bu taktirde T doniisimii X

uzayinda bir tek sabit noktasina sahiptir.

Ispat. £>0 sabiti icin (4.29) ifadesi 5(5):35(3—@ icin saglanir ve (4.26)
7

esitsizligi gergeklenir. Boylelikle Sonug 4.2.2°den istenen elde edilir.

Not 4.2.8. p=1 ve ke(0,1) i¢in 4 =3k alimrsa Sonug 4.2.5, Sonug 4.2.7°den elde

edilir.



BOLUM 5. b,-METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEOREMLERI

5.1. Kismi Sirali b, — Metrik Uzaylarda A—Daralma Déniisiimleri

Bu boliimde b—metrik ve 2-metrikten daha genel bir yapt olan b, —metrik
fonksiyonu yardimi ile tanimlanmis b, —metrik uzaylarda A—daralma doniisiimleri
tanimlanip kismi siralama ile donatilmis b, —metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri

elde edilmistir.

Tamm 5.1.2. (X,p) b,—metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,y,ue X, s>1ve aeAigin T doniislimii

sp(Tx,Ty,u)<a(p(x y.u), p(x,Tx.u), p(y,Ty,u))
ifadesini saglarsa T ye A—daralma doniigiimii denir.

Lemma 5.1.3. (X, p) b, —metrik uzay ve {x,} ve {y,} dizileri srasiyla x ve y
noktalarina b, —yakinsak olsun. Bu durumda her ae X i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir:

S—lzp(x, y,a)< liminf (X, Yo a)<limsup p(x,, y,.a)<s’p(X,y,a).

n—ow

Eger y, =y sabitise her ae X igin
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S—lzp(x, y,a)< liminf p(x,,y,a)<limsup p(x,,y,a)<s’p(x,y,a)

nN—o0
ifadesi saglanir.

Ispat. b, — metrik uzayimn tanimindan

p(xy,a)=p(xay)<sp(xax,)+sp(ay.x,)+sp(y. xX,)
SSp(xia’xn)-i_sz[p(a’ y! yn)+p(y7xn’yn)+p(xn’a1 yn):|+sp(ylx’xn)

ve

p(Xn’yn’a)zp(Xma’ yn)SSp(Xn,a,X)+Sp(a, yn'X)+Sp(yn’X'Xn)
<sp(X,aX)+5°[ p(a, Y, Y)+ o (Vo X, ¥)+p(%aY) [+50( Yo X, X,)

elde edilir. Buradan ilk esitsizlikte N — oo i¢in alt limit ve ikinci esitsizlikte N — oo

igin Ust limit alinirsa istenilenler elde edilmis olur.
Eger y, =y ise
p(xy,a)<sp(xy,x,)+sp(y.a,x,)+sp(axx,)
ve

p(x,,y,a)<sp(x,, ¥, x)+sp(y,a,x)+sp(a x,, X)

esitsizliklerinden istenilen elde edilir.
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Teorem 5.1.4. (X,<) kismi sirali bir kiime, (X, p) b, —tam b, —metrik uzay ve

X, € X igin "<" bagntisina gére X, <Tx, sartin1 saglayan T :X — X artan bir

dontisiim olsun. s>1 ve o € A i¢in
sp(Tx,Ty.a)<a(p(x y.a)+p(x,Tx,a)+p(y,Ty,a)) (5.1)

ifadesi her ae X ve her X,y e X Kkarsilastirilabilir elemanlari i¢in saglansin. Eger

T donisimii b, —stirekli ise T, X uzaymnda bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica,
F(T) kiimesinin tam sirali olmasi i¢in gerek ve yeter sart T ’nin bir tek sabit

noktaya sahip olmasidir.

Ispat.x, € X keyfi bir nokta ve her neN i¢in {x,} dizisi x, =T"x, bi¢iminde

tanimlansin. x, <TX, ve T artan bir déniisiim oldugundan
Xo <Xy < T2X, <. <T"%, < T™X, <.

elde edilir. Her ne N i¢in x, < X ,; oldugundan (5.1) esitsizliginden

P (X Xo1,2) =80(TX . T @) S ( (X p0 X,08), 2 (%0, TX,502), P (X%, TX,,2))
= Ot(p(Xn_l, Xn’a)'p(xn—r Xn’a)’p(xn’ Xn+1’a))

yazilabilir. Buradan « e A oldugundan k €[0,1) i¢in

S/)(Xn'xn+1'a)gklo(xn—l’xn’a) (52)

bulunur. Buradan benzer sekilde iterasyona devam edilirse
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k

p(xn’xn+l7 a) < gp(xn—l’ Xn1a) = p(TXn—21TXn—l’ a)

elde edilir ki K € [O,l) oldugundan yukaridaki esitsizlikte N — oo i¢in limit alinirsa
S

limp(x,,X,,,,a)=0 (5.3)

n—o0

olur. Boylece istenilen elde edilmis olur.

(5.2) esitsizliginden {p(x,,X,.,,a)} azalan bir dizidir. Bu taktirde eger
p(X 1, %,a)=0 ise  p(X,X,,a)=0 olur. b, —metrigin tammndan

P(%,%,%)=0 oldugu igin her neN igin (X, X, %)=0 olur. Yine

n? “n+l?

P(Xp11 X X, ) =0 oldugundan her n>m-1 igin

p(xnlxn+1'xm):O (54)
yazilabilir. 0 <n<m-1 olmasi durumunda m—1>n+1 de olacagindan, (5.4)’den
p(xm—l’ X Xn+l) = p(Xm—l’ X1 Xy ) =0

olur. Buradan

p(xn’ Xn+l’ Xm) < Sp(xn’xm—l’ Xm—l)+sp(xn+1’ Xm'Xm—1)+5p(Xm’ Xn'Xm—l)
X

(5.5)
= sp(xn’ Xn+1’ m—1)
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ifadesi saglamr.  p(X,,X,,1,%,,,)=0 oldugundan (5.5) esitsizliginden her

0<n<m-1igin

(X1 X % ) SS™ " 0(X, s Xygs Xy ) =0 (5.6)
olur. Bu taktirde (5.4) ve (5.6)’dan her m,n e N i¢in

P (X)) X1, %, ) =0 (5.7)
elde edilir. Simdi her i, j,k e N ve i< j i¢in

P(X 4%, % )= (X, 4. %, % ) =0 (5.8)
olur. (5.8)’den

p(xi,xj,xk)g s[p(xi,xj,xH)+p(xj,xk,xj71)+p(xk,xi,xjfl)]

< s,o(xi,xj_l,xk)s...s s p (%, %, % )=0
olur. Budaher i, j,k eN igin
p(x.%,%)=0 (5.9)
oldugunu gosterir. Boylece istenilen elde edilir.

{x,} dizisinin b, —Cauchy dizisi olugunu géstermek i¢in
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P (X1 %0 8) S (X, Xy Xy )+ 50 (Xr @4 X ) +50(@0 %00 X))
<5P(Xy Xuar X )+ 5[ 2 (X X10 @) + 2 (X0 X0 @)
+50 (Xs Xpass Xop ) |+ 82 (X %00, @)
<SP (Xyr X0 X )+ 820 (X Xpor @)+ 52 ( 2 (X, X, ),

p(Xn’Xm—l’a)'p(Xm’ Xm+1'a))+sp(xn'xn+l'a)

yazilir. Boylece yukaridaki esitsizlikten m,n — oo i¢in limit alinirsa

lim p(x,,x a)SSa( lim p(xn,xm,a),0,0)

) )
m,n—w niom m,n—co

elde edilir. Buradan « € A oldugundan lim p(x,,x,,a)<0 olur. Dolayisiyla

n?“'m?
m,n—oo

lim p(x,,x,.a)=0
olmasi {x,} dizisinin b, —Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Buradan da istenilen elde
edilmis olur. (X,p) uzayr b, —tam oldugundan {x,} dizisi bir ze X noktasina

b, —yakinsak olur.
(5.1) esitsizliginden
p(Tz,z,a)<sp(Tz,Tx,,a)+sp(z,a,Tx,)+sp(a,Tz,Tx,)

yazilir. Yukaridaki esitsizlikte n— oo igin limit alinip ve T ’nin siirekli oldugu da
kullanilirsa Tz=z bulunur. Boylelikle z noktast T doniisiimiiniin bir sabit

noktasidir.

F (T) tam siral1 bir kiime olsun. T ’nin sabit noktas1 tek midir? z noktasindan farkli

bir we X noktasti Tw=w olacak bi¢cimde var olsun. Bu durumda (5.1)

esitsizliginden
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p(z,w,a)<sp(z,w,a)=sp(Tz,Tw,a)
<a(p(z,w,a),p(z,72,a), p(w,Tw,a))

olur. Buradan « e A oldugundan p(z,w,a)<0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani z=w

noktast T ’nin bir tek sabit noktasidir. Diger taraftan eger T bir tek sabit noktaya

sahipse bu durumda F(T) tam siral1 bir kiimedir. Boylece istenen elde edilmis olur.

Teorem 5.1.4’te T doniisiimiiniin siirekli olmasi sart1 kaldirilarak yine T ’nin bu

uzayda sabit noktasinin varlig1 ve tekligi elde edilebilir.

Teorem 5.1.5. T iizerindeki b, —siireklilik varsayimi olmaksizin Teorem 5.1.4’{in
hipotezi saglansin. Her ne N i¢in X uzayimdaki azalmayan {Xn} dizisi i¢in X, < Z,
X, >2eX (n —)oo) saglansim. Bu taktirde T bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica,

F(T) kiimesinin tam sirali olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart T *nin bir tek sabit

noktaya sahip olmasidir.

Ispat. Teorem 5.1.4’teki ispat tekrar edilerek x, —z e X olan artan bir {x,} dizisi
tanimlansin. X uzayinda X, <z dir. (5.1) esitsizligi ve Lemma 5.1.3’ten
sEp(z,Tz, a)} <s LL@CSUPP(XWTZ' a)

= s!iﬂsupp(Txn,Tz,a)

< !msupa(p(xn, z,a),p(%,,Tx,.a), p(2,7z,a))

= a(0,0, Lmsupp(z,Tz, a))

olur. Bu durumda « € A oldugundan limsup p(z,Tz,a)<0 olur ki Tz=2z olmasim

gerektirir. Dolayistyla T ’nin siirekli olmadigi durumlarda da uzayimn kendi 6zellikleri

kullanilarak sabit noktasinin oldugu gosterilebilir.



Sabit noktanin tekligi ise Teorem 5.1.4’teki ile aynidir. Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu béliimde tezin onceki boliimlerinde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Uciincii boliimde, F. Wardowski tarafindan tamimlanan F —daralma doniisiimii ile
A. Beiranvand tarafindan tanimlanan f —daralma doniisiimleri tam ve kismi sirali
2 —metrik uzaylara genellenerek bu uzaylarda rasyonel ifadeler i¢eren doniisiimlerin

sabit noktasinin varligi ve tekligi incelenmistir. Ayrica {f, T} ve {f,S} ikililerinin

Banach ¢ifti olma 6zelligi kullanilarak tam ve kismi sirali 2—metrik uzaylarda

f,T ve S doniisiimlerinin ortak bir tek sabit noktaya sahip oldugu gosterilmistir.

Dérdiincii bolimiin ilk kisminda, Banach daralma prensibinin genel bir durumu olan
ve A. Meir ve E. Keeler tarafindan ortaya atilan Meir-Keeler daralma doniisiimleri
icin B.K. Dass ve S. Gupta tarafindan tanimlanan doniisiimiin 6zel bir halini i¢eren
sabit nokta teoremlerinin varlig1 ve tekligi yine tam 2 —metrik uzayda incelenmistir.
Ayrica ikinci kistmda da A.N. Gupta ve A. Saxena’nin verdigi daralma

doniisiimiiniin 6zel bir halini i¢eren sabit nokta teoremleri incelenmistir.

Besinci bolimde, 2—metrik uzay ile S. Czervik tarafindan ortaya atilan b—metrik

uzaymn bir genellemesi olan b, —metrik uzayda M. Akram ve A. Siddiqui tarafindan

tanimlanan bir yeni daralma doniisiimii olan A—daralma doniisiimii ile kismi sirali

kiime tlizerine kurulan sabit nokta teoremlerinin varlig1 ve tekligi incelenmistir.

Bu ¢aligmamin devaminda hem 2—metrik yapis1 ve b, —metrik yapisi iizerine farkli

yapilar koyularak yine uzayin kendi ozelligi kullanilarak 6zgilin sonuglar elde
edilebilir.
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