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OZET

Anabhtar kelimeler: Siacci Teoremi, Uzay Egrisi, Bishop Catist

Bu c¢alisma bes bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bolim giris kismina
ayrilmstir.

Ikinci boliimde matematiksel temel kavramlara ve calismanimn orijinal kismi igin
faydali olacag diisiiniilen bazi fiziksel konulara yer verilmistir.

Ugiincii bolimde E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda egriler igin 1. ve 2. tip Bishop
catilar1 tanitilmigtir.

Dordiincii boliimde Siacci Teoremi aciklanmis ve Frenet formiilleri yardimiyla
uzayda Siacci Teoreminin ispati verilmistir.

Besinci bolim c¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde 1. ve 2.

tip Bishop catilarina gore Siacci Teoremi, ispatlart ile birlikte verilmis ve ayrica
aydinlatici birer 6rnege de yer ayrilmistir.

Vi



SIACCI’S THEOREM FOR THE FIRST AND THE SECOND
BISHOP FRAME

SUMMARY

Keywords: Siacci’s Theorem, Space Curve, Bishop Frame

This work is prepared as five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second chapter we have given the mathematical basic concepts and also some
physical topics that are thought to be useful for the original part of the study.

In the third chapter of this study we have introduced the Bishop frame and Type 2
Bishop frame for curves in 3-dimensional Euclidean space.

In the fourth chapter, the Siacci’s theorem is explained. Also, with the aid of the
Frenet formulae a proof of Siacci’s theorem in space is given.

The fifth chapter is the original part of this study. In this chapter, the Siacci’s

theorem according to Bishop frame and Type-2 Bishop frame are given with their
proofs. Also an illustrative example is given for each of these theorems.
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BOLUM 1. GIRIS

Bir maddesel noktanin hareketi esnasinda olusan ivme vektoriiyle ve bu vektoriin
bilesenleriyle ilgilenen Siacci teoremi, Italyan matematik¢i Francesco Siacci
tarafindan 1879 yilinda verilmistir. F. Siacci tarafindan yapilan bu calismada
maddesel noktanin hareketi diizlemle kisitlanmistir [1]. Daha sonra F. Siacci, uzayda
hareket halinde bulunan bir maddesel nokta icin de benzer bir c¢alisma
gerceklestirmistir [2]. F. Siacci’den sonra bu konuyla ilk ilgilenen E. T. Whittaker,
1937 yilinda yaptig1 ¢aligmada diizlemde Siacci teoreminin geometrik bir ispatin
vermistir [3]. Daha sonra N. Grossman, E. T. Whittaker’in ispatina gére daha modern
bir ispat vermistir [4]. Ayrica James Casey Serret-Frenet formiillerine dayali uzayda
Siacci teoreminin ispatin1 vermistir [5]. Giiniimiize en yakin ¢alisma ise 2012 yilinda
Z. Kiigtikarslan, M. Y. Yilmaz ve M. Bektas tarafindan yapilmistir [6]. Bu ¢alismada
yazarlar F®, Finsler manifoldunda egriler i¢in Siacci teoremini ifade etmislerdir.
Siacci teoreminden en fazla yararlanilan alan, mekanik olarak goze ¢arpmaktadir.
Ozellikle agisal momentumun sabit oldugu, merkezi kuvvetler gibi konularda yer

alan problemler i¢in oldukg¢a kullanislt bir teoremdir.

Bir cok arastirmaci egrilerin Ozelliklerini karakterize etmek icin Frenet catisini
kullanir. Fakat Frenet catisi yanlizca diferensiyellenebilen egriler i¢in tanimlidir ve

baz1 noktalarda egrinin ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda egri igin alternatif bir
catrya ihtiyac vardir. Bu sebeple L. R. Bishop E?, 3 boyutlu Oklid uzayindaki egriler

icin relatif paralel uyarlanmis ¢at1 veya Bishop catis1 adi verilen bir alternatif ¢ati
tanimlamistir [7]. Bu alternatif ¢atinin bulunusuyla birlikte arastirmacilar bazi temel
konular1 bu yeni ¢atiya gore incelemeyi amacglamislardir ve Bishop ¢atis1 iizerine
pek ¢ok calisma yapmislardir [8, 9, 10]. Bu ¢alismalardan bir tanesini de S. Yilmaz
ve M. Turgut gerceklestirmistir [11]. Bu ¢alismada yazarlar, Bishop catisinin yeni bir
versiyonunu tanitmis ve bu catiyr 2. tip Bishop catist olarak isimlendirmislerdir. 2.

tip Bishop catisi iizerine de pek ¢ok calisma yapilmustir [12, 13, 14].



Giliniimiize gelindiginde, Bishop c¢atis1 iizerine yapilan c¢alismalar biyoloji ve
bilgisayar grafikleri gibi alanlara kadar sigramis durumdadir. Biyolojide DNA
sarmalinin yapisal bilgisi hakkinda tahmin yiiriitiilmesinde ve bilgisayar grafikleri
alaninda  sanal = kameralarin  kontrol  edilmesinde  Bishop  catisindan

faydalanilmaktadir.

Bu ¢alismada ise 1. ve 2. Tip Bishop catilariyla belirli egriler i¢in uzayda” Siacci

Teoremi” verilmis ve her iki teorem i¢inde aydinlatici birer 6rnek sunulmustur.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Matematiksel Kavramlar

Tanim 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle, V ise bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1

olsun. Eger bir f :AxA —V fonksiyonu

(). VP,Q,ReA igin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
(if). VPeA ve VaeV icin f(P,Q) =« olacak bi¢imde bir tek Qe A noktasi

vardir.
onermelerini sagliyorsa A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir [15].

Tamim 2.1.2. A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun. V de

bir i¢ carpim islemi
(,):VxV—IR

i=1

I X= (X1 X,)
(X, y) = (x,y) =2 %Y, {y =Y ¥,)

seklinde tanimlanirsa A afin uzayina n—boyutlu Oklid uzay: adi verilir ve E" ile

gosterilir. Buradaki i¢ carprma da Oklid i¢ ¢arpimi denir [15].
Tamim 2.1.3. E", n—boyutlu Oklid uzay: alsimn. Bu taktirde

d:E"xE" > IR



seklinde tamimlanan d fonksiyonuna, E" de uzaklik fonksiyonu, d(X,Yy) reel

degerine ise X, Yy € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir [15].
Teorem 2.1.4. E", n—boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir [15].

Tamm 2.1.5. E", n—boyutlu Oklid uzaymda X,Y,Z gibi farkli ii¢ nokta segilsin.

XY ve XZ vektorleri arasindaki 0 € IR acisl, 0< @ <7 olmak iizere,

(7 %)

C0SH = ———
[xv]|xz

esitligi yardimiyla tanimlanir [16].

Tamim 2.1.6. n—boyutlu reel i¢ garpim uzay1 IR" ile birlesen E" Oklid uzayinda
sirali bir {P,P,...,P,}nokta (n+1)—lisi i¢in eger {RR, RP,,.., B,P,} vektor

sistemi IR" in bir ortonormal bazi ise bu nokta (n+1)—lisine E" de bir dik ¢at1 veya

Oklid ¢atis1 denir [15].

Tanim 2.1.7. E", n—boyutlu Oklid uzayinda

E,=(0,0,..,0), E, =(10,..,0), ...,E, =(0,0,...,1)

olmak tizere {E0 N S En} catisina standart Oklid ¢atis1 denir [15].

Tamm 2.1.8. E", n—boyutlu Oklid uzayinda bir X noktasrmin E" deki standart

Oklid catisina gore ifadesi



bi¢imindedir. Buradaki

x:E"—>IR, 1<i<n

fonksiyonlarina X noktasmin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve { Xy Xy ey X, } siral1

ve reel degerli fonksiyon n—lisine E" in Oklid koordinat sistemi ad1 verilir [15].

Tamm 2.1.9. I, IR nin bir agik aralifi olmak tizere « :1 —E" bigiminde diizgiin

(C “sinifindan ) bir & doniisimiine, E" de bir egri (I,«) ya da egrinin koordinat

komsulugu denir [17].

En
a/é .
7
Sekil 2.1. Egri (Sabuncuoglu, 2004).

Tanmm 2.1.10. a: |1 —>E" bir egri olsun. J agik bir aralik olmak iizere, bir

h:J —1 difeomorfizmine, « egrisi igin bir parametre doniisiimii denir. «o h

egrisine de a egrisinin h ile yeniden parametrelendirilmisi denir (Sekil 2.2) [17].

— —

Sekil 2.2. Parametre degisimi (Sabuncuoglu, 2004).



Tanmm 2.1.11. X: 1 —E" bir egri olsun. Vtel sayisiigin X in t ye karsilik

gelen X(t) noktasindaki X'(t) € T, X(t) tanjant vektdriine egrinin hiz vektori

denir. Oyle ki

dx,
dt

X'(t) = (Z—?

)

Lo x(t)

dir [18].

Tanmm 2.1.12. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler

(diizenli) egri denir [15].

Tamm 2.1.13. «: | ->E" egrisi verilsin. t, el i¢in egri tstiinde a(t,) noktasindan

baslayarak yay uzunlugunu élgmeye baglayalim. (Sekil 2.3).

(94
/\/ ay ) N\
I t
[_'_'% a(t + Af)
f(t)

0
Te——] N\ Y,

Sekil 2.3. Yay uzunlugu (Sabuncuoglu, 2004).

t<t, olmak tzere a(f,) ve «(t) noktalar1 arasinda kalan egri pargasinin
uzunlugunun negatifi f(t) olsun. t=1t;, i¢in f(t,)=0 olarak tammlayalim. t, <t

olmak tizere a(t;) ve a(t) noktalar: arasinda kalan egri pargasinin uzunlugunu f (t)

ile gosterelim.

Boylece | araligindan IR ye giden f:t— f(t) fonksiyonu tanimlanmis olur ve f

fonksiyonu, o egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu olarak adlandirilir [17].



Teorem 2.1.14. a : | - E" egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f olmak tizere

f':| o' (2.1)
dir [17].
Teorem 2.1.15. & : | —E" egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f olmak tizere
t
f )= o'(u)]du (2.2)
f

dir [17].

Teorem 2.1.16. o : | ->E" egrisi diizenli bir egri ise her bir s€J igin || (ach)'|=1

olacak bigimde bir h:J — 1 parametre donilisiimii vardir [17].

Sonu¢ 2.1.17. E" uzayindaki diizenli bir egri, birim hizli olacak sekilde yeniden
parametrelendirilebilir [17].

Teorem 2.1.18. « : | - E" egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f olmak tizere

£/(t) = e ()] =1 (2.3)

ise « egrisine birim hizli egri, t paremetresine de yay parametresi ad1 verilir [17].

Tamm 2.1.19. E® uzayinda birim hizli o : | -E® egrisi igin

T(s)=a'(s) (2.4)

esitligiyle belirli T(s) vektoriine « egrisinin «(S) noktasindaki birim teget vektorii

denir [17].



Tanmmm 2.1.20. E® uzaymdaki birim hizh «: 1 > E® egrisi icin

ki1 —>IR, «(s)=|

') (2.5)

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina da egrinin ¢(S)

noktasindaki egriligi ad1 verilir [17].

Tamim 2.1.21. E® uzaymndaki birim hizli o : | »E® egrisi i¢in

N(s) = %T'(s) (2.6)

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, o egrisinin «(S) noktasindaki birinci dik vektorii

(asli normali) denir [17].
Tamim 2.1.22. E® uzaymda birim hizli o : | ->E® egrisi igin
B(s) = T(s) AN(s) (2.7)

esitligiyle tanimli B(S) vektoriine, « egrisinin «(S) noktasindaki ikinci dik vektorii

(binormali) denir [17].

Tamm 2.1.23. T(s), N(s), B(s) vektorlerine, o« :l1—>E® egrisinin  «a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir. {T(S), N(s), B(S)} kiimesine, « egrisinin

a(s) noktasindaki Frenet ¢atisi denir [17].

Tamim 2.1.24. E® uzaymdaki birim hizhi ¢ : | —E?® egrisinin Frenet vektor alanlari

T, N, B olmak iizere

i1 >R, 7(s)=—(B'(s),N(s)) (2.8)



fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu, z(S) sayisina da egrinin «(S)

noktasindaki burulmasi denir [17].

Teorem 2.1.25. E® uzaymndaki birim hizh o :1—E® egrisinin Frenet vektor

alanlar1 T, N, B olmak iizere

T = kN
N = —xT+7B (2.9)
B" =—¢N

dir [17].

Tamm 2.1.26. E® uzaymdaki birim hizli ¢ : | —E?® egrisinin Frenet vektor alanlar
T, N, B olsun. {T(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
dokunum diizlemi veya oskiilator diizlem, {T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme,

a(s) noktasindaki dogrultma diizlemi veya rektifiyan diizlem, {N(s), B(S)}

kiimesinin gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki dik diizlem veya normal diizlem denir

[17].

Teorem 2.1.27. ;1 ->E® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlart T, N, B

olmak lizere

NAB=T
BAT=N

(2.10)
dir [17].

Teorem 2.1.28. Genel parametreyle parametrelendirilmis bir o : | -E® egrisinin

Frenet vektor alanlart T, N, B olmak tzere
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T-% g ¥rd N_BAT (2.11)
e

a' A a

dir. o : 1 > E® egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x ve 7 ise

|a1/\ (Z” <a1/\ all, a/u>
_ = '/ 2.12
B 7 L PO .

dir [17].

Tamim 2.1.29. Eger bir egrinin tiim noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa bu

egriye diizlemseldir denir [19].

Teorem 2.1.30. a:1 —>E® egrisi diizlemsel ise 7 =0 dir ve egrinin her bir
noktasindaki dokunum (oskiilator) diizlemi, egrinin i¢inde bulundugu E diizlemidir.

Tersine, 7=0 ise a : | »E® egrisi diizlemseldir [17].

Tanmm 2.1.31. a: | —>E" egrisi verilsin. Vsel igin «'(s) hiz vektorii, bir U sabit
vektoril ile sabit ag1 yapiyorsa, « egrisine bir genel helis (egilim ¢izgisi), S, {U} ya

da a nin egilim ekseni denir [15].

Tamm 2.1.32. o : | >E" egrisi verilsin. Vsel ya karsilik gelen «(s) noktasinda

o nin egriligi ve burulmasi x(s) ve z(s) ise

H: 1 —>IR
#(s)
7(S)

s—>H(s) =

seklinde tanimli H fonksiyonuna, & nin «(S) noktasindaki birinci harmonik egriligi

denir [15].
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Teorem 2.1.33. « : | - E?® egrisi verilsin. Bu durumda,
. - . x(S) .
a bir genel helisdir << Vsel igin H(s) = ﬂ:sablttlr [15].
(s

Ozel olarak x ve 7 degerleri sabit ise egri bir silindirik helisdir [20].

Tamm 2.1.34. @, E® de bir egri olsun. Egri tizerindeki bir P noktas: egriyi ¢izerken
T, N, B vektorleri degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeler olusur. Egrinin
T, N, B ligayaklisinin her S aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis hareketi
yaptig1 kabul edilir. Bu eksene egrinin bu S parametresine karsilik gelen «(S)

noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu

veren vektor,

o=7T+«xB (2.13)
olup egrinin «(s) noktasindaki Darboux vektorii adini alir [15].

2.2. Fiziksel Kavramlar

Bir maddesel nokta dogrusal olmayan bir ¢izgi lizerinde hareket ediyorsa nokta
egrisel hareket yapiyor denir. Noktanin verilen bir t zamaninda bulundugu P yerini
tanmimlamak i¢in Sekil 2.4’deki gibi eksenleri sabit bir dik koordinat sistemi segilir ve
O baslangic noktasin1 P ye baglayan r vektori cizilir. r vektori, r siddeti ile ve
koordinat eksenlerine gore dogrultusu ve yonii ile tanimlandigindan noktanin yerini
bu eksenlere gore tam olarak belirtmis olur; bu r vektoriine, noktanin t anindaki yer

vektora adi verilir.

Simdi ayni noktanin, t+At zamaninda bulundugu P’ yerini tanimlayan r’

vektoriinii goz Ontine alalim. P ile P’ noktalarimi birlestiren Ar vektori, yer

vektoriiniin At zaman araligindaki degisimini gostersin (Sekil 2.4).
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X
Sekil 2.4. Maddesel noktanin yer vektorii (Tameroglu ve Ozbek, 1972).

Maddesel noktanin t anindaki ani hizi, At zaman araliklarini ve Ar vektor

artimlarini gittikce kiigiilterek elde edilir. Boylece ani hiz

v=Ilim—=— (2.14)
at—0 At dt

vektorii ile verilir. At ve Ar kiigiildiikce, P ve P’ noktalar1 birbirine yaklasir; bu
durumda Vv vektorii limitte maddesel noktanin yoriingesine teget olur. V vektoriiniin
siddeti olan v ye maddesel noktanin yoriinge hizi adi verilir ve yoriinge hiz1 (2.14)
denkleminde Ar vektoriiniin yerine, PP' kiriginin uzunlugunu koyarak elde edilebilir.

At azaldik¢a, PP' kirisinin boyu PP' yaymnin AS boyuna yaklasir (Sekil 2.4).

Dolayisiyla
v=lim 27 _ fjm AS _ 98 (2.15)
a0 At a0 At dt
yazilabilir.
z v'
Pefy
P
@) Y

X

Sekil 2.5. Maddesel noktanin hiz vektorii (Tameroglu ve Ozbek, 1972).
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Maddesel noktanin t anindaki Vv hizi ile t+At anindaki V' hizin1 goz 6niine alalim.
(Sekil 2.5). v ve V' vektorlerini aym1 O’ baslangi¢ noktasina tasiyalim. (Sekil 2.6).
Q ve Q' noktalarini birlestiren Av vektorii At zaman araliginda maddesel noktanin

hizindaki degismeyi gosterir. Sekil 2.6’da gosterilen C egrisi maddesel noktanin ani

hiz vektorlerinin uglarinin ¢izdigi egridir.

Sekil 2.6. Hiz degisimi (Tameroglu ve Ozbek, 1972).

Maddesel noktanin t zamanindaki ani ivmesi, At ve Av yi gittikge kiiciilterek elde

edilir. Boylece ani ivime

a=Ilim—=— (2.16)
a0 At dt

vektori ile verilir [21].

Tamm 2.2.1. Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktasini géz

oniline alalim. Newton’un ikinci kanunu olan F = ma formiiliinde a ivme degeri
. dv dv - s . -
yerine pm yazilirsa, F =m m elde edilir. m kiitlesi sabit oldugundan son

esitlikten

F=—(mv) (2.17)
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yazilabilir. mv vektoriine, maddesel noktanin dogrusal momentumu veya yalnizca

momentumu denir [21].

Tamm 2.2.2. Bir F kuvvetinin segilen bir eksene gore dondiirme etkisine moment
adr verilir. Matematiksel ifadeler ile moment, yer vektorii ile kuvvet vektoriiniin

vektorel ¢arpimi

T=rAF (2.18)

olarak da tanimlanir. Burada I yer vektorli, cismin donme ekseni ile cisme

uygulanan kuvvet vektorii F arasindaki vektordiir [22].

v -
—1t=F Ar

Sekil 2.7. Moment (Tameroglu ve Ozbek, 1972).

Tanim 2.2.3. OXYZ sabit koordinat sistemine gore hareket halindeki m kiitleli bir P
maddesel noktast g6z Oniline alinsin. Maddesel noktanin herhangi bir andaki

momentumu olan mV vektoriiniin O noktasina gére momentine, maddesel noktanin
0 anda O ya gdre, momentumunun momenti veya agisal momentumu ad1 verilir ve

H_ ile gosterilir [21].

0

P nin yer vektorii r ile gosterilmek iizere bir vektdriin momenti tanimi yardimiyla

H,=rA mv (2.19)
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yazilir. Buradan H, vektoriiniin r ile mv nin bulundugu diizleme dik oldugu

goriiliir (Sekil 2.8) [21].

X

Sekil 2.8. Agisal momentum vektorii (Tameroglu ve Ozbek, 1972).



BOLUM 3. E 3, 3- BOYUTLU OKLID UZAYINDA 1. VE 2. TiP
BISHOP CATILARI

3.1. 1. Tip Bishop Catis1

Tanim 3.1.1. Bir egri boyunca M normal vektdr alani i¢in M nin tiirevi tegetsel ise
M vektor alanina relatif paraleldir denir. Bir teget vektor alani i¢inse, egri boyunca

T birim teget vektor alaninin sabit bir kat1 ise relatif paraleldir denir [7].

Tamm 3.1.2. E?, 3 boyutlu Oklid uzayinda C? smifindan regiiler bir egri iizerindeki

paralel vektor alanlari, IR cismi iizerinde yonlendirilmis bir boyutlu teget bileseni ve
iki boyutlu normal bileseni olan, 3-boyutlu bir vektor uzayr olusturur. Bu vektor

uzayinin bir ortonormal bazina relatif paralel uyarlanmis ¢at1 veya Bishop catis1 denir

[7]1.

1. tip Bishop catisi1, baz1 noktalarinda ikinci tiirevi sifir olan egriler i¢in iyi tanimli
hareketli bir ¢atidir. Bir egrinin birim teget vektorii tek olarak belirlidir. 1. tip Bishop

catisimin  temeli; ¢atinin  birim teget vektor disginda kalan (N, (s),N,(s))
elemanlarinin, egrinin her bir noktasinda, T(s) ye dik olan normal diizlemde yer
almak ve tiirevleri sadece T(S) ye bagli olmak kaydiyla keyfi sekilde segilebilmesi
diisiincesine dayanmaktadir. Boylece N,(s) ve N,(s) vektorlerinin tiirevleri egrilik

ne olursa olsun mevcuttur. O halde,
<T'T>:<N1’Nl>:<N21N2>:]‘ ' <T’N1>:<T1N2>:<N1’N2>:O (3.1)

olmak tizere alternatif ¢at1 denklemleri
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T 0 k k) (T
1 =]=k 0 0[N, (3.2)
N, -k, 0 0) (N,

seklindedir. 1. tip Bishop catis1 igin, S yay parametresine gore tiirev formiilleri (3.2)
denklemiyle belirlidir. Burada k, ve k,, 1. tip Bishop ¢atisinin dogal egrilikleri

olarak isimlendirilirler [8].
x egrinin egrilik fonksiyonu olmak iizere (3.2) denkleminden

=|||<1 N, +k, Nz” =4 k' +k,’ (3.3

k=T

elde edilir. 8, egrinin 1. tip Bishop ¢atistnin N, normal vektdr alani ile Frenet

catisinin N asli normal vektor alani arasindaki ag¢i olmak tizere, N asli normal

vektor alani igin N = cosé@ N, + sind N, dir. Boylece, T'=x N Frenet formiilii ve

T' =k N, +k, N, Bishop formiilii gbz 6niine alinirsa
T'=kN=xcoséN, + xsin@N, =k N, +k, N, (3.4)
bulunur. Bu son denklemden

k,=kxcosd@ , k,=xsin@ , tanfd=k,/k (3.5)

bulunur. Dolayisiyla

@ =arctan [ﬁj (3.6)
kl

dir. (3.4) denkleminden aciktir ki
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N=cos&N, +sinéN, :k—lNl+ k—2N2 (3.7)
K K

dir. Bu son denklemin tiirevi alinir ve (3.2), (3.5) denklemleri kullanilirsa
N'=—N, sin 9‘3—H+ N} cos@+N, cosez—e +N,'sin®
S S

=—(k,coséd + k,sin@)T+ &' (-sin@N, +coséN,)
= —(kcos’ O+xsin*@) T+ ' (-sin@N, +cosdN,)

=—k T+ 6'(-siné@N, +cosdN,)
elde edilir. {T,N,,N,} sistemi uygun bir sekilde yonlendirilmek iizere
B=-sin&N, +cosoN, (3.8)
alinabilir. Boylece
r=0' , 0=[zds (3.9)

olur [7]. O halde (3.7) ve (3.8) denklemlerinden, Frenet ve 1. tip Bishop bazlari

arasinda gecis matrisi

T 1 0 0 T
N|[=|0 cos@ sind || N, (3.10)
B 0 -sin@ cosé )\ N,

ile verilir. Dolayisiyla
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T 1 0 0 T
N, [=|0 cos@ -sind || N (3.11)
N, 0 sing cosé)\ B

dir [10].

3.2. 2. Tip Bishop Catis1

a=a(s), E® de diizenli ve birim hizli bir egri olsun.

& 0 0 -¢) (&
&l =10 0 -5 S, (3.12)
B’ e & O B

paralel ¢atis1 tanimlansin. Bu ¢ati1 2. tip Bishop ¢atisi olarak adlandirilir. B’ = —z N

Frenet formiilii ve (3.12) esitligi géz oniine alinirsa
B'=-tN=¢( +¢5,4, (3.13)

yazilabilir. Son denklemde her iki tarafinin normu alinirsa

=g’ +¢€, (3.14)

elde edilir.

¢, aegrisinin 2. tip Bishop catismin §; vektor alani ile Frenet catismin N asli

normal vektor alani arasindaki a¢1 olmak iizere, T teget vektor alani,
T =sing {;—cos¢ g, (3.15)

seklinde yazilir ve burada S yay parametresine gore tiirev alinirsa
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T'=xN=¢'cosgl, +singl + ¢'singl, —cosg,
= ¢'(Cos @&, + singl,) + singl; —cosgi,
elde edilir. Son esitlikte { =—¢€, B ve {, =—¢, B esitlikleri yerine yazilirsa
KN = ¢’ (cos g, + singl,) + (cosg e, —sing €)B

bulunur. &, {,veN vektorleri oskiilator diizlemdedirler. Dolayisiyla yukaridaki

denklemde binormal vektoriin katsayist sifirdir. O halde

KN = ¢ (cosgl, + singg,)

elde edilir. Son denklemde,

k=¢ , ¢(s)= j./c(s) ds (3.16)

alinirsa,
N = cos¢&, + singg, (3.17)
elde edilir. Eger (3.17) denklemi (3.13) denkleminde yerine yazilirsa
€,=—-7C08¢ , €,=—7Sing (3.18)

bulunur. (3.18)1 ; esitlikleri goz 6niine alindiginda tang = €,/ €, olup

¢ = arctan [EJ (3.19)

&

elde edilir [11].
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(3.15) ve (3.17) denklemleri yardimiyla, Frenet ve 2. tip Bishop bazlari1 arasindaki

gecis matrisi,

T sing —cos¢ 0) (¢
N| =]|cosg sing O0]|¢&, (3.20)
B 0 0 1)\ B

olur. Buradan ise

& sing cos¢g O) (T
§,| = |—cosg sing O||N (3.22)
B 0 0 1)(B
elde edilir [12].
Birim hizli bir & egrisinin 2. tip Bishop Darboux vektorii
o =ag +bi,+cB (3.22)

olsun. @ ile 2. tip Bishop baz vektorleri arasindaki iligki

C=or , {,=0Af, , B=oAB

seklindedir. Bu son esitlikte (3.22) yazilir ve (3.12) denklemi goz oniinde tutulursa

a=-¢€,, b=¢g, ¢c=0 bulunur. Dolayisiyla 2. tip Bishop Darboux vektorii

o=-¢c"_(+¢C, (3.23)

olarak elde edilir.



BOLUM 4. BIR UZAY EGRISININ iVME VEKTORU ICIN
SIACCI’NIN COZUMU

Kinematikte, uzaydaki bir egri boyunca hareket halinde olan bir pargacigin ivme
vektorl, pargacigin hiz vektoriiniin zamana gore tiirevidir. Bir cok uygulamada ivme
vektorii birbirlerine dik olan teget ivme bileseni ve normal ivme bilesenlerinin
toplami seklinde tanimlanir. fvme vektoriiniin kinematikte ki bu kullanim seklinden
ayrisan, ivme vektoriiniin, genelde birbirine dik olmayan teget ve radyal dogrultular
boyunca yazabilmesini saglayan Siacci Teoremi Italyan matematik¢i Francesco
Siacci (1839-1907) tarafindan formiile edilmistir [1]. Bu calisma bir pargacigin
diizlemsel hareketi icin yapilmistir. Daha sonra Siacci bir parcacigin uzaydaki
hareketi i¢in de ivme vektoriinii benzer formda yazmayi basarmistir [2]. Siaccinin
uzayda hareket halindeki bir parcacigin ivmesine iliskin buldugu bu c¢oziimde,
ivmenin iki bileseninin par¢acigin yoriinge egrisinin ani oskiilator diizleminde yattig1
ifade edilmistir. Bunlardan biri yoOriinge egrisine teget iken, digeri ise P
parcacigindan, sabit bir orijin noktasindan oskiilator diizleme inilen dikmenin ayagi

olan noktaya dogru uzanir [5].

Keyfi kuvvetlerin etkisi altinda E®, 3 boyutlu Oklid uzayinda hareket eden m (>0)
kiitleli bir P parcacig1 ve E®de keyfi sabit bir O baslangi¢ noktasi alalim. x, P nin

t anma karsilik gelen yer vektord, CcE?, a:lcIR—E? ile verilen, P nin
izledigi yol ile yonlendirilmis egri ve S de, t ye bagli olmak {izere, C nin yay

parametresi olsun. Bu durumda
X =O0P = Oa(s) = a(s) (4.1)

yazilabilir. C birim hizli egrisi i¢in, Sel noktasinda birim teget vektor

T(s) = &'(s) olmak iizere (4.1) esitliginde S ye gore tiirev alinirsa
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, _dx

T=xX'=—
ds

(4.2)

elde edilir. {T,N,B}, Frenet ortonormal baz sistemi, x ve 7 ise sirasiyla egrilik ve

burulma fonksiyonlarini géstermek tizere Frenet tiirev formiilleri
T=«kN , N=-xT+7zB , B'=-zN (4.3)

dir. P nin t anindaki hiz vektorii, yer vektoriiniin zamana gore tiirevi olup (4.2)

denklemi yardimryla

X=%§:VT , V:EZS' (44)
ds dt dt
elde edilir. P nin t anindaki ivme vektorii, hiz vektoriiniin zamana gore tiirevi

oldugundan

a:\'/:\'/T+'i'v:\7T+vd—TE
ds dt

yazilabilir. Bu son esitlikte (4.3); ve (4.4); esitlikleri goz Oniine alinirsa
a=vT+xV'N (4.5)

elde edilir. C egrisi boyunca Vv, s nin bir fonksiyonu olarak belirli olabilir. Bu

durumda v =%$ =v? olup bu esitlik (4.5) esitliginde yazildig1 taktirde ivme
s s

vektora

a :v% T+ xV’N (4.6)
ds
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olur. Egrinin, P parcaciginin iizerinde bulundugu noktast P ile gosterilsin. Bu
durumda P pargacigmin t anindaki ivme vektorii, C nin P noktasindaki oskiilator
diizlemi olan 7z de yatar.

Birim hizli bir egrinin Frenet bazlar1 i¢in Darboux vektoriiniin Tanim 2.1.34°den,

o=7T+«xB

oldugunu biliyoruz. Béylece C nin s yay parametresinin t ye bagl oldugu goz

oniline alindiginda Frenet bazlar i¢in agisal hiz vektori

®=$ (rT+ xB) (4.7)

olur. @ agisal hiz vektorii C nin rektifiyen diizleminde yatar ve

T=oAT N=wAN , B=oAB (4.8)

esitliklerini saglar. P nin O baslangi¢ noktasina gore agisal momentumu, P nin yer

vektorii ile dogrusal momentumunun vektorel ¢carpimi olup

Ho=xAmv=xAmvT (4.9)

seklindedir [5].

4.1. Siacci Teoremi

Keyfi kuvvetlerin etkisi altinda E® de C egrisi boyunca hareket eden P

parcaciginin, Frenet bazlarina gore yer vektorii

Xx=qT—-pN+bB (4.10)

olmak tizere



25

q=(x,T) , =p=(x,N) , b=(x,B) (4.11)

dir. (Sekil 4.1). Bu taktirde 77 oskiilator diizleminde r vektori,
r=qT-pN (4.12)

dir. Boylece ||r|| =TI olmak iizere,

r* = (r,r)=0*(T,T) + p*(N,N) = ¢’ + p’ (4.13)
yazilabilir.
Sekil 4.1. e gore SPK dogrusu C egrisinin P noktasindaki teget dogrusudur.
Uzaydaki sabit bir O baslangi¢ noktasindan 77 oskiilator diizlemine inilen dik, OB

vektoriidiir ve dolayisiyla B nin O ya gore yer vektorii, bB dir. Ayrica, BZ

vektoril teget dogrusuna dik oldugundan dolay1 Z noktasinin B referans noktasina

gore yer vektorii, —pNdir. Burada, P noktasinin B referans noktasina gore yer

vektorlii I ve Z referans noktasina gore yer vektoriide q T dir.

Sekil 4.1. P par¢aciginin bir uzay egrisi boyunca hareketi (Casey, 2011).
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(4.2) ve (4.3) ecsitlikleri goz Oniinde bulundurulur ve (4.10) denkleminin yay

parametresine gore tiirevi alinirsa,

T=@QT-pN+bB) =(+px) T+ (qx—p—bz)N + (-pr+b)B

bulunur. Boylece, son denklemden

qg+px=1 , qx—-p'—-br=0 , —pr+b'=0

elde edilir. (4.15)1,,,3 denklemlerinden

q =1-xp , p'=xq—7b , b'=zp

olur. (4.13) denkleminin tiirevi alinirsa

rr'=pp'+qq’

bulunur. Bu son denklemde, (4.16);,3 g6z 6niine alinirsa,

rr'=q-bzp , re’=q — bb’

elde edilir.

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

{T,N,B} sisteminin bir sag sistem oldugu gz 6niinde bulundurularak (4.10) ile

verilen yer vektori, agisal momentum vektoriinii belirten (4.9) denkleminde yerine

yazilirsa,

Ho=(qT—pN+bB)AmvT
=—pmV(NAT)+bmv(BAT)

=mvbN + mvpB

elde edilir.

(4.18)
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Kabul edelimki
h=pv , w=bv (4.19)

olsun.
F. Siacci, (4.6) da yer alan a ivme vektoriinii, oskiilatér diizlemdeki, SPK teget

dogrultusu ve BP radyal dogrultusu boyunca elde etmeyi amaglamistir. Bunu

gerceklestirmek igin, (4.6) esitliginde, N vektoriiniin r ve T vektorleri cinsinden

yazilmasi gereklidir. " Agisal momentumun binormal bileseni sifirdan farklidir " fiziki

varsayimindan dolaytr p=0 dir. (4.13) de p # 0 oldugu gbéz Oniine alinirsa r =0

olup, boylece BP=r vektdrii yoniindeki birim vektor e, tanimlidir ve

e, =—r (4.20)

seklindedir. p#0 oldugundan, (4.20) ve (4.12) denklemleri yardimiyla
N:%(—rer+qT) (4.21)

elde edilir. Boylece, (4.21) denklemi dikkate alinarak, (4.6) denklemi tekrar

diizenlenirse, ivme vektori,

a-= VQT + xkV:N
ds

2
- rer+[v?+’“’ qu:Srer+StT (4.22)
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elde edilir. Buradaki S, ve S, bilesenleri, sirasiyla, radyal ve teget Siacci ivme

bilesenleri olarak adlandirilir.

Eger (4.19), dikkate alinirsa, radyal Siacci ivme bileseni,

2 2 2
S —- KV rzp _ Kr:] (4.23)
PP p

dir. Teget Siacci ivme bilesini ise birka¢ farkli formda yazilabilir. (4.16),, ve

(4.19), denklemleri dikkate alinirsa

2 ' 2
S, = v%+ VA vV’ + Pz

ds  p p

2 A1 2 A2 1,2 2
,+v p+rbv :pr +2pp'v +rbv

=vv >
P P 2p P

2\ 2 2
_ (hz N rb!] _ 12 ey + 207D
2p p 2p pp

1 . 2h?bl’
g {0 P

S LY (4.24)
2p° p? '
elde edilir. Ayrica (4.17); yardimiyla da

S, _1 (v?) PRy 1 v?) +m/2—rerpr
2 p 2

olup teget Siacci ivme bileseni i¢in farkli bir form da
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S, = % (V?) +xV? {%+rb} (4.25)

olur. Ilave olarak (4.17), esitligi kullanilirsa,

, Fr'+bb’

S, = % (V) +xVvi= = % (vV?) + kv

o |a

elde edilir. Burada
<X,X> :<qT— pN+ bB ) qT— pN+ bB> = q2+p2+ bZ _ r2+b2
esitligi goz oniine alindig: taktirde

1 KV’ 1 K2 '
S == () +— (r’+b%)" = = (V¥ + X, X 4.26
¢ 2( ) 2p( ) 2( ) 2p< ) (4.26)

bulunur [5].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. (Siacci Teoremi) Kabul edelim ki m (>0) kiitleli bir P parcacigi E®
Oklid uzaymda bir C egrisi boyunca hareket etsin ve P pargaciginin agisal
momentum vektoriiniin binormal bileseni hi¢ bir zaman sifir olmasin. Bu taktirde, P
nin ivme vektorl, iki yatay Siacci bileseninin toplami seklindedir. Siacci
bilesenlerinden biri C nin tegeti boyunca uzanirken, digeri de P den, sabit bir orijin

noktasindan oskiilator diizleme inilen dikmenin ayagi olan noktaya dogru uzanir [5].

Radyal bilesen (4.22) deki gibi bir tek sekilde yazilabilirken, teget bilesen, (4.24),
(4.25) ve (4.26) esitliklerinde oldugu gibi ii¢ farkli sekilde yazilabilir.
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Sonu¢ 4.1.2. Kabul edelim ki, P parcaciginin hareketi, O baslangi¢c noktasin
icermek zorunda olmayan sabit bir diizleme sinirlansin ve P nin agisal momentumun
diizleme dik olan bileseni hi¢bir zaman sifir olmasin. Bu taktirde, e, diizlemdeki
polar koordinat sisteminin radyal baz vektoriini belirtmek iizere, P nin ivme

vektori, (4.22) esitligiyle ifade edilebilir. Burada,

s, = % 4.27)
veya
5, == { () + (rZ)} (4.28)
2 p
dir [5].

Ispat : Diizlemsel durumda 7=0 dir. Binormal vektdr, B sabittir ve egri boyunca

diizleme diktir.

(4.20) denkleminde (4.12) denklemi yerine yazilirsa

re,=qT —-pN

bulunur. Bu esitlik dikkate alinarak (4.10) esitligi tekrar diizenlenirse, P nin yer

vektora

x=re +bB (4.29)

olur. Boylece (4.22) ifadesi, diizlemsel harekette ivme vektoriine karsilik gelir. 7=0
ve b'=zp oldugundan, (4.24) denklemi (4.27) halini alir. Benzer sekilde (4.25)
denkleminde 7=0 oldugu dikkate alinirsa (4.28) denklemi elde edilir.
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Sonug 4.1.3. Kabul edelim ki Sonug 4.1.2 deki sabit diizlem O baslangi¢ noktasindan
gegsin ve P nin agisal momentumu hi¢ bir zaman sifir olmasin. Bu taktirde,

Siacci’nin (4.22) deki ifadesi (4.27) ve (4.28) denklemleriyle verilen S, teget Siacci
bileseni ile belirlidir [5].

Ispat : Bu durum Sonug 4.1.2 nin b =0 igin 6zel bir halidir.



BOLUM 5. 1. VE 2. TiP BISHOP CATILARI iCIN SIACCI
TEOREMI

Calismanin orijinal kismint bu boliim olusturmaktadir. Bu bolimde 1. ve 2. Tip
Bishop catilariyla belirli egriler i¢in Siacci Teoremi elde edilmis ve birer 6rnek

verilmistir.

5.1. 1.Tip Bishop Catisiyla Belirli Bir Uzay Egrisi I¢in Siacci Teoremi

E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda, keyfi kuvvetlerin etkisi altinda hareket eden m (>0)
kiitleli bir P pargacigini ele alalim. E°de sabit bir baslangic noktas1 O, P nin t
anma karsilik gelen yer vektdrii x olmak iizere C —cE®, a:lcIR —-E® P nin
izledigi yol ile yonlendirilmis egri ve s de, t ye bagli C egrisinin yay parametresi

olsun. Boylece

X = OP = Oa(s) = a(s) (5.1)

yazilabilir. C birim hizhi egrisi ig¢in bir Sel noktasinda birim teget vektor

T(s) = &'(S) oldugundan (5.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

_dx

T=x'=—7
ds

(5.2)

bulunur. Burada T(s) yerine T alinmistir. Bundan sonra kisalik i¢in C egrisinin tiim
vektor alanlari, egrilik fonksiyonlar: veya s yay paremetresine bagli tiim fonksiyonlar

icin benzer yol takip edilecektir.
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{T,N.,N,}, Bishop ortonormal baz sistemi, k, ve k, de 1. tip Bishop egrilikleri

olmak {izere (3.2) tlirev matrisiyle verilen esitliklerin
T=kN+k,N, , N'=—kT , N/=-k,T (5.3)

oldugunu biliyoruz. P nin t anindaki hiz vektorii, yer vektoriiniin zamana goére

tiirevi oldugundan (5.2) denklemi g6z 6niine alinirsa

. dxds
X=——
ds dt

ds .
=—=35

V= E = (5.4)

bulunur. Burada nokta isareti ile zamana gére tiirev belirtilmektedir. Ayrica v=|v|

olup v, P nin t anindaki hizidir. P nin t anindaki ivme vektori, hiz vektoriiniin

zamana gore tiirevidir. O halde

a=v=vT+Tv=yT+y il ®
ds dt

yazilabilir. Bu son esitlikte Vz% oldugu goz online almir ve (5.3); denklemi

kullanilirsa

a=v T +v%k, N, +v’k, N, (5.5)
elde edilir. C egrisi boyunca v, s nin bir fonksiyonudur. Béylece, \’/:gﬁzvQ
dsdt ds
dir. Bu son esitlik (5.5) denkleminde yerine yazilirsa
dv ) ’
a:vd—T +k VN, +k,v°N, (5.6)
S

elde edilir. (3.3), (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen
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k

H:arctan(k—zj icin Kk, =k>+k2c0s0 , k, =k’ +k,sing
1

esitlikleri (5.6) denkleminde yerine yazilirsa
a:v%Tﬂ/kl%kzz v?(cosdN, +singN, ) (5.7)
S

bulunur. Bu son denklem ifade eder ki C nin P noktasindaki ivme vektoriu

S, {T,cos6N, +sin6N, | diizleminde yatar.

Birim hizli bir egri i¢in 1. tip Bishop Darboux vektdriinin o = —k,N, + kN,

oldugunu biliyoruz [9]. Boylece C nin yay parametresinin t ye bagli oldugu géz

oniine alindiginda 1. tip Bishop bazlari igin agisal hiz vektorti,

=3 (-kN,+kN,) (5.8)

olur. (5.8) denklemi ifade eder ki agisal hiz vektorii S, {N,,N,} diizleminde yatar ve

o acisal hiz vektori

T=0AT , N =oaAN, ., N,=0 AN, (5.9)

esitliklerini saglar.

O baglangic noktasina gore P nin agisal momentumu, P nin yer vektorii ile dogrusal

momentumunun vektorel ¢arpimi olup

Ho=xAmv=xAmvT (5.10)

seklindedir.



35

5.1.1. 1. tip Bishop catisina gore Siacci teoremi

E*® de keyfi kuvvetlerin etkisi altinda hareket eden P pargaciginmn, 1. tip Bishop

bazlarina gore yer vektort,

X=qT—-p(cos@ N,+sind N,) + b(-sin@ N, + coséd N,) (5.11)

dir. (Sekil 5.1). Sekil 5.1 deki 6 acis1 binormal vektdr ile 1. Tip Bishop catisinin N,
baz vektorii arasindaki acidir. T A(COSEON, + Sin@N,)= (—sin@N, + cos&N,)
oldugundan (—sin@N, + cos&N,) vektorii, S, {T,cosON,+sindN,} diizleminin

normalidir. Ayrica,

q=(x,T), —p=(x,cosON,+sindN,), b=(x,-sindN, + coséN,) (5.12)

dir. S, {T,cosON, +sinON,} diizleminde bir r vektori,

r=qT-p(cosdN,+sinédN, ) (5.13)

olsun. Bu taktirde, |r|=r olmak iizere, (3.1) yardimiyla

r? = (r,r)=q*(T,T)+p’cos’ O(N,,N,)+p’sin® 9(N,,N,)
=g+ p’ (cos® O +sin’ G)
=p? + @? (5.14)
elde edilir.

Asagida verilen Sekil 5.1°¢ bakilacak olursa SPK dogrusu C egrisinin P

noktasindaki teget dogrusudur. Ayrica uzaydaki sabit bir O baslangi¢c noktasindan
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S, {T, cos@N, +sindN, } diizlemine inilen dik OB vektoriidiir ve dolayisiyla B

nin O ya gore yer vektorii b(—sin@N, + coséN,) dir. Ilave olarak, BZ vektorii,
teget dogrusuna dik oldugundan dolayr Z noktasinin B referans noktasina gore yer

vektorii —p( cos@N, +sin@N, )dir. Burada, P noktasiun B referans noktasmna

gore yer vektorii I ve Z referans noktasina gore yer vektorii de q T dir.

—sinéN, +cost/N,

C
N>

cost/N, +sindN,

K S, {T,0059N1+sin9N2}

OI

Sekil 5.1. P pargaciginin 1. tip Bishop bazlariyla belirli bir uzay egrisi boyunca hareketi

Eger (5.11) denkleminin tiirevi alinirsa,

T=(q+k, bsin@+k,pcosd—k,bcos@+k, psind)T
+(k,g—b’sin@—6'cos@b—p’'cos@+6'sin Gp)N, (5.15)
+(k,g+b'cos@—-0'sin@b—p'sind—6'cosOp)N,

elde edilir. Boylece son denklemden

q'+ k bsing + k,p cosd — k,bcosé + k,psing =1
k,g—b’'sin@ — @ coséd b —p'cosd + &' sindp =0 (5.16)
k,q+ b'cos@ — & sindb —p’'sind — 6 cosdp =0
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oldugu goriiliir.

O halde (5.16); esitliginde  k, =4[k’ +k,’ cos® ve k,= «/kf +k,?sin@ ifadeleri

yerine yazilirsa,
q'=1-k’+k’p

bulunur.

Benzer sekilde, k =1k’ +k,’cosé ve k,=4k’+k,’sing ifadeleri (5.16), ve

(5.16), esitliklerinde yerlerine yazilirsa
gk’ +k,> —@'b(cos* §+sin® 8) —p’'(cos’ §+sin® ) =0
yani
= T g

elde edilir. Simdi de (5.16),, sin@ ile (5.16),, (—cos@) ile genisletilerek taraf

tarafa toplanirsa
—b’(cos® 8+sin* @) + &' p(cos® H+sin’ ) =0
yani
b'=6'p

bulunur. O halde,
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q=1-k’+k’p , p=yki+kig-6b , b=6p (5.17)
yazilabilir. (5.14) esitliginin tiirevi alinirsa
rr'=pp'+qq
bulunur. Bu son denklemde (5.17);,3 esitlikleri goz Oniine alinirsa,
re'=q-—bé'p , rr'=q->bb (5.18)
elde edilir.

{T.N,,N,} sisteminin bir sag sistem oldugu g6z 6niinde tutularak, (5.11) ile verilen

yer vektori, (5.10) ile verilen agisal momentum vektoriinde yerine yazilirsa
Ho =[aT—p (cos@ N, +sin@ N,)+ b(-sin® N, + cos& N,) |AmvT
=mv(bcos&—psin@)N, +mv( bsind+pcosd)N,
bulunur. Boylece
Ho, = mbv( cosON, +sindN, ) + mpv( —sin&N, + coséN, ) (5.19)
elde edilir. Burada

h=pv , w=bv (5.20)

secelim.

(5.7) esitligiyle verilen ivme vektoriinii, S,{T, cos@N,+sindN,} diizlemindeki

SPK' teget dogrultusu ve BP radyal dogrultusu boyunca elde edelim. (5.7)’de yer
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alan (coséN, +sinéN,) vektoriiniin, BP=r vektorii yoniindeki birim vektor e,

olmak tizere e, ve T cinsinden yazilabildigini gosterecegiz.

Agisal momentumun, ivme vektoriintin yattigi S {T,cosON, +sindN,} diizleminin
normali olan —sin@N, +cos@N, vektorii dogrultusunda bileseni, daima sifirdan
farklidir. Dolayisiyla (5.19) denkleminden p =0 elde edilir. (5.14) de bu durum g6z
oniine almrsa r=0 olup, boylece BP=r vektorii yoniindeki birim vektor e,

tanimlidir ve

e, =1t (5.21)

seklindedir. p#0 oldugundan (5.21) ve (5.13) denklemlerinden
cos¢9N1+sin0N2=%(—rer+qT) (5.22)

bulunur. Bu son denklem (5.7) denkleminde yerine yazilirsa, ivme vektortii,

a = V%T + k2 4k, V2 (cos@N, +sinON, )

S

- V$T+ JkZ +ky? vz( (—-re,+qT)

S

o |~

p ds P

kS kS Vzrer+[vy .\ JkZ +k,2 V2 g -

- p ds p

k2 k2 2r k2 k22
- —WerJr[VdVJF—WJT_SrerJFStT (5.23)
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olur. Burada S, ve S, sirasiyla, radyal ve teget Siacci ivme bilesenleri olarak
adlandirilir. p#0 oldugundan dolayr (5.20), denkleminden radyal Siacci ivme

bileseni,

s __ JKZ +k,2 V2 rp? _ k?+k,? rh? (5.24)

' pp’ p’

dir. Teget Siacci ivme bileseni farkli formlarda yazilabilir. Ilk olarak teget Siacci

ivme bileseni (5.17),3 ve (5.20); denklemleri géz Oniine alinirsa

dv  JkSHkVa L OBV

S, =v—+
ds p p

V2 p’Jr O'bv’  2w'p*+2pp'V? N 0'bv?
p p 2p* p

=vV+

_ (h%y H’bh2 _ 1 {(hz),+2h2b9'p}
2

3

2p p pp

1 2h%bb’
= —_I(h

oy {0+ 220
- ey +—(b) (5.25)
- |

elde edilir. ikinci olarak (5.18); denkleminden

(v)+«/k1 +k,’ v 28 (Hﬂ/WWM

p

olup, teget Siacci ivme bilesini igin farkli bir form
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2y
S, = % (V?) +y/k? +k,2 V2 {(;—)+¢9’ b} (5.26)

P

bulunur. Son olarak (5.18), denklemi dikkate alinirsa

S, :%(vz)' + kK, Vo %(vz)’ +\&!mv2 rr+bb
p

p

bulunur. (x,x)=g*+p®+ b* = r*+b* esitligi géz 6niine alimrsa son denklemden

JkZ k22 Yk k" Ve
St :% (VZ)’_i_LZV (r2+ bz)' = 1 (VZ)'—{-LZV<X,X> (527)

2p 2 2p
elde edilir.
Boylece, 1. tip Bishop ¢atisina gore Siacci Teoremi asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 5.1.1.1. (1. tip Bishop catisina gore Siacci teoremi) Bir C egrisi boyunca
m (>0) kiitleli bir P pargacigi E* Oklid uzayinda hareket etsin. Kabul edelim ki bu
P parcacigmin agisal momentumunun, C  egrisinin P noktasindaki
S, {T,cosON, +sinON,} diizlemine dik olan, (-sin@N;+cosdN,) vektdrii

dogrultusundaki bileseni higbir zaman sifir olmasin. Bu takdirde, P nin ivme

vektora

NS JZ +K,2 V2

a-— ;er+[vﬂ+l—2q]T _Se+ST
p ds p

olmak iizere iki yatay bileseninin toplam: seklinde ifade edilebilir. Burada S, ve S,

yatay bilesenleri, sirasiyla, radyal ve teget Siacci ivme bilesenleri olarak adlandirilir.
Radyal ve teget Siacci ivme bilesenleri, sirasiyla, (5.24) ve (5.25), (5.26), (5.27)

formlarindadirlar.
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Kabul edelim ki P pargacigi S, {T,coséN, +sin6N,} diizleminde yatan bir C egrisi

boyunca hareket etsin. Bu taktirde Tx(coséN, +sin@N, )=(-sin&N, +cos&N, )

vektorii diizlemin birim normal vektorii olup, sabittir. O halde egri iizerindeki tiim

noktalar igin (-sin@N, + coséN, ) =0 dir. Boylece

(k;sin@—k, cos @) T+(—0'cos@)N, +(—-&'sin )N, =0

olup son esitlikte k =4[k’ +k,>cos@ ve k,=y/k’+k,’sin@ yerlerine yazilirsa
(—0'cos@)N, +(-0'sinO)N, =0

elde edilir. cosé@ ve sin@ ayni anda sifir olamayacagindan dolayr &' =0 dir. (5.11),

(5.13), ve (5.21) denklemleri gz 6niine alinirsa,
x=re +b(—sin&N, + cosoN, ) (5.28)

elde edilir. Boylece diizlemsel harekette (5.23) denklemi ivme vektoriine karsilik
gelir. '=0 ve b'=0'p oldugu gz éniinde bulundurulursa sirasiyla, (5.25) ve (5.26)

denklemlerinden

YAV
s, b
2p

ve

S, =

N -

{ (VZ)I + \lkl2 +pk22 V2 (r2)l

elde edilir.
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Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 5.1.1.2. P parcaciginin hareketinin, O baglangi¢c noktasini igermek zorunda
olmayan S {T,coséN, +sinON,} diizlemine sinirlandig ve agisal momentumunun
diizleme dik olan bileseninin higbir zaman sifir olmadig1 varsayilsin. Bu durumda, e,

diizlemdeki polar koordinat sisteminin radyal baz vektoriinii belirtmek {izere P nin

ivme vektori, (5.23) de gosterilen sekilde ifade edilebilir. Teget Siacci ivme bilesenti,

B (hZ)r
2T (5.29)

halini veya buna denk olarak,

S=7 { iy ol (rZ)} (5:30)

p

halini alir.

Ozel olarak Sonug 5.1.1.2 de b=0 secilirse asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 5.1.1.3. Kabul edelim ki Sonug¢ 5.1.1.2°deki sabit diizlem O baslangig
noktasindan gegsin ve Pnin acgisal momentumu hi¢bir zaman sifir olmasm. Bu

taktirde, Siacci’ nin (5.23)’deki ifadesi (5.29) ve (5.30)da verilen S, ile belirlidir.

Ornek 5.1.1.4. ( Sag dairesel helis boyunca hareket ) E* de bir P parcacigi, M
silindir yiizeyi iizerinde bulunan C dairesel helis egrisi boyunca hareket etsin.

Egilim ekseni K olmak tizere, « helis agisidir. (R,y,z) silindirik koordinat
sistemini temsil etmek lizere, €, = cosyi +sinyj ve e, = —sinyi + cosyj olup
{i,j.k} bir sabit ortonormal baz sistemi olsun. A(>0) ve B(>0) sabit olmak iizere

P nin yer vektori,
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X =Ae,+zk, z=By (5.31)

olsun. (Sekil 5.2). Burada S {T,coséN,+sindN,} nin gerdigi diizlem 7 ile

gosterilmistir.

\/ N s

Sekil 5.2. P parcaciginin 1. tip Bishop bazlariyla belirli dairesel helis boyunca hareketi

Kabul edelim ki @ =V olsun. Bu takdirde P nin hiz vektorii,

V=X :%(AeR + zK) = A(—ysinyi+ycosyj)+Byk

=\'|1[A(—sin\yi+coswj)+Bk]
=w(Ae, + BK) (5.32)
bulunur. Benzer sekilde (5.32)’de t ye gore tirev almirsa, o =V,

e =COSyi +sinyj ve e, =—sinyi+cosyj oldugu goz oniinde tutularak, P

nin ivme vektord,
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a=— Ao’e, + (Ae, + BK) (5.33)

olur. Eger (5.32) denkleminde e, = —sinyi + cosyj yerine yazilirsa

V=—wAcosyi + wAsiny]j+ oBK

elde edilir. Bu son denklemde (5.4), denklemi kullanilirsa

§=V =|v| =\/w*A? cos? y + 0* A sin® y + 0’ B
Bulunur. Eger C = \/ﬁ secilirse
v=§=Cw (5.34)
olur. @ =\ oldugundan (5.34) denklemi géz Oniine alinirsa

o ooy v

dt dt ds
dy
= |lds=|C —ds=|Cd
J1ds =Jc o5 ds=[Cay
= [ds = [Cdy
elde edilir. Boylece
s=Cy+A4, Ae€lR (5.35)

dir. Bu ifade eder ki yay uzunlugu v agisiyla birlikte dogrusal olarak artmaktadir.

(5.34) denklemi g6z oniine alinirsa P pargaciginin hizinin zamana gore tiirevi
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V—=Ca (5.36)

dir.
ez =COSyi + sinyj oldugu goz dniine alinirsa (5.31) den P nin X yer vektorti,
X=Acosyi+Asinyj+ Byk
olur. P pargacigi egri iizerinde hareket etdiginden dolay1
a(y) = Acosyi +Asinyj+ Byk =(A cosy,Asiny, B\V)

dir. tana = A/B olmak lizere C, sag dairesel helis egrisi i¢in, T, N, B, x, 7 Frenet

elemanlarini hesaplayalim.

A>0,B>0, C=+A*+B* ve tana:% oldugundan

Sina = A , COSa = B (5.37)
Cc Cc

dir. Herhangi parametre cinsinden verilen bir egri i¢in Frenet elemanlarinin

’ "
a N a

T=2_ , N=BAT,B= "%
e e~ e
al/\a”
:w (5.38)

~ det (ar’ 0.’”, 0.’,”)

o’ A o

oldugunu biliyoruz.
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Boylece,

a' =(—Asiny,Acosy, B)
a'" =(—Acosy,—Asiny, 0)

a"'=(Asiny,—A cosy,0)

||a'||=\/A25in2\p+A2cos2\y+ B2 =JA2+B*=C

[ i k
a'ra'"=|-Asiny  Acosy B|=(ABsiny,— ABcosy, A%)
—Acosy —Asiny 0

||a'/\a”

= JA’B?sin?y + A2B% cos? y+ A = | A?(A? + B?) =/A’C? = AC

—Asiny Acosy B
det(a',a”,a”’)z—ACOS\V —Asin\y OZB(AZCOSZ\V+AZSin2\|I): BAz
Asiny —Acosy 0

dir. O halde (5.38)12345 , (5.37)12 ve yukaridaki esitlikler yardimiyla,
T=-—sin i+écos j+Ek—sinae + cosak
co T e™Te v

.. . A
B=— sinyi — =cosyj+ —k =—cosae_+sinak
c MVl T esviT e v

N=BAT=-cosyi-sinyj =—e, (5.39)



48

elde edilir. Helis i¢in 1. tip Bishop bazlar1, (5.39)1,3 esitlikleri (3.11)’de yerlerine
yazildig taktirde,

T =sinae, +cosak
N, =-cosfe, +sindcosae, —singsinak (5.40)

N, =-sinfeg —cosdcosae, +cosdsinak

bulunur. (3.5) den k =xcos@ , Kk,=xsind oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

(5.39)4 esitlikligi yardimiyla k; ve k, egrilikleri

k = CA cosd , k,= C—A; sinfd =k, tan @ (5.41)

2

olur. (5.8) denkleminde, (5.40), 3 ve (5.41), yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa 1. tip Bishop bazlari igin agisal hiz vektorti,
® = -vk secd (cosae, —sinak ) (5.42)
bulunur.

e, ve e, birim vektorleri ij diizleminde yer alip birbirlerine diktir. Dolayisiyla k

baz vektoru her ikisine de diktir. Bu durumda
(5.43)

dir.

(5.43) deki esitlikler goz ontlinde tutularak (5.12); 23 esitliklerinde (5.31) ve (5.40)123

deki denklemler yerlerine yazilirsa,
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=z CoSc , p=A b=zsina (5.44)

elde edilir. (5.44); 23 esitlikleri (5.11) denkleminde yerlerine yazilirsa X yer vektord,

x=zcosaT—A(cosON,+sinON,)+ zsina(—sindN, +cosoN,)  (5.45)

olur. Eger (5.45) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa 1.tip Bishop bazlar

dogrultusunda X yer vektorti,

x=zcosaT—(zsinasing+ Acosd )N, + (zsina cosd — Asind )N, (5.46)

bulunur.

(5.20);,2 denkleminde (5.37)1 , (5.34) ve (5.44),5 denklemleri kullanilirsa

h=pv=ACw w=bv=zsinaCw = Azw (5.47)

bulunur.

Simdi; 1. tip Bishop catis1 iizerinde Siacci teoremi uygulanirsa; S, radyal Siacci

bileseni icin (5.44)12, (5.34), (5.41)1, ve (5.14) denklemleri yardimiyla

o _ JhZ+k2 V2 kR v ptg?
p p
A? A?
Fcoszé’JrFsinzé' C2*A? +7%cos’ a

A

CAZCZa)Z\/A2 +27%cos’ a

A

— A2 +7%cos? (5.48)
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bulunur. S, teget Siacci bileseni igin ise (5.41)12, (5.34) ve (5.44)1, ve (5.36)

denklemleri yardimiyla

AN, S,
S _y dv N fk12+k22 qu o \/C4 cos 9+Fsm 9 C°w°z2Ccosax
= _— = a)
! ds p A

olup,

S,=Co + o’z cosa (5.49)
elde edilir.
5.2. 2. Tip Bishop Catisiyla Belirli Bir Uzay Egrisi i¢in Siacci Teoremi

E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda keyfi kuvvetlerin etkisi altinda hareket eden m (>0)
kiitleli bir parcacik P ve E*de keyfi sabit bir baslangi¢ noktas1 O olsun. E* de bir
C egrisi a:lcIR—E®; P parcaciginim izledigi yol ile yonlendirilsin ve x de yer
vektori olsun. C egrisinin yay parametresi S ve S de t ye bagli bir fonksiyon

olmak tizere
X =0P = Oa(s) = a(s) (5.50)

yazilabilir. Bu durumda (5.50) esitliginde s ye gére tiirev almr ve {§,,,,B}, 2. tip

Bishop ortonormal baz sistemi i¢in (3.20) denklemi kullanilirsa,
,dx .
T=xX= P =singg, —cos @i, (5.51)

bulunur.
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€, Ve €,, 2. tip Bishop egrilikleri olmak iizere, (3.12) tiirev matrisinden

! !’

& =—¢B , {,=-¢B , B,=61§1+€2§2 (5.52)
dir.

X yer vektoriiniin zamana gore tiirevi P nin t anindaki hiz vektorii oldugundan

(5.51) denklemi goz 6niinde bulundurulursa

V=X =%% =Vv(sing{, —cosgC,) , v= ds _

=—=¢§ 5.53
ds dt dt (:53)

elde edilir. Burada V=||V||O|up v, P nin t anindaki hizidir. Hiz vektoriiniin zamana

gore tiirevi P nin t anindaki ivme vektoriinii verdiginden

a=Vv=v(singg, —cos¢gl,) + %(Sin ¢, —cos¢l, )V

d(sin ¢¢, —cosgt,) ds
ds dt

=V (sing¢, —cos@l, )+

d(sing, —cosgt,)

=V (sing¢, —cos@g, )+
ds

yazilabilir. Bu son esitlikte

d(singg, —cos¢¢,)
ds

=¢'cosp & + &sing + ¢'singl, — ¢, cosg
=¢'cosgl, — <, SingB + ¢'singl, + €, cosgB

ifadesi yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a=(Vsin g+ @'v> cos g), + (—Vcos g+ @'V’ sin g)¢, + (V> €, cosp—V* €, sin #)B (5.54)
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bulunur. (3.14), (3.18) ve (3.19) denklemleri g6z 6niine alindiginda

S . . .
¢ =arctan (ij icin €=—e?+¢c,2008¢ , €,=— e’ +¢,’sing
c

1

oldugunu biliyoruz. O halde son ii¢ denklem (5.54) denkleminde kullanilirsa
a=(Vsing+#V’ cosg) §, +(—vcosg+ gV’ sing)q,

elde edilir. Boylece a ivme vektoriiniin denklemi, teget dogrultudaki bileseni

goriilebilecek sekilde diizenlenirse,
a=v(singg, —cos¢g,) + ¢'v? (cosgg, +singi,) (5.55)

bulunur. C egrisi boyunca v, s ye bagl bir fonksiyon oldugundan

. dvds dv
V=——=V—
ds dt ds

dir. Eger son denklem (5.55) denkleminde yerine yazilirsa a ivme vektorii
a w%(sin $C, —CosPL, ) + #'V* (cosgt, +sinpg,) (5.56)
S

olur. Bu ifade ederki a ivme vektori C egrisinin P  noktasindaki,

S, {sing¢, —cosgi,, cosgl, +singg, | diizleminde yatar.

C egrisinin yay parametresi s nin t ye bagh oldugu g6z 6niinde bulundurulursa, 2.

tip Bishop bazlar1 i¢in agisal hiz vektori,

0=3(-¢§+¢g{) (5.57)
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olur. Bu son denklemden agiktir ki @ agisal hiz vektérii C nin Sp{f;l, ¢, }

diizleminde yatar ve

=oAL, : L, =o AL, , B=o A B (5.58)

esitlikleri saglanir.

O baslangi¢ noktasina gore P nin agisal momentumu, P nin yer vektori ile dogrusal

momentum vektoriiniin vektorel carpimi oldugundan

Ho =X A mv=x A mv(singg, —cos¢é,) (5.59)
dir.
5.2.1. 2. tip Bishop ¢atisina gore Siacci teoremi

Keyfi kuvvetlerin etkisi altinda E®de hareket ettigi belirtilen P pargaciginin, 2. tip

Bishop bazlarina gore yer vektori,

x=q (singg, —cos¢&,) — p (cosgg, +sing,) + bB (5.60)

olsun (Sekil 5.3). Burada ¢, asli normal vektor ile 2. Tip Bishop ¢atisinin {, baz
vektorii arasindaki ag1 olup, (sin@¢, —cosgg, ) A(cos@, +singg,)=B oldugundan

dolayr B binormal vektorii S, {sing¢, —cosgg,, cosgg, +singl,} dizleminin

normalidir. Ayrica,

q=(x,singg —cosgg,) . —p=(x,cosgg, +sings,) , b=(x,B) (5.61)

dir. Kabul edelim ki Sp{sin @&, —Ccos gL, , cospl, +sin ¢§2} diizleminde r vektord,
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r=q(sing¢, —cosgg,)—p(cos¢&, +singg, ) (5.62)

olsun. {Ql,QZ,B} sisteminin bir ortonormal sistem oldugu g6z 6niine alindiginda

< l’,l’> = p’+q° dir. Dolayisiyla,

r||=r olmak iizere,

rP=(rr)=p*+q° (5.63)

dir.

Sekil 5.3 de SPK dogrusu C egrisinin P noktasindaki teget dogrusudur. Uzaydaki
sabit bir O baslangig noktasindan 7z =S, {sing¢ —cosgs,, cosgg, +singg,}

diizlemine inilen dik OB vektoridiir ve dolayisiyla B nin O ya gore yer vektorii

bB dir. Ayrica, BZ teget dogrusuna dik oldugundan dolaytr Z noktasinin B
referans noktasina gore yer vektorii — p (cos¢&, +sing¢, ) dir. Burada, P noktasinin

B referans noktasina gore yer vektorii ' ve Z referans noktasina gore yer vektori

de q (singg, —cosgg,) dir.

O [
Sekil 5.3. P par¢acigmin 2.tip Bishop bazlariyla belirli bir uzay egrisi boyunca hareketi
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Eger (5.51) denklemini goz oniinde bulundurulur ve (5.60) denkleminin tiirevi

alinirsa

sing¢, —cospG, =(q'sing+¢'cospg—p’'cosg+¢'singp+e€, b)g,
+(—0'cosg+¢'singg—p'sing—¢'cospp+e<, b)g, (5.64)
+(b'— €, gsing+ €, pcosg+ €, qcosg+ €, psing)B

elde edilir. Buradan,

q'sing + ¢’'cos¢gq — p'cosg + ¢'singp + € b=sing
q'cos¢ — ¢'singq + p'sing + ¢'cosgp — €, b = cos¢g (5.65)
b'—€, qsing+ €, pcosg+ €, qcosg+¢<, psing =0

oldugu goriiliir.

(5.65)3de €= —«felz +€,5Cc0sg Ve e,= —1/612 +¢e,°sing esitlikleri yerlerine yazilirsa
b’ :«/612 +e,’p

bulunur.

Benzer sekilde, €= —«/elz +€,5c0sp Ve e,= —«felz +e€,°sing esitlikleri (5.65); ve

(5.65), de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
q' (sin® g+cos’ @) +¢' p (sin® g+ cos® ) =sin’ p+cos’ ¢
Ve

q=1-¢'p
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elde edilir. Eger (5.65),, —cos¢ ile (5.65),, sing ile genisletilerek taraf tarafa

toplanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

—¢'q(cos® g +sin’ @) +p’+\,ief+7€22 b(cos® ¢+sin® ¢) =0
ve
P =g q-e’+e,’ b

elde edilir. Boylece

g=1-¢p , p=4g-ye’+s’b , b=e’+&’p (5566)
dir. (5.63) esitliginin tiirevi alinirsa

rr'=pp +qq
bulunur. Bu son denklemde (5.66); » 3 denklemleri yerlerine yazilirsa
rr'=q-bye’+e°p , rr'=q-bb (5.67)

elde edilir.
{&,6,,B} vektdr sisteminin bir sag sistem oldugu goéz oniinde bulundurularak,

(5.60) ile verilen yer vektori, (5.59) denkleminde yerine yazilirsa agisal momentum

vektori
H, =mvb(cos¢ ¢, +singl,) + mvpB (5.68)

olur. Burada
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h=pv , w=bv (5.69)

secelim. (5.56) ile verilen ivme vektoriini, S, {sin@g, —cos@g,, cos@t, +singg, |

diizlemindeki SPK teget dogrultusu ve BP radyal dogrultusu boyunca elde edelim.
Simdi (5.56) da yer alan (cosg(, +singG,) vektoriiniin, BP=r vektorii yoniindeki

birim vektdr e, ve (Sing{, —cosgl,) vektorleri cinsinden yazabildigini gosterelim.

Ivme vektoriiniin yattigi S, { sin &, —cosgg,, cosg, +singg,} diizleminin normali

olan B binormal vektorii dogrultusunda, agisal momentumun bileseni daima sifirdan

farklidir. Dolayisiyla (5.68) denkleminden p#0 oldugundan dolay1r (5.63)
denkleminden r=0 olur. Boylece BP=r vektorii yoniindeki birim vektor e,

tanimlidir ve
e, ==r (5.70)

seklindedir. p#0 oldugu géz oniinde bulundurulursa (5.70) ve (5.62) esitlikleri
yardimiyla

(cos @&, +sin i, ) :% [—re, +q(singg, —cosgg,) | (5.71)

bulunur. O halde, son denklem (5.56) denkleminde yerine yazilirsa a ivme vektorii

a:_¢'v2r e + (v % - Mj(sinqﬁgl—cowﬁz;z): S, e, + S, (singg, —cosgi, ) (5.72)
Y S p

seklinde elde edilir. Buradaki S, ve S, sirasiyla, radyal ve teget Siacci ivme

bilesenleri olarak isimlendirilirler. Burada kolayca radyal Siacci ivme bileseninin
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1,2 1,2 2 ’ 2
s, :_¢v r:¢vrp :_¢r3h (5.73)

p pp’ p

ve teget Siacci ivme bileseninin ise ti¢ farkli sekilde

S {(hZ)' L (bZ)'} (5.74)
2p p
_1 2y 1,2 (rZ)' e2 c 2
St_Z(V)+¢V{2p+ l+zb} (5.75)
_ 1y A 2,:1 o PV '
St—z(v) + 20 (r’+ b?) 2(v) +—2p (x,%) (5.76)

oldugu gortilebilir.

Boylece 2. tip Bishop ¢atisina gore Siacci Teoremi asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 5.2.1.1. ( 2. tip Bishop ¢atisina gore Siacci Teoremi ) m (>0) kiitleli bir P

parcacigi E® Oklid uzayinda bir C egrisi boyunca hareket etsin ve kabul edelim ki
bu P pargaciginin agisal momentumunun binormal bileseni hi¢bir zaman sifir

olmasin. Bu takdirde, P nin ivme vektorii

"VAr dv  ¢'V?
a=—¢ e, + v—+¢ g
S

. j(sin¢§l—cos¢§2) =S, e, + S,(singg, —cosgg, )

olmak tizere iki yatay bileseninin toplam1 seklinde ifade edilebilir. Burada S, ve S,

yatay bilesenleri sirastyla radyal ve teget Siacci ivme bilesenleri olarak
isimlendirilirler. Ayrica, radyal Siacci bileseni (5.73) ve teget Siacci bilesenleri
(5.74), (5.75) ve (5.76) ile verilirler.
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Kabul edelim ki P, S, {singg, —cos@g,, cospg, +singl,} dizleminde yatan bir C
egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda B binormal vektorii, diizlemin birim

normal vektoriidiir ve sabittir. O halde egri iizerindeki tiim noktalar i¢in B' =0 dr.
Boylece (5.52); denkleminden

B,zelgl +e,8,=0

olup buradan,

|81 = (B B) == e =0
elde edilir.
(5.60), (5.62), ve (5.70) denklemleri g6z Oniine alinirsa,

x=re +bB (5.77)

bulunur. Boylece (5.72) ifadesi diizlemsel bir harekette ivme vektoriine karsilik gelir.

Eger (e’ +¢,” =0 ve b'=,/e’+&,°p oldugu goz oniinde bulundurulursa (5.74)

ve (5.75) denklemlerinden sirasiyla

2y
St:(hz
2p

ve
St=%{(v)+"’ (r)}

elde edilir.
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Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 5.2.1.2. Kabul edelim ki P pargacigmin hareketi O baslangi¢ noktasini
icermek zorunda olmayan S {sing¢ —cos@s,, cos@t, +singl,}  diizlemine
sinirlansin ve agisal momentumun diizleme dik olan bileseni hi¢bir zaman sifir
olmasin. Bu durumda, e,, diizlemdeki polar koordinat sisteminin radyal baz

vektoriinii belirtmek lizere P nin ivme vektorii, (5.72) de gosterilen sekilde ifade

edilebilir. Teget Siacci bileseni,

(h?)
S, = T (5.78)
veya buna denk olarak,
l YAV ¢’V2 2\
S, ) (v9) +—p (r) (5.79)

formuna indirgenir.
Sonug 5.2.1.2. de b=0 olmas1 durumunda asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 5.2.1.3. Varsayalim ki Sonu¢ 5.2.1.2’deki sabit diizlem O baslangig
noktasindan gecsin ve Pnin agisal momentumu hi¢ bir zaman sifirlanmasin. Bu

taktirde, Siacci’nin (5.72)’ deki ifadesi (5.78) ve (5.79)°da verilen S, ile belirlidir.

Ornek 5.2.1.4. ( Sag dairesel helis boyunca hareket ) Bir P pargacigi uzayda, M
silindir yiizeyi tizerinde bulunan C dairesel helis egrisi boyunca hareket etsin.

Egilim ekseni Kk ve helis agis1 « olsun. (R,y,z) silindirik koordinat sistemini temsil
etmek iizere, €y = COSyi + sinyj ve e, =—sinyi + cosyj olup {i,jk} birsabit
ortonormal baz sistemi olsun. A(>0) ve B(>0) sabit olmak iizere P nin yer

vektori,
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X = Ae,+zk, z=By (5.80)

olarak verilsin (Sekil 5.4). Burada m=S, { sin¢&, —cos @&, , cos@g, +singé, | dir.

-
K PN
‘/b

“sing ¢ - cosg &,
Ve

Sekil 5.4 P pargacigim 2. tip Bishop bazlariyla belirli dairesel helis boyunca hareketi

Boliim 5.1.1°den, @ =y ve C=+/A’+B? olmak lizere P pargaciginin hiz vektorii

(5.32), ivme vektorii (5.33), skaler hiz1 (5.34), hizinin zamana gore tiirevi ise (5.36)
daki gibidir.

Boliim 5.1.1°de gosterildigi iizere, helis agisi tana = A/B oldugundan C, sag
dairesel helisi i¢cin T,N,B Frenet bazlar1 (5.39);,3 deki gibidir. Frenet ve 2. tip

Bishop bazlar1 arasinda (3.21)’de verilen ilgi mevcut oldugundan, (5.39)123

esitlikleri g6z oniine alindiginda, helis i¢in 2. tip Bishop bazlari,
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§, =—Cosge, +singsinae, +singcosak
g, =-singe, —cosgsinae, —cosgcosak (5.81)
B=-cosae, +sinak

olarak elde edilir.

Boliim 5.1.1°den 7 burulma fonksiyonu sabittir ve z=B/C? dir. Ayrica (3.18)’den
€ =—-71C0s¢ , e€,=—7sing ilgisi mevcuttur. Buradan, € ve €, 2. tip Bishop
egrilikleri

By e Dungocms o

seklinde elde edilir. Yine bolim 5.1.1° den « egrilik fonksiyonu sabittir ve

x=A/C? dir. Ayrica (3.16); esitliginden x =¢' ilgisi mevcuttur. Dolayistyla,
¢ =— (5.83)

elde edilir.

(5.57) esitliginde, (5.81)1, ve (5.82), deki €, i¢in ikinci esitlik yerlerine yazilirsa

gerekli diizenlemelerin ardindan, 2. tip Bishop bazlari i¢in agisal hiz vektori,
® = -V secd(sinae, + cosak ) (5.84)

olarak bulunur.

(5.43) deki esitlikler goz oniinde tutularak (5.61)1 23 esitliklerinde (5.80) esitligi ve

(5.81)123 denklemleri yerlerine yazilirsa,

I
>

q=2zcosa , p , b=zsina (5.85)
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elde edilir. (5.85)123 esitlikleri (5.60) da yazilip diizenlendigi taktirde P parcaciginin
2. tip Bishop bazlar1 dogrultusunda yer vektori,

Xx=(zcosasing — Acosg )¢, —(zcosa cosg + Asing )¢, + z sinaB (5.86)

seklinde elde edilir.

Bolim 5.1.1°den  A=Csina olup (5.34), (5.85),3 ve (5.69):1, esitlikleri

yardimiyla
h=pv=ACw w=bv=zsinaCw = Azw (5.87)
bulunur.

2. tip Bishop catis1 lizerinde Siacci teoremi uygulanirsa; S, igin (5.83), (5.34), (5.63)
ve (5.85)1 7 esitlikleri yardimiyla,

S, = —’\NA*+7°cos’ a (5.88)
bulunur. S, i¢in ise (5.83), (5.34), (5.85)12 ve (5.36) esitlikleri yardimryla
S,=Cao + o’z cosa (5.89)

elde edilir.
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