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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

ct (X) : Minkowski uzaymin X noktasindaki 151k konisi
c® (X) : Minkowski uzaymin X noktasindaki uzay konisi
o (X) : Minkowski uzaymin X noktasindaki zaman konisi
C, : Oklidyen topolojiye gore kapanis operatdrii

C, : S—topolojisine gore kapanis operatorii

C, . t—topolojisine gore kapanis operatorii

de : Oklidyen uzaklik fonksiyonu

g : I¢ carpim fonksiyonu

F(X) : X kiimesi tizerinde tanimli y — fonksiyonlarinin ailesi
I, : Oklidyen topolojiye gore i¢ operatorii

I . s—topolojisine gore i¢ operatorii

I . t —topolojisine gore i¢ operatorii

M : N—Dboyutlu Minkowski uzay1

M E : Oklidyen topoloji ile birlikte Minkowski uzay1
M . S—topolojisi ile birlikte Minkowski uzay1

M* : t —topolojisi ile birlikte Minkowski uzay1

N f (X) : X noktasinin & — yarigapl Oklidyen komsulugu
\ (X) . X noktasinin & —yaricapli S—komsulugu

N; () : X noktasinin &—yarigaph t—komsulugu

P(X) : X kiimesinin kuvvet kiimesi

R" . n—boyutlu Oklid uzay1



OZET

Anahtar Kelimeler: Minkowski Uzaymin Topolojisi, Genellestirilmis Topoloji,
Genellestirilmis Acik Kiimeler.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. kinci
boliimde Minkowski uzay1 ve Minkowski uzay1 lizerindeki s, t ve e—topolojileri

tamtilmistir.  Ugiincii boliimde y —agik kiimeler, genellestirilmis acik kiimeler,
genellestirilmis topoloji, genellestirilmis baglantililik ve genellestirilmis topolojik
uzaylardaki ayirma aksiyomlar: tanitilmastir.

Dordiincii bolim bu ¢alismanin orijinal kismmni olusturmaktadir ve ii¢ alt bolim
halinde diizenlenmistir. Dordiinci boliimiin  birinci alt boliimiinde Minkowski
uzaymin bazi 6nemli alt kiimelerinin, bu uzay iizerinde tanmimlanan s, t ve
e —topolojilerine gore i¢ ve kapanis kiimeleri aragtirtlmigtir. Bu alt kiimelerinin s, t
ve e—topolojilerine gore genellestirilmis agik kiime olup olmadiklart belirlenmistir.
Boylece, Minkowski uzayr {izerinde tanimlanan genellestirilmis topolojiler
karsilagtirilmistir. Dordiincii bolimiin ikinci alt bolimiinde Minkowski uzayinin
genellestirilmis baglantililigi incelenmistir. Son olarak iiglincli alt bolimde ise
Minkowski uzay1 iizerinde genellestirilmis s, t ve e—topolojileri ile ayri ayr
tanimlanan topolojik uzaylar ayirma aksiyomlari ile siniflandirilmstir.



GENERALIZED TOPOLOGIES OF MINKOWSKI SPACE

SUMMARY

Keywords: Topology of Minkowski Space, Generalized Topology, Generalized
Open Sets.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, Minkowski space and s, t, e —topologies on Minkowski space

are introduced. In the third chapter y —open sets, generalized open sets, generalized

topology, generalized connectedness and separation axioms in the generalized
topological spaces are recalled.

The fourth chapter constitutes original part of this thesis and it is arranged as three
subsections. In the first subsection of the fourth chapter, the interior and the closure
sets of some important subsets of Minkowski space are examined with respect to
s, t and e—topologies defined on this space. It is determined that whether these

subsets of Minkowski space are generalized open sets or not with respect to s, t and

e —topologies. Thus, the generalized topologies on Minkowski space are compared
with each other. In the second subsection of the fourth chapter, the generalized
connectedness of Minkowski space is investigated. Finally, in the third subsection of
the fourth chapter, the topological spaces defined by generalized s, t and

e —topologies on Minkowski space, respectively, are classified with the separation
axioms.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

H. Minkowski 1909’da 6zel bir metrikle donatilmis dort boyutlu bir uzay
tanimlayarak Einstein’in 6zel gorelilik kuramii geometrik olarak yorumlamis ve
bilinen ii¢ boyuta dordiincii boyutu ekleyerek doganin tasvir edilebilecegini ifade

etmistir.

Einstein 1915 yilinda genel gorelilik kurami ile uzay-zaman kavramini ortaya

koymustur.

3—-uzay+l—zaman olmak iizere tanimlanmis olan 4-—boyutlu uzay Minkowski
uzay-zamani olarak adlandirilmis ve ortaya konulan geometrik model fizikgiler,

geometriciler kadar topolojiciler i¢in de ilham kaynagi olmustur.

C. Zeeman [1] Minkowski uzay-—zamani iizerinde 4-—boyutlu Oklid uzaymnmn
alisilmis  topolojisini  almanin dogru olmadigin1 asagidaki nedenlerle ortaya
koymustur:

i. 4-boyutlu Oklid topolojisi yerel homojen olmasma ragmen Minkowski
uzayl, her noktasinda uzay benzeri vektorleri zaman benzeri vektorlerden
aytran 151k konisi var oldugundan yerel homojen degildir.

ii.  Oklid uzaymin homeomorfizmler grubu uzay benzeri ve zaman benzeri
dogrultular1 birbirine doniistiiren her ¢esit elemani igerir ki bu fiziksel olarak

mimkiin degildir.

Boylece Zeeman Minkowski uzay —zamaninda zaman benzeri dogru iizerine 1—
boyutlu Oklidyen topoloji ve uzay benzeri hiperdiizlem iizerine 3— boyutlu Oklidyen
topoloji indirgeyen bir topoloji tanimlamistir [2]. Bu topolojinin 1sik 1sin1 {izerine
indirgedigi topoloji ayrik topolojidir. Zeeman topolojisi yerel homojen degildir ve bu

topolojinin homeomorfizmalar grubu homojen olmayan Lorentz grubu ve radyal



doniisiimler tarafindan iiretilir. Oklid topolojisinden kesin ince olan Zeeman
topolojisi ile birlikte Minkowski uzay — zamani1 Hausdorff uzayidir. Ayrica, baglantili

ve yerel baglantihidir. Ancak normal, yerel kompakt veya birinci sayilabilir degildir

[2].

Sonug olarak Zeeman ayni1 bakis agisi ile bazi alternatif topolojiler 6nermistir [2]. Bu
topolojiler Nanda tarafindan t —topolojisi ve s—topolojisi olarak adlandirilmis ve

homeomorfizmler grubu incelenmistir [3, 4].

Dossena, Zeeman topolojisi ile birlikte n—boyutlu Minkowski uzaymin ayrilabilir
Hausdorff uzayr oldugunu ancak normal, yerel kompakt, birinci sayilabilir veya

Lindel6f uzay olmadigini gostermis ve 2 —boyuttaki durumlari da incelemistir [5].

G. Agrawal ve S. Shirivastava, sirasiyla, [6] ve [7] calismalarinda [3] ve [4]
caligmalarini géz Oniine alarak t —topolojisi ve s—topolojisi ile verilen Minkowski

uzayinin topolojik 6zelliklerini aragtirarak kompakt kiimeleri karakterize etmistir.

Literatiirde birgok calisma topolojik uzaylarda tanimlanan agik benzeri kiimeleri
incelemeye ayrilmistir. Bu 6zel agik benzeri kiimeler i¢ ve kapanig operatorleri ile
tamimlanirlar. N. Levine [8], bir topolojik uzayda yar1 —agik kiimeyi ve buradan yola

¢ikarak yar1—siireklilik kavramini tanimlamigtir. Daha sonra yar1 — agik kiimeler gibi
acik benzeri kiimeler olan o —agik ve f—acik kiimeler O. Njastad tarafindan [9]

tanimlanmis ve aralarindaki iliskiler incelenmistir.

Abd El-Monsef, El-Deep ve Mahmoud tarafindan [ —acik kiimeler incelenmis ve

[ —siireklilik kavrami sunulmustur [10].

M. H. Stone 1937°de diizenli agik kiimeleri tanitmigs ve ardindan diizenli agik
kiimelerle ilgili birgok ¢aligma yapilmistir. 2012°de R. Jamunarani ve P. Jeyanthi, «,

p, o ve on—diizenli kiimeleri tamtmstir [11].



D. Andrijevic, [12]’de b —agik kiimeleri tanimlamis ve yukarida belirtilen diger agik

benzeri kiimeler ile b —agik kiimeleri karsilagtirmistir.

Literatiirde yogun olarak c¢alisilmig olan agik benzeri kiimeler farkli kurallarla
tanimlanmis olmalarina ragmen ortak 6zelliklere sahiptirler. A¢ik benzeri kiimelerin
bu ortak 6zellikleri Csaszar tarafindan 1997 yilinda yayinladigi [13]’de incelenmistir.
Csaszar y —acik kiimeleri tanitmis ve 7 fonksiyonunun 6zel se¢imleriyle ad1 gecen
acik benzeri kiimelerin elde edilebilecegini ortaya koymustur [13]. Boylece [14]’de
genellestirilmis topolojik yap1 tanimlanmis ve [15]’de agik benzeri kiimelerin
ailelerinin birer genellestirilmis topoloji olusturduklar1 gosterilmis ve aralarindaki

iliskiler incelenmistir.

Genellestirilmis topolojik uzay kavrami ile birlikte genellestirilmis baglantililik,
sirastyla, a—baglantililik [17], £ —baglantililik [18], yari—baglantililik [19], 6n—
baglantililik [20], b-baglantililik [21] olarak incelenmistir. Bunlarla birlikte

genellestirilmis topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlar1 da literatiirde pek ¢ok kez

calisilmistir [22, 23, 24, 25, 26, 27].

Bu ¢alismada ise Minkowski uzayi tizerinde s, t ve e—topolojileri tanitilarak bu

topolojilere goére Minkowski uzayinin bazi 6zel alt kiimelerinin i¢ ve kapanis
kiimeleri arastirilmistir. Boylece bu kiimelerin genellestirilmis acik kiime olup
olmadiklar1 incelenmistir. Minkowski uzay1 lizerindeki genellestirilmis topolojiler
karsilagtirilmistir. Ayrica, Minkowski uzay iizerinde genellestirilmis baglantililik ve

ayirma aksiyomlar1 incelenmistir.



BOLUM 2. MINKOWSKI UZAYI UZERINDE TOPOLOJILER

Tanmim 2.1. R", n—boyutlu standart reel vektor uzayr olsun. X =(Xy, X, ..., X, ;) Ve

Y =(Yor Yis-» Yoy ) Olmak iizere
g:R"xR" >R
n-1
(X ¥) = 9(Xy)=-%Y, + > %Y,
i=1

seklinde tanimli simetrik, dejenere olmayan, bilineer forma Lorentz i¢ ¢arpimi adi

verilir. Bu i¢ ¢arpim ile verilen (R”, g) uzayina n—boyutlu Minkowski uzay1 denir

[28]. Calismamiz boyunca n—boyutlu Minkowski uzayr M ile gosterilecektir.

Tanmim 2.2. M, n—boyutlu Minkowski uzayi ve X =(Xy,X,,.... X,.;) €M olsun. Eger
. g (X, X) >0 veya X =0 ise x uzay benzeri (spacelike) vektor,
ii.  g(x,x)=0ve x=0 ise x 151k benzeri (lightlike) vektor,
iii.  g(xx)<0 ise x zaman benzeri (timelike) vektor

olarak adlandirilir [28].

Tamm 2.3. M, n—boyutlu Minkowski uzayinda X € M i¢in
C*(x)={yeM|y=x veya g(y-xy—x)>0}
bi¢iminde tanimlanan C®(x) ciimlesine M ’nin x *deki uzay konisi denir [6].

Tamm 2.4. M , n—boyutlu Minkowski uzayinda X M i¢in



Ct(x)={yeM|g(y-xy-x)=0}
bi¢iminde tanimlanan C"(x) ciimlesine M ’nin x *deki 151k konisi denir [6].
Tamm 2.5. M , n—boyutlu Minkowski uzayinda X € M i¢in
C'(x)={yeM|y=x veya g(y-x y-x)<0}
bigiminde tamimlanan CT (x) ciimlesine M ’nin x deki zaman konisi denir [6].

Tamm 2.6. M , n—boyutlu Minkowski uzayi ve X,y € M olsun. Eger
i.  g(y-xy—x)>0ise {x+t(y—x)| teR} kiimesine uzay benzeri dogru,
i.  g(y—-xy-x)=0ise {x+t(y—x)|teR} kiimesine 1sik benzeri dogru,
iii.  g(y-xy-x)<0 ise {x+t(y—x)/teR} kiimesine zaman benzeri dogru

denir [6].

Teorem 2.1. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 olsun.

I. p,XxeM olmak tizere d;, p noktasini x noktasina baglayan uzay benzeri
dogru olsun. Bu durumda u,v € d; i¢in u—Vv uzay benzeri bir vektordiir.
ii. p,Xe M olmak tizere d,, p noktasint x noktasina baglayan zaman benzeri
dogru olsun. Bu durumda u,v e d, i¢in u—v zaman benzeri bir vektordiir.
iii. p,xeM olmak ilizere d,, p noktasinit X noktasina baglayan 151k benzeri

dogru olsun. Bu durumda u,v e d, i¢in u—v 11k benzeri bir vektordiir [6].

Ispat.

i u,ved, i¢in

u=p+a(x—p) ve v=p+b(x—p)



olacak sekilde a,b e R vardir. Bu durumda

u—v=(x—p)(a—b)

olur. Ayrica

oldugundan

g(u—v,u-v) =(a—b)2 g(x—p,x—p)
elde edilir. Burada

(a—b)2 >0 ve g(x—p,x—p)>0
oldugundan
g(u-v,u-v)>0
bulunur. Bu yiizden u—v uzay benzeri bir vektordiir.
ii.  Benzer sekilde U,ved, igin
g(u-v,u—v) :(a—b)2 g(x—p.x—p)

olup



(a—b)2 >0 ve g(x—p,x—p)<0
dir. Boylece
g(u—v,u—-v)<0

bulunur. Bu u—v vektoriiniin zaman benzeri bir vektor oldugunu gosterir.

iii. u,ved, icin
g(u-v,u—v) :(a—b)2 g(x—p.x—p)
ve
g(x-p,x-p)=0
oldugundan
g(u—v,u—-v)=0

bulunur. Béylece u—v 151k benzeri bir vektordiir.

Teorem 2.2. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 olsun.

i. d, uzay benzeri dogru olsun. Bu durumda wed, i¢in C°(w) uzay konisi d,

dogrusunu igerir.

ii. d, zaman benzeri dogru olsun. Bu durumda wed, icin C'(w) zaman
konisi d, dogrusunu igerir.
iii.  d; 151k benzeri dogru olsun. Bu durumda @ e d, i¢in C" () 151k konisi d,

dogrusunu igerir [6].



Literatiire girisi Zeeman tarafindan [1, 2]’de gerceklestirilen Minkowski uzayi

izerindeki topoloji kavrami [3, 4, 5, 6, 7]’de ayrintil1 bir sekilde incelenmistir.

Tamm 2.6. n—boyutlu Minkowski uzayr M olsun. xeM igin NF(x), x
noktasmin & — yarigapli Oklidyen komsulugu olmak iizere

B (x)={Nf(x):£>0} (2.1)

&

yerel tabani tarafindan iiretilen topolojiye M iizerindeki Oklidyen topoloji denir [6].

Calismanuz boyunca NF(X), X noktasmn &-—yarigapht Oklidyen komsulugu e—
komsuluk olarak adlandirilacaktir. Ayrica, M Minkowski uzayi lizerinde verilen
Oklidyen topoloji, e—topolojisi veya z, ile gosterilirken e—topolojisi ile birlikte
Minkowski uzayr M ile gosterilecektir. z, ailesinin her bir elemani e —agik olarak

adlandirilacaktir. Ayrica MF®, e—topolojik uzayinda bir AcM kiimesinin igi

i, (A) ve kapamsi ¢, (A) ile gosterilecektir.

Tammm 2.7. MF topolojik uzay ve U =M olmak iizere her XxeU noktasmm

NE(x)cU olacak sekilde en az bir e—komsulugu varsa U alt kiimesine e—

topolojisine gore agiktir denir [6].

Tamm 2.8. n—boyutlu Minkowski uzaytr M {izerindeki s— topolojisi

B (x)={N;(x):£>0] (2.2)

&

seklindeki X € M noktasinin komsuluklar ailesi olan yerel taban tarafindan tiretilir.

Burada

N: (x)=NZ(x)NC®(x)

& &



dir. Nj(x) climlesine X noktasinin ¢-—yarigapli s—komsulugu adi verilir. M
Minkowski uzay:1 ilizerinde (2.2) yerel tabani tarafindan iiretilen topolojiye s—
topolojisi denir ve iizerindeki s—topolojisi ile birlikte Minkowski uzayr M°® ile

gosterilir [2]. s—topolojisi 7, ve S—topolojisine gore bir AcC M kiimesinin igi
iS(A) ve kapanisi CS(A) ile gosterilecektir. Ayrica 7, ailesinin her bir elemanina

s —acik denir.

Tamm 29. (M,z,) topolojik uzay olmak iizere UM alt kiimesinin s—

topolojisine gore agik olmasi igin gerek ve yeter sart her XeU i¢in x noktasinin

N; (x) cU olacak sekilde en az bir s—komsulugunun olmasidir [6].
Tamm 2.10. n—boyutlu Minkowski uzayr M iizerindeki t—topolojisi

B (x)={N(x):£>0} (2.3)

&

seklindeki X € M noktasinin komsuluklar ailesi olan yerel tabani tarafindan tretilir.

Burada

N; (x)=NS (x)"C" (x)

&

dir. M Minkowski uzay: lizerinde (2.3) yerel tabani tarafindan iiretilen topolojiye

t—topolojisi ve N (x) ciimlesine X noktasimin &-—yarigapli t-komsulugu adi
verilir [7]. Uzerindeki t—topolojisi ile birlikte Minkowski uzay1r M ile gosterilir.
t —topolojisini 7, ile gosterelim. 7, ailesinin her bir elemanina t—agik denir. M*,
t —topolojik uzayinda bir AcM kiimesinin i¢i ve kapanisi, sirasiyla, it(A) ve

¢, (A) ile gosterilecektir.
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Tamm 2.11. (M,z-t) topolojik uzay olmak iizere UM alt kiimesinin t-—

topolojisine gore agik olmasi igin gerek ve yeter sart her XeU i¢in X noktasinin

N; (x)cU olacak sekilde bazt N (x) komsulugunun olmasidir [7].

Minkowski uzayindaki konilerin, sirasiyla, €,s ve t —topolojilerine gore agiklik veya

kapalilik durumlar1 [6, 7]’ de incelenmistir.

Teorem 2.3. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 ve x €M olsun. C'(x)—{x} ve
C* (x)—{x} kiimeleri M* topolojik uzaymnda agik, C"(x) 151k konisi M® topolojik

uzayinda kapali kiimedir [6].

Ispat. u=(uy,u,,...u, ;) Ve X=(Xy,%,...,X,;) € MF olmak iizere

f:ME S5 R
n-1

U— f(u)=—(Uy—%) +> (u-%)

i=1

fonksiyonu tanimlansin. Béylece f (u)=g(u—x,u—x) olup bu fonksiyon siireklidir.

Buradan

£(0,5)=C* (0)—{x},

£(=0,0)=C" (x)~{x},

2 ({0})=C"(x)

oldugu goriiliir. f fonksiyonu siirekli ve (0,00), (—o0,0) agik araliklar1 R "de birer

e —agik kiime oldugu i¢in f fonksiyonu altindaki ters goriintiileri de M* topolojik
uzaymnda e—agcik kiime olur. O halde C®(x)—{x} ve C"(x)—{x]} alt kiimeleri de

birer e—agik kiime olur. Ancak {0} tek nokta kiimesi R "de e—kapali kiime oldugu
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igin f altindaki ters gdriintiisii yani C“(x), M® topolojik uzayinda e—kapah

kiimedir.

Teorem 2.4. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 ve X € M olsun. & >0 olmak {izere
X noktasinin &—yaricapli s—komsulugu olan N? (X), M°® topolojik uzayinda

aciktir [6].

Ispat. x noktasinin &—yaricapli s—komsulugunun M°® topolojik uzayinda agik

olmast igin gerek ve yeter sart her y e N2 (x) i¢in N;(y)< N (x) olacak sekilde y
noktasinin en az bir § —yarigapli s—komsulugu olmasidir. O halde keyfi y e N (x)

noktasin1 Y # X olacak sekilde alalim.

ve bir onceki teoremden C°(x)—{x} kimesi M® topolojik uzaymnda agik
oldugundan N (x)—{x} kiimesi e—agiktir. Boylece her ye(N:(x)—{x}) icin
NE(Y)= N (x)—{x} olacak sekilde &-yarigapli e—komsulugu NS (y)

mevcuttur.
N5 (y)=N; (y)nC>(y)
ve
N5 (y) = N2 (x)—{x}
oldugu i¢in

N5 (y) < N5 (y) < N; (%)
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elde edilir.

Diger taraftan yeN;(x) ve y=x almrsa N;(y)< N;(x) olur. Dolayisiyla her
y € N;(x) noktasmin &—yarigaph s—komsulugu N:(y)< N:(x) olacak sekilde

vardir.

Teorem 2.5. M, n—boyutlu Minkowski uzayi ve X € M olsun.

i.  C*(x), MF topolojik uzayinda agik kiime degildir,

ii.  C®(x), M* topolojik uzayinda agik kiimedir [6].

Ispat.
i. xeC®(x) olmasma ragmen Xx noktasmn NF(x)=C®(x) olacak sekilde &—
yarigapli bir e —komsulugu yoktur.

Dolayisiyla xeC®(x) igin NF(x)=C®(x) olacak sekilde bir e—komsuluk

bulunamadigindan C® (x) uzay konisi M ® topolojik uzayinda acik kiime degildir.

ii. C*(x) uzay konisinin M*® topolojik uzayinda agik olabilmesi igin her y e C® (x)
noktasmin N? (y)< C®(x) olacak sekilde en az bir &—yarigapli s—komsulugunun
olmast gerekir. O halde keyfi yeC®(x) noktasi alalim. Bu durumda ya
ye(C®(x)—{x}) yada y = x seklindedir.

ye(C®(x)-{x}) ise  C°(x)—{x}  kiimesi ~ e-agk  oldugundan
NE(y)c=C®(x)—{x} olacak sekilde &—yarigaph e—komsuluk mevcuttur.
N:(y)=NE(y)nC®(y) olarak tammlandigindan N} (y)<=C®(x)—{x}
yazilabilir. Boylece N*(y)< C® () oldugu goriiliir.

Diger taraftan y =x ise N;(x)=N(x)nC®(x) oldugundan N;(x)<=C®(x) elde
edilir. Sonug olarak her yeC®(x) noktast igin N?(y)<=C®(x) olacak sekilde en

az bir ¢ —yarigapli s—komsuluk vardir.
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Teorem 2.6. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 olsun. M {izerindeki s— topolojisi

M iizerindeki e — topolojisinden kesin incedir (7, cz;, 7, #7,) [6].

Ispat. M iizerindeki s—topolojisinin M iizerindeki e — topolojisinden kesin ince
olabilmesi i¢in 7, c 7, ve 7, # 7, olmalidir. Herhangi G ez, kiimesi ve herhangi

XeG noktast alalim. O halde x noktasinin ¢—yarigapli bir e—komsulugu

NE(x)=G olacak sekilde mevcuttur. Boylece N:(x)=NF(x)nC®(x) olarak
tanimli oldugundan N?(x)< NF(x) olur. Buradan da N:(x)=NF(x)=G ve
N (x)<=G elde edilir. Dolayisiyla Gez, dir. Gez, iken Ger, oldugundan
7, C 7, meveuttur. Ayrica bir 6nceki teoremden C®(x) uzay konisi M® topolojik

uzayinda acik olup MF topolojik uzaymnda acik olmadigindan z, =7, dir.

Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.7. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M {izerindeki s—
topolojisinin uzay benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji Oklidyen topolojidir

[6].

Ispat. d,, x noktasmi y noktasina baglayan uzay benzeri bir dogru olsun. Her
XeM ve her ¢>0 i¢in d, dogrusu iizerine s-—topolojisi tarafindan indirgenmis

topoloji

{ N: (x)n dl}
olacak sekilde mevcuttur. Ancak
NS (x)=NF(x)NC®(x)

&

N: (x)nd, =NZ (x)NC® (x)Nd,

&

ve
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C* (x)d, =d,

oldugundan

olur. Dolayisiyla (z,), =7, olup s—topolojisinin d, dogrusu iizerine indirgedigi

d

topoloji Oklidyen topolojidir.

Teorem 2.8. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M iizerindeki S—

topolojisinin 1s1k benzeri bir dogru tizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir [6].

Ispat. d, 151k benzeri bir dogru ve ped, olsun. O halde d,eC"(p) olur. d,

dogrusu iizerine S— topolojisi tarafindan indirgenmis topoloji
{Nj(p)md3:{p}‘ ped3,v5>0}

seklindeki topoloji tabani tarafindan {iretilen ayrik topolojidir.
Teorem 2.9. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M {izerindeki s—
topolojisinin zaman benzeri bir dogru lizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir

[6].

Ispat. d, zaman benzeri bir dogru ve ped, olsun. O halde d, eC" (p) olur. d,

lizerine S— topolojisi tarafindan indirgenmis topoloji
{Nj(p)md2 ={p}| pedz,v5>0}

seklindeki topoloji tabani tarafindan {iretilen ayrik topolojidir.
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Teorem 2.10. M, n—boyutlu Minkowski uzayi olsun. M*® egrisel baglantilidir [6].

Ispat. Her x,yeM igin x noktasmi y noktasma baglayan bir f siirekli

fonksiyonu bulunmalidir. Herhangi x,y € M alalim. Bu durumda g(y—x,y—x)>0
veya g(y-xy-x)<0 olur. ilk olarak g(y-xy-x)>0 alahm. Bu durumda

f :[0,1] >M°* doniistimii

f(t)=x+t(y—x),

olacak sekilde tanimlanirsa f(O):X, f(l): y olur ve f :[0,1]—>[X, y]
dontistimii stireklidir [Teorem 2.7.]. O halde f :[0,1] — M?® doéniistimii de stireklidir.

Boylece M°® topolojik uzayinda x noktasini y noktasina baglayan bir egri
bulunmus olur.

Ikinci olarak g(y—X,y—x)<0 ve zeC®(x)nC®(y) noktas: alalim.

f.:[0,1] >M°® ve f,:[0,1] >M°®

dontistimleri, sirasiyla,

f(t)=x+t(z—x) ve f,(t)=y+t(y—z), te[0,]]

olacak sekilde tammlansin. Boylece Teorem 2.7.°den f :[0,1]—>[x,z] ve
f,:[0,1] —>[z,y] doniisimleri siireklidir. Dolayisiyla  f,:[0,1] >M*® ve
f,:[0,1] >M* doniisiimleri siirekli olup, sirasiyla, x ile Z noktalarim ve z ile y

noktalarini baglayan egrilerdir. Bu fonksiyonlarin bileskesi M*® topolojik uzayinda

X noktasint y noktasina baglayan egridir.

Sonug 2.1. M*® topolojik uzay: baglantilidir.
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Teorem 2.11. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 ve X € M olsun. & >0 olmak {izere

X noktasmin & —yarigaph t—komsulugu N!(x), M" topolojik uzayinda agiktir [7].

Ispat. x noktasinin &—yarigapli t—komsulugunun M' topolojik uzayinda agik

olmasi igin gerek ve yeter sart her ye N;(x) noktasmin Nj(y)< N;(x) olacak
sekilde en az bir N;(y), 6 —yarigapli t—komsulugunun olmasidur.

O halde keyfi y e N} (x), ¥ # X olacak sekilde alalim.

N; (%) ={x} =NZ () ~(CT ()~ {x})

ve Teorem 23.’den MF topolojik uzaymnda CT(x)—{x} a¢k oldugu igin
N;(x)—{x} kiimesi de agiktir Dolayisiyla her ye(Ni(x)—{x}) icin
NS (y)= Ni(x)—{x} olacak sekilde y noktasmin &-yarigapli e—komsulugu

N; (y) meveuttur. Nj(y)=NF(y)nC'(y) ve N (y)<= Ni(x)—{x} oldugu icin

elde edilir.

yeN;(x) ve y=x almmrsa N_(y)cN;(x) olur. Sonug olarak her ye N (x)
noktast igin N (y)<= N;(x) olacak sekilde en az bir &-yangapli t—komsuluk

vardir.

Teorem 2.12. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 ve X € M olsun.

i.  C"(x), MF topolojik uzayinda agik kiime degildir,

ii. C"(x), M' topolojik uzayinda agik kiimedir [7].
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ispat.

i. xeC"(x) olmasma ragmen Xx noktasmn NF(x)cC'(X) olacak sekilde &—
yarigaplt  bir e—komsulugu yoktur. Dolayisiyla xeC'(x) noktast igin
NE(x)=CT (x) olacak sekilde bir e—komsuluk bulunamadigindan C' (x) zaman

konisi MF topolojik uzayinda acik degildir.

ii. C"(x) zaman konisinin M" topolojik uzaymnda agik olabilmesi igin her
y €CT (x) noktasmin N;(y)<=C'(x) olacak sekilde en az bir N} (y) &-—yaricaph
t —komsulugunun olmasi gerekir. O halde keyfi yeC' (X) noktas1 alalim. Bu
durumdaya ye(C" (x)—{x}) yada y =x olur.

Varsayalm ki y e(CT(x)—{x}) olsun. Bu durumda CT(x)—{x} kiimesi e-acik
oldugundan NF(y)<=C'(x)—{x} olacak sekilde &—yarngaph e—komsuluk

mevecuttur.
N; (¥)=N; (y)nC'(y)
N; (y)=CT (x)—{x]}

oldugu i¢in N} (y)<=C" (x) kapsamasi mevcuttur.
Diger taraftan y = x almrsa N} (x)=NF(x)nC" (x) oldugundan N;(x)<=C"(x)
vardir. Sonug olarak her yeC" (x) noktast i¢in N} (y)<=C"(x) olacak sekilde en

az bir ¢ —yarigapl t —komsuluk vardir.

Teorem 2.13. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 olsun. M {izerindeki t —topolojisi

M iizerindeki e — topolojisinden kesin incedir (7, =z, 7, #7,) [7].
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Ispat. M, n—boyutlu Minkowski uzay iizerindeki t—topolojisinin M {izerindeki
e —topolojisinden kesin ince olabilmesi i¢in 7, — 7, ve 7, # 7, olmaldir. Herhangi
Ger, kimesi ve XeG noktast alalim. O halde &-yaricapli bir e—komsuluk
NS (x)=G olacak sekilde mevcuttur. NE (X) e —komsulugu,
N: (x)=NE(x)NC"(x) olarak tammli oldugundan N} (x)<= NF(x) vardir.
Buradan N} (x)=NZ(x)=G olup N;(x)c=G’dir. Dolayisiyla Gez, oldugu
goriillir. Ger, iken Ger, oldugundan 7, cr, elde edilir. Ayrica bir onceki
teoremden C'(x) zaman konisi e-agik olmayip t-acgik oldugu igin 7, # 7, dir.

Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.14. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M {izerindeki t-
topolojisinin zaman benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji Oklidyen

topolojidir [7].

Ispat. d,, x noktasin1 y noktasina baglayan zaman benzeri bir dogru olsun. d,

dogrusu tizerine t —topolojisi tarafindan indirgenmis topoloji
{N!(x)nd,|xed,, v &>0}
olacak sekilde mevcuttur. Ancak
N; (¥)=N; (x)"C (x),
N} (x)nd, =NE (X)NCT (x)Nd,,

ve

oldugundan
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N; (x)nd, =NF(x)Nd,

olur. Dolayisiyla (z,), =z, olup t—topolojisinin d, dogrusu iizerine indirgedigi

topoloji Oklidyen topolojidir.

Teorem 2.15. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M iizerindeki t-

topolojisinin 11k benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir [7].

Ispat. d, 151k benzeri bir dogru ve ped, olsun. O halde d, eC*(p)’dir. d,

dogrusu iizerine t —topolojisi tarafindan indirgenmis topoloji
{N;(p)md3 ={p}| peds,v5>0}

seklindeki topoloji tabani tarafindan {iretilen ayrik topolojidir.

Teorem 2.16. M, n-boyutlu Minkowski uzayt olsun. M fzerindeki t-

topolojisinin uzay benzeri bir dogru lizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir [7].

Ispat. d, uzay benzeri bir dogru ve ped, olsun. O halde d, eC®(p)’dir. d,

dogrusu lizerine t —topolojisi tarafindan indirgenmis topoloji
{N!(p)nd,={p}| ped, Ve&>0}
seklindeki topoloji tabani tarafindan tiretilen ayrik topolojidir.

Teorem 2.17. M, n—boyutlu Minkowski uzayr olsun. Bu durumda M® egrisel
baglantilidir [7].

Sonuc 2.2. M" topolojik uzay: baglantilidir.



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS ACIK KUMELER VE
GENELLESTIRILMIiS TOPOLOJIiLER

3.1. Genellestirilmis A¢ik Kiimeler

Genellestirilmis acik kiimeler topolojik uzaylardaki acgik kiimelere benzer
kiimelerdir. Acik benzeri kiimelerin ilk 6rnegi olan yari—agik kiimeler Levine
tarafindan 1963’te verilmistir [8]. Daha sonra devam eden ¢alismalarda 6n—agik

kiimeler, o —agik kiimeler, S —acik kiimeler, diizenli kiimeler ve b—agik kiimeler

tanimlanmis ve bu kiimelerin 6zelliklerini inceleyen ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilarak
literatiir genislemistir [9, 10, 11, 12]. i¢ ve kapanis operatorleri yardim ile
olusturulan bu kiimelere genellestirilmis agik kiime adi verilmesi Csaszar’in sahip

olduklari ortak 6zellikleri goz Oniine alarak yp fonksiyonunu, y —acik kiimeleri ve
genellestirilmis topoloji kavramlarini literatiire kazandirmas: ve ardindan p — agik
kiimelerin genellestirilmis topoloji olusturdugunu ortaya koymasi ile gerceklesmistir
[13, 14]. y fonksiyonunun 6zel se¢imleriyle yari—agik kiimeler, 6n—agik kiimeler,
a—agik kimeler, S —acik kiimeler elde edilebilmekte ve bdylece bu kiimelerin

genellestirilmis agik kiime oldugu goriilmektedir. Ad1 gegen agik benzeri kiimelerin

tanimlar1 ve birbirleri ile olan iliskileri asagida verilmistir.

Tanim 3.1.1. (X,T) bir topolojik uzay ve Ac X igin C(A) ve i(A), sirastyla, A

kiimesinin kapanisi ve i¢i olmak iizere

a) [8] A, yari (o) —agik kiimedir: < Ac C(I )
A)

)

c) [9] A, a—acik kiimedir: < Aci( ( )))

b) [29] A, 6n-agik kiimedir: < ACI(

d) [10] A, B—acik (yar1 6n agik) kiimedir: < Acc (i (C(A))) ,
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e) [11] A, «a(swrasiyla, B, o, 6n)-—diizenli kiimedir: < A:i(c(i(A))),

(swrasiyla, A=c(i(c(A))), A=c(i(A), A=i(c(A))),

f) [12] A, b-agik kimedir: < Aci(c(A))uc(i(A)).

Ornek 3.1.1. X ={a,b,c} kiimesi iizerinde r={X,®,{a}} topolojisi verilsin. Bu
durumda {a} kiimesi agik olup, sirasiyla, yar1—agik, 6n—agik, «—agik, B —agcik ve
b —acik kiimedir. Ancak {a,c} kiimesi «—acik olmasina ragmen agik degildir.

Ayrica {a, c} kiimesi, sirasiyla, yari —agik, on—agik, B —agik ve b—agik kiimedir.

Ornek 3.1.2. X =R reel sayilar kiimesi ve iizerinde alisilmis topoloji alinsin. Bu

durumda (0,1] kiimesi yari—agik kiimedir, ancak «-acik degildir. Ayrica (0,1]
kiimesinin S —ag¢ik ve b—agik kiime oldugu da Tanmim 3.1.1. yardimiyla kolayca

goriiliir.

Ornek 3.1.3. X ={a,b,c} kiimesi iizerinde rz{X,@,{b, C}} topolojisi verilsin. Bu
durumda {a,b} kiimesi 6n-agik kiimedir, ancak o —acik degildir. Ayrica {a,b}

kiimesi S —agik ve b—agik kiimedir.

Onerme 3.1.1. (X,T) bir topolojik uzay ve yar1—agik, 6n—acik, a—agik, S —agik
ve b-acik kiimelerin aileleri, sirasiyla, SO(X), PO(X), aO(X), BO(X) ve

BO(X) ile gosterilsin. Bu durumda
TcaO(X)C PO(X)C BO(X)C,BO(X)
ve

aO(X)=SO(X)=BO(X)
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kapsamalari mevcuttur [15, 16].

Onerme 3.1.2. (X, ) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Bu durumda A kiimesinin

on—diizenli bir kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul A kiimesinin «-—diizenli

kiime olmasidir [11].

Onerme 3.1.3. (X, ) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Bu durumda A kiimesinin

o —diizenli bir kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul A kiimesinin f —diizenli
kiime olmasidir [11].
Tamm 3.1.2. (X,T) bir topolojik uzay ve A< X olmak iizere

a) A, yari(o) —kapali kiimedir: < i(C(A)) cA,
b) A, 6n-kapali kiimedir: < C(i (A)) cA,
¢) A, o—kapali kiimedir: < c(i(c(A)))c A,

d) A, pB—kapali (yar1 6n kapal) kiimedir: < i (c(i (A))) cA.
3.2. y— Acik Kiimeler

Csaszar [13], genellestirilmis agik kiimeleri tammlamak igin, X #& ve P(X), X

kiimesinin kuvvet kiimesi olmak {izere
7:P(X)—>P(X)
bi¢iminde tanimli ve monotonluk (Ac B ise yAcyB) ozelligini tasiyan

fonksiyonlart kullanmistir. X kiimesi iizerinde bu sekilde tanimli tiim

fonksiyonlarin ailesi I'( X) olsun. Eger

7.7 P(X)—>P(X)
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fonksiyonlar1 verilmis ise;

7(A)=yA
rey'=n'
y.y=y"
n tane
seklindeki kisaltmalar meveuttur [13]. Ac=ZU{+,—} ve N€A olmak tizere I, ile

", alt ailesinin elemani olan y eI" fonksiyonlarinin sinifi gésterilmistir. Bu siniflar;

rely,oyrd=9,

yelleorX =X,

yel', ©VAc X i¢in ¥ A=7yA,
yell, ©VAc X i¢in Ac yA,
yell & VAc X i¢in yAc A,

yel , < VAcC X icin y’Ac yA
bi¢iminde tanimlidir [13].

y eI’(X) fonksiyonundan faydalanarak y —agik kiime tanimini ifade edelim.

Tamm 3.2.1. X bir kiime ve yeI'(X) olsun. Eger Ac X i¢in Acy(A)

oluyorsa A kiimesine y —agik kiime denir [13].

Tanim 3.2.2. (X, 7) bir topolojik uzay ve Ac X olmak iizere (X —A), y —agik ise

A kiimesine y —kapali kiime denir [13].

Onerme 3.2.1. y €I’(X) olsun. Bu durumda, y—agik kiimelerin herhangi sayida

birlesimi yine y —agik kiimedir [13].
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Ispat. {A|i e I} ailesi y —acik kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. O halde her i€ |
icin A cyA ve A CHA olup y monoton oldugundan yA ;/_ulA kapsamas1

vardir. Buradan
AcrAcrUA

dir. Yani AcyUA elde edilir. Sonug olarak her iel icin A cy A ise

UAcyUA olur ki buradan A keyfi birlesimi y - agik kiimedir.

iel

Sonug 3.2.1. X bir kiime ve y eI'(X) olsun. Ac X i¢in A kiimesinin kapsadigl,
X ’in tiim y —agik kiimelerinin birlesimine A kiimesinin y—igi denir ve i (A) ile

gosterilir [13].

Onerme 3.2.2. 5 eI"(X) olsun. Bu durumda, y—kapali kiimelerin herhangi sayida

kesigimi yine y —kapali kiimedir [13].

Sonug 3.2.2. X bir kilme ve yeI'(X) olsun. Ac X icin A kiimesini kapsayan,
X’in tim y-kapali kiimelerinin kesisimine A kiimesinin y—kapanigi denir ve

c, (A) ile gosterilir [13].
3.3. Genellestirilmis Topoloji

Tamm 3.3.1. X #O bir kiime ve < P(X) olmak iizere

. QDewu
ii. Viel#J i¢in G € u iken UG, € u

kosullar saglantyorsa u ailesine X kiimesi lizerinde bir genellestirilmis topoloji ve

(X, u) ikilisine de genellestirilmis topolojik uzay denir. Herhangi Ac X igin
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Ae pu ise A kiimesine u-—acgik kiime, eger (X —A)e u ise A kiimesine x—kapali
kiime denir. Ayrica A kiimesinin kapsadigi u—agik kiimelerin en biiyligiine A’nin
p—igi denir ve i, (A) ile gosterilir. A kiimesini kapsayan en kiigiik x—kapali

kiimeye ise A kiimesinin ¢ —kapamst denir ve ¢, (A) ile gosterilir [14].

X#£D, y:P(X)—P(X) seklindeki déniisiim i¢in y eT"(X) olmak iizere y—

acik kiimelerin ailesi X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis topoloji olusturur.

Bir topolojik uzayda 6zel olarak

y =ci ise y—agik kiime yar1 — acik kiime;
y =ic ise y—agik kiime on — acik kiime;
y =ici ise y—agik kiime «—agik kiime;

y =cic ise y—agik kiime f —agik kiime olarak adlandirilir [14].

y—acik kiimelerin ailesi X kiimesi {lizerinde birer genellestirilmis topoloji
olusturduklart i¢in yukarida bahsedilen yari—agik, 6n—agik, o—acik ve S —acik

kiimeler genellestirilmis agik kiimedir.
3.4. Genellestirilmis Baglantihlik

Tanim 3.4.1. Bir (X,7) topolojik uzay1 igin eger X uzayr X ve & den bagka iki
ayrik acik kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa (X,z) topolojik uzayina

baglantili uzay denir.

Tamm 3.4.2. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda eger bos olmayan her
U,Ver agik kiimesi igin UNV =< oluyorsa (X,r) topolojik uzaymna

indirgenemez (irreducible) uzay denir [30].
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Tamm 3.4.3. (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere eger her U ez acik kiimesi igin

c(U)er oluyorsa (X,7) topolojik uzayma agirt (extremally) baglantisiz uzay denir

[9].

Tamm 3.4.4. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger (X,aO(X)) (sirastyla,
(X,80(X)), (X,S0(X)), (X,PO(X)), (X,BO(X))) uzay: baglantili ise (X,7)
topolojik uzayma o—baglantili [17] (swrasiyla, S —baglantili [18], yar1—baglantili
[19], 6n—baglantili [20], b —baglantili [21]) uzay denir.

Lemma 3.4.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. (X,z) uzaymin o—baglantili olmasi

igin gerek ve yeter sart (X, 7) Uzaymin baglantili olmasidir [17].

Yari—agik, oOn—agik, o-agtk, SB-—agtk ve b-agk kime aileleri
7 caO(X)=SO(X)=BO(X)<= SO(X) kapsamalarini sagladifindan ve Lemma

3.4.1°den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.4.1. (X, ) bir topolojik uzay olmak iizere eger X uzay
f —baglantili= b —baglantili = yar1 — baglantili= «a—baglantili <> baglantilidir.
3.5. Genellestirilmis Ayirma Aksiyomlari

(X,7) bir topolojik uzay olmak iizere X uzaymin T, (i =0,1,2,3 4)—uzay1 olmast

icin gerek ve yeter sartlar 1yi bilinmektedir. Bilinen bu ayirma aksiyomlar1 disinda
literatiirde farkli ayirma aksiyomlari mevcuttur. N. Levine [31]°de genellestirilmis

kapal1 kiimeyi tanimlayarak bir topolojik uzaym T, —uzayr olma sartin1 vermistir.
2

T, —uzayr ayirma aksiyomlar1 hiyerarsisinde T, —uzay: ile T, —uzay1 arasindadir.

2

Ayrica [32]’de bir diger aymrma aksiyomu ile T, —uzayr tamtilmistir.
2
2
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Genellestirilmis acik kiimelerin literatiire girmesi ile yukarida bahsedilen ayirma

aksiyomlar1 genellestirilmis topolojiye uyarlanmistir.

Tamm 3.5.1. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda Ac X alt kiimesi i¢in

bir AcU kiimesi U ez ve C(A)QU olacak sekilde mevcutsa A kiimesine g —

kapali (genellestirilmis kapali) kiime denir [31].

Bir (X,7) topolojik uzayinda her kapali kiime ¢ —kapalidir. Ciinkii kapali bir
kiimenin kapanisi kendisine esit olacagindan Ac X olan bir A kapali kiimesi
alindigimda AcU olan bir U ez var iken ¢(A)cU elde edilir. Buradan her

kapali kiimenin ¢ —kapali oldugu goriiliir. Ancak ¢ —kapali bir kiimenin, kapali

olmas1 gerekmez.

Ornek 3.5.1. X ={a,b,c} kiimesi iizerinde z‘={X,@,{b}} topolojisi verilsin. Bu

durumda {b, C} kiimesi g — kapali bir kiimedir. Ancak kapal1 degildir.

Tamm. 3.5.2. (X,z) bir topolojik uzay olsun. Bir Ac X alt kiimesi i¢in
yarl—c(A), A kiimesinin yar1 —kapanigi olmak ftizere, eger AcU olan U yari—

agik kiime, yar1 —C(A)CU olacak sekilde mevcut ise A kiimesine o —kapali

(yar1— genellestirilmis kapali) kiime denir [33].

Tamm 3.5.2. ile benzer sekilde bir (X,z) topolojik uzay: iizerinde on—agik, o—

actk, [ —acik ve b—acgik kiimeler kullanilarak, sirasiyla, 6n—g —kapali, g —

kapali, g —kapali ve bg —kapali kiimelerin tanimlar1 yapilir.

Tamm 3.5.3. Bir (X,7) topolojik uzayinda her g —kapali kiime kapal ise (X,7)

uzayma T, —uzay1 denir [31].
2
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Ornek 3.5.2. X ={a,b} kiimesi iizerinde T:{X,Q,{a}} topolojisini alalim. Bu
durumda (X, 7) topolojik uzayr T, ve T, —uzayi olup T, —uzay: degildir [31].
2

Tamm 3.5.4. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda eger X *deki her farkl iki

nokta kapali komsuluklar ile ayrilmis ise (X,7) uzayna T ; —uzayi denir [32].
2=
2

Literatiirde bircok ¢alismada acik kiimeler, sirasiyla, o (f, yari, 6n ve b)-—acik

kiimelerle degistirilerek ayirma aksiyomlar1 genellestirilmistir [22, 23, 24, 25, 26,
27].

Tamm 3.5.5. (X, ) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda eger (X,z) uzaymin

herhangi farkli iki noktas1 verildiginde bu noktalardan en az birini igeren bir «

(sirasiyla, S, yari, 6n ve b)—acik kiimesi, digerini igermeyecek sekilde mevcutsa

(X,7) uzayma o (swrastyla, f8, yari, 6n ve b ) —T, —uzay1 denir [25].

Tamm 3.5.6. Bir (X, ) topolojik uzayinda her ag (sirasiyla, g, 0, 6nve b)—g

kapali kiime o (sirasiyla, f, yar, 6n ve b)-kapah ise (X,r) uzayma o-T,
2

(swrastyla, S, o, 6nve b)—T, —uzay1 denir [27, 33, 34].
2
Tamm 3.5.7. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda eger x#y olacak

sekilde her X,y e X noktalari igin X ’de X noktasini i¢eren bir U , a (swrasiyla, /3,
yari, 6n ve b)—acik kiimesi y noktasini igermeyecek sekilde ve y noktasini igeren
bir V, a (sirasiyla, f, yari, 6n ve b ) —agik kiimesi x noktasini igermeyecek sekilde

mevcutsa X uzayma q (sirastyla, f, yari, 6n ve b ) =T, —uzay1 denir [25].

Tamm 3.5.8. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda X deki farkli her

X,y € X noktalari i¢in xeU ve yeV olacak sekilde U ve V ayrik o (sirasiyla,
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f, yari, 6n ve b)—agik kiimeleri mevcutsa X uzaymna ¢ (sirasiyla, f, yari, 6n ve

b ) —T, —uzay1 denir [25].

Tamm 3.5.9. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda eger X deki farkli her

X,y € X noktalar i¢in « (sirasiyla, S, yari, 6n ve b)-kapali komsuluklar ile

ayrilmis ise (X,7) uzaymna o (sirastyla, f, yari, 6n ve b )T , —uzay1 denir.
2=
2



BOLUM 4. MINKOWSKiI UZAYININ GENELLESTIRILMIS
TOPOLOJILERI

4.1. Minkowski Uzayindaki Genellestirilmis A¢ik Kiimeler

Bu boliimde Minkowski uzayinin bazi 6nemli alt kiimelerinin s,t ve e —topolojilerine

gore i¢ ve kapamig kiimeleri bulunarak bu kiimelerin genellestirilmis agik olup

olmadiklar1 belirlenecektir.

Boliim 2°de Minkowski uzayinda s,t ve e—topolojilerine gére x € M noktasindaki
C® (X), C’ (X), CL(X), (o (X)—{X} ve C’ (X)—{X} alt kiimelerinin agik veya
kapali olup olmama durumlari a¢iklanmustir. Bunlara ek olarak C° (X)UCL(X) ve

C" (x)uUC"(x) alt uzaylarini inceleyelim.

Onerme 4.1.1 M, n—boyutlu Minkowski uzayr ve xeM olsun. Bu durumda

C®(x)uC"(x) kiimesi M topolojik uzaymnda kapaldir.

ispat. C’ (X)—{X} ME topolojik uzayinda agik bir kiimedir. O halde C’ (X)—{X}

kiimesinin tiimleyeni olan M — (CT (x)— {x}) kiimesi e —kapal1 bir kiime olur. Ustelik

M —(CT (x)—{x})z(M -CT (x))u{x}
((CS (x)ucCt (x))—{x})u{x}

= C*(x)uCh(x)

oldugundan C* (X)UCL (X) kiimesi de M F topolojik uzayinda kapali bir kiimedir.
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Sonug¢ 4.1.1. M Minkowski uzayi iizerindeki s ve t topolojileri e—topolojisinden

kesin ince olduklari igin MF topolojik uzayinda kapali olan C° (X)UCL (X) kiimesi

M* ve M' topolojik uzaylarinda da kapali kiimedir.
Benzer yolla asagidaki 6nerme ve sonug verilebilir.

Onerme 4.1.2 M, n-boyutlu Minkowski uzayr ve xeM olsun. Bu durumda

C" (x)uC"(x) kiimesi M topolojik uzaymnda kapaldir.

Sonu¢ 4.1.2. C' (X)UCL(X) kiimesi M°® ve M topolojik uzaylarinda kapali

kiimedir.

Simdi Minkowski uzaymin bazi alt kiimelerinin, sirasiyla, e,s ve t—topolojilerine

gore i¢ ve kapanis kiimelerini inceleyelim.

Onerme 4.1.3. e—topolojisi ile birlikte M Minkowski uzay1 M® ve xeM olsun.

Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.
i i (C(x))=C® (x)—{x}

i. ¢ (C°(x))=C®(x)uC"(x)

vi. ¢, (C*(x)uCH(x))=C®(x)uC"(x)

Ispat.

i. Teorem 2.5.°den C°(X) uzay konisi e—agik bir kiime degildir. Ancak Teorem
2.3.’den CS(X)—{X} alt kiimesi e—agiktir. Dolayisiyla C° (X) uzay konisinin

kapsadigi en biiyilk e—agik kiime C° (X)—{X} olur. O halde;
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i, (C®(x))=C® (x)—{x} dir.

ii. Onerme 4.1.1.’den C° (X)UCL(X) kiimesi MF topolojik uzayinda kapali bir
kiimedir ve C°® (X)CCS (X)UCL(X)’dir. Ayn1 zamanda e—topolojisine gore
xeMF® noktasindaki C°(X) uzay konisini kapsayan en kiigiik e—kapal kiime

ok (X) uzay konisinin e —kapanisi olacagi i¢in
C*(x)=c,(C®(x))=C® (x)uC"(x)

elde edilir.

Tersine, herhangi bir y (C®(x)uUC"(x)) noktas: alalim. O halde y eC®(x) veya
y eCL(X) olabilir. yeC?® (X) ise bir kiimenin her noktast kapanis noktasi oldugu
i¢cin y ec, (CS (x)) elde edilir. Diger taraftan, eger y € C" (X) ise her & >0 i¢in en az
bir zeNF (y) Oklidyen komsulugu NF (y)r\CS (X) # olacak sekilde mevcuttur.
Dolayisiyla y ec, (CS (X)) olur.

ye(C®(x)uCt(x)) iken yec,(C®(x)) oldugu igin
CS'(x)uCL(x)cce(CS (x))
mevcuttur.

Sonug  olarak ¢, (C®(x))=C®(x)uC"(x) ve C*(x)uC"(x)=c,(C*(x))

oldugundan
C. (CS (x)) =C®(x)uC(x)

iddias1 dogrulanmis olur.
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iii. Teorem 2.3.’den C® (X)—{X} kiimesi e — agiktir ve acik bir kiimenin i¢i kendisine

esittir. Dolayisiyla i, (CS (x) —{X}) =C®(x)—{x} oldugu kolayca goriiliir.

iv. C® (X) —{X} cC® (X) kapsamasmin her iki tarafinmn Oklidyen topolojiye gore

kapanigini alirsak;
e, (C* (%)~ {x}) =<, (C* (¥)
olur ve (ii) nin ispatindan c, (C®(x))=C®(x)wC"(x) oldugu iin
c.(C* (x)—{x})=C®(x)uC"(x) (4.1)

elde edilir.

Tersine, ye(C®(x)UC"(x)) noktasimi alahm. ye(C®(x)UC(x)) ise (ii)den
yec,(C*(x)) olur. yec,(C®(x)) oldugunda ise iki durum s6z konusudur. Birincisi,
eger y#X ise yec, (Cs(x)—{x}) olur. Ikinci durum ise, eger y =X ise her >0
iin en az bir ze N7 (y) Oklidyen komsulugu N (y)(C®(x)—{x})=@ olacak
sekilde meveuttur. Dolayisiyla y e c, (C®(x)—{x}) oldugu griiliir. Her iki durumun

sonucunda da y ec, (C° (x)—{x}) elde edilir. O halde;
C®(x)uCH(x)cc, (CS (x)—{x}) 4.2)
olur. (4.1) ve (4.2)’den ce(CS (x)—{x}):CS (x)UC"(x) esitligi elde edilir.

v. C°(x)=C®(x)uC"(x) oldugundan i, (CS (x)) ci, (CS (x)uct (X)) yazilabilir.

Ayrica (i). maddeden i, (C®(x))=C® (x)—{x} oldugu igin
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CS(X)—{X}Cie(CS(X)uCL(X)) (4.3)

olur. Tersine yei,(C*(x)UC"(x)) noktast alalm. Bir kiime igini kapsadigi icin
ye(C®(x)uCt(x)) olur. ye(C®(x)UCh(x)) noktasi igin ii¢ durum soz
konusudur. Bunlar y=x, ye(CL(x)—{x}) veya ye(CS(X)—{X}) olmasidir.
Ancak y=Xx veya ye(CL(x)—{x}) oldugunda y noktast C°(x)uUCh(X)
kiimesinin bir i¢ noktasi olamaz. Cinkii y=x veya ye(C"(x)-{x}) iken y
noktasmm N7 (y)=C®(x)UC"(x) olacak sekilde &—yarigapli higbir Oklidyen
komsulugu yoktur. Dolayisiyla sadece ye(Cs(x)—{x}) olabilir. Bu durumda

yeie(CS (X)UCL(X)) iken ye(Cs(x)—{x}) oldugu igin
ie(CS(x)uCL(x))cCS(x)—{x} (4.4)

elde edilir. O halde (4.3) ve (4.4) goz 6niine alindiginda C° (X)UCL(X) kiimesinin

e —topolojisine gore i¢inin C° (X)—{X} kiimesi oldugu goriiliir.

vi. Onerme 4.1.1.’den C° (X)UCL(X) kiimesi e — topolojisine gore kapalidir. Kapali
bir kiimenin kapanisi kendisine esit oldugu ig¢in c® (X)UCL (X) kiimesinin M
topolojik uzaymnda kapamsi kendisidir. Yani c, (CS (x)uct (X)) =C®(x)uC"(x)

olur.

Onerme 4.1.4. e—topolojisi ile birlikte M Minkowski uzay1 M® ve xeM olsun.

Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.
i i (CT(x)=CT (x)-{x}
ii. ¢, (CT(x))=C"(x)uC"(x)

ii. i, (CT(x)—{x})=CT (x)—{x}
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iv. ¢, (CT(x)—{x})=CT (x)uC"(x)

V.o (CT (x)uct (x)) =C" (x)—{x}

vi. ¢, (CT(x)uCh(x))=C" (x)uCh(x)
Ispat. Onerme 4.1.3. ile benzer sekilde ispatlanabilir.

Onerme 4.1.5. s—topolojisi ile birlikte M Minkowski uzay1 M® ve xe M olsun.

Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.
i i (C*(x))=C*(x)
i. ¢, (C°(x))=C®(x)uCt(x)
(

ii. i (C%(

vi. ¢, (C*(x)uch(x))=C*(x)uCh(x)

Ispat.
i. Teorem 2.5.’den C° (X) uzay konisi s—agik bir kiimedir. Agik bir kiimenin igi

kiimenin kendisine esit olacag igin i (CS (x)) =C®(x) elde edilir.

ii. C°(x)<=C®(x)wC"(x) oldugu bilinmektedir. Sonug 4.1.1.°den C*(x)C"(x)
kiimesi s—kapal bir kiimedir. Ancak C° (X) uzay konisini kapsayan en kiiciik

s —kapali kiime ¢, (CS (X)) oldugundan

C*(x)=c,(C*(x))=C® (x)uC"(x) (4.5)

mevcuttur.
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Tersine, herhangi bir y e (C®(x)wC"(x)) noktasi alalim. O halde ya y €C®(x) ya
da yeC"(x) seklindedir. Eger yeC®(x) ise bir kiimenin her noktast kapanis
noktast olacagi igin y ec,(C®(x)) olur. Eger yeC"(x) ise 0 zaman her >0 igin
en az bir zeN:(y) noktasi, N;(y)nC®(Xx)#< olacak sekilde mevcuttur.
Dolayisiyla y ec,(C*(x)) olur. ye(C®(x)uC(x)) iken yec,(C*(x)) oldugu

i¢in
C®(x)uChH(x)cc, (Cs(x)) (4.6)

elde edilir. Burada (4.5) ve (4.6) goz 6niine alindiginda c, (CS (X)) =C®(x)uCh(x)

oldugu goriiliir.

iii. Teorem 2.3.°den C®(x)—{x} kiimesi e—topolojisine gére agiktir ve Minkowski
uzay1 iizerindeki s—topolojisi e—topolojisinden ince oldugu igin C®°(x)—{x]

kiimesi S—agiktir. Ag¢ik bir kiimenin i¢i kendisine esit oldugu i¢in

i (CS (X)—{X}) =C®(x)—{x} olmaldur.

iv. C° (X) —{X} cC? (X) kapsamasinin her iki tarafinin S—topolojisine gore
kapamgim alirsak c, (CS (X)—{X}) ccC, (CS (X)) olur. c, (CS (X)) =C®(x)uCh(x)

esitligi gdz Oniine alinarak
¢, (C* (x)—{x})=C®(x)uC"(x) (4.7)

elde edilir.

Diger taraftan, vye (CS (x)uct (X)) noktasin1 alabm. O halde, (ii)’den
yec, (CS (x)) olur. Burada iki durum s6z konusudur. Eger y=x ise

yecS(CS (x)—{x}) olur. Eger y=x ise 0 zaman her & >0 igin en az bir ze N} (y)
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g—yarigapli s—komsulugu N’ (y)n (CS (x)- {X}) # & olacak sekilde mevcuttur.

Buradan y e c, (C®(x)—{x}) oldugu gériliir. O halde
C®(x)uCH(x)cc, (CS (x)—{x}) (4.8)

elde edilir. Dolaysiyla (4.7) ve (4.8) ile ¢, (C® (x)—{x})=C®(x)uC"(x) sonucuna

ulasilir.

v. C*(x)=C®(x)uC"(x) olup i (CS(X))ciS (CS (X)UC"(X)) yazilabilir. Ayrica

(i)’den i, (C® (x))=C®(x) oldugu i¢in
C®(x) i, (CS (x)uct (x))

elde  edili. ~ Diger taraftan  yei (C°(x)uUC"(x))  noktast  alahm,
i, (C® (x)uCh(x))=C® (x)uCH(x) oldugu  géz  &niine  almirsa
ye(CS(x)uCL(x)) olur. Bu durumda y=X, ye(CL(x)—{x}) veya
ye(C*(x)—{x}) oldugu goriiliir. Fakat eger ye(C"(x)—{x}) alimrsa y noktasi
C*(x)UCH(x) kimesinin bir ig noktast olmaz. Ciinkii ye(C*(x)-{x}) iken y
noktasin &—yarigapli s—komsulugu N (y)<=C®(x)UC"(x) olacak sekilde

meveut degildir. O halde y € C®(x) olur. Buradan
i, (C®(x)uCH(x))=C*(x)
elde edilir ve ¢ift yonlii kapsamadan iddia ispatlanmis olur.

iv. Sonug 4.1.1.°den C® (X)UCL(X) kiimesi S—kapali bir kiimedir. s—Kkapali bir

kiimenin s— kapanis1 kendisine esit oldugundan
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¢, (C®(x)uCh(x))=C* (x)uC"(x)
oldugu gortiliir.

Onerme 4.1.6. t —topolojisi ile birlikte M Minkowski uzayt M' ve xe M olsun. Bu

durumda asagdaki esitlikler saglanir.
i i(CT(x)=C"(x)
i. ¢ (CT(x))=C"(x)uC"(x)
iii. i, (CT(x)-{x})=C" (x)~{x}
V. 6(CT(0-{x})=C" ()uC(x)
v. i (CT(x)uCt(x))=C" (x)

vi.  ¢(CT(x)uCH(x))=C" (x)uCh(x)
Ispat. Onerme 4.1.5. ile benzer sekilde ispatlanabilir.

Onerme 4.1.7. n—boyutlu Minkowski uzay1 M , iizerindeki e — topolojisi ile birlikte
M ® olarak verilsin. Bu durumda C® () uzay konisi M® topolojik uzaymda
i. o—e—agik,
ii. b-e-agk,
iii.  p—e—acik kiimedir.
Ancak C* (X) uzay konisi MF topolojik uzaymda
Iv. a-—-e-—agik,
V. On—e-—agik,

vi. o —e—dizenli, f—e—diizenli, & —e—diizenli, 6n —e — diizenli kiime degildir.

Ispat.

i. Tanim 3.1.1.in (a) sikkindan bir kiimenin o —e—agik olabilmesi igin

C®(x)cc, (ie (Cs (X))) olmas gerekir.
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Onerme 4.1.3’in (i) ve (iv) sikkindan ie(CS(x))zCS(x)—{x} ve

C, (CS (X)—{X}) =C®(x)uCh(x) oldugu bilindiginden

C. (ie (CS (x))) =C®(x)uC"(x)

elde edilir. Ayrica C°(x)<=C®(x)UC"(x) oldugundan C° (X)cce(ie(Cs (x)))
sonucuna ulagilir ve C° (X)Cce(ie(CS (X))) ise C*(x) uzay konisi o —e—agik bir

kiime olur.

ii. CS(X) uzay konisinin b—e—acgik kiime olabilmesi i¢in Tanim 3.1.1.°in (f)

sikandan
C* (x) =iy (e (C* (x)))ve (i (C* (x))

olmasi gerekir. O halde Onerme 4.1.3.’den

c. (i (C° (x))) =C* (x)uC* (x) ve i, (¢, (C* (%)) =C° (x)~{x]
oldugu igin
L (¢ (C° (9))we. (i (C* (x))) =C° (x)uC* (x) (49)

esitligi elde edilir. C° (x) =C®(x)UC"(x) oldugu bilindiginden ve (4.9) esitliginden

C* (x) =iy (e (C* (x))ve (i (C* ()

sonucuna ulagilir. Buradan CS(X) uzay konisi e—topolojisine gore b—agik kiime

olur.
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iii. Tanim 3.1.1.’in (d) sikkindan herhangi bir Ac M alt kiimesinin S —e—agik

kiime olmasi i¢in

Acc, (ie (c. (A)))
olmas gerekir. O halde Onerme 4.1.3.’den faydalanarak
c.(i.(c.(C° () =C* (et (x)

esitligi elde edilir. Ayrica C®(Xx) =C®(x)UC"(x) oldugundan

c*(x) = (i (. (c* (9))
bulunur ve buradan C®(x) uzay konisinin f—e— agik kiime oldugu gérillir.
iv. C°(x) uzay konisinin & —e—agik kiime olabilmesi igin

C*(x) i (ce (ie (CS (x))))
olmas1 gerekir [Tanim 3.1.1.(c)]. Ancak Onerme 4.1.3.’den

(. (1 (c° ()= (0-{x

oldugundan Cs(x)czie(ce<ie (Cs(x)))) elde edilir. O halde C*(x) uzay konisi M*

topolojik uzayinda o —agik kiime degildir.

v. Herhangi bir Ac M alt kiimesinin e — topolojisine gére on—agik kiime olabilmesi

icin Aci, (Ce (A)) olmasi gerek ve yeterdir [Tanim 3.1.1.(b)].
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O halde C* (X) uzay konisinin 6n—e — agik kiime olabilmesi igin

C®(x) i, (ce (CS (x)))
olmalidir. Fakat Onerme 4.1.3. yardimiyla verilen
(6. (C*(0)=C* (-1

esitliginden Cs(x)¢ie(ce(C5(x))) oldugu goriiliir, yani C°(X) uzay konisi

on —e —agcik kiime degildir.

iv. C°(x) uzay Kkonisinin o—e—diizenli B-e-dizenli «-—e—dizenli ve

on—e—diizenli kiime olabilmesi i¢in, swrasiyla, C, (ie (CS (X))) =C? (X) :

ce(ie(ce(CS(x)))):Cs(x), ie(ce(ie(CS(x)))):CS(x) ve i, (c,(C° (x)))=C* (x)

olmast gerekir. Ancak C® () igin Onerme 4.1.3."den
e, (1.(C* (1)) =C* (x)uet (x)
c. (i (e.(€* () =€* (x)oC* ()
(e (i.(C* (0))=c* () -{x

i, (ce (c® (x))) =C®(x)—{x}

ifadeleri elde edilir ve CS(X) uzay Kkonisinin o —e—diizenli, f—e— diizenli

a —e—diizenli ve 6n —e — diizenli kiime olmadig1 goriiliir.
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Benzer sekilde, n—boyutlu Minkowski uzayr M iizerindeki e— topolojisi ile birlikte
C'(x) zaman konisinin de M® de o—e—agk, b—e—agk, S—e—agik kiime
oldugu, ancak «a—e—acik, On—-e—acik, o—e—dizenli, [—e—dizenli,

o —e—diizenli, 6n —e — diizenli kiime olmadig1 goriilebilir.

Onerme 4.1.8. n—boyutlu Minkowski uzay1 M , iizerindeki s— topolojisi ile birlikte
M® olarak gosterilsin. Bu durumda C° (X) uzay konisi M°® topolojik uzaymda
a—agik, f—acgik, o—acik, o0n—acik, b—acik, o —diizenli ve 6n—diizenli kiimedir,

ancak o —diizenli ve S —diizenli kiime degildir.

ispat. Teorem 2.5.’den C° (X) uzay konisi s—agik bir kiimedir. O halde uzay konisi

s — topolojisine gore a—agik, B—-agik, o —agik, on-agik ve b—acik bir kiimedir
(Onerme 31.1). Ayriea i, (c, (i, (C° (x)))) =C° (x) ve i,(c,(C*(x)))=C*(x)
oldugundan C° () uzay konisi M® topolojik uzaymnda ¢ —diizenli ve én— diizenli bir
kimedir. ¢, (i, (C*(x)))=C* (x)uCt(x) ve c,(ii(c,(C*(x))))=C*(x)vC (x)
yani ¢, (i, (C° (x))) = C° (x) ve (i (c, (C* (x)))) =C* (x) oldugu igin C*(x) uzay

konisi M® topolojik uzayinda o —diizenli ve S —diizenli kiime degildir.

Yine benzer sekilde C' (X) zaman konisi de M' topolojik uzayinda, sirasiyla,
a—agik, f—acgik, o—acik, on—acik, b—acik, o —diizenli ve 6n—diizenli kiimedir.
Ancak C' (X) zaman konisi M topolojik uzayinda o —diizenli ve S — diizenli kiime

degildir.

Onerme 4.1.9. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 olmak iizere M, e— topolojisi ile
donatilmis Minkowski uzay1 olsun. Bu durumda C® (X)—{X} kiimesi M ® topolojik
uzaymnda «a—agik, B —acgik, o —acik, on—agik, b—agik, o —diizenli ve 6n— diizenli

kiimedir, ancak o —diizenli ve S — diizenli kiime degildir.
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Ispat. C°(x)—{x} kiimesi e—topolojisine gére agik kiimedir (Teorem 2.3.).
Dolayisiyla Onerme 3.1.1.°den C® (X)—{X} kiimesi M topolojik uzayinda, sirasiyla,

a—acglk, pB-aclk, o—acikk, oOn—-agtk ve b-agik kiimedir. Ayrica
(e (L(C)-pd)))=Co (-1 ve (e (C(x)~{x}))=C° (x)~{x}
oldugundan C® (X)—{X} kiimesi M* topolojik uzayinda o« —diizenli ve &n - diizenli

bir kiimedir. Ancak MF topolojik uzaymnda Ce<ie (CS(X)—{X}));tCS(X)—{X} ve

C, (ie (Ce (CS (X)—{X}))) #C® (X)—{X} oldugundan  C® (X)—{X} alt  kiimesi

o —diizenli ve [ —diizenli kiime degildir.

Onerme 4.1.10. M Minkowski uzay: iizerindeki Oklidyen topolojiye gére MF
topolojik uzayinda Cc’ (X) —{X} kiimesi a—acik, f—agik, o—acik, On-—acik,
b —acik, o —diizenli ve 6n— diizenli kiimedir, fakat o —diizenli ve S —diizenli kiime

degildir.

ispat. Teorem 2.3.’¢ gore C' (X)—{X} kiimesi MF topolojik uzayinda agik bir

kiimedir. Dolayisiyla ispat Onerme 4.1.9.’un ispat: ile benzer sekilde kolayca elde

edilir.

Onerme 4.1.11. M*®, s—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M topolojik uzay: olsun.
Bu durumda C*® (X)—{X} kiimesi @ —s—agik, f—s—acik, o—S—agik, 6n—S—agik,
b-s—acgik kiimedir, ancak o—s—diizenli, SB—s—diizenli, «a—s—diizenli ve

on —s — diizenli kiime degildir.

ispat. Teorem 2.3.’den C° (X)—{X} alt kiimesi e—agiktir. M Minkowski uzayi
{izerindeki s—topolojisi M {izerindeki Oklidyen topolojiden kesin ince oldugu igin
c? (X)—{X} kiimesi s—acik bir kiimedir. Ayrica a—agik, f—agik, o—acik,

on—agik ve b —agik kiimelerin ailesi agik kiimelerin ailesinden ince oldugu i¢in M°®
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de s—acik olan CS(X)—{X} alt uzay1 a—s—agik, f-s—aglk, o—S—acik,

on—s — a1k, b —s —agik kiimedir. Ancak Onerme 4.1.5.’den yararlanarak
C, (iS (CS (x)—{x})) =C®(x)uC(x)

e, (i (e (C* (0 —{x})))=C° () wC® (x)

ifadeleri elde edilir ve Tanim 3.1.1.(¢e) gz Oniine alinarak CS(X)—{X} kiimesinin
o—s—diizenli, f—s—diizenli, a—sS—diizenli ve 6n—s—diizenli kiime olmadigi

goriiliir.

Onerme 4.1.12. M Minkowski uzay iizerindeki t —topolojisine gére C' (X)—{X} alt
kiimesi o —t—agik, f—t—acik, o—t—acik, 6n—t—acik, b—t—acik kiimedir, ancak

o —t—diizenli, f—t—diizenli, o —t—diizenli ve 6n—t —diizenli kiime degildir.

ispat. Teorem 2.3.’den C' (X)—{X} kiimesi MF topolojik uzayinda agik olup M
uzay1 iizerindeki t —topolojisi e — topolojisinden kesin ince oldugu i¢in C' (X)—{X}

kiimesi M" topolojisine gére de aciktir. Buradan Onerme 4.1.11.’in ispat1 ile benzer

olarak ispat kolayca elde edilir.

Onerme 4.1.13. G kiimesi M* topolojik uzayinda herhangi bir e —acik kiime olsun.
Bu durumda G kiimesi M°® topolojisinde, sirasiyla, «, o, b, # ve 6n—s—acgik

kiimedir.
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Ispat. G kiimesi MF topolojik uzayinda herhangi bir e—agik kiime olsun. M
Minkowski uzayi tizerindeki s—topolojisi M {izerindeki e — topolojisinden kesin ince
oldugu icin G kiimesi S—acik kiimedir. O halde Onerme 3.1.1."den G kiimesi ve

on —s — acik kiime olur.

Ayrica Minkowski uzay1 lzerindeki t—topolojisi de e—topolojisinden kesin ince
oldugu i¢in herhangi bir G e—agik kiimesi, sirasiyla, @, o, b, f ve én—t—agik

kiimedir.

Onerme 4.1.14. M, n—boyutlu Minkowski uzayr olsun. Bu durumda tim

a—s—agik ve a—e—agik kiimelerin aileleri, sirasiyla, O ( M? ) ve aO ( ME )

olsun. aO(MS) ailesi aO(ME) ailesinden kesin incedir.

Ispat. G M olmak iizere G kiimesi M topolojik uzayinda keyfi bir o —e—agcik

kiime olsun. G kiimesi o —e —agik kiime ise
G ci.(c.(i. (G))) (4.10)

mevcuttur. Diger taraftan Minkowski uzay1 tizerindeki s—topolojisi e — topolojisinden
kesin ince oldugu i¢in bir kiimenin S—topolojisine gore i¢i o kiimenin e — topolojisine
gore icini kapsar ve bir kiimenin S—topolojisine gore kapanist o kiimenin

e —topolojisine gore kapanisi tarafindan kapsanir. Dolayisiyla

ie(G)ciS (G)
= ¢(i.(G))=c.(i.(G))
= i,(c.(i.(6))) =is(c, (- (G)))

oldugu goriiliir ve (4.10) g6z oniine alindiginda
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G i (c, (i, (G)))

elde edilir. Bu durumda G c is(cs(is(G))) ise G kiimesi a—s—agik bir kiime olur.

Herhangi bir G a—e—acgik kiimesi aldigimizda bu kiimenin a—Ss—agik kiime

oldugu goriildiigiinden aO(I\/I S) ailesi aO(I\/I E) ailesinden incedir. Ayrica Onerme
4.1.7. ve 4.1.8°den C° (X) uzay konisi a—e—acik bir kiime olmamasima ragmen
a—s—agik bir kimedir. Dolayisiyla ¢O(M®) ailesi «O(M®) ailesinden kesin

incedir.

Onerme 4.1.15. M, n-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. Bu durumda tiim

on—s—agik ve on—e—agik kiimelerin aileleri, sirasiyla, PO ( M?® ) ve PO ( ME )

olmak tizere PO(MS) ailesi PO(M E) ailesinden kesin incedir.

Ispat. M topolojik uzayinda bir G =M kiimesi keyfi bir 6n—e —acik kiime olsun.
G kiimesi on—e— acik kiime ise G i, (Ce (G)) mevcuttur. Diger taraftan Minkowski

uzayi iizerindeki s—topolojisi e —topolojisinden kesin ince oldugu i¢in

c.(G)>c,(G)

= i,(c.(G)) =i (c.(G))

olur. Gci,(c,(G))<i,(c,(G)) ise Gei(c,(G)) elde edilir. Bu durumda G
kiimesi 6n—s — agik kiime olur. O halde PO(MS) ailesi PO(ME) ailesinden incedir.
Ayrica Onerme 4.1.7. ve 4.1.8.°den CS(X) uzay konisi on—e—agik bir kiime

olmamasina ragmen 6n—s —agik bir kiimedir. Dolayisiyla PO(I\/I S) ailesi PO(M E)

ailesinden kesin incedir.
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Benzer sekilde diisiiniildiigiinde Minkowski uzayindaki tim « —t—agik kiimelerin

ailesi O ( M t) ve tiim 6n—t —agik kiimelerin ailesi PO(M t) olmak tizere aO(M ! )

ve PO(Mt) aileleri de, sirasiyla, aO(ME) ve PO(ME) ailelerinden kesin incedir.

4.2. Minkowski Uzayinin Genellestirilmis Baglantilihigi

Minkowski uzaymin s ve t-—topolojilerine gore egrisel baglantili dolayisiyla
baglantili oldugu [6, 7]’de gosterilmistir. Simdi Minkowski uzayimin, iizerindeki

genellestirilmis s ve t —topolojilerine gore baglantililigini inceleyelim.

Onerme 4.2.1. n—boyutlu M Minkowski uzayr s—topolojisi ile birlikte M* ile

gosterilsin. Bu durumda M°® topolojik uzayi indirgenemez (irreducible) uzay degildir.

Ispat. M*® topolojik uzaymin indirgenemez uzay olabilmesi i¢in her U, V c M®
s—acik kiimeleri igin U NV =& olmalidir (Tanim 3.4.2.). Ancak Teorem 2.3.’den
goriilecegi gibi C° (X)—{X} ve C' (X)—{X} kiimeleri e— topolojisine gore agiktir ve
Minkowski uzay1 iizerindeki s—topolojisi Minkowski uzayi iizerindeki Oklidyen
topolojiden kesin ince oldugu igin C° (X)—{X} ve C' (X)—{X} kiimeleri birer

s —acik kiimedir. Ustelik
C*(x)—{x}nC" (x)—{x} =&
oldugu i¢in M°® uzay1 indirgenemez uzay degildir.

Sonug¢ 4.2.1. s—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M Minkowski uzay1 M*® olmak
izere, (M,a0(M*)), (M,0(M*)), (M,SO(M*)) ve (M,PO(M*)) topolojik

uzaylar1 da indirgenemez uzay degildir.

Ispat. Onerme 3.1.1.’den herhangi bir (X : 2') topolojik uzayi i¢in
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r < aO(X)=PO(X)<BO(X)< BO(X) Ve aO(X)<=SO(X)<=BO(X)
kapsamalari mevcuttur.
Dolayisiyla M® uzay1 i¢in de benzer sekilde
7(s)caO(M*)=PO(M*)<=BO(M*®)c fO(M*)
ve
aO(M*)=SO(M*)=BO(M°)

oldugundan (M,z0(M*)), (M,p0(M*)), (M,SO(M*)), (M,BO(M*)) ve

(M ,PO ( M?* )) uzaylar1 da indirgenemez uzay degildir.

Onerme 4.2.2. M", t—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M Minkowski uzay1 olmak

iizere, M' uzay1 indirgenemez uzay degildir.

Sonu¢ 4.2.2. n—boyutlu M Minkowski uzayr t—topolojisi ile birlikte M' ile
verilsin.  Bu durumda (M,aO(M‘)), (M,ﬂO(Mt)), (M,SO(Mt)) ve
(M ,PO ( M )) topolojik uzaylar1 da indirgenemez uzay degildir.

Onerme 4.2.3. s—topolojisi ile birlikte M Minkowski uzayr M® olmak iizere, M*

uzay1 asir (extremally) baglantisiz uzay degildir.

ispat. C° (X) kiimesi M°® topolojik uzaymnda acik bir kiime olup C° (X) kiimesinin

s —kapamginin C° (X) uCh (X) kiimesi oldugu Boliim 4.1.’de gdsterilmistir. Ayrica
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Onerme 4.15. (v)’den i (CS (x)uCL(x))zcS (x) oldugu i¢in C°(x)UCh(x)
kiimesi s—agik bir kiime degildir. Dolayisiyla M*® topolojik uzayinda en az bir tane

agik olup kapanisi agik olmayan bir kiime bulunmaktadir. O halde M*® topolojik uzayi

asir1 baglantisiz uzay degildir.

Onerme 4.2.4. n—boyutlu M Minkowski uzay1 t—topolojisi ile birlikte M' olmak

iizere, M" topolojik uzay1 asir1 baglantisiz uzay degildir.

ispat. C’ (X) kiimesi Minkowski uzayi lizerindeki t—topolojisine gore aciktir. Ancak
C, (CT (X)) =C"(x)uCH(x) ve i (CT (x)yucCt (X)) =C"(x) oldugundan C' (x)

kiimesinin t—topolojisine gdre kapanisi t—acik olmadigindan M' topolojik uzay:

asir1 baglantisiz uzay degildir.

Onerme 4.2.5. M°®, s—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M Minkowski uzay1 olsun.

Bu durumda M°® topolojik uzay1r « —baglantilidir.

Ispat. Lemma 3.4.1.°den M°® topolojik uzayinin o —baglantili olmasi i¢in gerek ve
yeter sart M*® topolojik uzaymin baglantili olmasidir. Ayrica Sonug 2.1.’den M°®
topolojik uzay1 baglantili oldugundan o —baglantilidir.

Onerme 4.2.6. M°® topolojik uzay1 yar1 — baglantili uzay degildir.

Ispat. M°® topolojik uzayinin indirgenemez uzay olmadigi Onerme 4.2.1.°de
gosterilmistir. Dolayisiyla, M® topolojik uzay1 yari—baglantili uzay degildir [35,

Teorem 17].

Sonug 4.2.2. M*® topolojik uzay1r S —baglantili ve b—baglantili uzay degildir.
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Onerme 4.2.7. M Minkowski uzayi, iizerindeki t—topolojisi ile birlikte M"' olmak
iizere, M' topolojik uzayr «—baglantili, ancak yari,  veya b —baglantili uzay

degildir.

Ispat. M' topolojik uzayr baglantili oldugundan o —baglantilidir, ancak

indirgenemez uzay olmadigindan yari—baglantili degildir. Ayrica Minkowski

uzaymdaki yari, b ve f—t—agk kiimeler igin SO( M! ) cBO ( M! ) < B0 ( M t)

mevcuttur. M" topolojik uzay1 yar1—baglantili olmadigindan £ veya b —baglantili

uzay degildir.
4.3. Minkowski Uzayinda Genellestirilmis Ayirma Aksiyomlari

n—boyutlu Minkowski uzaymin Oklidyen topoloji ile birlikte Hausdorff uzay1 oldugu
bilinmektedir. Dahasi, Minkowski uzay1 lizerindeki S ve t—topolojileri Minkowski
uzay iizerindeki Oklidyen topolojiden kesin ince olduklar1 igin M* ve M" topolojik
uzaylar1 da Hausdorff uzayidir [6, 7]. Minkowski uzaymndaki S ve t—aciklar,

sirastyla, o (S, o, on ve b)—S ve t—agik kiimeler olarak genellestirildiginde yine

Hausdorffluk aksiyomu saglanir.
Onerme 4.3.1. M°® topolojik uzayz, sirasiyla, «, £, yari, n ve b—T, —uzayidir.

Ispat. s—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M Minkowski uzayr Hausdorff uzay
oldugundan farkli her X,y € M noktalari igin N (X)m \ 'y (y) = olacak sekilde en
az birer tane s-—agik komsuluklar mevcuttur. Ayrica a—s—agik, SB—s—acik,
o—s—agik, on—s—acik ve b—s—acik kiimelerin aileleri s— agik kiimelerin ailesini
kapsadigindan N} (X) ve N? (y) s—acik komsuluklari, sirasiyla, «—s—agik,
p—s—aclkk, o—s—acik, on—s—agik ve b-s—acik komsuluklardir. Dolayisiyla
Minkowski uzayinda farklt her x,y e M noktalar igin N} (X)"N:(y)=2 olacak

sekilde a—s—acik (sirasiyla, f—s—acik, o—s—acik, on—s—acik, b—s—agik)
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komsuluklar1 vardir. O halde n—boyutlu M Minkowski uzay1 s—topolojisi ile

birlikte, sirasiyla, «, B3, yari, 6n ve b—T, —uzayidir.

Bir (X : 2') topolojik uzayr T, =T, =T, = T, —uzay1 oldugu bilindiginden asagidaki

2

sonug asikardir.

Sonu¢ 4.3.1. M°® topolojik uzayi, sirasiyla, «, 3, yari, 6n ve b-T (izo,%,lj

uzayidir.

Onerme 4.3.2. M" topolojik uzayl, sirasiyla, «, 3, yari, 6n ve b—T, (i :O,%,l,ZJ

uzayidir.

Ispat. n—boyutlu M Minkowski uzay:1 t—topolojisi ile birlikte Hausdorff uzayidir
[7]. Ayrica 7(t)caO(M')=PO(M')=BO(M')< SO(M") ve
aO(M‘)c SO(Mt)c BO(M‘) kapsamalari mevcut oldugundan M' topolojik

uzayl, sirasiyla, «, f3, yari, 6n ve b—T,— uzayidir. Dahasi Sonug 4.3.1. ile benzer

sekilde M topolojik uzayi, sirasiyla, «, B3, yari, 6nve b—T, (i :0,%,lj uzay1 olur.

Agrawal ve Shrivastava [6, 7], n—boyutlu M Minkowski uzaymin s— topolojisi ve
t —topolojisi ile birlikte diizenli uzay olmadigini1 gostermislerdir. Ayrica bir topolojik

uzay hem T —uzayr hem de diizenli uzay ise T, —uzayr oldugu bilinmektedir.
Dolayisiyla Minkowski uzayinin, sirasiyla, S ve t—topolojileri ile birlikte T, —uzay

olmadigi anlagilmaktadir. Ancak Minkowski uzaymin S Ve t—topolojilerine gore

T , —uzay1 olup olmadigini inceleyebiliriz.
2

2
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Teorem 4.3.1. M*®, s—topolojisi ile birlikte n—boyutlu M Minkowski uzay1 olmak

tizere, M°® topolojik uzay1 T21 —uzayidir.
2

Ispat. Herhangi x,yeM ve x=y olsun. O halde d., M iizerinde tamimli Oklidyen

uzaklik fonksiyonu olmak iizere d(X,y)=¢& olacak sekilde &>0 dir. N®(x) ve
3

N° (y), sirastyla, X ve Yy noktalarinin % yarigaplt S— komsuluklart olsun. Kabul
3

edelim ki c{Nj (x)jmcs[Nj (y)}t@ olsun. Bu durumda

3

3

dze [CS [Nj (X)J M, (N; (y)D noktast mevcuttur. Dolayisiyla Z €C; [N; (X)J ve
: z

3 3

Zec, (Nz (X)J olur. Ayrica s—komsuluk tammindan N?(x)=NZ(x)nC®(x) ve
: &

E
i
3 3

=
wln »
—
<
N—"
Il
=z
wln m

(y)nC%(y)  oldugundan [N : (x)j e, [N: (X)J ve

3

3

3

C, (N: (y)j cC, [Nf (y)] kapsamalar1  vardir. Buradan Zec, [NsE (X)j ve
3

ve d.(z,y)<— esitsizlikleri mevcuttur.
E $

ZECS(NE(X)J olur. O halde dE(z,x)s% %
3

Ustelik iiggen esitsizliginden dg (x,y)<d;(z,x)+d:(z,y) oldugu igin gs%g

esitsizligi elde edilir ki bu bir geliskidir. Dolayistyla ¢ (Nf (x)]mcs(Nf (y)]=®
3 3

oldugu goriiliir. Sonug olarak Minkowski uzayindaki farkli her iki nokta s—kapali

komsuluklar ile ayrilmis olur. O halde Tanim 3.5.4.’¢ gore n—boyutlu Minkowski

uzay1 S—topolojisi ile birlikte T21 —uzayidir.
2

Teorem 4.3.1.’den yola ¢ikarak asagidaki sonug verilebilir.
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Sonug¢ 4.3.2. M® topolojik uzayi, sirastyla, «, 3, yari, 6n ve b—T , — uzayidir.
2=
2

Teorem 4.3.2. M', t—topolojisi ile birlikte n—boyutlu Minkowski uzayr olmak

tizere, M topolojik uzay1 T , —uzayidir.
2=
2

Ispat. Teorem 4.3.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 4.3.3. M' topolojik uzayz, sirastyla, «, S, yari, 6n ve b—T | — uzayidir.
2=
2
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