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ONSOZ

Bu calismada, bir pargalanmis lineer model ve bu modelle iliskili alt parametrelerin
tahmini ele alinmistir. Ele alinan model altinda alt parametrelerin en iyi lineer yansiz

tahminlerinde pargalanmis matris tersi yontemi kullanilmistir.
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OZET

Anahtar kelimeler: BLUE, dik izdiisiim, genel lineer model, genel pargalanmis lineer
model, matrislerin genellestirilmis tersi.

Bu ¢alismada, bir genel lineer model ve bu modelin par¢alanmis formu ele alinarak
parametreler vektorii ve bu vektoriin alt parametrelerinin en iyi lineer yansiz
tahminleri (best linear unbiased estimator- BLUE’lar1) ile ilgili bazi sonuglar
pargalanmis matris tersi (inverse partitioned matrix- IPM) yontemi kullanilarak elde
edilmistir.

Ik boliimde, genel lineer modeller tanitilmis ve bu modeller altinda parametrelerin
tahmini ile ilgili kisa bir literatiir bilgisi verilmistir. Bazi1 temel kavram ve teoremler
ikinci boliimde ele alinmustir. Ugiincii béliimde, 2x2 ve 3x3 boyutlu simetrik blok
par¢alanmis matrislerin genellestirilmis tersleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.
Dérdiincii boliimde, genel lineer model altinda tahmin edilebilir olan bazi parametrik
fonksiyonlar vektorlerinin BLUE’lar1 IPM yontemi kullanilarak elde edilmistir.
Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen sonuglarin bir uygulamasi
verilmistir. Son boliim sonug ve Onerilerden olusmaktadir.



THE INVERSE PARTITIONED MATRIX METHOD IN THE BEST
LINEAR UNBIASED ESTIMATION OF PARAMETERS UNDER
PARTITIONED LINEAR MODELS

SUMMARY

Keywords: BLUE, orthogonal projection, general linear model, general partitioned
linear model, generalized inverse of matrices.

In the study, considering a general linear model and its partitioned form, some results
releated to the best linear unbiased estimators (BLUES) of parameters vector and its
subparameters have been obtained by using inverse partitioned matrix (IPM) method.

In the first chapter, general linear models have been introduced and short literature
information has been given about estimation of parameters under this models. Some
fundamental concepts and theorems have been considered in the second chapter. In
the thrid chapter, some results releated to generalized inverses of 2x2 and 3x3
dimensional symmetric block partitioned matrices have been given. In the fourth
chapter, the BLUEs of some estimable parametric functions vectors under the
general linear models have been obtained by using the IPM method. In the fifth
chapter, an application of the results obtained in the chapter four has been given. The
last chapter consists of conclusion and proposals.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

Akil ile ger¢ek diinyadaki olgulari anlama-anlatma isine modelleme ve anlatimin
kendisine model denir. Model, gercek diinyada karsilasilan bir problemin ilgili
oldugu alanin kavram ve kanunlarina bagli olarak ifade edilmesidir. Modellemede en
¢ok kullanilan araglar matematik ve istatistiktir. Ozellikle rasgelelik iceren olgularla
ilgili problemlerin modellenmesinde istatistik kullanilir [1]. Degiskenler arasindaki
iligkileri ortaya koyma ve ele alinan konu ile ilgili sonu¢ ¢ikarma ve tahminlerde

bulunma problemlerinde siklikla kullanilan lineer modeller genel olarak
y= X ﬂ +& (11)

bi¢iminde ifade edilir. Bir genel lineer model, yeR™ gozlenebilir rasgele

degiskenler vektoriiniin beklenen degeri E(y)= X/ ve varyans-kovaryans matrisi
Cov(y)=0"V kabulii altinda X e R™ ve V € R™ matrisleri i¢in herhangi bir rank

kisitlamasit olmaksizin

M ={y,Xp,0%V|

gosterimiyle ifade edilebilir. X =(X1 : X2) ve bu matrise karsilik gelecek sekilde

B =8P )' olmak iizere (1.1)’de verilen genel lineer model

y=XB+e=XL[+X,B,+¢ (1.2)



genel parcalanmis lineer model olarak ifade edilebilir. Par¢alanmis lineer modeller,
alt parametrelerin tahmininin yani sira orijinal model ile iliskili olan bazi alt modeller

ve indirgenmis modellerin arastirilmasinda da kullanilir.

Genel lineer modeller altinda parametrik fonksiyonlarin en iyi lineer yansiz tahmin
edicileri (BLUE’lar1) regresyon analizindeki ¢alismalarin ana konularindan biridir.
Regresyon modelleri altinda parametrik fonksiyonlar tahmin edilebilir oldugu zaman
BLUE’larin uygun istatistiksel Ozellikleri sahip olmalarindan dolayr istatistik

literatiiriinde BLUE lar ile ilgili bir¢ok ¢alismaya rastlamak miimkiindiir [2-4].

A modeli altinda tahmin edilebilir bir K/ parametrik fonksiyonlar vektoriiniin
BLUE’su Gy olmak iizere, BLUE’larin istatistiksel ve cebirsel dzellikleri G katsayi
matrisi vasitasiyla belirlenir. Gy vektoriinlin .47 modeli altinda K/ vektoriiniin

BLUE’su olmasi igin gerek ve yeter kosul G matrisinin temel BLUE denklemi

olarak bilinen
G(X:VQ)=(K:0) (1.3)

denklemini saglamasidir [5,6]. Diger bir deyisle Gy vektoriiniin .47 modeli altinda

K vektoriiniin BLUE’su olmasinin gerek ve yeter kosulu G matrisi

G E]ﬁ]:(gj (1.4)

denkleminin ¢oziimii olacak sekilde bir LeRP" matrisinin mevcut olmasidir.

Goriildigi gibi G katsayr matrisi (1.3) ve (1.4)’te verilen matris denklemleri

vasttastyla elde edilmektedir. Bilindigi gibi xe R™, yeR™ ve AeR™" olmak

iizere Ax=1y lineer denklem sisteminin m=n ve |A|#0 oldugunda tek ¢dziimii



x=A"y dir. Burada A", AA"'=A"A=T olacak sekilde A matrisinin tersidir. A
matrisinde m=n ya da A matrisinin tersinir olmayan kare matris olmasi durumda

Ax=vy tutarli lineer denklem sisteminin bir ¢oziimii x= A"y dir. Burada A",

AA" A= A olacak sekilde A matrisinin genellestirilmis tersidir.

Parcalanmis matrislerin genellestirilmis tersleri (1.4) denkleminden de gorildigi
gibi lineer modellerle ilgili ¢alismalarda 6nemli bir rol oynamaktadir. Bir genel

lineer model altinda ele alinan lineer tahmin problemi

[ 2)

parcalanmis matrisinin  bir genellestirilmis tersini hesaplama problemine

indirgenmektedir. Bu parcalanmis matrisin bir genellestirilmis tersi

olmak tiizere genel lineer model altinda tahminlerin C matrisi kullanilarak elde
edilmesi parcalanmis matris tersi yontemi (IPM) olarak bilinir [7,8]. Literatiirde C
matrisinin  alt matrislerinin  belirlenmesi ve bu matrislerin istatistiksel

uygulamalariyla ilgili galismalar mevcuttur [8-13].

Bu calismada genel lineer model altinda X parametrik fonksiyonlar vektorii ile
X, B, ve X,p, alt parametre vektorlerinin BLUE lar1 ile ilgili sonuglar IPM yontemi

kullanilarak elde edilmis ve BLUE lar ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.



BOLUM 2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, ¢alismanin diger boliimlerinde kullanilacak bazi tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilecektir.

2.1. Bir Matrisin Siitun Uzay1 ve Ranki

Tamm 2.1.1. ¢ X, +...+C X, =0 olacak sekilde tiimii birden sifir olmayan c,¢C,,...,

c, skalerleri varsa, X, X,,..., X, € R™ vektorlerinin kiimesine lineer bagimlidir, aksi

takdirde lineer bagimsizdir denir [14].

Tanim 2.1.2. AeR™, a,a,,..,a, siitunlarma sahip olan bir matris olsun.
X' =(X,%,.. X, ) vektorii igin AX=Xa +X,a, +...+Xa, ifadesi A matrisinin
siitunlarmin bir lineer kombinasyonunu gosterir. A matrisinin siitunlarinin lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilen tiim vektorlerin kiimesine A matrisinin siitun
uzayl denir ve C(A) ={ye]Rle y= AX,XGRM} seklinde ifade edilir. C(A), A

matrisinin siitunlar tarafindan tretilir [15,16].

Tamm 2.1.3. A matrisinin a,,a,,...,a  satirlar1 tarafindan iiretilen R™’in alt

n
uzayma A matrisinin satir uzayr denir. A matrisinin satir uzayr (¢’(A’) olarak

gosterilir [16].

Teorem 2.1.5. B matrisi, Ae R™" matrisinin satir indirgenmis esalon bigimi olsun.

A matrisinin satir uzayi ile B matrisinin satir uzay: aynidir [15].



Tanim 2.1.6. A matrisinin siitun uzaymin boyutuna A matrisinin siitun ranki, satir
uzaymin boyutuna ise A matrisinin satir ranki denir. Bir A matrisinin satir
indirgenmis esalon bigimindeki sifirdan farkli satirlarinin sayisina A matrisinin

ranki denir ve r(A) ile gosterilir [15].

Teorem 2.1.7. Bir Ae R™" matrisinin satir ranki, siitun ranki ve ranki esittir [15].

Teorem 2.1.8. Uygun boyutlu A ve B matrisleri igin

(i)  C(A:B)=C(A)+C(B),
iy C(AB)cC(A),
(iiiy  Cc(AA)=C(A),

(iv) C(A)c(B)< Uygun boyutlu herhangi bir C matrisi igin A matrisi BC

bigimindedir,

(v)  boy(C(A))=r(A),

(vi)  AeR™ icin r(A)<min{m,n},
(vii)  r(A)=r(A)=r(AA)=r(AA)
dir [14,16,17].

2.2. Kuadratik Formlar, Pozitif Kararh ve Nonnegatif Kararh Matrisler

Tanmm 2.2.1. y=(Y;)€ R™ vektorii ve simetrik bir A= (aij ) e R™ matrisi igin,



Q(Y)=YAy=>>vy3

i=1 j=1

ifadesi, V,,...,y, elemanlarmin bir kuadratik formudur. Burada A matrisine bu

kuadratik formun matrisi denir. Boyle bir A matrisi i¢in asagidakiler sdylenebilir.

Q) Eger Vy =0 i¢in y'’Ay >0 ise A pozitif kararlidir.
(i)  Eger Vy=0 icin y’Ay <0 ise A negatif kararlidir.

(ili)  Eger VY igin y'Ay >0 ise A nonnegatif kararlidir [16,17].

Teorem 2.2.2. AeR™ matrisi r rankli nonnegatif kararli bir matristir ancak ve

ancak A=RR’ olacak sekilde r rankli R € R™ matrisi vardir [18].

Tamm 2.2.3. Eger A ve B nonnegatif tanimli matrisleri i¢in B—A nonnegatif

taniml1 ise Lowner siralamasina gére A, B den kiigiiktiir denir. A< B veya
B>, A ile gosterilir. Eger B—A pozitif tanimli ise, bu durumda A matrisine

kesinlikle B matrisinden kiigiiktiir denir. A<, B veya B > A ile gosterilir [16].

2.3. Parcalanms Matrisler

Tanmm 2.3.1. Bir kiimenin par¢alanmasina benzer olarak bir matrisin par¢alanmasi,
orjinal matrisin her bir elemaninin, pargalanisin yalniz ve yalniz bir alt matrisine

diisecek sekilde karsilikli ayrik alt matrislere ayrilmis halidir. Ornegin, Ae R™"

matrisi i¢in

(B A
A Ay



ifadesi, A matrisinin bir parcalanisidir. Burada m +m,=m ve n +n, =n olmak
tizere A, e R™™ A, e R™™ A eR™™ ve A,eR™" dir. Yukarida verilen

matrisin transpozu

A,:(Agl Aél]
A A

seklindedir.

2.4. Bir Matrisin Genellestirilmis Tersi

Tamm 2.4.1. AcR™" matrisinin genellestirilmis tersi AGA= A denklemini

saglayan G matrisi olarak tanimlanir ve G = A~ olarak gosterilir [19].

Teorem 2.4.2. Eger A mxn boyutlu matris ise, A~ nxm boyutlu matristir [19].

Teorem 2.4.3. Her matris en az bir genellestirilmis terse sahiptir. Her simetrik
matrisin ise en az bir simetrik genellestirilmis tersi vardir. Genel olarak A~ tek
degildir. A" matrisinin tek olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin tersinir

matris olmasidir. Bu durumda A~ = A™ dir [19].
Teorem 2.4.4. A R™" matrisinin herhangi A~ genellestirilmis tersi igin
r(A)=r(AA)=r(AA )<r(A")

dir [19].



Teorem 2.45. A, B ve C uygun boyutlu matrisler olsun. BA"C matrisinin A

matrisinin genellestirilmis tersinin se¢imine gore degismez olmasinin gerek ve yeter

sart1 C(B') < C’(A’) ve C’(C) c C’(A) olmasidir [14,18].
Teorem 2.4.6. A ve B uygun boyutlu matrisler olsun. Bu durumda

() AAB=B=C(B)cC(A),

(i) BAA=BoC(B)cC(A)
dir [19].

Tammm 2.4.7. Eger P>=P olacak sekilde bir P matrisi varsa, P matrisine

idempotent matris denir [16].

Teorem 2.4.8. A R™" matrisinin herhangi bir A~ genellestirilmis tersi igin, A”A

ve AA™ matrisleri idempotenttir [19].

Teorem 2.4.9. A matrisi simetrik ve idempotent ise 1—A matrisi de simetrik ve
idempotenttir [19].

Teorem 2.4.10. (A)) =(A") dir [19].

Teorem 2.4.11. A,=A), ve A, ile A,, kare matrisler olmak {izere Az(AM Aﬁ]

A Ay

reel simetrik matrisi igin



(1) A matrisi pozitif kararhdir ancak ve ancak A, ve A,—A, A, ‘A, pozitif

kararlidir.

(i) A matrisi pozitif kararlidir ancak ve ancak A,, ve A,-A,A, ‘A, pozitif

kararlidir.
(i) Eger A matrisi nonnegatif kararh ise, C(A,)cC(A,) Ve

C(A,)cC(A,) dir [19].

Teorem 2.4.12. A, € R™ nonnegatif kararli matris ve A, € R™ olmak iizere

Az{ALl ALZJ matrisi i¢in A nonsingiiler matristir ancak ve ancak r(A,)=n ve

A,
A, + A, A, pozitif kararlidir [19].

Ay

’
2

Teorem 2.4.13. Eger Az{ ASZJ nonsingiiler ve A,, = A, ise,

Aﬁ{%=%%%%%L %%%J

By, AuBy I,-By
dir. Burada B, = A, + A,A, ve B,, = A,B'A, dir [19].

Ar A

1 2

Teorem 2.4.14. Az( j pargalanmis matrisi i¢in, efer C'(A,)cC(A;) ve

C(A) = C(A]) ise,

o [AAAT AR —AAT
T A, T
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dir. Burada A, A, in genellestirilmis tersi ve T = A, — A, A, A, dir [19].

2.5. Lineer Denklem Sistemleri, Parcalanmis Matrislerin Tutarhihig:

AcR™ BeR* ve CeR™ bilinen matrisler olmak iizere,

5
(II3

(2.1)
matris denklem sistemi ele alinsin. Bu durumda asagidakiler verilebilir.

Tammm 2.5.1. (2.1) matris denklem sistemini saglayan en az bir X € R™ matrisi

varsa, sistem tutarlidir denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir [17].

Teorem 2.5.2. (2.1) matris denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter sarti

C’(C) c C’(A) ve C(C')=C(B') olmasidir [17].

Teorem 2.5.3. (2.1) matris denklem sistem tutarl ise uygun boyutlu herhangi U ve

V matrisleri igin
X =ACB +(I-AA)U+V(I-BB")
ile verilen X matrisi, (2.1) matris denkleminin genel ¢éztimiidiir [17].

Sonu¢ 2.5.4. (2.1) matris denklem sistemi tutarli ise X = A CB™~, (2.1) denklem

sistemi i¢in bir ¢oziimdiir [17].
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AXB =C matris denkleminde X matrisi yerine xeR™ vektori, B=1 ve C
matrisi yerine g € R™ vektorii alinirsa, Ax=g lineer denklem sistemi elde edilir.

Boylece Teorem 2.5.3’iin daha 6zel durumu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.5.5. Ax=g lineer denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter
sartt AA"g=g olmasidir. Eger sistem tutarli ise bu durumda herhangi bir he R™
vektorl icin X=A"(¢ +(I—A‘A)h ile verilen x vektori Ax=g lineer denklem

sisteminin genel ¢6ziimidiir [17].
Teorem 2.5.6. Uygun boyutlu A ve B matrisleri i¢in Y(A:B)z(OIB)

denkleminin 'Y e R™ igin bir ¢6ziime sahip olmasinin gerek ve yeter sarti

C(A)NC(B)={0} olmasidir ve eger C(A:B)= R™ ise ¢oziim tektir [20].

Teorem 2.5.7. AecR™, BeR™, LeR™ ve DeR* bilinen matrisler, X ve Y

bilinmeyen matrisler olmak tizere, £ ( D) c’ ( L') ise,

AA L)X B A'B
L' o)ly ) | D
denklemi tutarlidir [19].

2.6. Izdiisiim Matrisleri

Tanmm 2.6.1. Her u,veS ve a,beR i¢in au+bveS olacak sekilde sonlu sayida

vektorlerin bos kiimeden farkli bir S kiimesi bir vektor uzayidir [16].
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Tamm 2.6.2. S, ve S, vektor uzaylar1 olsun. S, vektdr uzayindaki her vektér S,
vektdr uzayindaki tiim vektorlere dik ise S, ve S, vektor uzaylari birbirine diktir

denirve S, LS, ile gosterilir [16].

Tamm 2.6.3. S, ve S, vektdr uzaylari olsun. ueS, ve veS, olmak ilizere U+V
formundaki tiim vektorleri iceren vektor uzayina bu iki vektdr uzayimin toplami denir

ve bu toplam S, +S, ile gosterilir. Eger S, ve S, vektor uzaylari birbirine dikse, bu

durumda S, +S, ile gosterilen toplam S, @S, seklinde ifade edilir [16].

Tamm 2.6.4. Eger S, ®S,=R™ ise S, ve S, alt uzaylarina birbirinin dik

tiimleyenleri denir ve S, =S, (veya S, =S;") seklinde gosterilir. Bir S vektdr uzay
igin (S:) =S dir [16].

Tamim 2.6.5. S vektor uzayir olmak iizere her ve S i¢cin Pv=v ve PveS ise P

matrisine bir izdiisiim matrisi denir. Her izdiisiim matrisi bir idempotent matristir

[16].

Tamm 2.6.6. P matrisi, S vektor uzaymin bir izdiisiim matrisi olmak tizere 1—P

matrisi S* vektdr uzaymin bir izdiisiim matrisi ise, bu durumda P matrisine S

vektor uzaymin bir dik izdiistim matrisi denir [16].

Teorem 2.6.7. Herhangi bir A matrisi igin AA™ matrisi €' (A) igin bir izdiisiim

matrisidir. A(A'A)” A" matrisi ise €' (A) icin bir dik izdiisiim matrisidir [16].

Teorem 2.6.8. C(P,)=C(A) ve C(1-P,)=C(A)" dir [16].

Teorem 2.6.9. A ve B uygun boyutlu matrisler olmak tiizere,
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(i) C(A:B)cC(A)@C((1-P,)B),

(i) P(A:B) =Pt P(I—PA)B

dir [16].

Teorem 2.6.10. Uygun boyutlu A ve B matrisleri i¢in,

() BA=0=C(B)cC(A),

(i) C(B)cC(A) = (B) cC(A)

dir [16].

2.7. Bazi istatistiksel Kavramlar

Rasgele vektor, elemanlar: rasgele degiskenler olan vektor ve benzer sekilde rasgele
matris ise, elemanlar1 rasgele degiskenler olan matristir. Rasgele vektér ve
matrislerle ilgili bazi temel kavram ve teoremler asagida verilmektedir. Bu tanim ve

teoremler ile ilgili detayl1 bilgi i¢in 6rnegin, [ 18] kaynagina bakilabilir.

Tanim 2.7.1. Z :(Zij) mxn boyutlu rasgele bir matris olmak iizere, Z matrisinin

beklenen degeri E(Z)= ( E (Zij )) dir.

Teorem 2.7.2. Z rasgele bir matris, A, B ve C bilinen uygun boyutlu matrisler

olmak tizere, E(AZB+C) = AE(Z) B+C dir.

Sonug¢ 2.7.3. A ve B uygun boyutlu matrisler, x ve y ise uygun boyutlu rasgele

vektorler olmak tizere E (AX + By) = AE (X) +BE (y) dir.
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Tamm 2.7.4. x rasgele vektdriiniin varyansi, Var (x)=o; = E(x— y)z dir. Burada,

4 =E(x) dir.

Tamim 2.7.5. x ve y rasgele vektorleri arasindaki kovaryans,

Cov=(xYy)=0, =E(x—u)(y-v)

dir. Burada x=E(x), v=E(y) dir.

Teorem 2.7.6. AcR*™ ve BeR™ bilinen matrisler, xe R™ ve yeR™ rasgele

vektorler olsun. Bu durumda Cov(Ax, By)= ACov(x,y)B’ dir.



BOLUM 3. PARCALANMIS MATRISLERIN GENELLESTIRIL-
MiS TERSLERI

3.1. Giris

A B
Bu boliimde [C Dj bi¢imindeki par¢alanmis matrislerde 6zel olarak B=C' ve

D=0 olmast durumunda elde edilen pargalanmis simetrik matrislerin
genellestirilmis tersleri ile ilgili baz1 sonuclar elde edilecektir. Once 2x2 boyutlu
sonra 3x3 boyutlu pargalanmis matrisler ele alinacaktir. Asagida sonraki kisimlarda

ele alinacak teoremlerin ispati i¢in ihtiya¢ duyulacak bir teorem asagida verilmistir.

Teorem 3.1.1. AeC™", GeC™ olsun. {A_}, A matrisinin tim genellestirilmis
terslerinin kiimesini gostermek lizere, G e{A‘} olmasmin gerek ve yeter kosulu

Ax =Db denklem sistemi tutarli olacak sekildeki tiim b e R™" vektorleri icin X = Gb

vektoriiniin bir ¢ozliim olmasidir [21].

3.2. 2x2 Blok Matrisin Genellestirilmis Tersi

Teorem 3.2.1. V e R™ nonnegatif kararh matris, X eR™ ve C,, C,, C,, C,

matrisleri uygun boyutlu matrisler olmak iizere,

vV XY\ (C, G,
= (3.1)
(X' 0 j (Cs _CJ

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
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. v Xy (GG o T
Q) , = . | genellestirilmis tersin baska bir se¢imidir.
X" 0 c, -C,

(i) XC,X=X=XC)X.

(iii)  VC,X'=XC) = XC,X'=XC/X'=VCX'=XCV .

(iv) XC,X =0, VCX=0 XCV=0.

(v)  VCVCV =VCV =VCNCV =VCV ve VCV +XCV =V .

. v X)) (C, C, . o
Ispat: = olmak tiizere her iki tarafin transpozu alinirsa,
X" 0 C, —C,

Teorem 2.4.10°dan ve V matrisinin simetrik olmasindan

v X} (€ G
X" 0) (¢ -c
yani (i) elde edilir.

Teoremin kalan kisminin ispati Teorem 3.1.1°den yararlanilarak yapilacaktir.

Herhangi bir d e R™ i¢in

o loHx)

yani

Va+ Xb=0

3.2
Xa=Xd (3.2)
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lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7°ye gore

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢oziimii

oG o) ()

yani (3.1)’den

oHe <l 69
b) \c, -c, )Ix’

olarak yazilir. Boylece (3.3)’ten

a=C,Xd (3.4a)
b=-C,Xd (3.4b)

bulunur. (3.2) denklem sisteminin herhangi bir d vektorii igin saglandigi kabul

edildiginden, (3.4a) ve (3.4b)’de bulunan ¢oziimler (3.2) denklem sisteminde yerine

yazilirsa,
VC,X'=XC, X' (3.5a)
XC)X =X (3.5b)

elde edilir. (i)’ ye gore C, ve C, sirasiyla C; ve C, ile yer degistirebileceginden

(3.5a) ve (3.5b)’de verilen esitlikler

VCiX'=XCX' (3.6a)
XC,X = X (3.6b)

olarak yazilabilir. Boylece (3.5b) ve (3.6b)’den (ii) ispatlanmis olur.
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(3.6a) soldan XC, ile carpilirsa ve (3.6b) esitligi kullanilirsa

XCVC; X" = XC,XC, X" = XC, X’

elde edilir. Burada XC;X' matrisinin simetrik oldugu goriiliir. Yani
XC;X"=XC,X' bulunur.  Dolayisiyla  (3.5a) ve  (3.6a)  sirasiyla
VC,X'=XC)V =XC,X"'=XC, X" veVC;X'=XC\V =XC,;X"=XC, X"  olarak

yazilabildiginden (iii) elde edilir.

Herhangi bir d e R™ igin

MRINEY

yani

Va+ Xb = Xd

3.7
Xa=0 (3.7)

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7°ye gore

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢oziimii

) e

yani (3.1)’den
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a c, C X
=t d (3.8)
b c, C,J)\0
olarak yazilir. Boylece (3.8)’den

a=C Xd (3.923)
b=C,Xd (3.9b)

bulunur. (3.7) denklem sisteminin herhangi bir d vektori igin saglandigi kabul

edildiginden, (3.9a) ve (3.9b)’de bulunan ¢oziimler (3.7) denklem sisteminde yerine

yazilirsa
VC X +XC,X =X (3.10a)
XCX=0 (3.10b)

elde edilir. (3.10a)’da, (3.6a) esitligi kullanilirsa,

VC,X =0 (3.11)

bulunur. (i)’ye gore C, ve C, yer degistirebildiginden, (3.11)

XCV =0 (3.12)

olarak yazilabilir. Boylece (iv) ispat edilir.

Herhangi bir d e R™ i¢in



(e o))

yani

I
TN
<
—
o

0

Va+ Xb=Vd
Xa=0

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii

(e o) (0)

yani (3.1)’den

olarak yazilir. Boylece (3.14)’ten

a=CVvd
b=C\vd

20

(3.13)

(3.14)

(3.15a)
(3.15b)

bulunur. (3.13) denklem sisteminin herhangi bir d vektori igin saglandigi kabul

edildiginden, (3.15a) ve (3.15b)’de bulunan ¢6ziimler (3.13) denklem sisteminde

yerine yazilirsa

VCV +XC\V =V
XCV =0

(3.16a)

(3.16b)
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elde edilir. (3.16a) soldan VC, ile carpilirsa ve (3.16b) kullanilirsa,
VCVCV +VC XC\V =VCV

ve dolayisiyla

VCVCV =VCV (3.17)

bulunur. (i)’ye gore C, ve C| yer degistirebildiginden

VCNCV =VCV (3.18)

olarak yazilabilir. Boylece VCV matrisinin simetrik oldugu goriilir. Yani

VCV =VCV dir. Buradan (3.16a), (3.17) ve (3.18)’den (v) ispatlanmis olur. O

3.3. 3x3 Blok Matrisin Genellestirilmis Tersi

Teorem 3.3.1. V € R™ nonnegatif kararli matris, X, e R™™, X, e R™ ve D,, D,,

D,, E,, E,, F, F,, F,, F, matrisleri ise uygun boyutlu matrisler olmak iizere,
2

X, 0 0| =| -F -F (3.19)
0

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
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VX, X, D, E E
Q) X/ 0 0| =| O —-F' —F/ | genellestirilmis tersin baska bir
X, 0 0/ \Db -F -F

secimidir.

(i) X DX, + X, DX, =X, = X, E X, + X,E, X,.

@iy  X,DX;+X,D,X, =X, = X,E X, + X,E,X,.

(iv) VD, X, =0, X/D,X,=0, X,D,X; =0, VD, X, =0, X;D;X, =0, X;D;X, =0.
(V) VD, X, =0, X,D,X, =0, X,D,X, =0,VD,X, =0, X;D, X, =0, X;D; X, =0.

(Vi) VDV +X,EV +X,EV =V =VDV + X,DV + X,DV .

V. X, X,) (D, D, D,
Ispat: | X] O 0] =| -F —-F, | olmak fizere her iki tarafin
X, 0 0 E, -F, -F,

transpozu alinirsa, Teorem 2.4.10°dan ve V matrisinin simetrik olmasindan

VX, X, D, E E
X! 0 0|=/D -F -F
X, 0 0/ \Db -F -F

yani (i) elde edilir.

Teoremin kalan kisminin ispati, Teorem 3.2.1°e benzer olarak Teorem 3.1.1

kullanilarak yapilacaktir.

Herhangi bir d e R™ i¢in
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yani

Va+ X,b+X,c=0
X/a=X/d (3.20)
X,a=X,d

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7’ye gére

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii

a) (V X, X,)(0
bi=| X; 0 0| X/ |d
c X, 0 0) | X,

yani (3.19)’dan

a) (D, D D)0
bl=|E -F -F, | X/|d (3.21)
c)] \E, -F -F X

olarak yazilabilir. Boylece (3.21)’den

a=D,X/d+D,X.d (3.22a)
b=-FX/d-F,Xd (3.22b)
c=-F,X/d - F,X.d (3.22¢)

bulunur. (3.20) lineer denkleminin herhangi bir d vektori i¢in saglandigi kabul
edildiginden, (3.22a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.20) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VD, X! +VD, X} — X, FX! = X,F,X} — X,F.X; = X,F,X} =0 (3.23a)

X/D, X!+ X/D, X} =X/ yani X,D/X,+X,DiX, =X, (3.23b)
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XD, X! + X4D, X, = X4 yani X,D/X, + X,DiX, = X, (3.23¢c)

elde edilir. (i)’ye gore D, ve D, sirasiyla E/ ve E; ile yer degistirebildiginden

(3.23b) ve (3.23c)
X{EX{+ X[E; X, =X{ yani X, E X, +X,E, X, =X, (3.24a)
XLEX ]+ X E X, =X, yani X,E X, +X,E, X, =X, (3.24b)

olarak yazilabilir. Boylece (3.23a) ve (3.23b)’den (ii), (3.23¢) ve (3.24b)’den (iii)

elde edilir.

Herhangi bir d e R™® i¢in

vV X, X,)a X,

X, 0 O||b|=| 0 [d

X, 0 0)lc 0
yani

Va+ X b+ X,c=X.d
X/a=0 (3.25)

X,a=0

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7’ye gore

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii
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yani (3.19)’dan

a) (D, D D,\(X,
bl=|E, -F -F, | 0]d (3.26)
¢c) \E, -FR -F O

olarak yazilir. Boylece (3.26)’dan

a=D,X,d (3.27a)
b=E X,d (3.27b)
c=E,X.d (3.27¢)

bulunur. (3.25) lineer denkleminin herhangi bir d vektorii i¢in saglandigi kabul

edildiginden, (3.27a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.25) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VD, X, + X, E X, + X,E, X, =X, (3.28a)
X/D,X, =0 (3.28b)
X,D,X; =0 (3.28¢)

elde edilir. (3.24)’te bulunan esitlik (3.28)’de yerine yazilirsa,

VD, X, =0 (3.29)

bulunur. (i)’ye gore D,, E, ve E, swasiyla D,, D/ ve D, ile yer

degistirebildiginden (3.28b), (3.28¢) ve (3.29) sirasiyla

X:DLX, =0 (3.30b)
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VDX, =0 (3.30c)

olarak yazilabilir. Boylece (3.28b)-(3.30a)’da bulunan esitliklerle (iv) elde edilir.

Herhangi bir d e R”* icin

vV X, X,)(a X,

X, 0 Oflb|=| 0 |d

X, 0 0)lc 0

yani

Va+ X b+ X,c=X,d

X/a=0 (3.31)

X,a=0

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7’ye gore

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii

a) (V X, X,) (X,
bl=|X; o o0||o0|[d
c) (X, 0 oflo

yani (3.19)’dan

a D, D, D, \( X,
b|=|E -F -F, || 0 (d (3.32)
C E, - -FJLO

olarak yazilabilir. Boylece (3.32)’den
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a=D,X.,d (3.33a)
b=E X.,d (3.33b)
c=E,X,d (3.33¢c)

bulunur. (3.31) lineer denkleminin herhangi bir d vektori i¢in saglandigi kabul

edildiginden, (3.33a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.31) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VD, X, + X E X, + X,E, X, =X, (3.34a)
X/D,X, =0 (3.34b)
X;D,X, =0 (3.34¢)

elde edilir. (3.24b)’de bulunan esitlik (3.34a)’da yerine yazilirsa,

VD, X, =0 (3.35)

bulunur (i)’ye goére D,, E, ve E, sirastyla Dy, D] ve D, ile yer degistirebildiginden
(3.34b), (3.34c) ve (3.35) sirastyla

X'D/X, =0 (3.36a)
1072

X!DX, =0 (3.36b)

VD,X, =0 (3.36¢)

olarak yazilabilir. Boylece (3.34b)-(3.36c)’de bulunan esitliklerle (v) elde edilir.

Herhangi bir d e R™ igin
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V. X, X,\(a Vv
X, 0 Oflb|=] 0 |d
X, 0 0)lc 0
yani

Va+ X b+ X,c=Vd
X/a=0 (3.37)
X,a=0

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi Teorem 2.5.7’ye gore

tutarlidir. Boylece Sonug 2.5.4’ten bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii

a) (V. X, X,\(V
bl=|X; 0 o0||o0|d
c) Ix; 0 o0)lo

yani (3.19)’dan

a D, D, D, \V
b|=| E -F, -F || 0 |d (3.38)
c E, -F -F )L O
olarak yazilir. Boylece (3.38)’den
a=Dyvd (3.39)
b=EVd (3.39b)

c=EVd (3.39¢)
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bulunur. (3.37) lineer denkleminin herhangi bir d vektori i¢in saglandigi kabul

edildiginden, (3.39a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.37) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VDV + X,EV + X,EV =V (3.408a)
XDV =0 (3.40Db)
X,DV =0 (3.40c)

bulunur. (i)’ye goére D,, E, ve E, swrasiyla D,, D/ ve D, ile yer

degistirebildiginden (3.40),

VDYV + X,DV + X,DV =V (3.41)

olarak yazilabilir. Boylece (3.40) ile (3.41)’den (vi) elde edilir. O

Simdi 4. boliimde ele alinacak parcalanmis bir lineer model altinda alt parametrelerin

tahmin edilebilir olmasi ile ilgili olan

C(X)NC(X,)=1{0} (3.42)

ifadesinin saglandigi kabul edilsin. (3.42) esitliginin saglanmasinin gerek ve yeter

kosulu

r(X;Q,)=r(X,)=r(X)) (3.43)

olmasidir [20]. (3.43)’deki esitlik C(X;)=C(X,Q,) oldugunu gosterir. Boylece
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o)<l

cltec (3.44)
0 X}

ve

=<l

cl o lec| t (3.45)
><2 XZ

oldugu goriiliir.

Teorem 3.3.1°de o6zel olarak (3.42) saglandiginda elde edilen esitlikler asagidaki

sonucta verilmistir.

Sonug 3.3.2. V e R™ nonnegatif kararli matris ve X, e R™, X, e R™, D,, D,,
D,, E, E,, K, F,, K, F, matrisleri ise uygun boyutlu matrisler olmak iizere,

(3.19) saglansm ve C(X,)NC(X,) :{0} olsun. Bu durumda

Q) VD X = X,EX]+X,EX/, VEX| = X,EX/+X,EX],
(i) X, DX, =X, =X,EX;, X,DX,=0=XEX,,
@iii) VD, X, =X,FX,+ X,F,X,, VE, X, = X,EX, + X,F/X,,

(v)  X,DiX,=X,=X,E,X, X,DiX,=0=X,E,X,

dir.

Ispat: Teorem 3.3.1’in ispatinda ele alinan denklem sistemlerine ek olarak (3.44) ve
(3.45)e gore Teorem 2.5.7°deki tutarlilik kosullari saglandigindan asagidaki

denklem sistemleri gbz 6niinde bulundurularak ispat yapilacaktir.
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Herhangi bir d e R™ i¢in

VoX, X,)(a) (0
X! 0 0fb|=|x/|d
x; 0 o)lc) (o

yani
Va+ X,b+X,c=0
X;a=X,d (3.46)

X,a=0

lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii

a) (V X, X,)(0
bl=| X, 0 0f|X/|d
c) (X, 0 o0of(o

yani (3.19)’dan

a) (b, D D)0
b|=|E, -FR -F | X/|d (3.47)
c) \e, -F -FJ{0

olarak yazilir. Boylece (3.47)’den

a=DX/d (3.48a)
b=-FXd (3.48D)
c=-FX/d (3.48¢)
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bulunur. (3.46) lineer denkleminin herhangi bir d vektori i¢in saglandigi kabul

edildiginden, (3.48a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.46) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VD, X| - X,F X/ - X,FX{ =0 yani VD, X, = X,F X+ X,FEX/ (3.49a)
XD X/ =X] yani X,D/X; =X, (3.49Db)
X,D,X; =0 yani X;D/X,=0 (3.49c)

elde edilir. Teorem 3.3.1 (i)’ye gore D,, F, ve F, swrasiyla E/, F' ve F, ile yer

degistirebildiginden (3.49a-c) sirasiyla

VE!X! = X,FX! = X,F/X! =0 yani VE;X! = X, F/X. + X,F/X! (3.50a)
X/E/X! =X/ yani X,EX, =X, (3.50h)
XJE/X!=0 yani X,E,X,=0 (3.50¢)

olarak yazilabilir. Burada (3.49a) ve (3.50a)’dan (i), (3.49b), (3.49c), (3.50b) ve
(3.50c)’den (ii) elde edilecektir.

Herhangi bir d e R™ igin

yani

Va+ Xb+X,c=0
X/a=0 (3.51)

X,a=X,d
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lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii

a) (V X, X,)(0
bl=|X; o o0||o0|d
c) X; 0 0)(X,

yani (3.19)’dan

a) (D, D D)0
b|l=|E, -F -F, | 0ld (3.52)
c)] \E, -F -F /X,

olarak yazilir. Boylece (3.52)’den

a=D,X,d (3.53a)
b=-F,X,d (3.53b)
c=-F,X,d (3.53c)

bulunur. (3.51) lineer denkleminin herhangi bir d vektori i¢in saglandigi kabul

edildiginden, (3.53a-c)’de bulunan c¢oziimler (3.51) denklem sisteminde yerine

yazilirsa

VD, X, - X,F, X, - X,F, X, =0 yani VD, X, = X,F, X, + X,F, X, (3.54a)
X;D,X, =0 yani X,D;X,=0 (3.54b)
X,D, X, =X, yani X,D;X, =X, (3.54c)

elde edilir. Teorem 3.3.1 (i)’ye gore D,, F, ve F, sirasiyla E;, F; ve F, ile yer

degistirebildiginden

VE, X, — X, F/X1 = X,F/X2 =0 yani VE,X} = X,F/X} + X,F/X} (3.55a)

X/E;X. =0 yani X,E,X,=0 (3.55b)
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XJELX) = X} yani X,E,X, =X, (3.55¢)

olarak yazilabilir. (3.54a) ve (3.55a)’dan (iii), (3.54b), (3.54c), (3.55b) ve
(3.55¢)’den (iv) elde edilir. o



BOLUM 4. LINEER MODELLERDE TAHMIN

Genel olarak bir lineer model,
y=Xp+¢ (4.1)

olarak ifade edilir. Burada y e R™ gozlenebilir rasgele vektorii, X € R™ model

matrisini, S <R™ bilinmeyen parametreler vektoriinii, &<R™ rasgele hata

vektoruni temsil etmektedir. Bu modelde

E(e)=0 ve Cov(e)=V

kabul edilmektedir. Burada V € R™ bilinen nonnegatif kararli varyans-kovaryans

(dagilim) matrisidir. (4.1) modeli kisaca

M ={y,XBV) (4.2)

olarak gosterilecektir.

X, eR™ ve X,eR™ ve p=p,+p, olmak iizere, X =(X,:X,) ve bu matrise

karsilik gelecek sekilde parametreler vektori B =(f: /3, )' alindiginda

XpB=Xp,+X,p, olarak yazilabilir. Bu durumda (4.2)’de verilen .47 modeli bir

parcalanmis lineer model olarak
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./f//={y, X, B+ X, B,V } (4.3)

bigiminde ifade edilir.

Calismada P, =XX" =X (XX) X' matrisi £(X) iizerine dik izdiisiim matrisi
olmak iizere Q =I—P, matrisi (X )l tizerine dik izdiislim matrisini gosterecektir.

Ozel olarak P, yerine B ve 1P yerine Q; gdsterimleri kullanilacaktr, i =1,2.

4.1. Lineer Modellerde Tahmin Edilebilme

Genel olarak bir istatistikten bahsediliyorsa, buna tahmin edici ve eger istatistik

belirlenen bir degeri almigsa buna tahmin denir. € bir parametre olmak iizere
E(T)=0 ise, T istatistiine 6 parametresinin yansiz tahmin edicisi, E(T )= 6 ise
T istatistigine @ parametresinin yanli tahmin edicisi denir. Yanli ve yansiz tahmin
ediciler arasinda se¢im sz konusu oldugunda yansiz tahmin edicinin secilmesi

dogaldir. Ancak iki yansiz tahmin edici arasinda se¢im sz konusu oldugunda

varyansi kii¢iik olan tahmin edici tercih edilir.

A1 modelinde S parametre vektoriinii tahmin etmenin degisik yontemleri
mevcuttur. Bu yontemlerden en ¢ok kullanilanlarindan biri en kiiciik kareler tahmini

(least square estimation-LSE) yontemidir. Bu yontemdeki diisiince, X B vektorii i¢in
gozlenmis Yy degerlerine miimkiin oldugunca yakin olacak sekildeki tahminler icin
B vektdrii bulmaktir. LSE metodu &=(¢;) olmak iizere, Zsf ifadesinin g
parametresine gére minimumlastirilmast islemlerini igerir. £  parametreler
vektoriiniin .47 modeli altinda alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE’si),
(y—X ﬂ)’ (y—Xp) ifadesinin g vektorine gére minimumlastiriimasiyla elde

edilen ve normal denklemler olarak bilinen
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XX B=XYy

denklem sisteminin ¢éziimiiyle elde edilir.

Lineer modeller altinda parametrelerin ve bu parametrelerin lineer fonksiyonlarinin
tahmin edicilerinin agik ifadelerini bilmek yararlidir. Ancak ¢ogu zaman bu ifadeler
tek degildir. Bir tahmin edicinin ifadesinin tek olmasi1 parametrenin tahmin edilebilir

olmasi ile mumkindir.

4.1.1. A7 modeli altinda K/ vektoriiniin tahmin edilebilmesi

Bir K/ parametrik fonksiyonlar vektoriiniin .47 modeli altinda tahmin edilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

yani K=FX olacak sekilde en az bir F matrisinin mevcut olmasidir. Buradan

acikca goriilmektedir ki X £, .47 modeli altinda her zaman tahmin edilebilirdir [22].

4.1.2. A7 modeli altinda K,/ vektoriiniin tahmin edilebilmesi

/M modeli altinda K S parametrik fonksiyonlar vektoriiniin tahmin edilebilir

olmasinin gerek ve yeter kosulu

C(K,)cC(XQ,)

yani K; = FQ, X, olacak sekilde en az bir F matrisinin mevcut olmasidir [4].
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4.1.3. A7 modeli altinda X S vektoriiniin tahmin edilebilmesi

X, B, vektoriniin A7 modeli altinda tahmin edilebilir olmasimin gerek ve yeter

kosulu

C(X))NE(X;)={0} (4.4)

olmasidir [20]. (4.4) kosulunun ayn1 zamanda X,/f, vektoriiniin tahmin edilebilmesi

icin gerek ve yeter kosul oldugu agiktir.
4.2. BLUE
Daha &nce belirtildigi gibi, eger her BeRP icin E(Gy): Kg ise, Gy tahmin

edicisi Kf i¢in yansiz tahmin edicidir. Eger bu lineer yansiz tahmin edici, diger tim

yansiz tahmin ediciler arasinda Lowner siralamasina gore en kiicilk kovaryans

matrisine sahip ise en iyi lineer yansiz tahmin edici (BLUE) olarak tanimlanir ve

Gy =BLUE ( KA |/l// ) ile gosterilir. Yani Gy, beklenen degeri K/f olacak sekildeki
her By vektorii igin

Cov(Gy) <, Cov(By)

kosulunu saglar [20].

Bu tanimin matrislerle ifadesi, asagidaki lemmada verilmektedir.

Lemma 4.2.1. A7={y,X 3V} modeli ele alinsin. Gy tahmin edicisi, .47 modeli

altinda X f i¢cin BLUE’dur ancak ve ancak G matrisi
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G(X:vVQ)=(X:0) (4.5)
denklemini saglar [20]. Burada Q =1, — P, dik izdiisiim matrisidir.

(4.5)’te verilen denklem temel BLUE denklemi olarak bilinir. Bu denklem sistemi

tek ¢Ozlime sahiptir ancak ve ancak I’(X :V)=n dir. Ayrica Gy vektoriiniin

gbzlenmis degerlerinin tek olmasinin gerek ve yeter kosulu 47 modelinin tutarl,

yani
yel(X:V)=C(X:VQ) (4.6)

olmasidir [9]. Bu ¢alismada .47 modeli tutarli kabul edilmektedir.

(4.5)’te verilen ve temel BLUE denklemi olarak bilinen denklem asagidaki lemmada

verilen formda da ifade edilebilir.

Lemma 4.2.2. A7={y,X,V} lineer modeli ele alinsmn. Gy tahmin edicisi, .47

modeli altinda X f i¢in BLUE olur ancak ve ancak bir L e R™ matrisi vardir 6yle

ki G matrisi

e o[ L) )

denklemi i¢in bir ¢oziimdiir [7].

Ispat: Lemma 4.2.1°¢ gore Gy = BLUE (X |.47) olmasinin gerek ve yeter kosulu

(4.5) denkleminin saglanmasidir. GVQ =0 denklemi saglanir ancak ve ancak



40

C(VG')c C(X) olarak yazilir. Yani VG'=—XL olacak sekilde bir L matrisi

vardir. Bu ifade GX = X ile birlestirilirse (4.7) elde edilir. O

vV X
(4.7)’de verilen denklem Pandora’s Box denklemi olarak bilinir [7,8]. (X’ Oj

parcalanmis matrisinin genellestirilmis tersinin herhangi bir se¢imine gore, (4.7)

denkleminin bir ¢6ziimii

WEMI®

olarak yazilabilir. Bu yontemi kullanarak, X g i¢in BLUE’yu elde etme islemi

pargalanmis matris tersi (inverse partitioned matrix-IPM) yontemi olarak bilinir

[7.,8].

KB, A7 modeli altinda tahmin edilebilir olmak tizere, K/ vektoriiniin temel

BLUE denklemi Lemma 4.2.1°e benzer sekilde asagidaki gibi ifade edilir:
Ay = BLUE (K B|A7) < A(X :VQ) =(K :0) (4.8)
Benzer sekilde K/ i¢in BLUE denklemi Lemma 4.2.2°ye gore
e o[l
X" 0L K’

olarak yazilabilir.
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4.3. X Vektoriiniin BLUE’sunun IPM Yoéntemiyle Bulunmasi

nxn nx . Cl C2 \% X ) - .
C,eR™ ve C,eR™ olmak iizere = o, olsun. Asagidaki
C, -C, X" 0

teoremde X S vektoriiniin BLUE’su IPM yontemiyle elde edilmektedir.

Teorem 4.3.1. M = {y, Xﬂ,V} modeli ele alinsin. Bu durumda

o) e <)

X" 0 C, -C,

olmak tizere,

BLUE (X B|47) = XC}y = XC,y (4.9)
dir.

Ispat: (4.7) tutarli denkleminin Teorem 2.5.2°ye gore genel ¢dziimii herhangi bir

U =(U, :U,) matrisi i¢in

He S lekHe S

olarak yazilir. Buradan

G = XC} +U/(I1-VC] - XC}) +U} (=X C))
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elde edilir ve

Gy = XCyy +U;(I-VC/ - XC}) y +U; (-XC)) y

yazilir.

Gy tahmin edicisinin gézlenmis degerlerinin tek olmasinin gerek ve yeter kosulu

M modelinin tutarli olmasidir. Calismada 47 modeli tutarli kabul edildiginden

yani (4.6) saglandigindan

U, (I-VC[ - XC})y+U;(-XC])y =0 (4.10)

bulunur. Ciinkii (4.6)’ya gore y= XL, +VQL, olacak sekilde L, ve L, matrisleri
vardir. Bu ifade (4.10)’da yerine koyulursa Teorem 3.2.1°deki (ii)-(iv) siklarina gore

U;(I-VC] - XC;)y =U;(I-VC/ - XC; )(XL, +VQL,)
—U; (X —VC/X - XC;X )L, +U;(VQ -VCNQ - XCVQ)L,
-0

ve

U, (—X Cl') y=U, (—X Cl')(XL1 +VQL2)
=U, (_chllx ) L +U; (_XCNQ) L,
=0

bulunur. Béylece .47 modeli tutarli oldugunda

Gy = XCy
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elde edilir. Yani XC)y matrisinin A7 tutarli modeli altinda X/ vektoriinin
BLUE’su i¢in bir gosterim oldugu goriiliir. BLUE(X /5’| M ) = XC,y olarak yazilir.
Teorem 3.2.1 (i)’ye gore C,, C, ile yer degistirebildiginden

BLUE (X |.A7) = XC,y

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 4.3.2. ./1//={y,Xﬁ,V} modeli ele alinsin. A7 modeli altinda Xp

vektoriiniin BLUE’ su (4.9)°da verildigi gibi olsun. Bu durumda

E[ BLUE (X 8|47) = X B ve Cov[ BLUE(X B|A7)]|=XC)V = XC,X’

dir.

Ispat : Teorem 3.2.1 (ii)’ye gore

E| BLUE (X 8|A7) |=E(XC}y) = XCJE(y) = XC;X 8= X B8

oldugu goriiliir. Teorem 3.2.1 (i)-(iii) siklarindan

COV[BLUE(X /3|/t4)] =Cov(XCjy)=XCVC,X' = XC;XCV = XC)V = XC, X’

olarak bulunur. 0
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4.4. Alt Parametrelerin Tahmini

X, B, vektoriiniin dolastyla X,f, vektoriiniin .47 modeli altinda tahmin edilebilir

oldugu kabul edilsin. Yani (4.4) saglansin. (4.8)’de verilen
Gy =BLUE (K| 41) < G(X :VQ)=(K:0)

ifadesinde swrastyla K =(X,:0) ve K=(0:X,) olarak alinsm. Bu durumda

Gy= BLUE(Xi,Bi|./1//) , 1=1,2, olmasinin gerek ve yeter kosulunun

G, NV (X, 00
Gz(l' 2'Q)_ox20

oldugu goriiliir. Bu denklemler Pandora’s Box denklemi vasitasiyla asagidaki gibi
ifade edilebilir:

V. X, X,)\(G) (0

Gy=BLUE(XB|AM) = X; 0 0 |IL |=|X, (4.11)
X; 0 o0l ) Lo

ve
VX, X,)\(G)) (0

G,y =BLUE(X,B|M)<=| X; 0 0| L |=|0 (4.12)
X; 0 0L ) (X}

olacak sekilde L, e R™, L, e R™" L, e R™ ve L, € R™" matrisleri vardir.
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Simdi .47 modeli altinda alt parametrelerin BLUE’larinin IPM ydntemiyle elde

edilmesi ile ilgili asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 4.4.1. A1 ={y,X,B,+X,[,,V} parcalanmis modeli cle almsm. X, ve

X, [, vektorlerinin .47 modeli altinda tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. Yani

(4.4) saglansin.

V X, X,) (D, D, D,
X! 0 0|=E -F -F
X; 0 0 E, -F, -F,

olmak tizere,

BLUE (X,3|47)= XDy = X,E}y ve BLUE(X,5,[47)=X,Dy=X,E,y (4.13)

dir.

Ispat: (4.11) tutarli denkleminin Teorem 2.5.2’ye gore genel ¢oziimii herhangi bir

U =(U,:U,:U,) matrisi i¢in

G\ (D, D, D, 0 D, Db D)V X, X,
L |=|E -F -F ||X/|+|I-|E -F -F | X/ 0 0 [|U
L) \E, -F, -F,) 0 E, -F, -F,\X, 0 0

olarak yazilir. Buradan

Gl = X1D1’+U1’(I _VDc’) - X1D1’_ X2D2’)+U£ (_X£D0)+U3,. (_XéDcl))
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elde edilir ve

Gy= X1D1,y+U1’(I_VD(’) - XD/ - xzDzr)y"‘U; (_XllDo)+U3’> (_XéDc,))y

olur.

G,y tahmin edicisinin gézlenmis degerlerinin tek olmasmin gerek ve yeter kosulu

/A7 modelinin tutarli olmasi yani (4.6)’nin saglanmasidir. Boylece

U; (I-VD; = X,D - X,D;) y +U; (=X{D, ) y +U3 (-X;D5) y =0 (4.14)

olur. Ciinkii (4.6)’ya gore y=X,L +X,L, +VQL, olacak sekilde L, L, ,ve L,
matrisleri vardir. Bu ifade (4.14)’te yerine yazilirsa, Teorem 3.3.1°deki (iv)-(vi) ve

Sonug 3.3.2°deki (ii) ve (iv) siklarina gore

U; (1-VD} - X,D; - X,D3 ) y =U;(1-VD; - X,D; - X,D} )(X,L, + X,L, +VQL,)
=U; (X, -VD,X, - X,D/X, - X,D;X, )L,
+U/(X, —VDyX, = X, DX, - X,D}X, ) L,
+U, (VQ-VD)VQ - X,DNVQ - X,DVQ) L,
-0,

U; (=X{Dy) y =U; (=X{Dp ) (X;L; + X, L, +VQL;)
—U (=X{DyX, ) Ly +U} (=X{DyX, ) L, +U, (-X/DNVQ) L,
-0

ve
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U (=X3D,) ¥ =U3 (=X;Dp ) (X,Ly + X, L, +VQL;)
—U(=X4D, X, )L, +UJ (=X3DsX, ) L, +U, (~X;DVQ) L,
-0

bulunur. Béylece .47 modeli tutarli oldugunda

Gly: XlDlly

elde edilir. Yani X,D/y matrisinin .47 tutarli modeli altinda X,/ vektoriiniin
BLUE’su i¢in bir gosterim oldugu goriiliir. BLUE (Xlﬁ1 | ) = X,D/y olarak yazilir.

Teorem 3.3.1 (i)’den D ve E; yer degistirebildiginden

BLUE(X,8|47)=X,Ey

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, .47 tutarli modeli altinda (4.12) tutarli denkleminin Teorem 2.5.2°ye

gore genel ¢dziimii herhangi bir U =(U, :U, :U;) matrisi i¢in

G (D, D, D,) 0 D, D D)V X, X,
L |=|E, -F, -F, || 0 |+|I-|E, -F -F, || X, 0 o0 |U
L) \E, -F, -F )X} E, -F, -F,)\X; 0 0

dir. Teorem 3.3.1 ve Sonug 3.3.2°den G, =D, X, ve dolayisiyla G,y = X,D,y elde
edilir. Ayrica Teorem 3.3.1 (i)’den G,y = X,E,y olarak da yazilir. Boylece A7

tutarli modeli altinda
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BLUE (X,8,| A7) =X,D;y = X,E,y

oldugu goriiliir. O

A7 modeli altinda alt parametrelerin beklenen degerleri ve kovaryanslar ile ilgili

sonuglar asagida verilmistir.

Teorem 4.4.2. A/ ={y, XAV} modeli ele almsm. X,5 ve X,B, vektdrlerinin,

A1 modeli altinda tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. X8, ve X,z

vektorlerinin BLUE’lar1 (4.13)’te verildigi gibi olsun. Bu durumda

()  E[BLUE(X,8|47)]= X3 ve E[ BLUE(X,B,|47)|=X,5,,

(i) E[BLUE(X,B|A7)+BLUE(X,B,|A47)|= X5,

(iii)  Cov[ BLUE(X,B,|47)]|=X,FX; ve Cov[ BLUE(X,5,|47)]= X,F,X;,
(iv) Cov[BLUE(XlﬂlM//), BLUE(X,5, |/14)] = X,F, X} = X,F/X},

(v)  Cov| BLUE(X,B,|47)+BLUE (X, 3, | A7) |= X,FX{ + X,F,X} + X,F, X}

+X,F, X!
dir.
Ispat: Sonug 3.3.2 (ii)’ye gore
E| BLUE(X,B,|47) | = E(X,Dly) = X,DX 8= X,D{ (X, B, + X,8,) = X, 3,

bulunur. Benzer sekilde Sonug 3.3.2 (iv)’ye gore



E| BLUE(X,8,|47) |=E(X,Dy) = X, 53,
dir. Boylece (i) elde edilir.
Sonug 2.7.3 ve (i)’den

E [BLUE(Xlﬂl A7)+ BLUE (X, 5, |/t4)] =E(X,D]y)+E(X,D;y)

=X+ X5
=Xp
bulunur yani (ii) elde edilir.
Sonug 3.2.2°den
Cov| BLUE(X,8,|47) ] =Cov(X,D}y)
= X,DVD, X,
= XlDl’(XlFle’+ X2F3X1’)
=X,FX{
bulunur. Benzer sekilde
Cov| BLUE(X,f3,|47) ] =Cov(X,D;y)
= X,DVD, X,
= XZDQ(XlFZXZ' + X2F4X;)
= X,F X,

dir. Boylece (ii1) gosterilmis olur.

49
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Sonug 3.3.2 (ii) ve (iii)’den

Cov[BLUE(Xlﬁ1|/I//), BLUE(X,5, |/t4)] =Cov(X,D}y, X,D;Y)
= X,DVD, X
= X,D[(X,F, X3+ X,F,X/)
= X;FX;

elde edilir. Teorem 3.3.1 (i)’ye gore bu ifade X,;F;/X, matrisine esit olur. Boylece

(iv) elde edilir.
(i), (iv) ve Sonug 3.3.2 (iv)’den

Cov[BLUE(Xlﬂl A7)+ BLUE (X,5, |/t4)] = Cov(X,D}y)+Cov(X,D;y)
+Cov(X,D/y, X,D,y)
+Cov(X,D,y, X,D/y)
= X, FX{+ X,F, X} + X ,F, X + X,F,X,

bulunur. Boylece (v) ispatlanmis olur. O

Teorem 4.43. A7 ={y,X,B,+X,[3,,V} modeli ele alinsin. X, ve X,f, tahmin

edilebilir olsun. X,8, ve X,f, nin A7 modeli altinda BLUE’larinin toplamlarinin
tiim gbsterimlerinin kiimesi yani {BLUE(X,f,[A7)+BLUE(X,4,|A7)}, M

modeli altinda X f i¢in daima BLUE’ dur.
Ispat: (3.19)’da verilen parcalanmis matris ve herhangi bir genellestirilmis tersi igin

BLUE (X8, |47)+BLUE (X,B,| A7) =(X,D{+ X,D})y (4.15)
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olarak ifade edilebilir. Lemma 4.2.1°¢ gre (X,D;+X,D;)y vektoriiniin .47 modeli

altinda X g i¢in BLUE olmasimin gerek ve yeter sart1 (4.5)’te verilen temel BLUE

denklemini saglamasidir. Sonug 3.3.2 (ii) ve (iv) gore

(X,D[+X,D5) (X, 1 X, ) = (X,D[X, + X, DyX, : X,DIX,, + X,D4X, )

(4.16)
=(X,: XZ)
ve
(X,D}+ X,D;)VQ = X,DNQ+ X,DNQ
= XlFl'Xl' + X1F3'X£)Q +(X2F2'X1' + XZFA'XQ)Q
(4.17)

(
X, X/
R o Jor0er ) i o
2 2
0

bulunur. Burada Q, C (X)l iizerine dik izdiisiim matrisi oldugundan XQ =0

oldugu kullamlmistir. Yani (X,D/+X,D;)y, A7 tutarh modeli altinda Xp
vektoriiniin BLUE’sudur. (3.19)’daki genellestirilmis tersin herhangi bir se¢imine

gore (4.16) ve (4.17) saglandigindan {BLUE(Xl,B1|/!//)+BLUE(X2,82|/1//)}

toplam1 .47 modeli altinda X f i¢in daima BLUE’dur. O



BOLUM 5. UYGULAMA

Bu boliimde, Teorem 4.4.1°de elde edilen sonuglarin bir uygulamasi verilmistir.
Ornekte kullanilan veriler [23] kaynagindan alinmistir. Hesaplamalarda Matlab Paket

Programi kullanilmistir.

Tablo 5.1. Bitki amonyak oksitlenmesindeki kiitle kayb1

Durum Y, Y, Y, Y,
1 80 27 58.9 4.2
2 80 27 58.8 3.7
3 75 25 59.0 3.7
4 62 24 58.7 2.8
5 62 22 58.7 1.8
6 62 23 58.7 1.8
7 62 24 59.3 1.9
8 62 24 59.3 2.0
9 58 23 58.7 1.5
10 58 18 58.0 14
11 58 18 58.9 1.4
12 58 17 58.8 1.3
13 58 18 58.2 11
14 58 19 58.3 1.2
15 50 18 58.9 0.8
16 50 18 58.6 0.7
17 50 19 57.2 0.8
18 50 19 57.9 0.8
19 50 20 58.0 0.9
20 56 20 58.2 1.5

N
[

70 20 59.1 1.5
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Ornek 5.1. Tablo 5.1°de bir bitkinin amonyak oksitlenmesindeki kiitle kaybina
iliskin veriler verilmektedir. Bu veriler i¢in alt parametrelerin BLUE’lar1 IPM

yontemi kullanilarak hesaplanacaktir.

Veriler igin M ={y, X, +X,£,V} paralanmus modeli ele alinsin. Burada

X, =(Y,1Y,) eR™ X, =(Y,:Y,) e R*?® ve V =1 e R*™ olarak ele alinmaktadur.

(3.19)’daki esitlige gore, Matlab Programi yardimiyla

[-0.0031 -0.0160 |
0.0163  0.0209
—0.0086 —0.0333
—0.0293 -0.0090
0.0057  0.0184
0.0073  0.0408
0.0028  0.0514
—0.0010  0.0442
0.0020  0.0561
0.0005 -0.0434
D, =| -0.0029 -0.0501
—0.0002 -0.0646
0.0112 -0.0232
0.0086 —0.0088
—0.0135 -0.0194
—0.0086 —0.0100
—0.0056  0.0157
-0.0082  0.0105
—0.0108  0.0249
—0.0093 -0.0104

0.0461  0.0048 |

ve
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[ 0.0042 0.1869 ]
-0.0208 -0.0924
0.0141  0.2523
0.0249  0.3115
-0.0089 -0.0931
~0.0165 —0.1652
-0.0160 -0.1531
—0.0111 —0.0983
—0.0161 —0.1774
0.0131  0.0941
D,=| 00177 0.381
0.0198  0.1505
~0.0006 -0.0608
-0.0027 —0.0731
0.0184  0.1139
0.0120  0.0443
0.0021 -0.0414
0.0057 —0.0072
0.0036 —0.0195
0.0114  0.0908
| -0.0365 —0.3990 |

olarak hesaplanir. Bdylece Teorem 4.4.1’¢ gore BLUE(X,3|M)=X,Dy ve

BLUE (X,/3,|M )= X,D;y hesaplanan verilerin yerine yazilmastyla elde edilir.



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada A7 ={y, XSV} genel lineer modeli ve bu modelin par¢alanmis
formu A7 ={y, X5 +X,5,V} ecle alindi. Bu modeller altinda X3 parametreler

vektdrii ve bu vektoriin alt parametreleri olan X, ve X, /3, vektorlerinin BLUE lar

IPM yontemi kullanilarak elde edildi.

Bolim 3’te, V e R™ nonnegatif kararli matris olmak tlizere 2x2 boyutlu blok

!

X
parcalanmis matrislerin 6zel olarak [ 0 J formu ele alindi. Bu simetrik blok

C
par¢alanmis matrisin bir genellestirilmis tersi ( ! Zj olmak tizere C,,
3 T
v X, X,
i1=1,2,3,4 alt matrisleriyle ilgili baz1 sonuglar verildi. Daha sonra | X] 0 0
X, 0 0

formundaki 3x3 boyutlu simetrik blok pargalanmis matris ele alindi. Bu matrisin bir

Dy D, D,

genellestirilmis tersi | E -k, —-F, | olmak iizere D,, D,, D,, E;, E,, F,
E, -F,  -F,
F,, F,, F, alt matrisleriyle ilgili bazi sonuglar elde edildi. Ozel olarak

C(X,)NnC(X,)={0} kosulu altinda 3x3 boyutlu simetrik blok parcalanmg

matrisin bir genellestirilmis terslerindeki alt matrislerle iliskili ek sonuglar verildi.
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Bolim 4’te, E(¢)=0 ve Cov(¢)=V olmak iizere A7 =1y, Xﬁ,V} modeli ve bu
modelin pargalanmig formu A7 ={y, X, +X,5,V} modeli ele alindi. Temel

BLUE denklemi olarak bilinen G(X :VQ)=(X :0) denkleminin

e ol o1

vV X
formda da ifade edilebilecegi gosterildi. (X’ 0 ] matrisinin bir genellestirilmis

c, C
tersi [ ' ? ] olmak iizere, (6.1) denklemin genel ¢oziimiiniin
3 4

(He ShekHe S B o

oldugu ifade edildi. X S vektoriiniin BLUE’su i¢in kullanilan IPM yontemi olarak
bilinen bu yontem ayrintili olarak tanitildi. Boylece .47 tutarli modeli altinda X 3
vektoriinin BLUE’su IPM yontemi kullanilarak bulundu ve BLUE ile ilgili bazi

V. X, X,
ozellikler elde edildi. Bu yontem ve benzer sonuglar | X; 0 0 | matrisinin bir
X, 0 0
DO Dl D2
genellestirilmis tersi | E; -F —F, | ele almarak X, ve X,pB, alt
E, -F, -F,

parametreleri i¢in elde edildi. Son olarak alt parametrelerin BLUE’larinin

toplamlarinin tim gosterimlerinin kiimesinin yani

{ BLUE ( X0, |./l//) +BLUE ( X, P, |./1//)} toplaminin A7 tutarli modeli altinda X 8

icin daima BLUE oldugu ispatlandi.
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Bolim 5°te, dordiincii béliimde X, 8, ve X,pB, alt parametrelerinin BLUE’larinin

IPM yontemiyle elde edilmesi ile ilgili verilen teorik sonug i¢in bir uygulama verildi.

Bu c¢alismada ele alinan konu kxk boyutlu blok par¢alanmis matrislere
genellestirilerek X, f,,..., X, B, alt parametrelerinin BLUE’lar1 i¢in ele alinabilir ve
genel sonuclar elde edilebilir. Daha genel durum olarak, K,A3,...,K B, tahmin

edilebilir parametrik fonksiyonlar vektorlerinin BLUE’lar1 i¢in IPM yOntemi

kullanilarak benzer sonuclar elde edilebilir.
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