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OZET

Anahtar Kelimeler: Heron tiggenleri, Pisagor ticgenleri

Bu tez sekiz boliimden ve bu boliimler de kendi igerisinde alt bdéliimlerden
olusmustur. Birinci boliimde; Heron tliggenleri ile ilgili gegmiste yapilan arastirmalar,
temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; Heron alan formiiliiniin cebirsel, trigonometrik, geometrik agidan
ispatlar1 derlendi.

Ucgiincii boliimde; Heron iicgenleri ile ilgili en temel dzellikler tanim ve teoremlerle
ifade edildi.

Dordiincii boliimde; Heron tiggenlerinin alan ve ¢evre ozellikleri ile ilgili teoremler
verildi.

Besinci boliimde; ardisik kenarli Heron iicgenleri ile kenarlari aritmetik dizi olan
Heron tiggenleri arastirildi.

Altinct boliimde; Heron iiggenlerinin i¢ teget cemberinin yari ¢apit ve cevrel
cemberinin yarigapi ile ilgili teoremler verildi. Ayrica, Heron iiggenlerinin i¢ teget
¢cemberinin yaricapinin, c¢evrel c¢emberinin yaricapinin, dis teget c¢emberlerinin
yarigaplarinin ve yliksekliklerin tamsay1 olma durumlari incelendi.

Yedinci boliimde; ““(a,b,c) licgeni Heron ise (s—a,s—b,s—c) lcgeni de Heron
mudur?”’ sorusunun cevabi arastirildi.

Sekizinci boliimde; Heron liggenlerinin A -ailesi verildi.

Vi



HERON TRIANGLES

SUMMARY

Keywords: Heron triangles, Pythagorean triangles
This thesis consists of fundamentally eight sections and these sections consist of
subsections in itself. In the first section, the history, fundamental definitions and

theorems of Heron triangles are given.

In the second section, the proofs of the Heron area formulas are mentioned in term of
algebraic, trigonometric and geometric.

In the third section, fundamental identities and theorems of Heron triangles are
demonstrated.

In the fourth section, theorems related to area and perimeter identities of Heron
triangles are given.

In the fifth section, Heron triangles which have consecutive and arithmetic sequence
lengths are investigated.

In the sixth section, theorems related to incircle’s radius and circumcircle’s radius are
given. Moreover, incircle’s radius, circumcircle’s radius, excircle’s radius and hights

are demonstrated.

In the seventh section, answer of the question that, “Is (s—a,s—b,s—c) a Heron
triangle when (a,b,c) is Heron triangle?” is investigated.

In the eight section, the A -family of Heron triangles are given.
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BOLUM 1. GIRIS

Heron Misir’da dogan tiinlii Yunan matematik¢isidir. Baz1 kaynaklar tarafindan
Heron’un M.O 150 senelerinde Misir’a bagli Ptalemaic’de dogdugu belirtilmektedir.
Diger taraftan bazi bilim adamlar1 ise Roma Imparatorlugundan sonra miladi takvime
gore 250 senelerinde dogdugunu tahmin etmektedirler. Ama her iki kan1 hakkinda da
kesin bir resmi delil yoktur. Heron ilme 14 tane eser birakmistir. Heron buharla
calisan ilk motorlar1 ve itfaiyede kullanilan basingli su pompasini yapmistir. Kenar
uzunluklar1 verilen tiggenlerin ve dortgenlerin alanlarini hesaplama formiilleri ile
geometriye ¢ok biiylik katkis1 olmustur. Ayrica Heron’un Alexandiria {iniversitesinde

ders verdigi sOylenir. Heron, ticgenlerde alanlar1 hesaplamada kullanilan

A:\/s(s—a)(s—b)(s—c)

alan formiliiniin de bulucusudur. Bu sebeple bu formiile Heron’un alan formiilii

denir.

Heron’un adini temsil eden ve onun sundugu problem, kenarlarinin uzunlugu ve
alan1 tamsayr olan iiggenleri tanimlamaktadir. Bu sekildeki {i¢genlere Heron
iicgenleri denir. M.O. 100°1ii yillarda Heron bu formiilii “Metrica” isimli eserinde
vermis ve kanitlamigtir. Fakat ne yazik ki eseri kayboldugundan, 1894’te ufak bir
parcasinin, 1896’da da tamaminin bulunmasina kadar kimse tarafindan bilinmemistir.
Unlii Tiirk bilgini Muhammed El Biruni yazilarinda bu formiilii Arsimed’e (M.O.
212) ithaf etmistir.



1.1. Kaynak Arastirmasi

Ozel Heron iicgenleri olarak bilinen dik acili iiggenler, Heron’dan uzun zaman dnce
Pisagor tarafindan bulunmustur. Ayrica Lehmer ve Schubert 6zel Heron
problemlerini ¢6zmek ve onlar1 genellestirmek i¢cin Heron’un alan formiiliinii

kullanmustir.

Sierpinski, 1962 yilinda tamsayr kenarli {iggenlerin 6zel c¢esidi olan Pisagor

ticgenlerini alan, kenar, ¢evre v.b. yoniiyle incelemistir.

Sastry, 1975-1976 yillar1 arasinda Heron iiggenlerini elde etmek i¢in Lagrange

0zdesligini ve alansiz yaklagimi kullanmaistir.

Guy, 1994 yilinda sayilar teorisinin, gegmisten eserin yayilandiglr 1994 yilina kadar,
cozlilememis problemler ile bu problemlerle ilgili yaymlar1 ve 6zetlerini veren bir
eser ortaya koymustur. “Unsolved Problems in Number Theory” isimli bu eserin
Diophantine Equations isimli boliimiiniin D18 inci kesiminde Perfect Cuboidlerle
ilgili ve D21 inci kesiminde ise Heron tiggenleri ile ilgili ¢ozlilememis problemleri

vermistir.

Sastry, 1997 yilinda iki rasyonel kenarortayli Heron liggenlerini elde etmistir.

Fleenor, 1997 yilinda en kiiclik Heron {i¢geninin; alan1 6 birim kare olan (3,4,5)
ticgeni oldugunu ve ozellikle (3,4,5) tliggeninin kenarlarmin uzunluklarinin ardisik

tamsayilar olmasindan hareketle kenarlar1 ardisik tam sayilardan olusan diger Heron

ticgenlerinin varligini incelemistir.

Buchholz ve Rathbun, 1997 yilinda iki rasyonel kenarortayli Heron {iggenlerinden

olusan kiimenin sonsuz elemanli oldugunu ortaya koymuslardir.

Beauregard ve Suryanarayan 1998 yilinda, ardistk tamsayr kenarli Heron

ticgenlerinin Pell denklemine bagli olarak nasil iiretildigini ortaya koymuslardir.



Rusen, 1998 yilinda esit alanli rasyonel iiggenlerin sonsuz sayida oldugunu ve bu

ticgenlerin verilen bir rasyonel liggene bagli olarak tiretilebilecegini gostermistir.

Sastry, 1999 yilinda ‘Heron Triangles and new perspective’makalesinde 6zel bir

licgen ailesini elde etmistir.

Cohen, 2000 yilinda kenarlarinin uzunluklar1 ardisik tamsayilardan olusan Heron

ticgenlerinin sonsuz sayida oldugunu kanitlamigtir.

Sastry, 2000 yilinda Pisagor li¢cgenlerinden faydalanarak Heron ii¢genlerinden
bahsetmigstir. Ayrica, Heron dortgenlerinin yeni bir ailesi, Heron acilart yoluyla

tanimlanmaya caligilmistir.

Sastry, 2000 yilinda (u,,v,)=1 ve u=u, v=v,, i=1,2 igin

(a,b,c)=2k(eu’ —V*), e(k—dy’ +(k+d)W°, e(k +d)u’ +(k —d)V*)

tiggeni 7, =(a;,b,,c;) tlcgenini saglamak tizere (u,,v,)# (u,,v,) iken T, ve T,

ticgenlerinin farklt Heron ticgenleri oldugunu gostermistir.

Aassila 2001 yilinda, ayni alanlt kongruent olmayan Heron tiggen ¢iftlerinin varlig
ile ayn1 alan ve ayni yar1 ¢evreli kongruent olmayan Heron {iggen ciftlerinin varligina
iliskin olarak bazi sonuglar vermistir. Ayrica i¢ teget gemberinin ve ¢evrel cemberinin
yaricaplarinin 6zel durumlari i¢in Heron iiggenlerinin varligini kanitlamistir. Yani; i¢
teget cemberinin yarigapr pozitif bir tam sayr olan bir Heron iicgeni ile cevrel
¢cemberinin yaricap uzunlugu 4k+ 1 bi¢iminde bir asal olan bir Heron iiggeninin

varligii kanitlamistir.

Kramer ve Luca 2001 yilinda ayni alanli ve ayni alan ile ayn1 yar1 ¢evreli farkl
Heron ti¢gen ¢iftlerinin varligiyla ilgili olarak bazi sonuglar vermislerdir. Ayrica i¢
teget ¢emberinin ve ¢evrel ¢emberinin yarigaplarinin 6zel durumlart i¢in Heron

ticgenlerinin varligini kanitlamiglardir.



Sastry, 2001 yilinda bir Heron iiggenini iiretmek icin Gergonne — Cevian ve
kenarortay perspektifini ele alarak Heron tiggenlerinin A— ailesini tanimlamistir.

Ayrica bazi1 Heron problemlerinin elementer ¢éztimlerini vermistir.

Gurbanlhiyev, 2003 yilinda Pisagor iicgenleri, latisler, kongruent sayilar ve siirekli
kesirler ile Heron tiggenleri arasindaki iliskileri incelemistir. Ayrica kenar uzunluklari
birbirinden farkli Fibonacci sayilarindan olusan Heron {iggenlerinin mevcut
olmadigini1 ve kenar uzunluklar1 tam say1 olan bir eskenar liggenin Heron ii¢geni

olamayacagini gostermistir.

Senay ve Gurbanlhiyev, 2003 yilinda Pisagor sayilari ile kongruent sayilarin
arasindaki bagintiy1 kurarak 6zel bir Heron tiggen ailesinin bir stirekli kesire karsilik

geldigini ispatlamiglardir.

Luca, 2003 yilinda herhangi negatif olmayan m tamsayisi i¢in F, =2" +1,

bi¢iminde tanimlanan m .inci Fermat sayis1 F, olmak lizere, asal Fermat sayilari ile

kenarlar1 bir asalin kuvvetleri olan Heron liggenleri arasindaki iliskileri arastirmistir.

Gaal, Jarasi ve Luca, 2003 yilinda g, asallarin sonlu bir kiimesi, S de sadece
kiimesindeki asallar tarafindan bdliinebilen tamsayilarin kiimesi ve x, y, ze S bir
Heron {iggeninin kenar uzunluklar1 olmak tizere (x,y,z)=1 sartin1 saglayan Heron

tiggenlerinin sadece sonlu sayida oldugunu kanitlamiglardir.

Kurz, 2004 yilinda genel Heron iiggen ailesini parametrik ¢Oziimii kullanarak

bulmustur.

1.2. Temel Tanim ve Teoremler

Tilim tez boyunca kenarlar1 a,b,c olan iicgeni (a,b,c) liggeni olarak adlandiracagiz.



Tanmm 1.2.1. 0#x ve y tamsayilar olsun. y=xz olacak sekilde bir ztamsayisi
varsa x, y’yl boler denir ve bu durum x| y ile gosterilir. x, y’yi bdlmez ise bu

durum x [ y ile gosterilir.
Onerme 1.2.2. x, y,a,bve z tamsayilar olmak iizere

a. x sifirdan farkl tamsay1 olmak iizere x |0,
b. 1]x ve x|x,

c. x|yise x|yz

d. x|y ve x|z ise x|ya+zb,

e. x|y ve yl|zise x|z,

f. x|y ve y#0 ise |x|£|y

2

g x|yve y|lxise x=*xy

ozellikleri gecerlidir [22].
Tamim 1.2.3. x, y € Z olsun. O zaman

a. d|x ved|y ise d’ye x ile y 'nin bir ortak bdleni denir.

b. d, x ile y’nin bir pozitif ortak boleni olsun ve x ile y ayni anda sifir
olmasin. Eger x ile y ’nin her z ortak bdleni i¢in z|d ise d ortak bolenine
x ile y ’nin en biiyiik ortak boleni denir ve bu d = (x, y) ile gosterilir.

c. (x,y)=11ise x ile y aralarinda asaldir denir [22].

Teorem 1.2.4. Sifirdan farkli herhangi iki tamsayinin en biiyiik ortak bdleni vardir ve

(m,n)=d ise d=xm+yn olacak sekilde x,yeZ bulunabilir. Ozel olarak,

(m,n)=1 oldugunda 1= xm+ yn olacak sekilde x, y e”Z vardir [6].

Teorem 1.2.5. p asal say1ve p|xy ise p|x veya p|ydir[32].



Teorem 1.2.6. p, p=1(mod4) bi¢iminde bir asal sayr ise p sayis1 iki karenin

toplami1 bigiminde yazilabilir [32].

Teorem 1.2.7. m ve n sifirdan farkli iki tamsay1 ve x herhangi bir tamsay1 olsun. O

zaman (m,n)=1 ve m|nx ise m|x dir [6].

Teorem 1.2.8.

L. (x,m)=(y,m)=1 ise (xy,m)=1 dir. Genel olarak
(x,m)=(x,,m)=...=(x, ,m)=11ise (x,x,...x ,m)=1 olur.
2. (y,z)=11se (y",z")=1ve (y,z)"=(y",z") dir. Ayrica (y,z)=1 ise n, m

dogal sayilar olmak tizere (y",z")=1 dir [6].

Teorem 1.2.9. n ve m dogal sayilar olmak iizere (x",y")=1 ise (x,y)=1 dir [30].

Teorem 1.2.10. x,yeZ olmak iizere (x,mn)=1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(x,m)=(x,n)=1 dir [6].

Teorem 1.2.11. n bir dogal say1 olmak iizere x" | y" ise x|y dir [30].

Teorem 1.2.12. x,y,m,n pozitif tamsayilar ve (m,n)=1 olmak iizere x" =)" ise

x=t", y=t" olacak sekilde bir ¢ pozitif tamsayist vardir [30].

Tamim 1.2.13. Sifirdan farkli bir m tamsayist1 x—y farkim boliiyorsa x, m
modiiliine gére y ’ye denktir (ya da y, m modiiliine gére x e denktir) denir ve bu
x = y(mod m) seklinde gosterilir. m, x—y farkin1 bélmiiyorsa x, m modiiliine
gbre y ’ye denk degildir ( ya da y, m modiiliine gore x e denk degildir) denir ve

bu x # y (mod m) seklinde gosterilir.



Teorem 1.2.14. x, y, z, t, a, b ve m tamsayilar olmak lizere;

a. x=y(mod m) ise x—y=0(mod m),

b. x=y(mod m) ve y=_z(mod m) ise x=z(mod m),

c. x=y(mod m) ve z=t(mod m) ise xa+ zb= ya+tb (mod m),
d. x=y(mod m) ve z=¢t(mod m) ise xz= yt (mod m),

e. x=y(modm)ved|m,d>0 ise x=y(modd),

f. x=y(mod m) dir < y=x(mod m),

g. m|x ise x=0(mod m)

ozellikleri gegerlidir [22].

Tammm 1.2.15. Bir c¢okgenin tiim kenarlarini teget kabul eden ¢embere i¢ teget
cemberi denir ve r olarak gosterilir. Dogal olarak bu ¢ember ¢okgenin i¢indedir ve
merkezi ¢okgenin tiim kenarlarina esit uzakliktadir. Bu uzakhigin 6l¢iimii i¢ teget
cemberinin yarigapini verir. Her {iggenin bir i¢ teget ¢emberi vardir ve merkezi i¢

aclortayinin kesim noktasidir [31].

Tamim 1.2.16. Bir {iggenin iki ac¢isinin dis acgiortayr ile diglincii agisinin ig
aclortayinin kesim noktasini merkez kabul eden ve bu liggenin bir kenarina distan
teget olan ¢embere iliggenin dis teget cemberi denir ve a kenarina teget ¢izilen

cemberin yarigapi r, olarak gosterilir [31].

Tanim 1.2.17. Bir iiggenin tiim koselerinden gecen ve herhangi iki kenarmin orta
dikmelerinin kesisim noktasin1 merkez kabul eden ¢embere tliggenin ¢evrel cemberi

denir ve R ile gosterilir [44].

Teorem 1.2.18. (Siniis Teoremi). Bir ABC {iggeninin kenar uzunluklari sirasiyla

a, b, c;icacilarnt A, B, C ve gevrel gemberinin yaricapi da R ise;



a b—c—ZR

sinA sinB  sinC

dir [3].

Teorem 1.2.19. (Kosiniis Teoremi). Bir 4BC {iggeninin kenar uzunluklari sirasiyla

a, b, cveigagilartda A4, B, C ise;

a’ =b*+c*=2bccos 4
b* =a* +c¢* —2accos B

¢t =a*+b*-2abcosC

dir [3].

Tamim 1.2.20. [lk terimleri F; =0, F, =1 olan ve genel terim F,,

F

n+2

=F

n+l

+F ,n>1

rekurans formiilii ile verilen diziye Fibonacci dizisi denir ve bu dizi (F))

n=0

bi¢iminde ifade edilir. Ayrica F, sayisina da n inci Fibonacci sayis1 denir.

Teorem 1.2.21. o’ +b> =c¢” denkleminin (a,b,c)=1 sartin1 saglayan tiim pozitif
cozlimleri m>n, m ve n aralarinda asal, m ve n’den biri tek digeri ¢ift olmak
uzere

2 2 2 2
a=m" —n", b=2mn, c=m +n

ile verilir [29].



Sonug¢ 1.2.22. a,b,c pozitif tamsayilar1 @’ +b*> =c> sartim1 saglar <> m>n olacak
sekilde m,n,d pozitif tamsayilart (m,n)=1, m ve n biri tek biri ¢ift tamsayilar

olmak tzere
a:(mz—nz)d b =2mnd c:(m2+n2)d
olacak bi¢cimde vardir. [29].

Onerme 1.2.23. (a,b,c) bir Pisagor igliisiidir < a=kx, b=ky, c=kz olacak

bicimde bir (x, y,z) primitif Pisagor ii¢liisii vardir.

Tamim 1.2.24. Ardisik iki terimi arasindaki farkin sabit oldugu dizilere aritmetik dizi

denir.

Tanim 1.2.25. k£ >1 i¢in a, >0 olmak lizere a,,q,,a,,... tamsay1 dizisi verilsin.

[ay.a,,a,,...]=a, +

seklindeki bir ifadeye basit sonsuz siirekli kesir denir ve buradaki a, degerine de

kismi bolenler denir (i =0,1,2,... i¢in). Eger lim[a,.q,,...,a,]| degeri varsa sonsuz
n—>0

siirekli kesire yakinsaktir denir ve bu deger [a,,4,,a,,...] ile gosterilir.

Tanim 1.2.26. a, hari¢ hepsi pozitif olan a,,a,,a,,... tamsayilar1 verilsin. & dogal
sayl olmak iizere [ay,a,,a,,...,a,] sirekli kesirinin [a,,q,,a,,...] sonsuz siirekli

kesirinin k. yaklagimi denir ve bu deger C, ile gosterilir.
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Teorem 1.2.27. k=1 i¢in a, >0 olmak iizere a,,a,,a,,... tamsay: dizisi verilsin.

C, =[a0,al,a2,...,ak] ise

lim C,

k—o0

vardir [21].

Teorem 1.2.28. o irrasyonel sayist verilsin. Bu taktirde

a=a,, a, :[|ak |] ve o, =

seklinde tanimlanirsa a:[ao,a,,az,...] dir (Ayrica bu basit sonsuz siirekli kesir

acilimi tek turlidir) [18].
Tanmim 1.2.29. 4 tam kare olmayan pozitif tamsay1 olmak tizere
X —dy’ ==+1
Diophantine denklemlerine Pell deklemleri denir.
Tanim 1.2.30. d tam kare olmayan pozitif tamsay1 olmak tizere
X' —dy’ =1

Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢éziimleri arasindan x ’in en kii¢iik degerini aldigi

(x,y) ¢oziimiine denklemin temel ¢6ziimii denir.

Teorem 1.2.31. 4 tamkare olmayan pozitif tamsayi olsun. (p,q)
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X' —dy’ =1

denkleminin bir pozitif ¢6zlimii ise P , «/d_ ‘nin bir siirekli kesir yaklagimidir [12].
q

Teorem 1.2.32. x*—dy* =1 Pell denkleminin herhangi iki ¢oziimii (x,y) ve

(x,,y,) ise bu ¢oziimlerin ¢carpimi da yine denklemin bir ¢dzlimiidiir. Yani

r+s\/2= (x, +y1\/3)(x2 +y2\/d_)
olmak iizere (r,s), x° —dy’ =1 Pell denkleminin ¢dziimiidiir [12].

Teorem 1.2.33. d tamkare olmayan pozitif tamsayi, n € N ve x, y pozitif tamsayilar

olsun. x* —dy”* =1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (x,,y,) olmak {izere denklemin

tiim pozitif tamsay1 ¢ézlimleri
'xn -i_.yn\/Z = ('xl +yl\/d_)n
formiilii ile elde edilir [12].

Sonug¢ 1.2.34. d tam kare olmayan pozitif tamsay1 ve n €N olsun. x° —dy” =1 Pell

denkleminin temel ¢oziimii (x,,y,) olmak iizere

xn+l = xl'xn + dylyn

yn+l :xlyn +yl‘xn

bagintilar1 saglanir [12].
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Sonu¢ 1.2.35. neN i¢in x, >1, y, 21 ve x, +yn\/2:(x1 +yl\/2)" ise x

n+l

> X, ve

Vo >y, dir [12].

Sonu¢ 1.2.36. m,n pozitif tamsayilar, d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve

x* —dy’ =1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (x,,y,) olsun. O zaman

X, =XxX +dyy,

n+m

yn+m = }ﬂyﬂ +xnym

bagintilar1 saglanir [12].

Teorem 1.2.37. d tamkare olmayan pozitif tamsay1 ve x° —dy” =1 Pell denkleminin

temel ¢oziimii (x,,y,) olsun. Bu takdirde n € N olmak tizere

xn+1 = 2xn‘xl —X

n—1

yn+l — 2yn'xl _yn—l
dir [12].

Teorem 1.2.38. d tamkare olmayan pozitif tamsay1 ve x° —dy” =1 Pell denkleminin

temel ¢6ziimil (x,,y,) olsun. Bu taktirde n € N olmak tizere

Xy = %(xl +J’ﬁ/d_)n +%(x1 _yﬁ/zy

Y :ﬁ@ﬂ T \/d_)n _ﬁ(ﬂ N ﬁ)”

bagintilar1 saglanir [12].

Teorem 1.2.39. p>2 ve psayisi asal say1 ise x” + py” =z denkleminin (x,y,z)=1

sartin1 saglayan pozitif tamsay1 ¢oziimleri » ve s pozitif tamsayilar olmak iizere
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x=r’ - ps’|,
y=2rs,

z=r"+ps’
formiilleri ile verilir.

Ispat: Eger (x,y,z)=1 ise (x,z)=1 oldugu gosterilebilir. Bunu gérmek icin ¢ |x ve
g |z olacak bicimde bir ¢ asal sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim. g = p ise
z2—x>=py’ oldugu kullanilarak p°|py’, yani p|y elde edilir. Bu durum

(x,v,z)=1 olmasina aykiridir. Su halde ¢ # p kabul edebiliriz. Boylece ¢| py’ ve
buradan da ¢|y elde edilir. Bu ise yine bir ¢eliski olusturur. Dolayisiyla (x,z)=1
olur. Eger x’+py’ =2z" ise py’ =(z—x)(z+x) yazilabili. d=(z—x, z+x) olsun.
d|2x ve d|2z ve dolayisiyla d|(2x, 2z) olur. (x,z)=1 oldugundan 4|2 elde edilir.
Su halde d=1 veya d=2 olur. (z—x,z+x)=1 olsun. py’ =(z—-x)(z+x)
oldugundan z-x=pu’,z+x=v" veya z—x=u’, z+x=pv’ olacak bigimde u ve v

tamsayilar1 vardir. Birinci durumda
_ 1 2 2 _ 1 2 2 _
z=—(W +pu ), x=—(O" —pu”) ve y=uv,
2 2
ikinci durumda da
_ 1 2 2 _ 1 2 2 _
Z—E(pv +u’), x—E(pv —u”) ve y=uv
elde edilir. Dolayisiyla

1 1
x=5|r2—ps2 |,Z=E(r2+psz) Ve y=rs
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olarak yazilabilir. Simdi de (z—x, z+x)=2 olsun. Bu durumda yp ¢ift ve

zZ—X z+Xx
, =1 olur. Ayrica
(=) yr
12y = (z—x)(z+x)
P2y ==
olarak yazilabilir. Dolayistyla
Z—X 2 z +.x 2
=pu-, =y
2 P 2
veya
2 &

olacak bicimde u ve v tamsayilar1 vardir. Birinci durumda

z=Vv+pu’, x=v'—pu’, y=2uv

ikinci durumda da

z=pvV +ud, x=pv —u’,y=2uv

elde edilir. Dolayisiyla

x=r’—ps’|,z=(r"+ps’) ve y=2rs

olarak yazilabilir.

Sonu¢ 1.2.40. p>2 ve psayist asal say1 ise x’+ py’ =z" denklemini saglayan

tamsay1 ¢ozliimleri (x,y,z)=d olmak lizere
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x=d|r’ - ps’|,
y =2drs,
z=d(r* + ps*)

formuli ile elde edilir.

Teorem 1.2.41. Bir ¢ pozitif tamsayisinin, bir pozitif 7 rasyonel sayisinin /-inci

kuvveti (I bir pozitif tamsay1) olmasi i¢cin gerek ve yeter sart » ’nin bir tamsayi
olmasidir (#' =t < r= (/; ). Denk olarak; bir ¢ pozitif tamsayimin /-inci kokii, ya bir

tamsay1 veya bir irrasyonel sayidir. Ozel olarak; ’nin karekokii yani Jt ya bir

tamsay1 ya da bir irrasyonel sayidir [28], [23].

Teorem 1.2.42. Herhangi bir ABC {i¢geninin alani A, yar1 ¢evresi s ve i¢ teget

cemberinin yarigap1 7 olsun. O zaman

A (1.1)

dir [11].

Teorem 1.2.43. Bir ABC {ig¢geninin kenar uzunluklar1 a,b,c, c¢evrel ¢emberinin

yarigapt R ve alani da A olsun. Bu durumda

= dbe (12)
4A

dir [44].

Teorem 1.2.44. Bir ABC {iggeninin kenarlar1 a,b,c, dis teget cemberlerinin

yaricaplart r,,7,,7,, yari cevresi s ve alan1 A olsun. Bu taktirde
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A
I"a:
S—a
A
o 1.3
== (13)
A
ro=—">
S—cC

olur [4].

Teorem 1.2.45. (Ceva Teoremi)

Sekil 1.1. Ceva Teoremi

Bir ABC tiggeninde D, E,F sirasiyla BC, CA ve AB dogru parcalar iizerindeki

noktalar olmak {iizere |AD|,|BE| ve |CF| dogru parcalarimin ayni noktada

kesigmeleri i¢in gerek ve yeter kosul

|BD| | EC| | FA| _,
|DC| |EA| |FB|

esitligini saglamasidir [43].



BOLUM 2. HERON FORMULU VE iSPATI

Teorem 2.1 (Heron Formiilii). Kenar uzunluklar1 a,b,c olan ABC tliggeninin yari

cevresi s ve alani1 da A olsun. Bu durumda

a+b+c
S =
2

olmak lizere

A:\/s(s—a)(s—b)(s—c)

dir [8].
Ispat: Cebirsel Ispat:

ABC iggeninin A kosesinden [BC] kenarina inen bir yiiksekligini ¢izelim ve bu

yiiksekligin uzunlugu % olsun. 4 uzunlugunu ADB ve ADC ii¢genlerinde Pisagor

teoremini uygulayarak bulalim. Sekil 2.1.’den

Sekil 2.1. Yiiksekligi h olan ABC {iggeni
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h* +(a—x) =b>, (2.1

X+ =0 (22)

denklemleri elde edilir. (2.1) denkleminde 4° ifadesinin yerine (2.2) denklemindeki

h’* ifadesini yazalim. Buradan
(a—x) +c—x"=b"
ve bdylece
a’ —2ax+x>—x>=b> - ,
olur. Yani

_ a’—b*+c?
2a

X

elde edilir. Buldugumuz x degeri (2.2) denkleminde yerine yazilirsa

2
a

buradan da

N
2a

a’—b* +c? a’—b* +c?
= CC——— C+—
2a 2a

Qac—a* +b* —=c* [ 2ac+a* —-b* +¢*
2a 2a




elde edilir. Dolayisiyla

4a*h? :(2ac—a2 +b’ —cz)(2ac+a2 -b* +cz)

1
bulunur. ABC {iggeninin alan formiilii A = Eah oldugundan

A2 = a’*h’
4 b
= 4N =a’l’,

= 44’ h* =16A?

elde edilir. Elde edilen (2.4) denklemi (2.3) denkleminde yerine yazilirsa

16A* =(2ac—a’ +b*> —c*)_Rac+a’ —b* +c*)
=[b*—(c-a) |[(a+c)* =" ]
=(b-c+a)b+c—a)a+c—b)a+c+b)
=(2s—-2c)(2s—2a)(2s —2b)2s
=16s(s—a)(s—b)(s—c),

buradan da

A = \fs(s —a)(s—b)(s—c)
elde edilir.
Trigonometrik ispat: ABC iicgeninde Kosiniis teoremi uygulanirsa
a’ =b" +c* —2bccos A

olur. Burada cos 4 ifadesi yalniz birakilirsa

19

(2.3)

(2.4)
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2, 2 2
cos A4 :bJrcha (2.5)
c

elde edilir. sin® 4+cos” 4=1 oldugundan

sin? A=1-cos’ 4

sind =+l-cos* 4

olarak yazilabilir. Simdi cos 4 ifadesinin yerine (2.5) degeri yazilirsa

%
5
'

1l
<E);T§
|
7 N\

>

3]
IR
S IN
Q

3]

N
(38

4b2c2
\/4b202—(b2+02_a2)2
- 4b202
:\/:Zbc—(b2 +Cz_a2)][2bc+(b2+c2—a2)]
4b*c?
:\/:az_(bZ +c2_2bc)]|:(b2+cz+2bc)_a2i|
4b202
ZJ:““(b-c)z}[(bwf—az}
4b202
=\/[Cl_(b—C)}[a+(b—C)][(b+c)—a][(b+c)+a]
4b*c?
:\/(a+b+0)(b+6—a)(a+c—b)(a+b_c)
e (2.6)

elde edilir. 5= 270*¢

oldugundan
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a+b+c=2s,

S_a=a+b+c_a=b+c—a :>2(s—a)=b+c—a,
2 2

S_b=a+b+c_b:a+c—b :>2(s—b)=a+c—b,
2 2

S—c:a+§+c—cza+§_c :>2(s—c)=a+b—c

esitlikleri bulunur. Bu ifadeler (2.6)’da yerine yazilirsa

SinA:\/252(5—(1)2(3—[))2(5_6)

4b*c?

4 \/16S(s—a)(s—b)(s—c)

4b*c?

=é S(S—a)(s—b)(s—c)

1, .
olur. A, ABC ii¢geninin alani olmak tlizere A = Ebc sin A oldugundan

A= \/S(S —a)(s—b)(s—c)
elde edilir.

Bir bagka trigonometrik ispat: Heron formiiliiniin bir baska trigonometrik ispatina

ge¢meden kullanacagimiz bir yardimci teorem ve ispatini verelim.

Lemma 2.1.2. Eger a+ f+y = % olacak sekilde «,f,y pozitif agilar1 var ise o

zaman

tanx tan f+tan ftan y +tan y tana =1 2.7)

dir [19].
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Ispat: Ispati iki sekilde yapabiliriz. Cebirsel ispat:

tan o + tan
tan(a + f) = tana+tan f
1-tan atanf

oldugundan

/4 1
tan(——yj:coty: ve tan(a+ﬂ)=cot}/
2 tan y

olarak yazabiliriz. Buradan

tana+tan 1

1-tan atanf ~ tan 4

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

tanatany +tan ftany =1 —tan tan f3,
tana tan f+tan ftany +tanatan y =1

sonucuna ulagilir.

Geometrik Ispat: Kisa kenar1 1 br olan bir dikdortgen gizelim.

tan E tanfi B

A
L & =
%C‘:‘? tanatanf

& " £

; £
o
B tany(tana + tanf)
¥

& tane + tanfj D

Sekil 2.2. ABCD dortgeni
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Sekil 2.2.°deki CAE tggeninden yararlanarak | AE| ve |CE| kenar uzunluklarimi

bulalim.
| AE | 5 .
tana = - oldugundan | AF |=tan « elde edilir.
1 1 .
secq = =——=|CE| oldugundan | CE |=seca olur.
cosa

| CE|

EBF tlggeninden | EF'|, | EB| ve | BF' | kenar uzunluklarini bulalim.

EF
tan [ = [EF] oldugundan | EF |=secatan £ dir.
seca
cosa = _IEBl oldugundan | EB|= cosaseca tan B = cosar 1 tan f = tan
secatan cosa
elde edilir.
tana = . oldugundan | BF' |=tan & tan £ bulunur.
an

Simdi CDF' ii¢geninden | DF' | kenar uzunlugunu bulalim.

| DF |

————— oldugundan | DF |=tan y(tan @ + tan £3) olur. | AC|= BD |
tan o + tan

tany =

oldugundan

1=tana tan 8+ tan y (tan & + tan J)

=tan tan f+tan ftan y +tan o tan y

elde edilir.Simdi Heron formiiliiniin bir baska trigonometrik ispatini yapabiliriz.
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Heron formiiliiniin bir bagka trigonometrik ispati:

c
[A>

X D v

Sekil 2.3. ABC iiggeninin i¢ teget cemberi

Oncelikle x,y,z uzunluklarmi yar1 cevre ve ABC ii¢geninin kenar uzunluklari

cinsinden ifade edelim. | AB|=a, | AC |=¢c, | BC |=b olsun. O halde Sekil 2.3.’den

a=x+y
b=y+z
c=x+z

olur. Buradan

a+b+c=(x+y)+(y+z)+(x+2)

=2x+2y+2z

Ve

s=a+b+c:x+y+z (2.8)

bulunur. O halde x, y,z uzunluklar
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a=x+y oldugundan s=(x+y)+z=a+z =z=s-a
b= y+z oldugundan s:x+(y+z):x+b =>x=s5-b (2.9)

c=x+z oldugundan s=(x+z)+y=c+y =y=s—c

olarak elde edilir. Sekil 2.3.de ABC ii¢geninin i¢ ac¢ilar1 2¢,20,2y oldugundan

a+p+y= % olur. Bu durumda (2.7)’den ve Sekil 2.3.’den yararlanarak

I =tan o tan £+ tan S tan y +tan y tan
rr rr rr

= — . R |
Xy yz xz

_rz(x+y+z)

xyz

elde edilir. Ayrica (2.8)’den

1= r’s’? _ A
SXyz  Sxyz
sxyz = A’

elde edilir. (2.9) ifadesinden x=s5s—b, y=s—c, z=s5—a oldugundan
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A=s(s—a)(s—b)(s—c)
olur.

Geometrik ispat:

T
5-C 5

A

5-a o)

P _ -

s-b - ¥

B
- f

B s-b D 5-C ( s-a F

Sekil 2.4. Bir ABC ii¢geninin b kenarina ait dis teget cember

Bir ABC tiggeninin i¢ teget cemberinin merkezi 7, b kenarma ait dis teget gember

merkezi O olsun. IDB ile OFB tiggenlerinin benzer olmasindan

r s—b s—b

7, :(S—b)+(s—c)+(s—a) - s

yazilabilir. Ayni1 zamanda /EA ile ATO figgenlerinin benzer olmasindan

o =(s—a)(s—c)

olur. Her iki esitlikten de 7, ’ler yalniz birakilir ve kalanlar esitlenirse

p_ TS _(s—a)(s—c)
" Ts—b r

elde edilir. Buradan



r’s =(s—a)(s—b)(s—c)

oldugu goriiliir. Esitligin her iki tarafi s ile carpilirsa

s’ =s(s—a)(s—b)(s—c)

olur. (1.1)’de A =rs oldugundan

A =s(s—a)(s —b)(s—c),

yani

A =\s(s—a)(s—b)(s—c)
elde edilir.

Bir baska geometrik ispat:

Sekil 2.5. ABC ve BCK ii¢genleri

27
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Bir ABC iiggeni ve bu li¢ggenin i¢ teget ¢gemberini ¢izelim. Merkezine / diyelim.
[AI],[BI],[CI] ig agiortaylarini gizelim. C kosesinden gegen ve [BC] kenarina dik
bir dogru ile / merkezinden gecen ve [B/] uzunluguna dik bir dogru K noktasinda
kesigsinler. BICK dortgeninin bir kiris dortgeni oldugunu gorerek gerekli agilar
yerlerine yazilirsa AEl ile BCK {iggenlerinin benzer oldugu goriliir. Ayrica

| DL|=n, | LC|=m,|CK |= p olsun. O halde m+n=s—c olur. Eslemeyi kurarsak

olarak elde edilir. /DL ile KCL figgenlerinin benzerliginden

ro_n
p m
yazilabilir. O halde
s—a_n
a m
olur. Buradan
no_m
s—a a

elde edilir. Birbirine esit iki oranin paylarmin ve paydalarinin toplanmasi ile elde

edilen yeni oranin eski orana esit oldugunu biliyoruz. O halde,

olur. Bu ifade diizenlenirse
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ns=(s—a)(s—c)

bulunur. BIL dik iiggeninde Oklid teoreminden

r =(s—b)n

yazilabilir. Burada n yalniz birakilip bir 6nceki ifade de yerine yazilirsa

2

s—=b
sr’ =(s—a)s—b)(s—c)

s=(s—a)(s—c)

elde edilir. Her iki tarafi s ile carptiktan sonra (1.1)’den A =rs oldugu kullanilirsa

A® =s(s—a)(s—b)(s—c),

yani

A =\/S(S—a)(S—b)(S—C)

alan formiilu elde edilir.



BOLUM 3. HERON UCGENLERININ BAZI TEMEL
OZELLIKLERIi

3.1. Temel Ozellikler
Tamm 3.1.1. Kenar uzunluklar1 ve alani tamsay1 olan tiggene Heron iiggeni denir.

Tamm 3.1.2. Kenar uzunluklart a,b,c¢ olan bir Heron ti¢geni i¢in (a,b,c)=1 ise bu

ticgene primitif Heron iiggeni denir [15].

Tanim 3.1.3. a,b,c pozitif tamsayilar olmak tlizere a”> +5b* =c*> denklemini saglayan
a ve b kenarh, ¢ hipoteniisli dik tiggene Pisagor tiggeni ve (a,b,c) igliisiine

Pisagor ti¢liisii denir [27].

Tanim 3.1.4. Eger a,b dik kenarli, ¢ hipoteniisli bir Pisagor liggeninin a,b dik
kenarlar;; a>b, a+b=1(mod2) ve (a,b)=1 sartlarin1 sagliyorsa o zaman bu
Pisagor iiggenine primitif Pisagor li¢geni, (a,b,c) tgliisine de primitif Pisagor

ticliisti denir [27].

Pisagor ii¢geninin bir Heron ii¢geni oldugunu tanimi sebebiyle gérebiliyoruz. Ozel
bir Heron iiggeni olan Pisagor iiggenlerinin 6zellikleri bilindiginden ¢alismamizda

daha ¢ok Pisagor iiggeni olmayan Heron tiggenleri {izerinde duracagiz.

Teorem 3.1.5.

1. Bir Heron tiggeninin ¢evresinin yarisi tamsayidir.

1. Bir Heron iiggeninin g¢evresi ¢ift tamsayidir.
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a+b+c «

Ispat: i. a=a+b+c olmak iizere s= ) olsun. O zaman
s—a= g, s—b= g, s—c= g olacak bi¢imde p,y,5 tamsayilar1 vardir. Bu

durumda alan

A= S(s

\/

(- B)(s—2)

N R
N ™
N R
NS

Japys

bulunur. Burada 4/05 70 =X olarak ifade edersek A = %x olur. Boylece

ve buradan
x2 =16A?

elde edilir. x* = af3yS oldugundan af3y5 =16A° olarak yazilabilir. Buise «, S, 7, 6

tamsayilarindan bir tanesinin ¢ift oldugunu gosterir. Eger o c¢ift ise s:%

oldugundan s bir tamsayidir. Eger g ¢iftise s—a = g bir tamsayidir. Yani §—a bir

tamsayidir. a tamsayi oldugundan s bir tamsayidir. Benzer bigcimde y veya o g¢ift

ise yine § ’nin bir tamsay1 oldugu goriiliir.

ii. Bir Heron tli¢geninin yar1 ¢evresi s = %W oldugundan 2s=a+b+c olur. s

bir tamsay1 oldugu i¢in de a+b+c toplami, yani Heron iiggeninin ¢evresi bir ¢ift

tamsayi1 olarak elde edilir.
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Onerme 3.1.6. Kenarlar1 a,b,c olan iiggenin alan1 A ve kenarlar1 ka,kb,kc olan

licgenin alan1 A’ ise A'=kA dir.

: . . 1
Ispat: Kenarlart a,b,c olan (a,b,c) liggeninin i¢in yari ¢evresi s = 5(a+b+c) olup

alani

A= Js(s —a)(s—b)(s—c)

dir. k € Z" olmak lizere kenarlari ka, kb, kc olan liggeninin yari gevresi
i | 1
S =5(ka+kb+kc) =5k(a +b+c)=ks

olur ve buradan (ka, kb, kc) tiggeninin alani;

A'=\[s'(s'~ka)(s'~kb)(s'~ kc)
= Jks (ks — ka ) (ks — kb) (ks — kc)
= Jlsk(s—a)k(s—0)k(s—c)
=\/k4s(s a)(s—b)(s—c)
= \s(s=a)(s-B)(s =)

=k’A

elde edilir. Yani kenarlar1 a,b,c olan iiggenin alan1t A ve kenarlar1 ka,kb,kc olan

ticgenin alan1 A’ ise A'=kA bagntis1 mevcuttur.

Onerme 3.1.7. Kenarlar1 a,b,c olan iiggen bir Heron iiggeni ise kenarlar1 ka, kb, kc

olan liggen de bir Heron ti¢cgenidir.
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Ispat: Kenarlar1 ka,kb,kc olan iiggenin alan1 A’, kenarlar1 a,b,c olan iicgeninin

alani A ise Onerme 3.1.6.°dan A'=k°A dir. A tamsayr oldugunda A'=k’A

bagintisindan dolayr A’ de tamsayi olur.

Teorem 3.1.8. Bir Heron iicgeninde ya bir kenar ¢ift diger ikisi tektir ya da {i¢ kenar1
da cifttir.

Ispat: Kenarlar1 a,b,c olan bir Heron iiggeni alalim. d = (a,b,c) olsun. Bu durumda
a=da', b=db', c=dc" ve (a',b',c")=1 olmak lizere a',b',c' pozitif tamsayilar

vardir. O halde

a+b+c
S:
2

d
=—(d'+b +c
> ( )

olur. Buradan
2s=d(a’'+b'+c")

elde edilir. Eger d ¢ift ise a,b,c kenarlan ¢ift olur. Eger d tek ise 2s gift
oldugundan a'+b'+c’ ¢ift olmak zorundadir. (a',b',c¢’)=1 oldugundan a',b,c’
tamsayilarindan biri ¢ift digerleri tek olmalidir. Boylece d 'nin tek ve a=da’,
b=db', c=dc" oldugu kullanilirsa a,b,c sayilarindan birinin ¢ift digerlerinin tek

oldugu elde edilir.
Sonug 3.1.9. Bir Heron tliggeni primitif ise kenarlarindan biri ¢ift diger ikisi tektir.

Onerme 3.1.10. a,b,c pozitif sayilar ve d =(a,b,c) olsun. Kenarlar1 a,b,c olan

L b .
ticgen Heron liggenidir < Kenarlar1 %, E ,g olan iiggen Heron tiggenidir.
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Ispat: < : Kenarlan %,g,g olan liggen Heron iicgeni olsun. Bu durumda
a b c ;
x=g, y=g, z=g olmak tizere (x,y,z)=1 olur. O halde a=dx, b=dy,

c =dz elde edilir. Burada kenarlar1 x, y,z olan licgenin alan1 A ve kenarlar1 a,b,c

olan iiggenin alan1 A’ ise Onerme 3.1.6.°dan A'=d°A dir. A ve d tamsay:

oldugundan A’ bir tamsayidir. O zaman kenarlar1 a,b,c olan iiggen Heron tliggenidir.

= : A’ bir tamsayi olsun. O halde A’

Ao giae g [ e x+y—zj(x+z—y (y+z—x
2 2 2 2

:%J(x+y+z)(x+y—z)(x+z—y)(y+z—x)

olarak yazilabilir. Buradan
B=(x+y+z2)(x+y—z)(x+z—y)y+z—X)

olarak alinirsa

elde edilir. Buradan

4N =d*B

olur. B tamsay1 oldugundan ve JB rasyonel say1 oldugundan B bir tam karedir. O
halde
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(x+y+z)(x+y—z)(x+z—y)(y+z—x):D2 (3.1

olacak sekilde bir D pozitif tamsayisi vardir. Ayrica D’>=0,1 (mod4) dur.
(x,y,z)=1 oldugundan

1. x,y,z tamsayilarinin hepsi tek olabilir.

2. x,y,z tamsayilarindan ikisi ¢ift biri tek olabilir.

3. x,y,z tamsayilarindan ikisi tek biri ¢ift olabilir.
Burada 1. ve 2. durumda x,y,z i¢in (mod4)’de tiim ihtimaller incelendiginde ve

x,y,z tamsayilarinin tek veya ¢ift olmasina gore aldiklar1 degerler (3.1) ifadesinde

yerine yazildiginda tim durumlar D> =0,1 (mod4) olmasi ile celisir. O zaman

x, v,z tamsayilarindan ikisi tek biri ¢ifttir. Bu durumda (3.1) ifadesinde esitligin sol
tarafindaki tim c¢arpanlar ¢ifttir. O zaman x+y+z=2a,, x+y-z=2D,
X+z—-y=2c, y+z—x=2d, olacak bi¢cimde a,,b,,c,,d, tamsayilar1 mevcuttur. Bu

durumda B =16ab,cd, olur. Buradan

4Jabcd
A:\E: a14101 1=\/:d1

4 abc,

!

e A .
elde edilir. A=— oldugundan A bir rasyonel sayidir. Fakat A, abcd,
d

tamsayisinin karekokii oldugundan A bir tamsay1 olmalidir.

Sonug 3.1.11. d =(a,b,c) olmak lizere kenarlar %,g,% olan bir Heron iiggeninin

alan1 A olsun. Kenarlar1 a,b,c olan bir Heron iiggeninin alan1 da A" olsun. O halde
A =d’A

dir.
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Ispat: Onerme 3.1.10.”da ispat mevcuttur.

Sonug. 3.1.12. Kenarlar1 a,b,c olan liggen Heron iicgeni olsun. A, kenarlart a,b,c

olan Heron tiggeninin alani olmak tizere eger #|a, t|b, ¢

c ise tz‘A olur.

Ispat: Kenarlar1 a,b,c olan iicgen Heron iicgeni ve d =(a,b,c) olsun. t|a, t|b,t|c
oldugundan ¢|d dir. Sonug 3.1.11.e gore d” |A olmaktadir. ¢|d oldugundan ¢*|d’

olur. Béylece #* | A elde edilir.

Teorem 3.1.13. Kenar uzunluklar1 tamsay1 olan eskenar licgenler Heron iiggenleri

degildir [10].

Ispat: Ucgenimiz eskenar oldugundan a=b=c olmaktadir. Bu durumda Heron

licgeninin yar1 gevresi
1 1 3a
s=—(a+b+c)=—(a+a+a)=—
2( ) 2( ) 5

olup ticgenin alani

A:\/s(s—a)(s—b)(s—c) = s(s—a)3

. . .3
olarak elde edilir. s ’nin yerine ?a yazilirsa

olur. Duzenlenirse
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3
Py
2 2
az\/—
=—~/3
4

elde edilir. x/§ bir irrasyonel sayr oldugundan Heron iiggenlerinin tanimi geregi

eskenar ticgen bir Heron iiggeni olamaz.

Tanim 3.1.14. Bir ABC ii¢geninde 0< 6 < 7 olmak tizere € agisinin hem siniisii

hem de Kosiniisii rasyonel say1 ise bu # agisina Heron agis1 denir [25].

Onerme 3.1.15. Kenarlar1 a,b,c pozitif tamsay1 olan ABC {i¢geninin i¢ acilarindan

biri 4 olmak iizere cos A rasyonel say1 olsun. Eger ABC tiggeni Heron liggeni ise

sin A rasyonel sayidir. Dolayisiyla tan A rasyonel sayidir.

Ispat: Kenarlar1 a,b,c pozitif tamsayisi olan ABC iiggen igin A acis1 b kenari ile

¢ kenar1 arasindaki ac1 olmak tizere kosiniis teoreminden
a* =b*>+c* —2bccos A
yazilabilir. Burada cos 4 degerini yalniz birakirsak

b* +c*—a’
2bc

cos A=

elde edilir. Dolayisiyla cos 4 bir rasyonel sayidir. Ayrica bir Heron tiggeninin alani

_b.csinA
2

A

dir ve A tamsay1 oldugundan sin 4 bir rasyonel sayidir.
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Teorem 3.1.16. Bir kenar1 diger kenarinin iki kat1 olan bir primitif Heron iiggeni

mevcut degildir.

Ispat: Aksini kabul edelim. Kenarlar1 a,2a,b olan primitif Heron iicgenini ele

alalim. O halde (a,2a,b)=1 olur. Ayrica Teorem 3.1.8.’¢ gbre a ve b tektir.

Uggenin yari gevresi

S_a+2a+b_3a+b
2 2

olup alan1

S

— o 1) =)

olarak elde edilir. Kenarlar1 a,2a,b olan tiggen Heron tiggeni oldugundan
9a®> —b*)(b* —a’) =16A°

olmalidir. d =(9a*> —b*,b* —a*) olsun. O halde d|9a’>—b" ve d|b’—a’ olur.
d|b’-a’ oldugundan d|9b”>-9a’ dir. d|9a’-b" ve d|9b°—9a’ oldugundan
d|8h* ve d|8a’ elde edilir. Dolayisiyla (a,b)=1 oldugundan d|8 olur. Diger
yandan a ve b tek oldugu icin 8|9a” —b> ve 8|b* —a’ dir. Bu ise d =8 oldugunu
gosterir. O halde 9a° —b> =8m° ve b*—a’ =8n" olacak sekilde m,n tamsayilari

meveuttur. 9a’—b* =8m> ve b’—a’=8n’ ifadelerini alt alta toplarsak
8a” =8m’ +8n” elde edilir. O halde a* =m” +n° dir. Ayrica (3a—b)(3a+b)=8m",

(b—a)(b+a)=8n" ve a ile b’ nin tek say1 oldugu kullanilirsa
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olarak elde edilir. Buradan

(3a—b)= (3a+b)=s

r ve

alinirsa rs =2m* ve xy=2n" olur. Ayrica r+s=3a ve x+a=r, y+a=s dir. O

halde
2n* = xy :(r—a)(s—a) :rs—a(r+s)+a2 =2m’ —ala+a’ =2m" —2a’
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
nw=m'-a

elde edilir. #n* =a*—m® oldugundan alt alta toplanirsa 7 =0 olarak bulunur. Bu
b=a demektir. Fakat bu olamaz. Kenarlar1 a,2a,a olan Heron tiggeni yoktur. O

halde bir kenar1 diger kenarmin iki kat1 olan bir primitif Heron {iggeni mevcut

degildir.
Sonug 3.1.17. Bir kenar1 diger kenarlarinin iki kat1 olan Heron tiggeni yoktur.

Ispat: Kenarlar1 @,2a,b olan Heron iiggenini ele alalim. Eger bu Heron iiggeni
primitif ise onceki teoreme gore Heron tiggeni olamaz. Simdi (a,2a,b)=d ve d >1

olsun. O zaman (%,2£,§j=1 olur. Kenarlart —,2

b

3 olan iicgen Onerme

QU
SN
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3.1.10.’a gore bir Heron {iggeni olur. Fakat onceki teoreme gore bu licgen yine bir

Heron iiggeni olamaz.

3.2. ikizkenar Heron Ucgenleri

Onerme 3.2.1. ABC kenar uzunluklari |AB|=c=|AC|=b¢|BC|=a olan bir

ikizkenar tiggen olsun. ABC ikizkenar tiggeninin, A alanmi ile a ve b=c

kenarlarinin her biri pozitif tamsayilar olarak verilsin. Ayrica A4 kodsesinden |BC|

kenarina inilen yiikseklik / olsun. O zaman a bir ¢ift tamsay1 ve & bir tamsayidir

[36].

Ispat:

Sekil 3.1. Tkizkenar Heron Uggeni

ABC figgeninin alan1 A :hya oldugundan £ :2—A olarak yazilabilir. Burada A ile
a
a tamsay1 olduklarindan / bir rasyonel say1 olur. Bu durumda (k,/) =1 olmak tizere

k . ) .
k,l tamsayilart 4 = 7 olacak bi¢imde vardir. AHB dik liggeninden

yazilabilir. Burada /4 = % yerine yazilirsa
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yani
4k* +a’l> =b*4l° (3.2)

elde edilir. O halde 4|(al)’ olur. Dolayisiyla 2|al dir. Bu durumda a/ bir tamsay:

oldugundan « ile / sayilarindan en az birinin ¢ift olmasi gerekir. Eger / ¢ift ise o

zaman bir pozitif /, tamsayisi i¢in / =2/, olur. Bu durumda (3.2)’den
K +a’l? =41’ (3.3)

olur. Bu durumda (3.3)’den a’/> =(al,)’ ve dolayisiyla al, tektir. Herhangi bir tek

saymin karesi 4 modiiliine gore 1’e denk oldugundan
I =(al,)’ =1 (mod4)
olmaktadir. O halde
kK +(al,)” =2 (mod4)

elde edilir. Bu durum 4/°b* =0 (m0d4) olmasi ile geligir. Boylece / tamsayist bir

¢ift say1 olamaz. al bir ¢ift say1r oldugundan a ¢ift olmalidir. a ¢ift oldugundan

pozitif bir a, tamsayisi igin a =2a, dir. Ayrica

2
h2+(§j = b

oldugundan
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W =b —a

bir pozitif tamsay1 olur. & rasyonel say1 oldugundan Teorem 1.2.41.’e goére h bir

tamsayidir. Boylece ispat tamamlanir.
Asagidaki onerme biitlin ikizkenar Heron tiiggenlerinin ailesini ifade etmektedir.
Ayrica; her bir ikizkenar Heron tiggeninin, iki es Pisagor iiggenini dik kenarlarindan

biri ortak olacak sekilde birbirine yapistirilarak elde edebilecegini gostermektedir.

Onerme 3.2.2. Kenarlar1 |AB|=c=| AC|=b# BC|=a olacak sekilde bir ABC
ikizkenar tiggeninde; a,b,c kenarlar1 ve A alani tamsay1 ve 4 kosesinden [BC]
kenarina inilen yiikseklik / olsun. O zaman m>n, (m,n)=1 ve m+n tek olmak

uzere

a=2d(m*—n") h=d(2mn) c=b=d(m +n*) (3.4)

veya

a =4dmn h=d(m* —n®) c=b=d(m*+n?) (3.5)

olacak bigimde m ve n tamsayilar1 vardir. Karsit olarak; m >n olmak tlizere d,m,n
tamsayilar1 igcin ABC tliggeninin a,b,c kenar uzunluklar1 yukaridaki formiillerden

birini sagliyorsa o zaman sirastyla

h=d(2mn) veya h=d(m’> —n”)

olur ve A bir tamsayidir [36].

Ispat: Onerme 3.2.1.’den dolay1 @ kenari gift tamsay1 ve & tamsayidir. Boylece a/2

bir tamsay1 olacagindan Sekil 3.1.°deki her bir 4HB ve AHC dik iiggenleri
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hipoteniis uzunluklari b =c olan Pisagor iiggenleridir. O halde Sonug. 1.2.22.°ye
gore

a:2d(m2—n2) h=d(2mn) c:b:d(m2+n2)

veya

a=4dmn h=d(m2—n2) c=b=d(m2+n2)

olacak bigimde m>n, (m,n)=1 sartin1 saglayan biri tek biri ¢ift m,n tamsayilari

vardir. Karsit durum igin (3.4) ve (3.5) ifadelerini saglayan ABC li¢geninin alaninin

tamsay1 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bu durumda yar1 gevre

48 2dm* —2dn* + 2dm?* +2dn’®
2

=2dm*

olup alan

A= \j2dm2 (2dm2 —2dm* +2dn’ )(2dm2 —dm* —dn’ )(2cz’m2 —dm’ — dnz)

_ \/2dm22dn2 (dn® —dn®)’

= \/4d2m2n2 (dm2 —dn’ )2

=2dmn (dm2 —dn’ )
olarak elde edilir. d,m,n sayilari tamsay1 olduklarindan A tamsay1 olur.

Ornek 3.2.3. m=2,n=1,d =1 olsun. O halde ilk iiggenin kenarlar1 a,,b,c, olmak

uzere
a1=2-1~(4—1):6 b1=c1:1-(4+1)=5

dir. Ikinci tiggenin kenarlar1 a,,b,,c, olmak iizere



44

a,=4-1.2.1=8 b,=c,=1-(4+1)=5

olur. Kenarlart a@,,b,,c, olan tiggen i¢in yar1 gevre

_6+5+5

s, 3 8

olup alan

elde edilir. O halde (6,5,5) tiggeni bir ikizkenar Heron tiggenidir. Kenarlar a,,b,,c,

olan liggen i¢in yar1 ¢cevre

olup alan

oldugundan (8,5,5) ti¢cgeni bir ikizkenar Heron ti¢genidir. Dik iiggenlerin hangi dik

kenarindan birlestirildigine bagli olarak bir dik ticgenden iki ikizkenar Heron ti¢geni

olusmaktadir.
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3.3. Heron Ug¢geni Uretme Metodlar

Ornek 3.3.1. Onerme 3.2.2.’de bir ikizkenar Heron iiggenini iki es Pisagor iiggenin
ortak kenarlar1 boyunca birlestirilmesiyle elde edilecegini anlatmistik. Bunu bir

ornek ile ifade edebiliriz. Kenarlar1 (3,4,5) ve alan1 6 olan iki Pisagor liggeni ele

alalim. Ortak dik kenarlarindan yapistiralim.

Sekil 3.3. Heron tiggeni tiretme metodu 2

Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 iiggenleri elde edilir. Yani yeni olusturdugumuz (8,5,5) iiggeni

ile (6,5,5) iiggeni alanlar1 12 br* olan ikizkenar Heron iiggenleridir. Simdi birer

kenarlar1 es olan farkli iki Pisagor iiggenini ortak kenarlarindan zit yonlii olarak

yapistiralim. (5,12,13) ve (12,16,20) dik iiggenlerini ele alalim.

Sekil 3.4. Heron liggeni iiretme metodu 3
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Elde ettigimiz ACD ii¢geni, alam1 126 br* ve kenarlart (13,20,21) olan Heron

ticgenidir. Birer kenarlar1 es olan farkl iki Pisagor ticgenini ortak kenarlardan ayni

yonde yapistirip daha kiigiik olan dik tiggeni kesip ¢ikartalim.

Sekil 3.5. Heron tiggeni liretme metodu 4

Bu durumda kenarlart (11,13,20) ve alami 66 br* olan ACD Heron ii¢geni elde

edilir.
Tanmm 3.3.2. Eger

a, =&x, +x,, A=A\ +A, e=1l1

olacak bigimde 4, =(x,,y,aq,:A)) ve 4,=(x,,y,a,:A,) Pisagor liggenleri varsa
A= (al,atz,a3 :A) Heron ii¢geni ayrilabilirdir. £ =1 veya &=-1 olmasima gore A4
tiggeni, 4, ve A, Pisagor uggenlerinin birlesiminden veya A, tiggeninden 4

ticgeninin ¢ikarilmasindan elde edilir [33].
A=A4VA, veya A=A, — 4
O halde yukaridaki 6rnekleri tanimdaki gibi yazalim. Sekil 3.4 i¢in

(13,20,21;126) =(5,12,13;30) U(16,12,20;96)
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olur Sekil 3.5 i¢in

(13,20,11;66) =(16,12,20,96)—(5,12,13;30)

olarak yazilabilir. Ger¢ekten de Sekil 3.4.’de a, =21 olmak iizere x, =5, x, =16 i¢in

(Iki dik {iggenin toplami oldugundan ¢ =1)
a,=&x;+x,=x,+x,=5+16=21
ve alan

A=A +A, =A, +A, =30+96=126

olur. Sekil 3.5.’de a, =11 olmak tizere x, =5 x, =16 i¢in (Bir dik tiggenden digerini

¢ikaracagimiz i¢in & =—1)
a, =&x;+x, =—x,+x,=-5+16=11
ve alan
A=A +A, =-A +A, =-30+96=66
elde edilir.
Onerme 3.3.3. Bir primitif Pisagor iicgeni iki Pisagor iiggenine boliinemez.

Ispat: Bir primitif Pisagor iiggeninin hipoteniisiine indirilen yiikseklik / olsun.
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Sekil 3.6. Primitif Pisagor iicgeni

Sekil 3.6.’da ABC ii¢geninin alani % ve % oldugundan %:% yazilabilir.

Dolayisiyla ab = ch olur. Buradan

olarak elde edilir. Yiiksekligin tamsay1 olmasi igin c|ab olmasi gerekmektedir.
(a,b,c)=1 oldugundan (c,ab)=1 olur. Bu durumda c =1 elde edilir. Bu olamaz. O

halde & bir tamsayr degildir. Kenarlarindan biri tamsayr olmadigindan £

yiiksekliginin ayirdig iki tiggen Pisagor ticgeni degildir.

Onerme 3.3.4. Bir Primitif ikizkenar Heron {iggeni sadece iki denk Pisagor iicgenine

bolinebilir.

Ispat: Onerme 3.2.1.°den bir ikizkenar Heron iicgenin taban uzunlugu, Teorem
3.1.5.°den de bir Heron iicgeninin gevresi ¢ift tamsayidir. Onerme 3.2.2.’ye gore
tabana inen ylikseklik, ikizkenar Heron iiggenini iki es Pisagor iiggenine boler. O
halde ‘[AC] veya [BC] kenarlarina inen yiikseklikler ile bir ikizkenar Heron
ticgeninden iki Pisagor iliggeni elde edilir mi?” sorusunun cevabini inceleyecegiz.
Ayrica Onerme 3.2.2.’ye gore bir ikizkenar Heron iicgeni tabana inen yiikseklik ile
iki farkli sekilde ifade edilebilirdi. Durumlardan birini incelersek digeri benzer

sekilde yapilabilir. O halde (m,n)=1, m>n, m+n tek olmak iizere bir ABC

primitif ikizkenar Heron ti¢geninin kenarlar1 (m’ +n’),(m”* +n°),2(m* —n’) olsun.
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Bu durumda Onerme 3.2.2.°den tabana inen yiikseklik /2, =2mn olur. Yani h, bir

tamsayidir. 4BC iiggeninin yar1 ¢evresi

o 2m? +2n* +2m* —2n*
2

=2m?

olur ve buradan alan

A= \/2m2 Qm* —m* —n*)2m* —m* —n*)2m* —2m> +2n*)
= \/2m2(m2 —n*)(m* —n*)2n’

=2mn(m* —n”)

olarak elde edilir. Egik kenarlardan inen yiikseklik ile alan (4, =4.)

a_lub_he
2 2

olarak yazilabilir. Burada h, yiiksekligini ¢ekip b ve A degerleri yerine yazilirsa

_2A 2.2mn(m* —n’)

h
b
b m* +n*

elde edilir. (m,n)=1 oldugundan (m’ +n’,4mn(m* —n>))=1 olur. Bu durumda #,

ve h, tamsayi olamaz. O halde bir ikizkenar primitif Heron iiggeni sadece tabana

inen yiikseklik ile iki Pisagor licgene boliinebilir.

Onerme 3.3.5. Eger bir Pisagor olmayan Heron {iggeninin iki yiiksekligi tamsay ise,

0 zaman bu liggen primitif olamaz.

Ispat: (a,b,c;A) bir Heron liggeni ve b ile ¢ kenarlarina inen yiikseklikler tamsay1



50

olsun. Ayrica Pisagor liggeni olmasin. Agik¢a b ve ¢ aralarinda asal olamaz. Kabul

edelim ki (b,c)=1 olsun. ABC iiggeninin alani % ve héc oldugundan

hyb = hec olur. O halde

2 2

h,b=h.c (3.6)

olarak yazilabilir. A, ’yi yalniz birakirsak

elde edilir. h, yiiksekliginin tamsay1 olmast i¢in c¢ |/, olmasi gerekirdi. Bu da ¢ <h,
olmast anlamma gelir. Bu ise imkansizdir. Ciinki (a@,b,c) tggeni dik ac1
icermemektedir. 4, <c dir. O halde (b,c)=g>1 olsun. O zaman (b',c")=1 olmak

lizere b=gb' ve ¢ = gc' olacak sekilde b’ ve ¢’ tamsayilari mevcuttur. Buradan

hb=hc
A _%_ gc'h,  c'h,
b g b

C

olur. (b',¢")=1 oldugundan b’|hc dir. Burada h:h— alalm. O zaman A, =c'h ve

!

h =b'h olur.

Sekil 3.7. Pisagor olmayan Heron {iggeni
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Sekil 3.7.’den

(b—)c)2 +h’=a’

olarak elde edilir. Burada birinci denklemden ¢ekilen /,, ikinci denklemde yerine

yazilip diizenlenirse

(b—x)2 +(02 —x2):a2

b =2bx+x"+c’ —x*=a’
c+b*-2bx=a’

(gc')2 %r(gb')2 —2(gb')x =a’
g(g(c')2 +g(b')2 —2b'x) ="

oldugu goriiliir. (b,c)=g>1 oldugundan p|g olan p asali vardir. Bu durumda

p|b ve p|c olur. O halde p|g oldugundan p|a’ dir. Bdylece p|a olur. Sonug
olarak p|a,p|b,p|c elde edilir. Bu durumda (a,b,c) Heron iiggeni primitif

olamaz.

Teorem 3.3.6. Bir primitif Heron iicgeninin en fazla bir yiiksekligi tamsay1 ise iki

Pisagor tliggenine boliinebilir [33].

Ispat: Onerme 3.3.3.’den primitif Pisagor iicgenlerinin iki Pisagor {iggene
boliinemeyecegini  gosterdik. Onerme 3.3.4.°den ikizkenar Heron ii¢genlerinin
yalmizca bir sekilde béliinebilecegini gosterdik. Onerme 3.3.4.’den eger bir Pisagor
olmayan Heron iiggeninin iki yiiksekligi tamsayr ise primitif olamayacagini
gosterdik. Simdi sadece bir yiiksekligin tamsayr oldugu durumda ikiye boliinen
kenarin her bir pargasinin tamsay1 oldugunu gostermemiz ispati tamamlamamiz igin

yeterlidir.
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Sekil 3.8. Primitif Heron tiggeni

h, tamsay1 olsun. AHB ti¢geninde Pisagor teoremini uygularsak
x* +ha2 =c’ (3.7)
olur. AHC tiggeninde Pisagor teoremini uygularsak
V: +h’=b (3.8)
bulunur. (3.7) denklemi ile (3.8) denklemini taraf tarafa ¢ikarilirsa
X' =y =c’-b

elde edilir. ¢ ve b kenarlari tamsayr oldugundan x*—)” bir tamsay1 olur. Yani
(x—=y)(x+y) bir tamsayidir. (x—y)x+y)=k, ke€Z olsun. x+y=a ve a bir
tamsay1 oldugu i¢in

(v-0=~ e
a

olur. Yani x—y bir rasyonel say1 olur. x+y=a oldugu i¢in y =a—x yazilabilir.

(3.9) denkleminde y degerini yerine yazar ve diizenleyip x’i yalniz birakirsak
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ﬁ:x—y:x—(a—x)
a
ﬁ:2x—a
a

+a 2
_a :k+a

2 2a

elde edilir. x bir rasyonel sayr oldugundan (r,s)=1 olmak iizere x=L olacak
s

bicimde 7, s tamsayilart mevcuttur. (3.7) denkleminde x degerini yerine yazarsak

oldugu goriiliir. Buradan s |7° dir ve dolayisiyla s |7 olur. (r,s)=1 oldugundan
s =1 elde edilir. Bu durumda x bir tamsayidir. y =a—x oldugundan y bir tamsay1

olur. Bu durumda ispat tamamlanmaistir.

Teorem 3.3.7. (a,b,c) ve (a',b',c') primitif Pisagor ti¢cgenleri olsun. d =(b,b")

olmak iizere bu tiggenler cb , c'b ba'+b'a
d d d

2

J seklindeki Heron tiggenini tiretir [10].

Ispat: (a,b,c) ve (a',b,c’) primitif Pisagor iiggenleri olsun. d =(b,b") oldugundan

% ve 3 birer pozitif tamsayilar olur. Her iki (a,b,c) ve (a',b’,c") lggenlerinin

!

kenar uzunluklarini sirastyla rl ve 7 pozitif tamsayilari ile ¢arparsak
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ticgenleri elde edilir. Sonug 1.2.22.°den bu iiggenlerinde Pisagor iiggeni olduklarini

!

sOyleyebiliriz. Her iki liggeninde ortak kenar uzunlugu oldugundan bu ortak

kenar boyunca zit yonde birlestirdigimiz Pisagor tiggenlerinden

(cb' c'b ba' +b'a}

d’ d’ d

ticgeni bulunur. Elde edilen yeni {iggenin alani iki dik tiggenin alanlar1 toplamina esit

oldugundan yine bir tamsay1 olur ve bu da teoremi ispatlar.

Ornek 3.3.8. A4,B,C bir primitif Heron iicgeninin i¢ acilarini gostersin.

A B C
t,=tan—, ¢, =tan—, t;=tan— olsun. Bu durumda 4 + 5 + ¢ =z oldugu i¢in
2 2 2 2 2
) . - 1 1 I 1
(2.7)ye gore tf,+it,+6t, =1 olur. Eger kenarlan a=—+—, b=—+—,
t, t ot

1 1 4 . :
¢ =—+— olan tliggeni olusturursak yar1 ¢evresi

tl t2
(1 1] (1 1] (1 1]
—t— |+ =+ || —+—
tZ t3 tl t3 tl t2

S =
2
bbb+t
tlt2t3
olur. tt, +1,t, +1;t, =1 oldugundan
1
§=—
ZLIZL22‘3

oldugu goriiliir. Bu durumda kenarlart a,b,c olan tiggenin alani
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Ny N Y Y
tl t2 t3 tl t2 t3 t2 t3 tl 12 t3 t3 tl tl t2 t3 tl Z‘2

U (=t —tt, |1ty — 0t V[ 1=t — 1t
t1t2t3 t1t2t3 t1t2t3 t1t2t3

elde edilir. #t, +t,t, +1,t, =1 oldugu kullanilirsa

Ao L[t | g [ 46
tl tZ t3 tl t2 t3 tl t2 t3 tl t2 t3

[
1
K2

Pi
q;

olur. i=12 i¢in p,,q, aralarinda asal olmak lizere ¢ = olsun. ¢,t,,t; yerine

Zal , Py , b yazalim. O halde tiggenin kenarlarinin her birini p, p, p, ile ¢arparak
4, 49, 4

L1 4 4

, 1 1
(p,P2D>) R R, DiP39> + P24
q, 4
, 1 1 1 1 q
b =(p1p2p2)b=—+—=—+—=—3+ﬁ=p1p2q3+p2p3q1
L 4 P Pi py P
q; 4,
, I 1 1 1 ¢q ¢
c =(p1p2p2)c=—+—=—+—=—1+—2=p2p3q1+p1p3q2
L t, P P p D,
9 49

degerleri elde edilir. O halde



a' = p,(pgs + P3a,)
b'= )2 (p3CI1 + pl%)
¢'=py(P49, + P4,)

dir. Dolayistyla kenarlar1 a',b’,c" olan iiggenin A’ alan1 Onerme 3.1.6.’ya gore

A'=(p,p,p, )ZA

1
- 2._
2929, ey

2
=(pp,p>) @
9 9> 45
RICEYER
1P2 P

=4,9,9:P\P,P;

= (p1p2p2)2

olur. Su halde kenarlar1 a',b',¢’ olan tiggen bir Heron tiggenidir

Tip2P

y & ,
x g ATy ys” Pipapa
¥ 2 FiPada
# b
Pig2ps # | =i
5=, | PrpeEs .
4 b
~ | -
= e
PLEP] X Pipaqa

Sekil 3.9. ABC Heron ii¢geni [34].
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BOLUM 4. HERON UCGENININ ALAN VE CEVRE
OZELLIKLERI

Teorem 4.1. Bir Heron iiggeninin alan1 6 ’nin bir katidir [34].

Ispat: (a,b,c)=1 olmak iizere kenarlari a,b,c olan Heron ii¢geninin alam

1
5= 5 (a+b+c) olmak tizere

A=/s(s—a)(s—b)(s—c)

dir. O halde s(s—a)(s—b)(s—c) bir tamsaymin karesi olmalidir. Ayrica Teorem

3.1.5.’den dolay1 s bir tamsayidir. Dolayisiyla
s(s—a)(s—b)(s—c)=A" (4.1)

olur. (a,b,c)=1 oldugundan Teorem 3.1.8.’e gore a,b,c kenarlarindan ikisi tek biri
cift olmalidir. a,b tek, ¢ ¢ift olsun. O halde

1. s cift olabilir.
2. s tek olabilir.

s ¢ift olursa (4.1)’den dolayr 2|A* olur. O halde 2|A dir. s tek olursa « tek

oldugunda s—a ¢ifttir. Dolayisiyla 2| A* olur ve buradan 2|A elde edilir. Simdi
; 1
3|A oldugunu gosterelim. Oncelikle asagidaki ifadeleri yazabiliriz. s = E(a +b+c)

oldugundan a+b+c=2s olur. Bu durumda

(s—a)+(s—b)+(s—c)=3s—(a+b+c)=3s—2s=s (4.2)
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elde edilir. Tersine 3 | A olsun. O zaman A* =1(mod3) dir. (4.1)’den dolay1

s(s—a)(s—b)(s —c)=1(mod 3)

olur. 3/A oldugundan 3}s,3)s—a,3)s—b,3fs—c olur. Bu durumda
s=1(mod3) veya s=2(mod3) dir. Her iki durum i¢inde asagidaki ihtimaller
mevcuttur.

1. s—a=1(mod3), s—b=1(mod3), s—c=1(mod3) olabilir.

2. s—a=1(mod3), s—b=1(mod3), s—c=2(mod3) olabilir.

3. s—a=2(mod3), s—b=2(mod3), s—c=1(mod3) olabilir.

4. s—a=2(mod3),s—b=2(mod3), s—c=2(mod3) olabilir.
Tiim durumlart (4.1) ve (4.2) denklemlerinde kontrol edersek A* =1(mod3) olmasi
ile celisen sonuclar elde ederiz. O halde 3|A olur. 2|A ve 3|A oldugundan 6|A
elde edilir. Simdi (a,b,c) herhangi bir Heron iiggeni olsun. d = (a,b,c) olmak lizere

b
(a,b,c) Uggeninin alan1 A’ ve %,3,2 ticgeninin alant A olsun. Sonug¢ 3.1.11.°¢

gore A'=d’A dir. O halde 6|A oldugundan 6|A’ olur. Sonug olarak bir Heron

ticgeninin alant 6 'nin bir katidir.

Simdi aym alana sahip farkli sonsuz sayida Heron iiggeni ¢iftinin var oldugunu

gosterecegiz.

Onerme 4.2. » bir pozitif tamsay1 olmak iizere F, »—inci Fibonacci sayisi olsun. O

zaman alanlar

A=FF F ,F _F

n+1" n+27 n+3" n+4

F

n+5

olan ayni1 alana sahip farkli Heron tiggenleri vardir [15].

Ispat: « ve v pozitif tamsayilar1 i¢in # >2 ve v>1 olmak iizere kenarlar
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a=u’+v’
b=uv) +1 4.3)

c=v) +u’ v’ -1

olan bir 7'(u,v) alnsin. Gergekten a+c ve a—c ifadelerinin (4.3)’deki degerleri

yerine yazilirsa
a+c=u"+vV + () +u’ v —1=(v) +2u’ -1

elde edilir. u>2 kabuliinden dolayr (uv)*+2u’ —1>(uv)’+1 bulunur. Boylece
a+c>b olur. Ayrica (uv)’ +1>(wv)> —2v> >(uv)* —2v> =1 olur. Bu durumda
c—a=uv)’—2v*~1 oldugundan b>c—a elde edilir. Boylece 7'(u,v) bir iicgen

belirtir. Kenarlar1 a,b,c olan liggenin yari ¢evresi

W u’ +v + )’ +1+wv) +u’ —v' =1

:l/l2+ MV2
5 (uv)

olur. Bu durumda kenarlar1 a,b,c olan liggenin alani

A=s(s—a)(s—b)(s—c)
= \/(u2 + ()W + ) —u® —v)u’ + wv)’ —wv) =D’ + )’ —wv)’ —u’ +v° +1)
= (@ + @) ((@v) =)~ +1)
= \/((uzv)2 — ™V + WV =) ) (uv)” +u’ —v* =1)
:\/uzvz W’ =1+u’v =) ((wv)’ +u’ —v* = 1)

=uv((uv)” +u’> —v* =1)

= uv(u2 —1)(\/2 +1)

(4.4)

olur.



60

( ) {(EI+I’F;1+4)’(EI+2’F:1+3 )} L g:l'ftise
u,v)=

{(F:1+4’F;1+1)’(E1+3’E1+2 )} ,I’l tek ise
secimine karsilik gelen 7'(u,v) {lggenlerinin denk olmadigim1i ama alanlarinin
A=FF F F .F ,F, . olacak sekilde (u,v) swal ikililerinin yukaridaki gibi
farkli sekilde segilebilecegini gdstermemiz ispati tamamlar. Sadece » ’nin ¢ift olmasi

durumunu kontrol edecegiz, ciinkii tek oldugu durum benzer sekilde yapilabilir.

n 20 olan tiim sayilar i¢in

E, +(-)"=FF,, (4.5)
Emz it (_1)n+1 =FF,., (4.6)

oldugunu biliyoruz. » ¢ift olmak tizere (u,v)=(F,,,,F,,,) parametreli T} liggeninin

alani
A =FF,., (Emz - 1)(F;1+42 +1)
olarak bulunur. Burada » ¢ift oldugu igin (—1)""' =—1 olur ve F,>~1=F F , elde

edilir. Ayrica yine (4.5) denkleminde n yerine n+3 yazarsak,F, S —1=F .F

n+3" n+5

oldugu gortiliir. O halde

A = F F +4 (E1Ez+2 )(F:1+3F:1+5)

n+l" n

—FF F F F . F

n+1" n+27 n+3" n+47 n+5

olur. n ¢ift olmak iizere (u,v)=(F

n+2°

F ) i¢in T, liggeninin alani

Az =F, F+3 (F;1+22 - 1)(F;1+32 + 1)

n+2" n



olarak elde edilir. Burada (4.6)’da (—1)""' =—1 oldugu i¢in F,_>—1=F F

n” n+4

n yerine n+1 yazarak F _’+1=F  F . oldugu goriilir. O halde

n+l" n+5

A, =F L F, (B )(F, L F,5)
=F,F, F,,F,F, F

n+1" n+2" n+37 n+4" n+5
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olur ve

olmaktadir. 7, ve 7, tiggenlerinin denk olmadigini gostermek igin (4.3)’de verilen «

kenarmin tiggenin en kisa kenar1 oldugunu belirtmek yeterlidir. Yani

2 }_é
n+1 n+4 Ez+2 n+3

(4.7)

oldugunu ispatlamak gerekir. Her iki iggende u” +v> olarak belirtilmis kenarlarin

farkli oldugunu gostermeye calisiyoruz. (4.7)’nin sol tarafi sag tarafindan daha

bliyiiktiir. Yani

2
E1+3

F >+F.’>F

n+l n+4 n+2

oldugunu gostermeliyiz. A¢ik olarak

F *-F *>>F *—F ?

n+4 n+3 n+2 n+l

ifadesini

( n+4d n+3)(F;1+4 +F+3) > ( n+2 n+1 )(F:H—Z +F+1)

olarak yazilabilir. Fibonacci sayilarini veren tekrarlama bagintisi ve (4.8)’den

F

n+2

F

n+5

>FF

n+3

(4.8)
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olur. Bu son esitlik daima dogrudur. Ciinkii n>0 tamsayis1 i¢cin F,_,>F  ve

n+2 n

F . >F . olmaktadir. O halde T, ve T, li¢genleri denk olmayan fakat ayni alanh
Heron tiggenleridir.
Ornek 4.3. n=1 igin (w,v))=(F,,F) ve (u,,v,)=(F,,F,) alalm. O halde
(F,,F,)=(5,1) ve (F,,F,)=(3,2) olur. O zaman (F,,F,)=(5,1) degerleri i¢in
ticgenin kenar uzunluklari

a =u’+v>=5+1"=26

b =)’ +1=(5.1+1=26

¢ =wy) +u’—v’—-1=(5.1+5 -1"-1=25+25-2=48
elde edilir. Buradan (26,26,48) li¢geni i¢in alanin

A =uy, (=D’ +1)=5.25-1)(1+1) =240
oldugu goriiliir. Gergekten de
A =FFEFFFF, =1123.58=240

bulunur. (u,,v,)=(F,,F,)=(3,2) degerleri i¢in iiggenin kenar uzunluklari

a,=u,’+v,) =9+4=13
b, =(uy,)’ +1=6"+1=37
¢, =, +u,” —v," —1=36+9-4-1=40

olur. Buradan (13,37,40) iicgeni i¢in alan

A, =1,v,(10,> =1)(v,> +1) =3.2.(9—1)(4+1) =240
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olarak elde edilir. (26,26,48) ve (13,37,40) lggen cifti alanlar1 ayn1 olan Heron

ticgenleridir.

Ornek 4.4. Simdi aym alanli Heron {iggenlerini ve aym alan aym g¢evreli Heron
ticgenlerini inceleyecegiz. Esit alan ve ¢evreye sahip iki farkli tiggen icin en kiigiik

durum (7,7,12) ve (4,11,11) tggenleridir. Her ikisinin de ¢evresi 26 olup alani
6+/13 b2 bulunur. Fakat alanlari tamsay1 olmadigi i¢in bu iiggenler Heron iiggeni
degildir. (24,35,53) ve (48,14,50) lggenlerinin yar1 gevreleri s =56 ve alanlari

A =336 olur. Bu durumda alani ile gevreleri aynmi farkli Heron ti¢genleridir. Daha
sonra alanlar esit ikiden fazla Heron tliggeni arastirilmistir. 1945°te C.L.Shedd {i¢

farkli Pisagor liggeni i¢in en kii¢iik durumu bulmustur;

; 58
4 113
4 L\\ 4 15

- r3) F7H)

Sekil 4.1. Alanlar1 ayn1 olan ii¢ Pisagor tiggeni

Bu iicgenlerin alan1 8407 dir.

Simdi ¢ parametresine bagli ayni1 alan ve ayni yar1 ¢evreli Heron {iggen ¢ifti i¢in

genel formiilii olusturalim.

Teorem 4.5. 7, t>1 olan herhangi bir pozitif tamsay1 ve 7'(¢) ile 7,(z) licgenleri

kenarlari;

a=1+5t+9t" +7¢* +1
b=1"+5¢5 +10° +10¢* + 6¢> +3 4.9)
c=1"+615+15° +19¢* +117% +1

veE



64

a, =t +6t° +14t° +16¢* +9¢° +2
b =t°+4t" + 6t +3 (4.10)
¢, =t +6¢5+15¢° +18t* +9¢° +1

olsun. O zaman 7'(z) ve 7,(¢) liggenlerinin yar ¢evreleri ve alanlari sirasiyla

s=1""+6¢% +15¢° +19¢* +12¢* +3 (4.11)

A=t + D)@ +2)(t* +3t> +3) (4.12)

dir [15].

Ispat: Ucgenlerin (4.9) ve (4.10)’da verilen kenar uzunluklari yar1 ¢evre ve alan
formiillerine yerlestirildiginde (4.11) ve (4.12) formiillerini elde edildigini goérmek
kolaydir. Biz ispatta bu ifadeleri nasil buldugumuzu agiklayacagiz.

Kenarlart a,b,c ve yart gevresi s olan bir T ii¢geni i¢in x=s—a, y=s—>b,
z =s—c oldugunu kabul edelim.

Bu notasyonlarla

a=y+z
b=x+z
c=x+y
s=x+y+z

A= xyz(x+y+z)

elde edilir. (24,35,53) ve (48,14,50) iicgen ¢iftinden Ornek 4.4.’de bahsetmistik.

Yukaridaki kabuliimiize gore
x=32, y =21, z=3 (4.13)

veE
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x, =8, ¥, =42, z,=6 (4.14)

olmaktadir. (4.13) ve (4.14)’deki Ornegi genellemek i¢in u,v,A,m,n,k tamsayl

degerli parametreler olmak iizere

x=A", y=uv, zZ=u (4.15)
(4.16)

k k
x,=A", v =Auv, zy=A"u

degerlerine sahip ayni alanli ve ayn1 yar1 ¢evreli Heron iiggeni ¢iftini inceleyelim. iki

ticgen ayni yar1 ¢evre ve ayni alana sahip oldugu i¢in

\jxyz(x+y+z) = \/xlylzl (x1 + +zl)

02 (X257 = x3,7, (5 247F7,)
Xyz = X0, (4.17)
esitligi elde edilir. O halde (4.15) ve (4.16) degerlerini (4.17)’de yerine yazilirsa
XYz =X 0z,
= Auvu = A" A uvitu

:>/1n _ /lm+2k

=n=m+2k

bulunur. Ayn1 zamanda ayni yari ¢evreye sahip olduklarindan

X+y+z=x+y +z
=S A"+uv+u=A"+Auv+ 1u
= A"A"" =)= =Dy +u) (4.18)

oldugu goriilir. n—m =2k degeri (4.18) denkleminde yerine yazilirsa

A (AP =)= (A" =Duv+u)
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elde edilir. 1** —1=(4* =1)(1* +1) oldugundan buradan

A" A+ =uv+u (4.19)
olur. Bu durumda

u=1"+1vev=21"-1 (4.20)
olarak secebiliriz. Boylece (4.19) formiilii bu se¢imle saglanir.

Simdi bu iki liggenin alanlarinin gergekten de bir tamsayr oldugunu gostermemiz
gerekir. Bu durumda xyz(x+ y+z) ifadesi bir tam kare olmalidir. (4.15)’deki x, y, z
degerleri yerine yazilirsa

xwz(x+y+2)=2uvA" +u(v+1))

elde edilir. Dolayisiyla (4.20)’den

xyz(x+y+2z) = A" v(A" +u(v+1))
=2"AF )P (A" =D+ (A + DA =1+1))
="(A 1) (A" =1)(A" + A" (A +1))

bulunur. Esitligin sag tarafint A" ile garpip bolersek

xyz(x+y+z)=A"" (A +1)° (A" =1) [% +(A" + l)j

xz(x+y+z)=A"" (A + DA DA+ A" +D)
olur. n—m =2k oldugundan

xz(x+y+z)= A" A +1)2 (A" DA+ A 1)
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elde edilir. Esitligin sag tarafinin bir tam kare olmasi i¢in
(A" =D(A* + 25 (4.21)

ifadesi bir tam kare olacak sekilde A,k,m degerlerinin secilmesi gerekir. Eger

m =3k segilirse (4.21) formiiliinden
A =D+ A D)= DA+ A5 1)

olur. Yukaridaki denklemde verilen sayilar k=1 ve bazi ¢ pozitif tamsayisi igin
A=t"+1 oldugundan bir tam karedir. Boylece m=3, n—m=2k oldugundan
n=5 u=A"+1=A+1=+2, v=2"-1=2 1= +1)  —1=¢+3¢* +3> elde

edilir. Elde edilen m,n,u,v,A degerleri (4.15) ve (4.16)’da yerine yazilirsa

x=A"=@F+1)
y=uv=>" +2)(t° +3t" +3t%)

z=u=1t"+2
ve

x,=A"= & +1)
v =Auv = + D) +2)(¢° +3t* +3¢%)
z,=Au=E+1)({E +2)

olarak elde edilir. O halde tiggenlerin kenar uzunluklarinin

a=y+z=+2)° +3t +3)+ 2+ 2=+ 5+ 9 + 77 + 2
b=x+z="+1+2+2=1"+5 +10° +10¢* + 6£° +3

c=x+y=C"+1) +(+2)° +3t* +37) =" +61° +15¢° +19¢* +11¢° +1

Ve
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a =y, +z, = +1)(E +2)° +3t" +3)+ (7 + 1) +2) =1 +6¢° +14¢° +16t" +9¢” +2
by=x+z, = +1)Y +(+ 1) +2)=t"+4t" + 6" +3
o =x+y, = +1)Y + (@ + D) +2)(° +3t" +37) =1 + 6¢° +15¢t° +18t" +9¢7 +1

oldugu gortiliir.

Uyart: Teorem 4.5.’in ifadesi (7(¢),7,(r)) ., ciftleri, farkli ¢ degerleri igin benzer
olmadigi anlaminda agikar olmayan bir ¢oziimdiir. Gergekten (24,35,53) ve
(48,14,50) iki Heron tliggeni ayni alana ve yart ¢evreye sahip oldugu igin
(24t,35¢,53t)ve (48t,14¢,50¢) iki Heron liggeni herhangi bir pozitif ¢/ tamsayisi
icinde ayn1 alan ve ayni yar1 gevreye sahip olarak elde edilir. Ozellikle 7(r) iiggeni

icin ebob(a,b,c) =ebob(x,y,z) olur. Bu durumda (4.15)’den ve Teorem 4.5.’in

ispatinda elde edilen x ve u degerlerinden
ebob(x, y, z) = ebob(x,u) = ebob(A", """ =1

elde edilir. Bu durumda T7(¢) iiggeni primitiftir. Ancak 7;(z) tiggeninin primitif
olamayacag: (4.16)’dan hemen goriilir. m=n-2k oldugu icin A*; x,y,z

sayilariin ortak bolenidir.

Ornek 4.6. 1 =1 i¢in (a,b,c) iiggeni

a=1+51°4+9.1"+7.1>+2=24
b=1"+51+10.1°+10.1" +6.1> +3=35
c=1"+6.1+15.1°+19.1* +11.1° +1=53

olarak bulunur. (a,,b,,c,) licgeni de
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a, =1"+6.1+14.1° +16.1' +9.1 +2 =48
b =1°+4.1"+6.1’+3=14
¢, =1"+6.1°+15.1°+18.1" +9.1 +1 =50

olarak elde edilir. (24,35,53) licgeninin yar1 ¢evresi ve alani

,_24+35453 112
2 2

A=[56(56—24)(56-35)(56-53)

A =+/56.32.21.3 =336

56

olur. (14,48,50) liggeninin yar1 ¢evresi ve alani

,_14+48450 112
4y & 4
A =[56(56-14)(56—48)(56—50)

A =+/56.42.8.6 =336

56

dir. (14,48,50) ve (24,35,53) licgenleri ayn1 yar1 ¢cevreye ve ayni alana sahip Heron
ticgenleridir. Ayrica (24,35,53) =1 iken (14,48,50) =2 olur. Dolayisiyla (24,35,53)

tiggeni primitif iken, (14,48,50) tiggeni primitif degildir.

Ornekleri farkli ¢ degerleri i¢in de cogaltabiliriz. =2 igin yar1 ¢evreleri 3875 ve
alanlart 232500 olan (750,3131,3869) ve (3750,155,3845) big¢iminde Heron
ticgenleri mevcuttur. Teorem 4.5 ayn1 alana ve ayni1 yar1 ¢evreye sahip Heron liggeni
ciftlerinin sonsuz bir ailesini ispatlar. Fakat bu teorem yoluyla bu 6zellikteki Heron

licgenlerinin  tamamini  iiretemeyiz. Ornegin {(51,52,101),(17,87,100)}  veya
{(20,21,29),(17,25,28)} ya da {(17,28,39),(12,35,37)} Heron ii¢geni ¢iftleri ayn

alanlara ve ayni yar1 g¢evreye sahip olmalarina ragmen bunlar (4.9) ve (4.10)

formullerinden elde edilemezler.



BOLUM 5. ARDISIK VE ARITMETIK DiZi KENARLI HERON
UCGENLERI

5.1. Ardisik Kenarh Heron chenleri

Simdi kenarlar1 ardisik tamsayr olan bir iiggeni ele alalim. Bu durumda ii¢genin

kenarlar1t b—1, b, b+1 olsun. O zaman yar1 ¢evre

A:\/s(s—(b—l))(s—b)(s—(b+l)) >

RN
|

2
b+2jg(b—2j
2 )2\ 2

2
-6 4
LN YO

4 (5.1)

olarak elde edilir. Alanin bir tamsay1 olmasi igin 3h® —12 ifadesinin bir tam kare
olmast gerekir. O zaman V> =3b> —12=3(b* —4) olacak sekilde bir v tamsayisi

vardir. Burada v =3u olarak alalim (u € Z). O halde
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v =3b—12
(u)* =3b> 12
9u’ =3b>-12
3u’ =b> -4 (5.2)

elde edilir. Eger u tek ise »* =3u’ +4=3(mod4) olur. Bu olamaz. O halde u gifttir.

Dolayisiyla b de cifttir. O zaman u =2y ve b=2x olacak sekilde x,yeZ vardir.

(5.2)’den

3u’ =b>—4
32y)" =(2x)° -4
3.4y =4x> -4
3y =x* -1
2 24
x" =3y =1 (5.3)

oldugu goriiliir. (5.3)’de elde ettigimiz denklem bir Pell denklemidir. Bu durumda x

ve y pozitif ¢oziimlerini elde edilirse b =2x pozitif bir tamsay1 olacaktir. O zaman

ilgili tiggenin kenarlar1

b—-1=2x-1
b=2x
b+1=2x+1

olur. Buradan (2x—1,2x,2x+1) iicgeninin yar1 ¢cevresi

_(b=1)+b+(b+1) (2x—1)+2x+(2x+1) 6x 5.4

= =—=3x

s =
2 2 2

dir. O halde alam
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A= \/ (s=b)(s—(b+1))

\/3x 3x—(2x—1))(3x—2x) (3x—(2x+1))

:\Ii3x x+1 x xX— )

=.[3x" (x2 —1)

olur. (5.3)’de x*-3)° =1 oldugundan x°—1=3)’olarak yazilabilir. O halde

(2x—1,2x,2x+1) l¢geninin alani

A= «/3x23y2

A =3xy (5.5)

olarak elde edilir. (5.3) denkleminde d =3 ve /3 i¢in siirekli kesir agilimi1 Tanim

1.2.25.°e gore

1
1
1
1

2+,L

[1;1,2}=1+
1+
2+
1+

olur. Burada \@ icin yakinsak dizi

elde edilir. Yukaridaki dizide bastan baslayip birer atlayarak

(2,1),(7,4),(26,15),(97,56)....
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ikilileri bulunur ki bunlarin her biri denklemin ¢6ziimlerine karsilik gelir. Bunlar da
b ’nin degerlerini verir.

[k bulunan ¢oziimden hareketle biitiin ¢dziimleri iireten bir yol mevcuttur. Teorem
1.2.33.’e gore denklemin temel ¢6ziimii (x,,y,) olmak iizere tiim pozitif tamsay1

cOziimleri
'xn -i_yn\/§ = ('xl +y1\/§)n

formiilii ile elde edilir. Ote yandan x* —33” =1 Pell denkleminin en kiiciik ¢dziimii

(2,1) oldugu kolayca goriilebilir. Teorem 1.2.38.’den neN igin

& 2%()61 +yl\/g)" +%(x1 —yn/d—)n :%[<2+\/§)n +(2—\/§)"}
gl ) g8 =g (e (o

coziimlerini yazabiliriz. Ayrica Teorem 1.2.37.’den n € N olmak iizere

‘xn+1 = 2‘xn‘x1 _‘xn—l

(5.6)
yn+1 = 2ynxl _yn—l
yazilabilir. Ayrica Sonug 1.2.34.’den
X, =xx, +dyy, =2x,+3y,
1 1 1 (5.7)
yn+1 :‘xlyn +y1xn :2yn +xn
elde edilir. Son olarak Sonug 1.2.36.’dan
‘xn+m = xnxm +dynym = xnxm +3ynym
(5.8)

yn+m = xmyn +xnym
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yazabiliriz. Teorem 1.1.37.’den ise n €N i¢in
xn+1 = 2'xn‘x1 -X -1 = 4xn _‘xn—l
(5.9)
yn+1 = 2ynxl _yn—l = 4yn _yn—l

yazmamiz miimkiind{ir.

Ornek 5.1.1. Yukarida elde edilen formiillerle birkag ardisik kenarli Heron tiggeni
bulalim. n =1 i¢in (x,,y,) =(2,1) oldugundan (3,4,5) Heron ii¢cgenini elde ederiz.

n =2 i¢in (5.7)’den

x,=2x,+3y,=22+3.1=7
Y, =2y, +x,=21+2=4

elde edilir. O halde iiggenin kenarlar1

2x,-1=2.7-1=13
2x,=2.7=14
2x,+1=15

bulunur. Alan ise

A=3y,x,=3.47=84

olur. Bu durumda (13,14,15) iicgenini elde etmis olduk. n» =3 i¢in (5.7)’den

X, =2x,+3y,=2.7+34=26
Yy =2y, +x,=24+7=15

elde edilir. O halde tiggenin kenarlar1 51,52,53 olmaktadir. Alani ise

A=3y,x, =3.26.15=1170



75

olarak bulunur. (51,52,53) Heron iiggenini elde ettik.

5.2. Aritmetik Dizi Kenarl Heron Ucgenleri

Bir 6nceki tanimlanan tiggenlerden herhangi birisinin biitiin kenarlar1 bir £ tamsayisi
ile carparsak o zaman aritmetik dizi seklinde kenarlara sahip Heron iiggenleri elde
edilmis olur yani {icgenin alani eskisinin k* ile carpilmis halidir (Onerme 3.1.6).
Ornegin (3,4,5) Heron iiggeninin kenarlarin1 5 ile carparsak (15,20,25) iicgenini

elde etmis oluruz. Alani ise yar1 ¢gevre s =30 olmak iizere

A= \/30(30—15)(30—20)(30—25) =30.15.10.5 =150
elde edilir. Gergekten (3,4,5) liggeninin alan1 6 iken (15,20,25) tliggeninin alani

A=56=150

olur. Heron iiggeninin kenarlarim1 k ile carparsak yine bir Heron iicgeni elde
edecegimizi ve alaninm, ilk iiggenin alamnin k> kati oldugunu Teorem 3.1.11.%in
ispatinda gostermistik. Ancak ardisik kenarli Heron {i¢genlerinin kenarlarini bir &
dogal sayisi ile carparak elde edemeyecegimiz aritmetik kenarli Heron {iggenleri de

var midir? Kenarlar1 1<d <b iken b—d, b, b+d olan bir iiggen alalim. O zaman

yari gevre

(b—d)+b+(b+d) 3b
s _22
2 2

olur. s degeri Heron alan formiiliinde yerine yazilirsa
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A:\/s(s—(b d))(s—b)(s—(b+d))
b

S e e
BT

3b°

=\[7¢ (b+24)(b-24)

b
=% (b” —4d*)

(5.10)

elde edilir. Bir dnceki ardisik kenarli Heron tiggenlerini inceledigimiz kisimda b nin
tek olamayacagini belirtmistik. Ozetlersek eger b tek olursa o zaman kok i¢i tek say1
olur. Bu durumda (5.10)’da pay tek say1 olur ve 4 tarafindan béliinemez. O halde b
cift olmalidir. »=2x olacak sekilde xeZ wvardir. b degeri (5.10)’da yerine

yazilirsa

b 2 2x2
A:Z‘/3(b2—4d2):7x,/3(4 —4d*) == \/3 > ) x\/3(x2—d2)

oldugu goriiliir. Heron tiggeni olmasi i¢in 3(x* —d*) ifadesi bir tam kare olmalidir.

Bu durumda y € Z olmak iizere
d2+3y2:x2 (511)

denklemi elde edilir. Teorem 1.2.39.’dan bu denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri

(m,n) =1, m,n € Z olmak lizere

:‘mz —3n2‘
y=2mn (5.12)
X = (m2 +3n2)

dir.
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Ornek 5.2.1. m=3, n=2 alalm. (3,2) =1 dir. (5.12)’den

d =|m* —3n’|=[0-12| =3
y=2mn=232=12
x=(m’+3n")=9+3.4=21

olarak bulunur. b =2x ve d =3 oldugundan iicgenin kenarlar1

b—d=2x-d=221-3=39
b=2x=221=42
b+d=2x+d=221+3=45

olur. O halde yar1 ¢evresi

o 39+42+45
2

63

elde edilir. s degeri Heron alan formiiliinde yerine yazilirsa

A= s(s=(b=d))(s=b)(s—(b+d))
A=,[63(63-39)(63-42)(63-45)

A =+/63.24.21.18 =756

olarak bulunur.



BOLUM 6. HERON UCGENLERININ BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI

6.1. Heron Ucgenlerinin Baz1 Geometrik Ozellikleri ile Tlgili Teoremler

Tiim Tez kapsaminda bir ABC ii¢geninin i¢ teget cemberinin yaricapini 7, gevrel
cemberinin yarigapini R, kenarlarina ait dis teget ¢emberlerinin yarigaplarini

sirastyla 7,7, 7, ile gosterecegiz. Bahsettigimiz geometrik 6zellikleri sekil lizerinde

gosterelim. 4ABC liggeninin i¢ teget cemberi Sekil 6.1.°de gosterilmektedir.

Sekil 6.1. ABC iiggeninin i¢ teget cemberi

ABC iiggeninin ¢evrel cemberi Sekil 6.2.’de gosterilmektedir.

Sekil 6.2. ABC iiggeninin ¢evrel cemberi
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ABC fggeninin dis teget cemberleri Sekil 6.3.’de gosterilmektedir.

Sekil 6.3. ABC ii¢geninin dis teget cemberleri

Teorem 6.1.1. k& bir tamsayli ve k>1 olsun. O zaman r =4k olan bir 7 Heron

ticgeni vardir [15].

Ispat: Bir (a,b,c) iiggeninin i¢ teget gemberinin yarigapt r olsun. (2.9)’a gore ve

Sekil 2.3.’den dolay1 x=s—b, y=s—c, z=s—a olarak alabiliriz. Bu durumda

c
[A>

X D v

Sekil 6.4. ABC {iggeninin i¢ teget cemberi

xX+y+z=(-b)+(s—c)+(s—a)=3s—(a+b+c)=3s-2s=s

A= \/s(s —a)(s—b)(s—c) = \/(x +y+2z)xyz
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olarak elde edilir. (1.1)’den

A (x+y+2z)xyz
r_s_ Xx+y+z

ve buradan

, (x+y+z)nz

2
(x+y+2)
-7 _p
X+y+z (6.1)

bulunur. (6.1) denkleminin x,y,z pozitif ¢oziimleri oldugunu gostermek yeterlidir.

z =1 olarak alalim. O halde x

xy=k>(x+y+1)
x(y=k)=k*(y+1)
_kE(+1)

X 2
y—k (6.2)

elde edilir. y=k”>+1 olsun. Bu durumda (6.2) denklemi x=Fk"+2k> bigiminde

olur. Boylece iiggeninin yar1 ¢evresi
S=x+y+z=k*+2K> + k> +1+1=k*+3k* +2
olarak bulunur. Su halde (a,b,c) ti¢geninin kenarlari

a=s—x=k*+3k>+2-k* -2k =k*+2
b=s—y=k*+3k>+2—-k>-1=k*+2k* +1
c=s—c=k*+3k*+2—-1=k*+3k* +1
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olarak elde edilir. Bu durumda (a,b,c) tiggenini » =k parametresine bagli bir Heron

ticgenidir.

Ornek 6.1.2. k =3 igin iigenin kenarlari

a=k*+2=3"+2=11
b=k*+2k*+1=3*+23*+1=100
c=k*+3k*+1=3"+3.3"+1=109

olarak bulunur (Uggen esitsizligini saglar). Buradan (11,100,109) ii¢geninin yari

gevresi

,_11+100+109 _ 220
2

=110

olur. O halde s degeri Heron alan formiiliinde yerine yazilirsa

A=Js(s—a)(s=b)(s—c)=/110(110~11)(110-100)(110-109)

A=+110.99.10.1 =330

elde edilir. Simdi 7 ’yi bulalim. Gergekten » =k olur mu? (1.1)’den

L_A_330_,

s 110
olarak bulunur. Yani » =k olur.

Teorem 6.1.3. Bir (a,b,c) {liggeninin ¢ebrel g¢emberinin yarigapt R olsun.
p, p=1(mod4) olan bir asal say1 olsun. O zaman R = p olan bir 7" Heron {iggeni

mevcuttur [15].
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Ispat: p, p=1(mod4) olan bir asal say1 olsun. Teorem 1.2.6.”ya géreu ve v pozitif

tamsayilar olmak iizere p =u’+v" olarak yazilabilir. O zaman kenarlar

a=2u’+v*) (6.3)
b= 2‘u2 —vz‘
c=4uv

olan iiggen Heron tiggenidir. Ger¢ekten de yari gcevre

2P+ 2V +2u” 207 + duy

=2(u* +uv
5 ( )

olur. Buradan s degeri Heron alan formiiliinde yerine yazilirsa

A:\js(s—a)(s—b)(s—c)

= \/2(142 +uv)(2u2 +2uv—2u’ —2\)2)(2u2 +2uv—2u’ +2vz)(2u2 +2uv—4uv)

= \f(2u2 + 2uv)(2uv -2 )(2uv +2v )(2u2 - 2uv)

2

\/16u u+v u—v)
= 4uv(u +v)(u —v)

olarak bulunur. Yani kenarlar1 a,b,c olan iiggen bir Heron tiiggenidir. Cevrel

cemberin yarigapi

abc 2(1,12 +v2)2(u2 —v2)4uv

= 4N 4.(4uv(u+v)(u—v))

olarak elde edilir. p=1(mod4) oldugundan p bir tek tamsayidir. p=u’+V’
oldugundan u ve vtamsayilarindan biri ¢ift digeri tektir. Ayrica p asal oldugundan

(#,v)=1 oldugunu goérmek kolaydir. O halde bu iiggen bir dik liggendir. Ayrica
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cevrel gemberin yarigapt hipoteniisiin yarisi olarak elde edildi. Burada p =1(mod4)
seklinde sonsuz sayida asal sayr bulundugundan g¢evrel ¢emberin yaricapt R=p
olan sonsuz sayida Heron ti¢geninin bulundugu sonucuna ulasiriz. Eger k bir p

asalmin kat1 bigiminde keyfi bir pozitif tamsay1 ise 0 zaman R =4k yarigapl bir
Heron tiggeni vardir. Bunu gérmek i¢in R =4k yarigapli Heron tiggenini (6.3) ile
verilen ilicgene benzer bir iliggen olarak diisiinmek yeterlidir. O halde ¢evrel

cemberinin yarigapi bir tamsay1 olan sonsuz sayida Heron licgeni elde edilebilir.

6.2. Heron Ucgenlerinin Bazi Geometrik Degerlerinin Tamsayr Olma
Durumlan

6.2.1. Pisagor ii¢genlerinin baz1 geometrik degerlerinin tamsayi olma durumlari

Kenarlar1 a,b,c olan ABC Pisagor liggenini ele alalm. A keyfi pozitif tamsayi
olsun. m>n, (m,n)=1 ve biri tek biri ¢ift say1 olan m,n tamsayilar i¢in tiggenin

kenarlar1 Sonug. 1.2.22.”ye gore b ¢ift olmak tizere
a=A(m" —n®) b=2Amn c=A(m*+n)
olarak yazilabilir. Aciktir ki bu Pisagor liggeninin alani

6.4
A=%b=}tzmn(m2—n2) ©4)

olur. Ayrica Pisagor iicgeninin yar1 ¢evresi

Am’ —An® +2Amn+ Am’ + An’ 5 (6.5)
= 5 = A(m” +mn)

A

olarak bulunur. O halde i¢ teget ¢emberinin yarigap1
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2 2 2
r:é:imn(m . ):ﬁ,n(m—n):s—c
K /1(m2+mn)

dir. Dolayisiyla » =s—c, s ve ¢ tamsay1 ise 7 de tamsayidir.

Pisagor liggeninin ¢evrel ¢emberinin yarigapini da

R_abc_ﬂ(mz—nz)Zing(m2+n2) _/I(m2+n2)_ (6.6)
4N 4/12mn(m2 —nz) B 2 B

N o

olur. Burada yalnizca A ¢ift ise R bir tamsayidir.

Yiikseklikleri inceleyelim. 4, =b, h, =a oldugu agiktir. Yani birer tamsayidirlar.

Pisagor iicgeninin alan formiiliinden

elde edilir. Tim yiikseklikler yalnizca c| ab oldugunda tamsayidir. Buradan
(m” + nz)‘ 2mnA(m* —n) yazilabilir. (m,n) =1 oldugundan
(m*> +n°,2mn(m* —n’))=1 olur. O halde (m’+n’ )‘ A olur ki buradan

A=K@m*+n*), K >0 elde edilir.

Ozet olarak; bir Pisagor iiggeninde h,,h,h,r,R aynt anda tamsayidir < K =2d

((6.6)’dan dolay1 R tamsay1 olmasi i¢in A ¢ift tamsay1 olmalidir.) olmak tizere
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a=2d(m* —n") b =4dmn(m” +n*) c=2d(m’ +n*)

olarak verilir. D1s teget cemberlerinin yaricaplar: sirastyla

A lzmn(mz—nz) B B
r“_s—a_ﬂ(m2+mn)—(ﬂ,(m2—n2))_lm(m n)_S ’
2 22
r, = a = ﬂmn(m n) zin(m+n)zs—a
s—b /I(m2+mn)—2imn
2 2 2
r = A _ /lmn(m n) =Am(m+n)=s

s—c /1(m2 +mn)—</1(m2 +n2))

olarak bulunur. s,(s—a),(s—b) tamsayr oldugundan Pisagor iiggeninin tim dig

teget cemberinin yarigaplari tamsayidir.

6.2.2. Ardisik kenarhh Heron ii¢genlerinin baz1 geometrik degerlerinin tamsayi

olma durumlari

Kenarlar1 b—1, b, b+1 olan Heron {iggeni igin (5.5), (5,6) ve (5.8)’den

b=2x
s =3x
A=3xy
yazilabilir. x, ve y, ’lerise
xn+l = 2xn + 3yn
yn+1 = 2yn + xn

denklemlerinden elde edilir. Ayrica (x,,y,)=(2,1) oldugunu hatirlayalim. i teget

¢emberinin yarigapi
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A 3xy (6.7)
y=—=—= y
s 3x

olur. O halde ardisik tamsay1 kenarli Heron liggeninin i¢ teget ¢emberini yarigapi bir

tamsayidir. Cevrel cemberinin yarigapi

abc (2x—1)2x(2x+1) B 4x% -1
4A 4.3xy 6y

R=

olarak bulunur. Burada pay bir tek say1 iken payda bir ¢ift sayidir. Bir ¢ift say1 bir tek
say1y1 bolemediginden ardisik tamsay1 kenarli Heron tiggenlerinin ¢evrel ¢cemberinin

yarigapt tamsay: degildir. Yikseklikleri bulalim. 2x kenarma inen yiikseklik 7,

olsun. O halde alan

olarak bulunur. y bir tamsayr oldugu i¢in 2x kenarina inen yiikseklik bir

tamsayidir. Ote yandan Pisagor iicgeni olmayan ardisik kenarli bir Heron iiggeninde (

(3,4,5)liggeni harig) diger tiim yiikseklikler bir tamsay1 olamaz. Ger¢ekten (2x—1)

kenarina indirilen yiikseklik

hzx_l.(Zx—l)
2

A=

ve boylece
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h .(2x—l)
3x — 2x-1
4 2
6xy
h —
2 2x -1

olarak bulunur. /4, | yiiksekliginin tamsayr olmasi icin 2x—1| 6xy olmaldir.

(2x—1,2x) =1 oldugundan 2x-1|3y olur. (5.3)" den x*—3y” =1 esitliginin her iki

tarafim 4 ile carparsak 4x>—12y”> =4 olur. Buradan (2x)>—1° =12)*+3 olarak

yazabiliriz. Gerekli diizenleme yapilirsa
Qx—-DR2x+1)=3(4y" +1) =4(3y*)+3

elde edilir. Bu nedenle 2x—-1|3y ise 2x—1/3y” ve buradan 2x—1|3 olur. Boylece

x>1 oldugundan x=2 elde edilir. O halde sadece x=2 yani (3,4,5) iiggeninde

h, ., yliksekligi bir tamsayidir. A, ,, yiiksekligi i¢in inceleyelim. Benzer sekilde 4, |,

yiiksekligi i¢in

Ao hy . (2x+1)

2
oldugundan
h .(2x + 1)
3 — 2x+1

v 2

ve buradan
_ bxy
2 ox+1

elde edilir. 4, yiksekliginin tamsayr olmasi i¢in 2x+1| 6xy olmalidir.
(2x+1,2x) =1 oldugundan 2x+1|3y olmalidir. x> —3y* =1 denkleminin her iki

tarafini 4 ile carpar ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (2x)>—1° =12y* +3 elde
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edilir. Boylece 2x+1/12y°+3 ve 2x+1|3y oldugundan 2x+1|3 elde edilir. Bu

durumda x =1 olmalidir. O halde 4, ,, yliksekligi tiim ardisik tamsay1 kenarli Heron

ticgenlerinde tamsay1 olamaz. Simdi dis teget cemberlerin yaricaplarini inceleyelim.

A 3xy
Yos—=2x 3x—-2x

3y
olarak bulunur. y bir tamsay1 oldugundan r, bir tamsayidir.

A 3xy 3xy

T T s—(2x—1) p 3x—(2x—1) x+1

veE

A 3xy 3xy

T2 = s—(2x+l) B 3x—(2x+1) x—1

elde edilir. Burada (x,x+1)=1 oldugundan r, , yalnizca x+1|3y oldugunda

tamsayidir. (5.3)’den

x’ -3y’ =1
x’—1=3y’
(x=D(x+1)=3y" = y(3y)

olarak yazilabilir. 3y =(x+1)k oldugundan

3(x—1)=3yk = (x + Dk

ve
x—1=yk

elde edilir.
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2 :3(x—1) 4 6
x+1 x+1

oldugundan x+1/6 elde edilir. O halde xe{1,2,5} olur. Burada sadece k=1 iken

x =2 olur. Boylece r,_, sadece (3,4,5) Pisagor liggeni oldugunda tamsayidir.

6.2.3. likizkenar Heron iicgenlerinin bazi geometrik degerlerinin tamsayi olma

durumlar:

ABC bir ikizkenar Heron tiggen olsun. | AB|H AC|=b,| BC|=a olarak alalim.

Onerme 3.2.1. ve Onerme 3.2.2.°de ikizkenar ii¢genlerin kenarlarmnin genel
formiiliinii verip a kenarma inen yiiksekligin tamsayr oldugunu gdstermistik.

Ikizkenar Heron ii¢geninin kenarlari (3.4) ve (3.5)’den
a=2d(m’>—n") h=d(2mn) c=b=d(m’ +n®)
veya
a =4dmn h=d(m*—n") c=b=d(m’ +n")

olarak yazilabilir. Burada m >n, (m,n)=1, m ve n sayilarindan biri tek digeri ¢ift
olacak sekilde d,m,n tamsayilardir. Incelemelerimizi ikinci duruma gore yapalim.

Birinci durum i¢inde benzer islemler yapilabilir. Onerme 3.2.2.’nin ispatindan yari

cevre ve alan

s=dQmn+m’ +n")

A = 2dmn(dm® —dn*)
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olarak bulunur. a kenarma inen yiiksekligin tamsay: oldugunu Onerme 3.2.1.’den
gostermistik. Simdi b ve ¢ kenarlarina inen yiikseklikler ayni oldugundan birini

incelememiz yeterlidir. Egik kenarlardan inen yiikseklik cinsinden alan1 (/, = 4,)

olarak yazabiliriz. Burada 4, yiiksekligini ¢ekip b ve A degerlerini yerine yazarsak

_2A 4a’2mn(m2 —nz)
b _7_ d(m2+n2)

elde ederiz. (m,n)=1 oldugundan (m’+n’,4mn(m* —n>))=1 olur. Bu durumda

m® + nz‘d olmalidir. O halde d=k(m*+n’), keZ olmast durumunda #,

yiiksekligi tamsay1 olur. Bu durumda
a = 4kmn(m* +n>), b=k(m* +n*)
veya
a =2kmn(m* —n"), b=km(m® +n*)’

oldugunda bir ikizkenar iicgenin tiim yiikseklikleri tamsay1 olur. I¢ teget cemberin

yarigaplari

A 2dmn(dm2 —dnz) ~ 2dmn(m—n)
r_S_d(2mn+m2+n2)_ m+n

olur. r bir tamsay1 olmasi i¢in m+n|2dmn(m—n) olmalidir. (m,n)=1 oldugundan

(m+n,2mn(m—n)) =1 olur. Buradan m + n|d olmalidir. O halde, ikinci durum i¢in
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d =k(m+n) ve birinci durum igin m|d olacagindan d =km olmalidir. Bu nedenle

bir ikizkenar Heron tiggenin i¢ teget gemberinin yarigap: kenarlar
b=k(m+n)(m* +n’), a =4mnk(m+n)
veya
b =km(m* +n), a=km(m* —n*)

oldugunda tamsayidir. ikizkenar Heron iiggeninin ¢evrel gemberinin yarigapi

abe  ab’ (4dmn).(cl(m2+712))2 a’(mz+nz)2

S 4A 4AA 4.(2dmn<dm2—dn2)) E 2(m2 —n2)
olur. R ’nin tamsayr olmasi i¢in 2(m’ —nz)‘d(m2 +n”)> olmasi gerekir. (m,n)=1
oldugundan (2(m’° —n*),(m” +n’))=1 ve Z(mz—nz)‘d olmalidir. Benzer sekilde
diger durumda, 4mn|d(m2 +n°)®  olmasi gerektigi ve (m,n)=1 iken

(4mn,(m” +n”)) =1 oldugundan 4mn|d olmalidir. O halde R yalnizca;
d= 2k(m2 — nz)
veya
d =4kmn
olmasi durumunda bir tamsayidir.
Buraya kadar tiim yiiksekliklerin, i¢ teget ¢cemberin yarigapinin ve ¢evrel gemberin

yarigapinin tamsay1 oldugu ikizkenar Heron iiggenlerini belirleyebiliriz. iki durum

mevcuttur. Belirtilen uzunluklarin tamsay1 olmasi i¢in kenar uzunluklari
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a = 4kmn(m* —n*) b=2k(m’ —n’)m* +n°)
veya
a = 4kmnkm®n® b =2kmn(m® +n*)

olmasi gerekir. Burada k >1 keyfi tamsayi, (m,n)=1, m>n, m ve n den biri ¢ift

digeri tektir. a kenarina ait dis teget gemberin yaricap uzunlugu

A Za’mn(dm2 —a’nz) B 2dmn(m2 —nz)
r"_s—a_d(Zmn+m2+n2)—4dmn_ (m—n)2

elde edilir. 7, uzunlugunun bir tamsay1 olmasi igin; (m—rz)2‘2dmn(m2 —n”) olmasi
gerekir. (m,n)=1 oldugu i¢in (m—n,2mn(m’—n’))=1 olur. O halde m—n|d
olmalidir. Bu durumda d =k(m—n) se¢imi ile r, bir tamsayr olur. Diger durum
icinde benzer sekilde 2n2‘2dmn(m2 —n?) olmasi gerekir. Bu durumda n|d

olmalidir. d=kn se¢imi ile 7, bir tamsayr olur. Benzer sekilde r, ve r,

yarigaplarinin tamsay1 olduklar1 durumlar da elde edilebilir.



BOLUM 7. (a,b,c)VE (d,b',c') HERON UCGENLERI

7.1. (a',b’,c") Uggeninin Heron Ucgeni Olmasi ile Tlgili Ozellikler

(a,b,c) bir Heron ii¢geni olsun. a'=s—a, b'=s—b, ¢'=s—c olarak alalim.

(Sekil 7.1.)

Sekil 7.1. ABC ii¢geni

Bu sayilar tiiretilmis iiggen olarak isimlendirecegimiz bir liggenin kenarlar1 olabilir
mi? Hangi durumlarda bir Heron {iggeninde tiiretilmis licgeni yine bir Heron ii¢geni
olur? Kesinlikle her zaman bu tip iiggenler Heron iiggeni degildir. Ornegin,

(13,14,15) tgcgenini ele alalim. O zaman alan A =84 oldugundan bu iicgen bir

Heron tiggenidir. Yari ¢evresi s =21 dir. O halde o',#',c’ kenarlari

a'=21-13=8
b'=21-14=7
c'=21-15=6
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olarak elde edilir. Buradan s’ = % olur. O halde alan A'= %\/E dir. Bu durumda

alan bir tamsayr olmadigindan (a',b’,c’) bir Heron licgeni degildir. Simdi hangi

kosullarda (a’,#',c") liggeninin bir Heron liggeni olabilecegini inceleyecegiz.

Teorem 7.1.1. s, (a,b,c) lucgeninin yart ¢evresi olsun. Eger a,b,c kenar
uzunluklari %<a,b,c<s esitsizligini sagliyorsa, o zaman (a',b’,c") Ugcliisii bir
iicgen olusturur [26].

Ispat: (a0, ¢") iicliisii bir iicgen olusturdugunda o' +5' > ¢’ olmasi gerekir. Buradan

a',b',c' degerleri yerine yazildiginda (s—a)+(s—»b)>s—c olur. Buradan gerekli

diizenlemeler yapilirsa

2s>s—c+a+b
s>a+b—c (7.1)

a+b+c

elde edilir. s= oldugundan 2s=a+b+c olur ve buradan 2s—c=a+b

yazilabilir. @+ b degerini (7.1)’de yerine yazarsak

s>2s—c—c
=>s5>2(s—c¢)

s
=>—->85—C
2

S
—>C>—
73 (72)

+b+ +b—
olarak bulunur. Ayrica s —c = a € =2 ¢

2

>0 dir. Yani

s>c (7.3)
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dir. (7.2) ve (7.3)’den %<c<s olur. Her iki durumu ¢ nin yerine a ve b’yi
kullanarak tekrarladigimizda ispatin tamamlanmas: i¢in gerekli olan tiim kosullar
elde edilecektir. O halde (a,b,c) TUggeninin kenar uzunluklari %<a,b,c<s

esitsizligini saglar.

Teorem 7.1.2. Eger (a,b,c) ve (a',b',c") Ugliilerinin olusturdugu her iki tiggen de

Heron ti¢cgeni ise, 0 zaman s bir ¢ift tamsayidir [26].
Ispat: s', (a',b',c") {iggeninin yar1 ¢evresi olmak iizere

o a+b +c'

2
_(s—a)+(s—-b)+(s—c)
- 2
_3s—(a+b+c)
- 2
_ 3s—2s
2

S

elde edilir. (a',b’,c") bir Heron iiggeni oldugundan Teorem 3.1.5.°¢ gdre s’ bir

tamsayidir. O halde s bir ¢ift tamsay1 olur.
7.2 likizkenar («',',c’) Heron Ucgeni

Onerme 3.2.1.’de bir ikizkenar Heron iiggeninin aymi iki primitif Pisagor {iggeninin

ortak kenarlarin birlestirilmesiyle olusturuldugunu gostermistik. Ayrica Teorem
1.2.20.°den m > n, (m,n) =1 olmak tizere biri ¢ift digeri tek olan m,n dogal sayilari
igin bir primitif Pisagor iiggeninin kenarlart m”> —n’, 2mn, m* +n> olarak gosterilir.

Primitif Pisagor iicgeninin kenar uzunluklaridan yararlanarak ikizkenar Heron

ticgenini iki yolla genellestirmistik.
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2

1 1
T
ﬂ'iz f!rz H ﬂ'iz f!rz

— + 2({m? n?) e—

Sekil 7.2. Tkizkenar Heron iicgeni

Sekil 7.1.°de verilen birinci birlesmede (a,b,c)=Q2(m"* —n’),m* +n°,m*> +n°)
olmaktadir. Bu durumda s =2m?> olur ve bdylece (a’,b’,c")=2n",m> —n’,m> —n>)
elde edilir. Buradan s ve &' sayilarimn cift, 5" ve ¢’ sayilariin ise tek oldugu

goriliir. O halde Teorem 7.1.1. ile uyumlu bir sonug elde edilir.

Zmn H Zmn

—_— A ———

Sekil 7.3. Tkizkenar Heron iicgeni

Sekil 7.2.’de verilen ikinci birlesme de (a,b,c) = (4mn,m” +n°,m*> +n”) olmaktadur.
Bu durumda s=(m+n)’ olur ve bdylece (a',b’,c")=((m—n)’,2mn,2mn) elde
edilir. Buradan s ve «' sayilarinin tek, 5" ve ¢’ sayilariin ¢ift oldugu goriiliir. Bu

ise Teorem 7.1.1. ile celisir. Boylece ikizkenar (a',b’,c") li¢geni i¢in genel formiil

(m,n)=1, m>n, m+n tek olmak iizere (a',b’,c")=2n*>,m* —n*,m* —n*>) dir.



97

Teorem 7.2.1. (a,b,c)=Q2(m’—n’),m* +n’,m’ +n’) tliggeni ve ondan tiiremis
(a',b,c)=(2n*,m* —n*,m> —n”) licgeninin her ikisi de Heron ii¢genidir <> u tek

tamsay1, (u,v) =1 olmak lizere m =u’ +2v* ve n=_2uv dir [26].
Ispat: =: s', (&',b',¢") iiggeninin yar1 ¢evresi olmak iizere

2 2 2 2 2
, 2n"+m —n"+m —n )
s'= =m

2

olur. Buradan (a',%',¢") liggeninin alani

A= \/mz(m2 —20°)(m®* —m* +n°)m* —m’ +n°)

= mn*m* = 2n*

elde edilir. Burada A" degerinin bir tamsay1 olmasi ig¢in m> —2n” = /> olacak sekilde

bir / tamsayisinin olmasi gerekir. Buradan
m’ =1 +2n’
olarak yazilabilir. Teorem 1.2.40.’da p =2 i¢in (u,v) =1 olmak lizere

m=u’+2v%)
I=|u” —2v’| (7.4)
n=2uv)

elde edilir. Eger u ¢ift ise 0 zaman (/,m,n) =2 olur. Bu ise Teorem 1.2.40.’a gore

(m,l,n) =1 olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle u tek tamsay1 olmalidir.

< :Tersine u tek (u,v)=1 olmak tlzere m=u’+2v" ve n=2uv olsun.

(a,b,c)=Q2(m* —n’),m* +n’,m*> +n”) liggenin i¢in yar1 gevresi
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2mP=2nt 4w’ 4’ +m’
2

N

=2m’

olur. Bu durumda (a,b,c) tliggeninin alani

A= \2m*2m* =2m* +207)2m* —m* —n®)2m* —m* —n?)
= \/217122142(m2 —n*)(m® —n*)

=2mn(m’ —n")

elde edilir. m,n bir tamsay1 olduklarindan alan bir tamsayidir. (a’,5’,c") liggeni i¢in

yart ¢evre ve alani yukarida m ve n cinsinden bulmustuk. Simdi alanin tamsay1

oldugunu m ve n degerlerini yerine koyarak gosterelim. Bu durumda A’

A = mn\/mz—72n2
=’ +2v")Quv)’ \,”/(u2 +2v*)* —22uv)’
=W +2v’ )(2141})2x/u4 + 4tV + 4t =8uty?
=W+’ )(2uv)2x/u4 + 4t — 4y’

= (u2 +20° )(2uv)2af(u2 - 2\/2)2

=’ +2v))uv)* (u”> =2v°)

olur. u,v tamsay1 olduklarindan (a’,#’,c") tliggeni de Heron tiggenidir. Boylece ispat

tamamlanir.

Ornek 7.2.2. u=v=1 olarak alinirsa (7.4) denkleminde m =3,n =2 olur. Buradan
(a,b,c)=(10,13,13) ve (a',b',c")=(8,5,5) bulunur. u=3,v=1 iken m=11,n=6

olur. Bu durumda (a,b,c)=(170,157,157) ve (a',b',c") =(75,85,85) elde edilir.



BOLUM 8. HERON UCGENI AILESI

8.1. Gergonne Cevian Dogrusu ve Kenarortay

Gergonne Cevian Dogrusu; iicgenin bir kosesinden karsi kenarin i¢ teget gembere

degdigi noktaya ¢izilen dogru olarak adlandirilir.

Teorem 8.1.1. § noktasinda kesisen ABC {iggeninin Cevian dogrulart AD, BE,CF

olsun. O zaman

|4S| _|4E| . |AF|
ISD|  |EC| " |FB|

dir [25].

Ispat: [T'], herhangi bir T ii¢geninin alanini belirtsin. Eger iki iiggen bir ortak
yiikseklige sahip ise, o zaman onlarin alanlari, karsilik gelen tabanlar ile orantilidir.

+
Ayrica Pl _fise k=224

oldugunu hatirlayalim. Boylece Sekil 8.1.’den
qg s rts

Sekil 8.1. Gergonne Cevian dogrusu
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| AS| _[4BS] _[ASC] _[ABS]+[ASC] _[4BS]  [4SC] (8.1)
|SD| [SBD] [SDC] [SBD]+[SDC] [SBC] [SBC]

veE

|AE| [ABE] [ASE] [ABE]-[ASE] [ABS] (8.2)
|EC| [EBC] [ESC] [EBC]-[ESC] [SBC]

elde edilir. Benzer sekilde

|AF| _[45C] (8.3)
|FB| [SBC]

olarak bulunur. (8.1), (8.2) ve (8.3)’den ispat tamamlanir.

Sonug. 8.1.2. [4D] kenarortay ve | BE | Gergonne Cevian dogrusu olsun. O zaman

s, (a,b,c) lggeninin yar1 ¢evresi olmak iizere

| AS| 2(s—a)
| SD | s—c

olur.

Ispat: [AD] kenarortay oldugu igin | BD|=| DC| dir. Ayrica E igteget cemberin

| AC| kenarina teget oldugu noktadir.

B sb D s< cC

Sekil 8.2. Gergonne Cevian dogrusu ve kenarortay
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(2.8)’den dolayr AE =s—a, EC =s—c dir. Simdi Ceva Teoreminden

|BD| |CE| | 4F| _,
|DC| |EA| |FB|

yazabiliriz. Buradan

|AF| s—a

|FB| s—b
elde edilir. | BD | DC| oldugundan

|AF| s—a

|FB| s—c

yazmamiz miimkiindiir. Teorem 8.1.1.’den

\AS|_|AE|+|AF|_S—a+S—a_2(s—a)
|SD| |EC| |FB| s—-c s-—c s—c

olarak bulunur. Heron iicgeninde a,b,c ve s dogal sayilar oldugundan

| AS]_2(s—a) _
| SD| s—c

A

bir rasyonel orandir. Bu oran A tamsay1 olmasa bile dogru olacaktir. Ayrica a >c¢
ise 0<A<2 olur. Boylece her bir rasyonel A sabiti i¢in sonsuz sayida Heron

ticgenleri ailesi olusturacagiz.
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8.2. Heron Uggenlerinin A ailesi

Teorem 8.2.1 A, 0<A<2 olacak sekilde bir rasyonel say1 olsun. Heron ti¢ggeninin

A -ailesi, m ve n aralarinda asal dogal sayilar ve m >n+/21 olmak iizere
(a,b,c)=Q2(m" +2°n*),2+ A)(m’ =2An*), A(m* +4n”)

olarak verilir [25].

2(s—a)

S—C

=/ oldugunu

Ispat: s, (a,b,c) iiggeninin yar1 cevresi olmak iizere

biliyoruz. Yari ¢evresi

a+b+c
S:

oldugundan

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
2(b+c—a)=Aa+b—c)
olur. Buradan

2b+2c—-2a=Ada+Ab—-Ac
b2-A)=2+A)a—-c)

bzitj(a—c)
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olsun. Eger A #2

elde edilir. Buradan a—c= L(Z —A) olur. O halde p= b
2+ 4 2+ 4

ise a—c=(2—-A)p olur. Buradan 5=(2+A)p bulunur. Eger A =2 ise 0o zaman

b =4p olarak tanimlayabiliriz. O halde

a=Q2-A)p+c
b=Q2+A)p

c=c
olur. Bu durumda yar1 ¢evre
s=c+2p

dir. Buldugumuz kenar uzunluklar1 ve yar1 g¢evre degerini alip Heron alan

formiiliinde yerine koyarsak

A= \js(s —a)(s—=b)(s—c)
=J(c+2p)Ap(c—Ap)2p
= 2Ap*(c+2p)(c—Ap)

(8.4)

elde edilir. (a,b,c) Heron liggeni oldugundan
(c+2p)c—Ap)=21q"

olmalidir. 24 degerinin bir rasyonel kare olmasi veya olmamasi durumlarini

ayirmaya gerek yoktur. m rasyonel sayis1 yardima ile
n

2 :%q (8.5)
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veE

c—/”tq:£2/1q (8.6)
m

yazilabilir. (8.5) ve (8.6) denklemlerini taraf tarafa toplarsak p ve ¢ i¢in ¢oziimler,

B m* —2An*
P= v ymn !
oo A(m* +4n*) .
2+ A)ymn
olur. Buradan
p q c

M —2A 2+ A)mn_ Mm® +4n%)

elde edilir. p,q,c,A,m,n pozitif sayilar oldugu i¢in m >n+21 saglanir. Orantililik

sabitini goz ardi edersek

p=m>=2n’
q=2+A)mn

c=A(m’ +4n*)

olarak bulunur. (8.4)’de gosterilen alan formiilinde p ve ¢ degerleri yerlerine

yazildiginda Heron tiggenleri formiiliize edilmis olur ve siniflandirma yapabiliriz. Bu

durumda alan

A=\22p*(c+2p)(c-2p)
= x/Z/l(m2 =20 (Am® +4An° +2m” —4An° ) (Am® +4An° — Am® +21°n%)
= 22m* = 24n* ) m* (A +2)2n* (2 + A)

= (422 (m* = 220% Y m*n* (A +2)?
=2A(A+2)ymn(m* —2An")
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olur. O halde kenar uzunluklar

a=2m’+21n%)
b=Q2+A)(m* =2in")
c=A(m’ +4n*)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmaistir.

Ornek 8.2.2. 1=1,m=4, n=1 olsun. (a,b,c)=(34,42,20) olur ve buradan alan
A=336 elde edilir. (a,b,c)=2 oldugundan kenarlar1 2’ye bdoldigiimiizde
(a,b,c)=(17,21,10) bulunur ve alan1 A =84 diir.

Ornek 823. A= %, m=5,n=2 olsun. O halde kenar uzunluklar

(a,b,c)=(68,%,%) olarak bulunur ve alan A=1365 dir. Burada b ve c

kenarlar1  tamsayr  degildir. Bu durumda 2  ile  genisletildiginde
(a,b,c)=(136,91,123) olur ve alan A=5460 elde edilir. Heron ii¢genlerinin

durumuna gore sadelestirdiginde veya genisletildiginde alanlar1 yine tamsayi

olacaktir. (Burada a > ¢ korunmalidir.)

Ornek 8.2.4. 1=1,m=4,n=1 igin (17,21,10) ii¢geni ﬂ,:%,m:12,n:7 veya

A= g, m =12, n="7 oldugu zaman da elde edilebilir.

Sonug 8.2.5. Teorem 8.2.1.°de A = 2v ,m=2,n=1 igin
u

(a,b,c) =W’ +Vv’,u° —Vv*,2uv)

bir Pisagor iiggeni olur [25].



106

Ormegin; v=2, u=1 igin (5,3,4), v=4, u =3 icin (25,7,24) iiggenleri elde edilir.

Sonug. 8.2.6. Teorem 8.2.1. Heron ii¢ggenleri kiimesinin tamamini tanimlar. Ciinkdi,
Gergonne cevian dogrusu BE bir tek noktada 4D kenar ortayi ile kesisir. Bu
nedenle tiim Heron tiggenleri i¢in 0 <A <2 dir. Varsayalim A’ y1 bir rasyonel say1
olarak sabitleyelim. O zaman Teorem 8.2.1 ayn1 oranda BE ve AD kesisimine sahip
bir {iye tiim Heron tiggenlerinin A ailesini verir. 0 <A <2 rasyonel sayilar iizerinde

A degisir [25].

2

Sonug. 8.2.7. (Hoppe’nin Problemi) Teorem 8.2.1.°de A :6’”— icin aritmetik dizi

n2
kenarlarma sahip (a,b,c)=(m" +9n”,2(m* +3n),3(m’ +n’)) Heron iicgenlerini

saglar [25].
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