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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

€ : Elemanidir

c : Altkiime

A : Her

R" : nx1 boyutlu reel elemanl vektorlerin kiimesi
R™" : mxn boyutlu reel elemanli matrislerin kiimesi
STR"™" : nxn boyutlu reel elemanli simetrik matrisler kiimesi
AT . A matrisinin Moore-Penrose tersi

A7 . A matrisinin tersi

1 : Uygun boyutlu birim matris

0 : Elemanlar sifir olan uygun boyutlu vektdr veya matris
iz(A) : AeR™" matrisinin izi

N ( A) : A matrisinin sifir uzayi

AT : A matrisinin transpozesi

A : A matrisinin eslenik transpozesi

X, 7 : Optimal ¢oziimler

l,1,1, : 1-Norm, 2-Norm, Sonsuz norm

|| A|| . A matrisinin Frobenius normu

vec () : Vec operatorii

< > : I¢ ¢arpim

ol : C’nin polar konisi

A, . ij . elemani max{O, aii} olan matris

KKT : Karush-Kunh-Tucker

CG : Eslenik Gradyent

LP : Lineer Programlama



OZET

Anahtar kelimeler: Lineer denklemler, Lineer esitsizlikler, Lineer kisitlamalar,
Eslenik gradyent metodu, Genellestirilmis Newton metodu, Barrier metodu, iteratif
metod, Krylov altuzay1

Bu c¢alismanin ilk bdliimiinde, konu ile ilgili literatiir bilgisini iceren bir giris
verilmektedir. Calisma, bu boliim ile birlikte toplam bes ana boliimden olusmaktadir.

Bolim 2’de sonraki boliimler i¢in temel teskil edecek olan bazi tanim ve teoremler
verilmektedir.

Boéliim 3’te sag yan vektor degisiklikleri ile /, normu kullanilarak minimal diizeltme
problemi ele alind1.

Bolim 4’te en kiiclik kareler yaklasimi ile AX > B matris esitsizliginin simetrik

¢Oziimlerini hesaplayan bir iteratif metod sunuldu.

Boliim 5°te lineer kisith AXB > C matris esitsizliginin ¢oziimii i¢in iteratif bir
algoritma sunuldu.



SOLUTIONS TO SOME MATRIX INEQUALITIES

SUMMARY

Keywords: Linear equations, Linear inequalities, Linear constraints, Conjugate
gradient method, Generalized Newton method, Barrier method, Iterative method,
Krylov subspace

An introduction including some literature information related to the thema of the
study has been given in the first chapter. This work is consist of five chapters with
this chapter.

In the Chapter 2, some definitions and some theorems that will be fundamental in the
sequel chapters are given.

In the Chapter 3, Minimal Correction Problem is considered by minimal changing in
the right hand vector using the norm /, .

In the Chapter 4, it is presented an iterative method to compute the symmetric
solutions of the matrix inequality AX > B in the least-squares sense.

In the Chapter 5, an iterative algorithm is proposed to solve AXB > C matrix
inequalities with linear constraints.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Bu caligmada matris denklem ve esitsizlikleri ile alakali literatiirde mevcut olan
calismalarda mevcut bazi problemler ele almmistir. Ozellikle, [1-3] ¢alismalarinda
yapilanlari, gerekli 6n bilgilerle takviye ederek okuyucunun daha iyi anlamasi
hedeflenmistir. Oncelikle [1] galismasinda yapilan ve Boliim 3’te anlatilanlar ile

alakali olarak asagidakiler soylenebilir.

1.1 Ax <b Matris Esitsizligi

AeR™" bilinen matris, b€ R"™ bilinen vektor ve x € R" bilinmeyenler vektorii

olmak iizere,
Ax<b (1.1)

matris esitsizligi tutarsiz olsun. Yani, (1.1) esitsizligini miimkiin kilacak sekilde
x € R" olmasi. Burada 4 matrisi ve b vektoriinde minimum degisiklikler yaparak
x vektoriiniin bulunmasi problemi ile ilgili literatiirde bir ¢ok ¢aligma mevcuttur. Bu
is icin de simdiye kadar birka¢ algoritma gelistirilmistir [4,5]. Ayrica, (1.1)’in

¢Ozlimi i¢in bir formiilasyon /, normunu kullanarak A4x <b+r kosulu altinda

min ) ||
i=1
problemini ele alarak elde edilebilecegi gibi, /, normunu kullanarak

min”r”
o0



problemini ele alarak elde edilebilir. Bu problemler ise birer Lineer Programlama
(LP) problemine kolaylikla dontistiiriilebilir. LP problemleri Simpleks veya i¢ nokta
metodlarindan biri ile etkin bigimde c¢oziilebilir [6-8]. [1] ¢alismasinda ise A
matrisinde degisiklik yapmaksizin, yalmizca b vektoriinde minimum degisiklikler

yaparak ve /, normu kullanarak x vektoriiniin bulunmasi problemi ele alindi. [1]’de

bu problemin yeni bir formulasyonu ortaya koyuldu ve orijinal sistemin ¢oziimii ile
bu alternatif sistemin ¢oziimii arasindaki iligki verildi. Ayrica bu problemi ¢6zmek
icin yeni bir algoritma dizayn edildi. Yukarida bahsedilen ve [1]’de yapilan tiim
calismalar Bolim 3’te genisletilmis bir sekilde anlatilmaya calisilmistir. Ayrica
[I7’de verilen yeni algoritmanin kullanildigi iki 6rnek Bolim 3’tin  sonuna

eklenmistir.

1.2 AX = B Matris Esitsizligi

A, B e R™" bilinen matrisler ve X € R”” bilinmeyenler matrisi olmak iizere,

AX =B (1.2)

matris denklemi ele alinsin. (1.2) denkleminin bazi kisitlar altinda ¢oziimiinii bulma
problemleri literatiirde genis sekilde ¢alistimistir. Ornegin, simetrik ¢oziimler icin
[9], simetrik pozitif tanimli ¢oziimler i¢in [10], merkezi hermityen ¢oziimler igin
[11], bisimetrik ¢oziimler i¢in [12], skew-simetrik ortoganal c¢oziimler icin [13],
Hermityen, Hermityen R -simetrik ve Hermityen R -skew-simetrik ¢oziimler ic¢in

[14], (R.S) -simetrik ve (R,S) -skew-simetrik ¢6ziimler i¢in [15], (P,Q)

genellestirilmis refleksif ve anti-refleksif ¢oziimler icin [16] ve genel ¢oziimler i¢in
[17-29] caligmalarina bakilabilir. Ayrica, modellemede ve parametre kestirimi gibi

bir ¢ok uygulamada karsilagilan

AX > B (1.3)



matris esitsizligi Ax>b (veya Ax <b esitsizlik sistemi de Ketabchi ve Salahi [1]’de,
Salahi ve Ketabchi [30]’da incelenmistir) lineer esitsizlik sisteminin bir dogal

genellestirmesidir.

Sonu¢ olarak (1.3) matris esitsizliginin ¢oziimiinii bulmak bir ¢ok uygulama
acisindan Onemlidir. Bu gorevi Peng ve Peng 2013 yilinda yapmis oldugu bir
caligmasinda tistlenmis ve (1.3) matris esitsizliginin simetrik ¢oziimlerini hesaplamak
icin de kullanilabilir. Bunlar bu calismanin doérdiincii boliimiinde genisletilerek
hatirlatilmaktadir. Ayrica, onerilen yaklagimin kullanighiligini aciklamak igin sayisal

ornekler yine Boliim 4’lin sonuna eklenmistir.

1.3 AXB > C Matris Esitsizligi

AeR™", BeR™, CeR™ bilinen matrisler ve X € R™" bilinmeyenler matrisi

olmak iizere,

AXB=C (14)

matris esitligi ele alinsin. (1.4)’lin ¢oziimii i¢in ¢esitli lineer kisitlar altinda bazi
iteratif algoritmalar sunuldu (6rnegin, [31,32]). Ayrica (1.4) icin yine lineer kisitlar

altinda en yakin matris probleminin agik ¢o6ziimii [33]’te verilmistir. Simdi

AXB>C (1.5)

matris esitsizligi ele alinsin. Bu matris esitsizligini ¢c6zmek icin [3] ¢alismasinda bir
iterasyon algoritmasi verilmistir. Bu, [31]’de verilen algoritmanin bir
genellestirilmesi  olarak yeniden dilizenlenmis bir algoritmadir. Bu iterasyon
siirecinde LSQR metodu her en kiiciik kareler alt probleminin bir yaklasik ¢oziimiinii
daha az hesaplama eforu ile belirlemek i¢in uygulanmistir. Bu algoritmanin
yakinsaklig1 gosterilmistir. [3] ¢alismasinda bahsi gecen bu yapilanlar Bolim 5°te

hatirlatilmaktadir.



1.1 Eslenik Gradyent Metodun Onemi

Ax =b dogrusal denklem sistemi, n ¢ok biiyiik ise ve 4 ¢ok seyrek matris ise
genellikle (elemanlarinin bir ¢cogu sifir olan matrise seyrek matris denir) iterasyon
yontemleri ile ¢oziiliir. Ciinkii direkt metodlar ¢ok fazla bellek, dort islem ve hesap
siiresi gerektirirler. Biriken yuvarlama hatalar1 ¢dziimii tehlikeye sokar. Iterasyon
yontemlerinde A4 ’nin elemanlar1 degismez, bu nedenle 4 nin sadece sifirdan farkli
elemanlar1 depolanir, sifir ile dort islem yapilmaz. Hem bellek hem hesap siiresi hem
de yuvarlama hatalar1 6nemli miktarda azalir. Uygulamada karsilasilan 4 matrisi

genelde ¢ok seyrektir, sifirdan farkli eleman orani yaklasik %1-5 civarindadir.

n bilinmeyenli Ax =b dogrusal denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in hangi metod daha
uygundur? Bu soru, cevabi olduk¢a zor bir sorudur! Ciinkii ¢ok sayida etken vardir:
Denklem sisteminin biiyiikliigii, 4 ‘nin yapisi, ¢oziim siiresi, ¢oziimden beklenen
hassasiyet, kullanilacak bilgisayarin o6zellikleri, paket program var mi veya
programlanacak mi1? Denklem sistemleri ¢ok biiylik boyutlu oldugunda direkt
metodlar1 kullanmak ¢oziime ulasim giiclestirir. Ozellikle katsayilar matrisi de

seyrek ise iterasyon metodlar1 kullanmak daha mantiklidir.

Cok sayida iterasyon metodu vardir. Bunlardan biride Eslenik Gradiyent Metodudur.
Bu metod katsayilar matrisinin simetrik ve pozitif tanimli oldugu denklem sistemleri
icin en uygun iterasyon yontemidir. Eslenik Gradiyent (CG) iterasyon metodu 1952
yilinda M.R.Hestenes ve E.Stiefel tarafindan ortaya atilmistir [34]. Ax =5 denklem
sisteminde A4 simetrik degilse, A" Ax=A"bh doniisiimii yapilarak CG metodu
A"Ax=A"b sistemine uygulanabilir. Ciinkii 4" Ax=A"b sisteminde A'A4
katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tanimlidir. Bu iterasyon metodu 20.yiizyilin en

iyi algoritmalarindan biri se¢ilmistir.

Neden Optimizasyon?

Belirli sinirlamalart  saglayacak sekilde bilinmeyen parametre degerlerinin

bulunmasini igeren herhangi bir problem, optimizasyon problemi olarak tanimlanir.



Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse optimizasyon kisaca bir fonksiyonun
minimize veya maksimize edilmesi olarak tanimlanabilir [35]. Diger bir deyisle
optimizasyon, en iyi amag kriterinin en iyi degerini veren kisitlardaki degiskenlerin

degerini bulmaktir [36].

Degisen teknolojilerin, sinirli kaynaklarin, artan rekabetin, karmasik hale gelen
sistemlerin dogurdugu problemlerin klasik yOntemlerle (matematiksel veya
matematiksel olmayan, analitik veya sayisal) ¢coziimiiniin giiclesmesi optimizasyon
kavramint giiglendiren en Onemli sebeptir. Bu yOniiyle optimizasyonun
kullanilmadig1 bir bilim dali hemen hemen yok gibidir [37]. Ozellikle kimyasal
islemlerin siireklilik arz etmesi, planlamacilarin, tasarimcilarin, mihendislerin,
jeologlarin, ekonomistlerin, iktisat¢ilarin, isletmecilerin, v.b. kendi alanlarindaki
problemleri ¢6zmek i¢in yaptiklari ¢alismalar, yeni optimizasyon tekniklerini hizla

ortaya ¢ikarmustir [36].

Optimizasyonda modelleme ve ¢oOziimleme iki Onemli bilesen olarak
nitelendirilmektedir. Modelleme ger¢ek yasamda  karsilasilan  problemin
matematiksel olarak ifade edilmesi, ¢oziimleme ise bu modeli saglayan en iyi
¢oziimilin elde edilmesini kapsamaktadir. Optimizasyon tekniklerinin gelisiminde
arastirmacilar oncelikli olarak modellemeyle ilgilenmislerdir. Bu alandaki ilk ¢alisma
Leontief tarafindan Amerika Birlesik Devletleri’nin dis ticaretini ve ekonomik
yapisint modellemek amaciyla yaptigi yayindir [38]. Klasik optimizasyon teorisi
Cauchy, Lagrange ve Newton tarafindan gelistirilmistir. Kisitli problemler icin
optimizasyon metodunu adiyla anilan Lagrange gelistirmistir. Kisitsiz optimizasyon
problemlerini ¢6zmek i¢in en dik inis (Steepest Descent) metodunun ilk uygulamasi
da Cauchy tarafindan yapilmistir. Optimizasyon problemlerinin ¢éziimiine yonelik
olarak ilk 6nemli c¢aligmalarlar Dantzig tarafindan 1949’da yapilmistir. Simpleks
yontemini gelistiren de kendisidir [39]. 1960’11 yillarda kisitsiz optimizasyon
konusundaki sayisal metodlar sadece Ingiltere’de gelistirilmistir. Optimizasyon
konusundaki bu calismalar 20.yiizyilin ortalarina kadar c¢ok yavas ilerlemistir.
1950’lerden sonra bilgisayarlarin icadi optimizasyonda ¢ok biiyiik c¢aligmalar

beraberinde getirerek bir¢ok yeni teori ve metodun ortaya ¢ikmasini saglamistir [40].



Genel Bir Lineer Programlama Modelinin Matematiksel Ifadesi

Bir sistemin birden fazla miimkiin ¢6zlimleri olabilir. Bunlardan bazilari
digerlerinden daha iyi olabilir. Bu nedenle, bu alternatif tasarimlar karsilastiracak bir
kriter olmalidir. Bu tiir kriterlere amag fonksiyonu denir ve isteklere bagl olarak ya
minimize edilir veya maksimum degeri aranir. Dolayisiyla optimize edilecek

bliytikliik (maksimum veya minimum) amag¢ fonksiyon olarak adlandirilir [41].

Ornegin

max z = f(x,y)

g(x,y)=0

h(x,y)SO (1.6)
xeR”

yE{O,l’ 7m}

Bu optimizasyon probleminde sistemin amag¢ fonksiyonu z=f(x,y) ile ifade
edilmis ve karar degiskenleri x ve y ’'nin bu 0Olgiitli engoklayacak degerlerinin
bulunmasi hedeflenmektedir. Sistemin 6zellikleri ise g(x,y) esitligi ve h(x,y)
esitsizlikleri belirlemektedir. Ayrica, karar degiskenleri iki tiirli ifade edilmistir: »
boyutlu uzayda herhangi bir reel degeri alabilen siirekli degiskenler (x) ve herhangi

bir tamsay1 degeri alabilen tamsayili degiskenler ( y). Eger (1.6) optimizasyon

problemleminde f(x), g(x) ve &(x) fonksiyonlari lineer ise o problem bir lineer

programlama problemi olarak adlandirilir.

Lineer Programlama (LP) bir optimizasyon teknigidir. LP iyi tanimlanmis dogrusal
esitliklerin veya esitsizliklerin kisitlayict kosullar1 altinda lineer bir amag
fonksiyonunu en iyi (optimum) kilan degisken degerlerinin belirlenmesinde

kullanilan matematiksel programlama teknigidir [42].



LP problemleri, Grafik ve Simpleks yontemlerden biri ile ¢oziimlenebilir. Karar
degiskenlerinin iki yada ii¢ oldugu durumlarda LP problemi grafiksel yontem ile
coziilebilir [43]. Karar degiskeni sayis1 licten fazla ise bu yOntem
kullanilamamaktadir. Bu nedenle uygulamada pek fazla yer verilmemektedir.
Simpleks yontem ise iigten fazla sayida kisit olmasi durumunda kullanilabilmektedir.

Bu yontemle birlikte LP problemleri hemen hemen her sektorde kullanilmaya

baslanmustur.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, notasyonlar

ve ispatsiz olarak bazi teoremler R cismi iizerinde verilmektedir.

2.1. Vektor Uzaylar1 Ve i¢ Carpim Uzaylar

Tammm 2.1.1. Eger R ’deki her ¢ ve d skalerlerinin ve V ’deki her u, v ve w
elemanlarinin se¢imi i¢in asagidaki ozellikler saglaniyorsa, V' kiimesi skaler ile
carpim ve toplama islemleriyle birlikte reel sayilar iizerinde vektor uzayidir denir.

Burada 7 ’nin elemanlarina da vektdrler denir [44]:

a) u+vel.

b) cuel .

C) u+v=v+u.

d) u+v)+w=u+(v+w).

e) Her u eV i¢in u+0=u olacak sekilde V' ’de 0 ile gosterilen bir eleman
vardir.

f) Her u eV i¢in u+(—u)=0 olacak sekilde V' ’de —u ile gosterilen bir eleman
vardir.

g) (cd)u=c(du).
h) (c+dyu=cu+du.
1) clu+v)y=cu+cv.

1) Ixu=u.

Tanmm 2.1.2. S cR" bostan farkli bir kiime olsun. Eger v,,v, €S ve ceR i¢in

asagidaki iki kosul saglaniyorsa S ’ye R™ ’nin alt vektor uzay1 denir [44]:



1. v, +v, €S dir.

1. cve S dir.

Tanim 2.1.3. 4eR™" olsun. 4 matrisinin sifir uzay1 { yv:Ay=0,ye R’"} seklinde

tammlanir ve bu kiime N (4) ile gosterilir [45].

Tamm 2.1.4. V' reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayir olsun. Ayrica <>

semboliiyle x, y € V' vektorlerine, bir <x, y> reel sayisini karsilik getiren fonksiyon

tanimlansin. Bu fonksiyon; Vx, y,z €V vektorii ve Va € R skaleri i¢in,

X, x> > 0 dir. Ayrica, <x,x> =0<=x=0,
1. x,y>:<y,x>,

1ii. x,y+z> :<x,y>+<x,z> ,

{
{
{
(ax,y)=a(x.y),

1v.

kosullarin1 saglarsa V' iizerinde bir i¢ carpim admi alir. Bu durumda iizerinde i¢

carpim tanimlanan V' uzayina da bir i¢ ¢arpim uzayi ad1 verilir [45].
2.2. Baz1 Topolojik Kavramlar

Tamm 2.2.1 (s, ) dizisi verilmis olsun. Eger, Vne N igin s, <s,.,, oluyorsa diziye

n+l

monoton artan, s, >s,., oluyorsa diziye monoton azalan dizi denir [46].

n+l

Tanm 2.2.2. AcR ve peR olsun. Vo >0 sayist i¢in 0<|x—p|<§ kosulunu

gercekleyen en az bir x € 4 noktasi varsa, p noktasina A kiimesinin bir yigilma

noktas1 denir [46].
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Tanmim 2.2.3. Her n dogal sayisi icin s, <M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa
(sn) dizisine iistten sinirli, M sayisia da bu dizinin bir iist sinirt ad1 verilir. Her n

dogal sayist igin s, >m olacak sekilde bir m reel sayisi varsa (s,) dizisine alttan

sinirli, m sayisina da bu dizinin bir alt sinir1 ad1 verilir [46].

Tamm 2.2.4. (s,) bir reel say1 dizisi ve s€R olsun. V&>0 ve Vn>n, igin
|s, —s| < & olacak sekilde &’a bagh bir n, sayisi bulunabiliyorsa (s,) dizisi s ’ye

yakinsaktir denir ve

lim s, =s veya (s,) —>s

seklinde gosterilir [46].

Tanim 2.2.5. Cc R” olsun. VA >0 ve VxeC igin Ax e C ise C kiimesine koni

denir [47].

Tamm 2.2.6. V' vektér uzaymin bir C alt kiimesi i¢in Vu,ve C vektor ciftinin

arasindaki dogru parcas1 C kiimesinin i¢inde kaliyorsa, yani
{au+(1—a)v:0£a£l} cC
ise C ’ye konveks bir kiime denir [48].

Not 2.2.7. Bir C kiimesi Tanim 2.2.5 ve Tanim 2.2.6’daki kosullar1 sagliyorsa

konveks koni diye adlandirilir.

Tanim 2.2.8. C — R" bos olmayan bir konveks koni olsun. C ’nin polar konisi

CPZ{SERn

<s,x>£0, Vxe C}



11

bi¢iminde tanimlanir [47].
2.3. Matrislerle flgili Onbilgiler
Tamm 2.3.1. 4 € R™" matrisi olsun. Bu durumda

) AAd =4,
i)y  Ad'A=4,
iy (a4")=(a4"),

iv)  (4'4)=(4'4)
sartlarmi saglayan A" € R™" matrisine 4 matrisinin Moore-Penrose tersi denir [45].

Teorem 2.3.2. Herhangi bir 4 matrisinin Moore-Penrose tersi 4" olmak iizere,

) (4) =4,

2) (A7) =(41),

3)  (A74) =4 (AT, (447) =(4T) 4",
4)  (44') =44, (4'4) =44,

5) Eger A=0,_  ise A" =0

mxn nxm

6) Tekil olmayan A matrisi i¢in 4" = 4™

dir [49].
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Tanmim 2.3.3. Bir 4 € R™" matrisinin kosegen elemanlarinin toplamina o matrisin izi
denir ve iz(A) ile gdsterilir. Yani, iz(4) =) a, olur. Bir matrisin izinin bazi temel
i=1

ozellikleri asagidaki gibi siralanabilir [50]:

a) iZ(A+B)=iZ(A)+iZ(B),
b) VAeR igin iz(/IA):/iiz(A),
C) iZ(AT)IiZ(A),

d) iz(AB)ziZ(BA).

Tanim 2.3.4. 4 € R™" matrisinin Frobenius normu

=[Sl =i 474)

olarak tanimlanir [51].

Tamm 2.3.5. x € R"*nin; 1 normu, 2 normu (veya Oklid Normu), p normu ( p>1)

ve sonsuz normu sirastyla

b

n
Il =2
i=1

1

¥l =| 2]
i=1

1

I, = S|

X, = X, ,
i=1
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1
" P
[, = tim ], = lim | > ||, | = max|x]
0 P p ; i
=1

p—© pooe\ T

olarak tanimlanir [52].

Tammm 2.3.6. Eger 4 matrisinin her bir elemani negatif degilse A ’ya negatif
olmayan matris denir ve bu durum 4 > 0 ile belirtilir. Benzer sekilde A4 ’nin her bir
elemani pozitif ise A matrisine pozitif matris denir ve bu durum A4 >0 ile gosterilir.
Sirasiyla 4>B ve A>B ifadeleri A—B>0 ve A—B>0 anlaminda kullanilir
[53].

Tanim 2.3.7. A simetrik bir matris olsun. Vx # 0 vektdrii i¢in x” 4x >0 oluyorsa,

A matrisine pozitif tanimli matris denir [53].

Tamm 2.3.8. Bir 4 matrisi i¢in 44" = A" A=1 oluyorsa A matrisine ortoganaldir

denir. Ortoganal A4 matrisi kare, tersinir ve 4™ = 4" olan matristir [54].

Tanmm 2.3.9. 4 matrisi bir kare matris olmak iizere, 4 matrisinin elemanlari

arasinda her i # j i¢in a; = a, esitligi yazilabiliyorsa, 4 matrisine simetrik matris
denir. Benzer sekilde a; =—a, esitligi yazilabiliyorsa 4 matrisine skew-simetrik

matris denir [54].

Tamim 2.3.10. Bir kare matris hem simetrik hem ortoganal ise ona simetrik ortoganal
matris, benzer sekilde hem skew-simetrik hem ortoganal ise skew-simetrik ortoganal

matris denir [55].

Tamm 2.3.11. Bir 4eR™ matrisinin elemanlart olan q,; ’ler 1<i, j<n igin

B B 5 , o . . .
a,,=a, vea,  =a, ., ., kosullarini sagliyorsa A4’ya bir bisimetrik matris denir

[56].
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Tammm 2.3.12. ReR™™ ve SeR"™ asikar olmayan involutif matrisler yani
R=R"'#+I ve S=S"#+I olsun. Eger RAS=A veya RAS =—A4 ise AeR""

matrisi sirastyla (R, ) -simetrik veya (R, S) -skew simetrik olarak adlandirilir [57].

Tanim 2.3.13. M :[m_l.k] matrisi pxq boyutlu kompleks matris olsun. Eger

M, =Mp:-jg-k 1s€, bu durumda M matrisine merkezi hermityen matris denir [58].

Tanim 2.3.14. Eger A C"" matrisi eslenik transpozesine esitse (A= A4" ise), 4

matrisine Hermityen matris denir [59].

Tanim 2.3.15. ReC" asikar olmayan dniter involutif matris, yani

R=R"=R"'#1 olsun. Eger X" =X, RXR=X oluyorsa, X € C"" matrisine bir

Hermityen R -simetrik matris denir [60]. Benzer sekilde X =X ve RXR=-X

kosullart saglanirsa X Hermityen R -skew-simetrik matris denir [61].

Tammm 2.3.16. P, Q€ R"™ matrisleri asikar olmayan genellestirilmis refleksif
matris yani P' =P=P'#1, Q" =0=0Q"'#1 olsun. Bu durumda, sirasiyla,
A=PAQ veya A=-PAQ oluyorsa 4 R"™ matrisine bir (P,Q) -genellestirilmis

refleksif matris veya (P, Q) -genellestirilmis anti-refleksif matris denir [62].

Tamm 2.3.17. f (x) fonksiyonun ikinci mertebeden kismi tiirevlerini igeren

asagidaki matris Hessian matrisi olarak adlandirilir
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o’ f o’ f o’ f
ot oxox, | oxox,
o’ f o’ f o’ f
H=|ox,0x, 0ox;  0Ox0x,
o0’ f o’ f o’ f
| Ox,0x,  0x,0x, T ox,0x, |

Hessian matrisi simetrik bir matristir [53].

Notasyon 2.3.18. Bu calisma boyunca herhangi bir matrisin sag alt kosesine “+”
simgesi konuldugunda anlasilacak olan yeni matris; orjinal matrisin elemanlarinin

pozitif olanlarin aymi hali ile birakildigi, negatif olanlarin ise 0 ile degistirildigi

matristir. Yani 4 = (al./.) matrisi i¢in 4, = (Ezl.j) ise a; = max(al./. ,0) dir.

Tanim 2.3.19. U ve V kiimeleri R tiizerinde iki vektor uzayr ve T ise U

uzayindaki her bir vektorii, © uzayinin bir vektoriine tagiyan bir doniigiim olsun. Bu

durumda; biitiin x,y e U vektorleri igin,
T(x+y):T(x)+T(y)

esitligi saglaniyorsa 7' doniisiimii toplamsaldir ve VxeU vektori ve VaeR

skaleri i¢in,
T(ax)=al (x)

olmas1 halinde de 7' doniistimii homojendir denir. 7:U — V' doniisiimii toplamsal

ve homojen ise bir lineer doniisiim olarak adlandirilir [63].

Tanmm 2.3.20. 4eR” |V eR"™ ve m sabit bir tamsay1 olsun. Krylov matris

altuzay1 V,AV,...,A""'V matrislerinden olusan K, (4,V)=span {V, AV,..., A’"‘lV}
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m—1
bigimindeki altuzaydir. Z €K, (A4,V) ifadesinin Z = Zal.A"V , @, €R anlamina

i=0

geldigine dikkat edilir [64].
2.4. Konveks Problemler i¢in Karush Kunch Tuckher Teoremi

Teorem 2.4.1. g (x)<0, i=12,.,m, kosulu altinda min ' (x) konveks bir

problem olsun. y € R" olmak iizere,

a) Vf(%)+D." Vg (%)=0",
b) g(fc)SO,
) y=0,

d 7'g (fc) =0
olacak sekilde X optimal ¢6ziimdiir [65].

Bu teoremdeki kosullar kisalik olmasi agisindan c¢alisma boyunca KKT kosullar

olarak ifade edilecektir.



BOLUM 3. LINEER  ESITSIZLIKLERIN TUTARSIZLIGININ
DUZELTILMESI VE COZUMU

3.1. Giris
Bu bolimde tutarsiz olan
Ax<b (3.1

lineer esitsizlikler kiimesi ele alindi. Burada 4 € R™ ve b e R" ’dir. (3.1) tutarsiz
oldugu i¢in onu mimkiin kilacak sekilde xeR" yoktur. (3.1) sistemindeki
tutarsizlik, uygulamada cesitli sebeplerden kaynaklanabilir. Bu sebepler; kisitlarin
tamimlandig1 farkli gruplar arasindaki etkilesim eksikligi, yanlis veya eksik
tahminler, verilerdeki hata, agir1 iyimser amagclar, v.b. olabilir [4,5]. (3.1) sisteminden
bir tutarli sistem olusturmak icin ¢ok basit bir yaklasim, yalmizca kaynaklar vektorii

de denilen sag yan vektoriinde /, normunu kullanarak degisiklikler yapmaktir. Yani,

Ax <b+r kosulu altinda

min[im (32)

i=1
problemini ele almaktir. Bu problem bir LP problemine kolaylikla doniistiiriilebilir

[6-8]. Ayrica, amag fonksiyonunda sonsuz normun da ele alinabilecegini vurgulamak

gerekir. Bu durumda problem Ax <b+r kosulu altinda

min”r”w (3.3)
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bulma problemine doniisiir. (3.3) hala bir LP problemine denktir. Sonraki kisimda, /,

normu kullanilarak minimal diizeltme tartisilacaktir. Problemin bir denk
formiilasyonu verilecek ve yeni formiilasyonu ¢6zmek i¢in etkin bir algoritma dizayn

edilecektir.

3.2. b Vektoriinde /, Normu Kullamlarak Minimal Diizeltmeler

Sag yan vektoriinii degistirmek sureti ile /, norm kullanarak minimal diizeltme,

Ax <b+r kosulu altinda
min ~ [} (3.4)
X,r 2

ile olur. Asagidaki teoremde optimal x ve r degerlerinin nasil hesaplanacagi

gosterilmektedir.

Teorem 3.2.1. x ve 7 (3.4)ln optimal c¢oziimleri olsun. Bu durumda,

F=(A% —b)+ >dir. Burada %

min%H(Ax—b)+ ’ (3.5)
probleminin bir optimal ¢oziimiidiir.
Ispat. (3.4) ifadesi Ax <b+r kosulu altinda
. N T
mxm(mrlnznr” j (3.6)

bi¢ciminde yazilabilir. Simdi verilmis x € R” i¢in, i¢ minimizasyon problemi yani,

Ax <b+r kosulu altinda
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min- [/ (3.7)

problemi ele alinsin. (3.7) probleminin bir konveks minimizasyon problemi oldugu

aciktir, bu yiizden KKT kosullar1 optimallik icin gerekli ve yeterli kosulardir ve onlar

r—A1=0,
Ax<b+r,
ﬂT(Ax—b—r)zo,
4120

ile verilir. Burada A vektorii Lagrange carpanlarimi gosterir. Birinci denklemden

r=A elde edilir. Simdi eger en az bir i i¢in A #0 ise iciincii denklemden
(Ax—b) =r. = 4 olur. Bununla birlikte, 4, =0 oldugunda birinci denklemden 7, =0

elde edilir. Tim bunlarin hepsi r=(Ax—b)+ ifadesini saglar. Bu nedenle (3.4)

problemi

2

mxin%H(Ax —b)+

olarak yazilabilir. Bu ise ispati bitirir. |

(3.5) probleminin A"y =0, u >0 kosullar1 altinda

M B
max[—b - j (3.8)
optimizasyon probleminin duali oldugunu vurgulamak gerekir. Asagidaki sonugta

(3.5)’in bir optimal ¢oziimii kullanilarak (3.8)’in bir optimal ¢éziimii verilmistir.

A

Sonu¢ 3.2.2. x , (3.5) probleminin bir optimal ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

i =(A%—b), ifadesi (3.8)’in bir optimal ¢dziimiidiir,
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Ispat. %, (3.5)’in bir optimal ¢oziimii olsun. i =(A%—b), igin Ai=0 ve u>0

oldugu aciktir. Burada A’7i=0 ifadesi (3.5)’in optimallik kosuludur. Ayrica,
A" (A%-b), =0 oldugundan,

[(45-5), [ =(45-b)." (42-b), =(A2-b)" (45~b), =~b" (Ai~b),

bulunur. Bu ise (3.5) ve (3.8)’in amag degerlerinin esit, yani

|(45-8),[ =" (45-b),

veya

Saz=5) | =-b7 (42-5), ~[(45-5)

oldugunu gsterir. n

Sonraki kisimda (3.5)’in bir optimal ¢oziimiinii kullanarak 4'u=0, b'u=—p ,

u >0 kosullar altinda
min —uf (3.9)
2

icin bir optimal ¢6ziim olusturulabilecegi gosterilmektedir. Burada p bir kesin

pozitif keyfi parametredir.

Uyar 3.2.3. (3.9)’un kisitlarinin her birinin, u = Ax —b olarak alindiginda, (3.1)’in

alternatif sistemi olduguna dikkat etmek gerekir.
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Sonug¢ 3.2.4. X, (3.5) probleminin bir optimal ¢dziimii olsun. Bu durumda, 4A"u =0,

b"u=—p, u>0 kosullarini saglayan u *yu bulma probleminin bir normal ¢dziimii

p(43-D),
[(as-).J

i=—

Yani #, (3.9)’un bir ¢oziimudiir.

Ispat. (3.9)’un Lagrange duali,

M

1
nilax[—EH(A;t—b,u)+ ’ +upj (3.10)

dur. Burada u = (A/1 - bu)+ ’dir. Optimal ¢6zlimiin yerine yazilmasi durumunda (3.9)

ve (3.10)’un amag degerleri esit olmalidir. Dolayisiyla

2

%H(,M—bﬁ)+ =—%(Ai—bﬁ)++ﬁp

yani

2

(1-00) [ =i

esitligi saglamalidir. Buradan, x>0 oldugunda

| >

sonucu ¢ikarilabilir. Ayrica, x =— olarak tanimlanirsa,

A

=



22

(-0 |

elde edilir. x, (3.5)’in optimal ¢6ziimii ve ayrica = P b) H olsun. Bu A = ax

(45 -
oldugunu gosterir. Degiskenlerin bu se¢imi icin, iki amag deger esittir. Boylece, iki

probleminde optimal ¢oziimleri elde edilmis olur. u

(3.5)’1 ¢ozmek icin, Eslenik Gradyent (CG) algoritmasi ve sonraki kisimda tartigilan
genellestirilmis Newton algoritmasi kullanilmaktadir. (3.5)’in amag¢ fonksiyonunun
bir konveks fonksiyon oldugu aciktir. Fakat o sadece birinci tiireve sahiptir, ikinci
tireve sahip degildir [66]. Bununla birlikte, genellestirilmis Hessian bu fonksiyon

igin
Vf(x)=4"(4x-b),
ve

V?f(x)=A4"DA

bigiminde tanimlanir. Burada D bir nxn kdsegen matris olup; (A4x—b) >0

oldugunda, D(i,i)=1 , (A4x—b) <0 oldugunda D(i,i)=0 ve (Ax—b) =0

1

oldugunda D(i,i) €[0,1] dir.

Sonug olarak genellestirilmis Hessian’in bir kiime oldugu agiktir. Ancak basitlik i¢in

bu bolimde, (4x-b) =0 oldugu durumda D(i,i)=0 olarak alindi. Simdi

i

genellestirilmis Newton algoritmasi, asagida oldugu gibi 6zetlenebilir.
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Algoritma 3.2.5. (Genellestirilmis Newton Algoritmasi)

. Girdiler: Bir £ >0 dogruluk parametresi, Hessian matrisinin tersinirligini

garanti edecek bir diizeltme parametresi (6 =107") ve bir x, € R" baslangig noktasi.

1 i=0;
II ||Vf (xl.)”x > ¢ oldugu siirece asagidakileri yap.
Mo x,=x—(V2/(x)+30) 'V (x).

IIb i=i+1.

Uyar 3.2.6. Algoritma 3.2.5’in yapisinda Wolf veya Armijo gibi “arama teknikleri”
kullanilabilecegini vurgulamak gerekir. Dahasi, Armijo arama teknigi ile
genellestirilmis  Newton algoritmasinin  sonlu genel yakinsakligi [66]’da

ispatlanmaktadir.
3.3. Negatif Olmama Kisitlamah Lineer Esitsizlikler

Bu kisimda (3.1) lineer esitsizlikler kiimesi iizerine negatif olmama kisitlamasi ile

birlikte, yani x >0 kisit1 altinda
Ax<b (3.11)

esitsizliginin ¢éziimiinii bulma problemi ele alindi. (3.11)’in yalnizca (3.1)’in bir 6zel
durumu oldugu, dolayisiyla ele almaya deger olmadigi diisiiniilebilir. Fakat onun
0zel yapisindan dolayi, yine de bu tip tutarsiz lineer esitsizlikler kiimesinin
diizeltilmesini yapmak kayda degerdir. Burada yalnizca Ax <b esitsizligine sag yan
diizeltmesi yapilan durum ele alinmakta, x>0 {izerinde herhangi bir diizeltme

yapilmamaktadir. Yani, Ax <b+r ve x>0 kosullar1 altinda

min %||r||2 (3.12)
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problemi ele alinmaktadir. Asagidaki teoremde, x ve r degerlerinin optimum

coziimii verecek sekilde nasil hesaplanabilecegi gosterilmektedir.

Teorem 3.3.1. x ve 7 (3.12)’nin optimal ¢oziimleri olsun. O zaman

F=(Az% —b)+ >dir. Burada X

min %||(Ax—b)+||2 (3.13)

x=20

probleminin bir optimal ¢éztiimiidiir.
Ispat. Teorem 3.2.1’in ispatina benzerdir. u

(3.13) ve (3.5) arasindaki farkin yalnizca, negatif olmama kisitlamasi oldugu ve bu
fark dolayisiyla problemin bir kisithi optimizasyon problemine doniistiigli aciktir.
Burada (3.13)’ii ¢6zmek icin, ama¢ fonksiyonlarina x>0 degerini vererek

logaritmik bariyer [67] yaklasimi kullanilmaktadir. Boylece,

min [%H(Ax—bLHz - ,uilog(xl. )J (3.14)

elde edilir. Burada u bariyer parametresidir. Sonra x kesin pozitif vektori ve
M, =1 degeri ile baslanarak genellestirilmis Newton metodu uygulanmaktadir.

Logoritmik terim, x degerinin bilesenlerinin negatif bulunmasina izin vermeyecek

ve u ’niin degeri, genellestirilmis Newton algoritmasinin iterasyonlar: siiresince
sifira yaklasacaktir (6rnegin, g, =0.8y, gibi). (3.13)’4 ¢6zmek i¢in bir diger

yaklagim, penalt1 fonksiyon metodudur. Soyle ki,

rnxin( %H(Ax—b)+ ’ +%MH(—X)+ 2). (3.15)
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Burada M ¢ok biiyiik (6rnegin 10" gibi) bir sayidir. Bu, (—x)+H2 ifadesinin biiyiik

olmasina izin vermez. x vektoriiniin optimal ¢oziimiinde, sifira yuvarlanabilecek ¢ok

kiigiik negatif degerlerin var olabilecegini vurgulamak gerekir.

Bu boliim konu ile alakali iki 6rnek verilecek kapatilacaktir.

Ornek 3.3.2.
—6.8489 0 19.4404 0 —24.3215 0 —-49.0241
0 3.2283 0 —22.0608  44.6230 0 0
0 40.6443 0 0 ~10.7315 —47.5145 0
e 0 0 0 0 17.1437 337171  47.1410
0 —40.6443 0 0 10.7315  47.5145 0
0 ~3.2283 0 22.0608 —44.6230 0 0
0 0 0 0 —17.1437 -33.7171 —47.1410
6.8489 0 —19.4404 0 24.3215 0 49.0241
0.3540
0.8706
—0.4716
. 0.6003
—1.2545
~1.7741
~3.1529
-8.9397

olsun. Bu durumda (3.4) probleminin ¢oziimii genellestirilmis Newton algoritmasi

kullanilarak

S O O O O o o o
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—2.6863
0.6022
0
0
0
0
—14.7142

bi¢iminde elde edilir.

Ornek 3.3.3.
0 0 282208 0 0 0
35.8554  36.1008 0  —21.6061 0 0
0 11.5393 0 0O 00
4= 0 28.2208 0O 00
0  -115393 0 0O 00
35.8554 —36.1008 0 21.6061 0 0
0.2038
1.4996
0.2325
>=1 67010
23843
3.9383

olsun. Bu durumda (3.4) probleminin ¢6zlimii genellestirilmis Newton algoritmasi

kullanilarak



0.1999
1.2037
0
0
—15.2403
0

bi¢iminde elde edilir.
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BOLUM 4. EN KUCUK KARELER iLE AX>B MATRIS
ESITSIZLiGININ SIMETRIK COZUMLERI

4.1. Giris

Bu bolimde X € SR™ bilinmeyenler matrisi ve A4,Be€R™" bilinen matrisler

olmak tizere,
AX > B 4.1)

matris esitsizligi ele alinmistir. Gergek yasamdan alman veriler i¢in (4.1) matris

esitsizligini  saglayacak  sekilde X e SR™  genellikle  yoktur, yani

{X e SR™™|AX ZB} kiimesi bos kiimedir. Dolayisiyla, (4.1) matris esitsizligini

saglayacak sekilde simetrik X matrisi olmayabilir. Bu durumda yeniden

diizenlenmis
AX+Y>B (4.2)

matris esitsizligini ¢06ziilebilir kilacak bir negatif olmayan Y diizeltme matrisi
bulmak istenir. Aslinda, bu 6zellige sahip sonsuz sayida negatif olmayan Y diizeltme
matrisi vardir. Bu durumda en kiiclik negatif olmayan Y diizeltme matrisi aranir.
Daha agikcasi, bu bolimdeki ama¢ AX +Y > B matris esitsizliginin en kiigiik
diizeltme problemini arastirmak yani, AX+Y>B, Y>0, X eSR" kosullar

altinda

P(X,Y):%”Y”z (43)
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ifadesini minimumlastirmaktir.

Sonraki kisimda (4.3) en kii¢lik diizeltme probleminin ¢éziimlerinin temel 6zellikleri
calisilmaktadir. X ve Y matrislerinin (4.3) en kiiciik diizeltme probleminin
¢6ziimii oldugu kabul edilerek Y* ve AX" —Z" matrisleri, sirasiyla, iki 6zel matris

altuzay1 tlizerinde B ’nin izdisiimleri olacak sekilde bir Z* negatif olmayan
matrisinin var oldugu gosterilmektedir. Daha sonraki kisimda ise (4.3) en kiiciik
diizeltme problemini ¢6zmek ig¢in bir iteratif metod sunulmaktadir. Bu bolim bu

algoritmanin etkinligini géstermek icin verilen iki sayisal ornek ile sonlandirilacaktir.
4.2. En Kiiciik Diizeltme Probleminin Ozellikleri

X ve Y ’nin (4.3) en kii¢iik kareler probleminin ¢oziimii oldugu kabul edilsin. Bu

durumda

Y =(B-AX) (4.6)

+

olacagi agiktir. Diger taraftan, X ve Y matris ikilisinin (4.2) matris esitsizligini

saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
AX+Y-Z =B

olacak sekilde negatif olmayan Z matrisinin var olmasidir. Sonug¢ olarak (4.3) en
kiigiik diizeltme problemi AX+Y—-Z=B, Y>0, Z>0, X eSR"™ kosullar

altinda
min P(X,Y,Z) =%||Y||2 (4.7)

problemine denktir. Ayrica (4.7) optimizasyon probleminden Y ’yi elimine ederek,

X e SR™, Z >0 kisitlar1 altinda



30

minF(X,Z):%”AX—Z—B”Z (4.8)

problemi elde edilir. X ve Z (4.8) optimizasyon probleminin ¢dziimii olsun, bu

durumda

Z=(4X -B). (4.9)

olup X ile birlikte Y :(B—AX )+ matrisi (4.3) en kiigiik diizeltme probleminin

coziimiidiir. Boylece, AX > B matris esitsizliginin simetrik ¢oziimiinii en kiigiik
kareler anlaminda hesaplamak icin O6nce (4.3) optimizasyon problemi ¢oziillir. Bir

sonraki kisimda sunulan iterasyon metodu yukaridaki denk formlarin avantajini tagir.

Lemma 4.2.1. A ve B mxn boyutlu matrisler olsun. Bu durumda
(4,B)=(B".4")
olur.

Ispat. i¢ carpimin tanimindan

(4,B)=iz(B" 4)

yazilir.
ay, a,
A=| : :
a a
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oldugu diisiintiliirse

anan

i=1
B'4=| > b,a,

i=1
binain
i=1
yani
iz(B"4)=)> b,a, (4.10)
j=l i=l

olur. Benzer sekilde <BT,AT > = iz(ABT ) olacagindan

m
Z a,;b;
=1

AB" = i a, b, : ,
j=1
Zanjbnj
Jj=1
yani
iz(AB" )= S ah, (4.11)

i=l j=1

bulunur. (4.10) ve (4.11)’in esitliginden ispat tamamlanur. |
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R™"de iki altuzay

M={UeR™U=4X-2,X=X",Z>0] (4.12)

N = {Y e R™”

ATY+YTA:O,Y20} (4.13)

seklinde tanimlansin. Bu boliimiin kalan kisminda M ve N sembolleri (4.12) ve
(4.13)’te tanimlanan kiimeler olarak ele alinacaktir. Simdi asagidaki sonug
verilebilir.

Teorem 4.2.2. N matris altuzayr M matris altuzayinin polar konisidir.

Ispat. Tanim 2.2.8’den ve M altuzaymin karakteristik yapisindan M ’nin polar

konisinin

M? = {Y e R™"

<U,Y>£0,VUEM,Y20}

biciminde oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat i¢in N =M?” oldugunu goéstermek
yeterlidir. ilk olarak N — M?” oldugu gosterilsin. Bunun i¢in U=A4AX -Z e M ve
Y e N kabul edilsin. Bu durumda (4.12), (4.13), Tanim 2.1.4 ve Lemma 4.2.1

g06zoniinde bulundurularak
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Il
le
AN
~
~t
S~~—
+
T
AN
~
=
=
SN—"
~
o~ ~——
|
[\
s
N
~!
~

elde edilir. Dolayisiyla, Y € M”dir. Yani N < M” bulunur.

Simdi M” < N oldugunu gostermek icin tersine olarak YeM’ olup, YeN oldugu
yani 4" Y+7 4#0 olacak sekilde bir Y e M” matrisinin var oldugu kabul edilsin.
Bu durumda herhangi Z>0 matrisi icin a<AT)N’+ }N’TA,ATI?+I~/TA> > 2<I~/,Z>
olacak sekilde bir « pozitif reel sayist bulunabilir. U= A[a(AT Y+Y TA)} ~Z

alinirsa U € M olur. Fakat bu durumda
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=2a<A(AT17+17TA),17>—2<2,?>
=2a<AT}N’+I~/TA,ATIN/>—2<Z,IN/>

~a (AT +7 ALV v a 4TV 4,47 )-2(27)

~ ~T ~

r~ =T e ~T ~T e ~ ~
=a<A Y+Y 4.4 Y>+a<Y AY A+ A Y>—2<Z,Y>
<ATY+Y A,ATY+17TA>—2<Z17>

elde edilir. Bu ise Y e M” varsayimui ile celisir. Dolayisiyla YeM?” ise YeN

bulunur (M "N ) . Boylece ispat tamamlanir. [ |

Teorem 4.2.2 ve [68, 69]’daki sonuglara gore asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.23. U'eM , Y €N olmak flizere, herhangi BeR™" matrisinin

<U Y *> =0 kosulunu saglayan
B=U +Y" (4.14)
bigiminde bir tek polar ayrigimi vardir.

Teorem 4.2.3’ten, U" matrisinin M altuzayinda ve Y  matrisinin N altuzayinda

B ’nin izdiistimleri oldugu goriliir.

Teorem 4.2.4. X", Y ve Z" Uglistiniin (4.7) optimizasyon probleminin ¢oziimi

oldugu kabul edilsin. U" € R™" matrisi
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U'=B-Y =4AX"-7"

esitligi ile tanimlansin. Bu durumda U~ ve Y* Teorem 4.2.3’(in kosullarini saglar.
Ispat. X*, Y ve Z" iigliisii (4.7) optimizasyon probleminin ¢6ziimii oldugu igin
AY +YT4=0, AX'+Y =Z =B, Y 20, Z 20 ve (Y',Z)=0

ifadeleri bulunur. Bu kosullar (4.7) optimizasyon probleminin KKT optimallik
kosullaridir. Bundan dolay1 Y e N, U"=B-Y = AX —Z" € M ve ayrica

)

Il
7

AX*—Z*,Y*>
AX*,Y*>—<Z*,Y*>

Il
7

=—{AX", Y )+ (4X",Y")

3
AX"Y" >+<(AX)T(Y)T>)
(

AX' Y )+ X*AT),Y*T>)

r *>+<X*’Y*TA>)

X AY +Y*TA>=O

I\)I»—‘ N | — l\)l»— NI»—‘ I\)I»—‘
— — —

~
N
~

o~ —~ —

elde edilir. Bu ispati tamamlar. |

X", Y ve Z° fglisiiniin (4.7) optimizasyon probleminin ¢oziimii olmasi,
durumunda AX"—Z" ve Y" matrislerinin sirasiyla M ve N altuzaylari iizerinde
B ’nin izdlstimleri oldugu Teorem 4.2.4’ten goriiliir. Bu Teorem 4.2.3 ile birlikte
diistiniildiiginde (4.7) optimizasyon probleminin, X, Y* ve Z* ¢Oziimiiniin var

oldugunu ve AX" —Z" ve Y* matrislerinin tek oldugunu gérterir.
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4.3. Bir iteratif Metod

Bu kisimda ilk olarak (4.7) matris esitsizligi en kii¢iik diizeltme problemini ¢6zmek

icin bir iteratif algoritma verilmektedir. Sonra iteratif algoritma ile {iretilen {X k} ,
{Y,} ve {Z,} dizilerinin (4.7) matris esitsizligi en kiigiik diizeltme probleminin bir
(X YN Z ) cozliimiine yakinsakligi gosterilmektedir. Ayrica, iteratif algoritmay1

durdurma kriteri ve (4.3) probleminin ¢éziimii verilmektedir.
Algoritma 4.3.1.

Adm 1. AeR™ , BeR™ ve X,eSR™ matrislerini gir ve

Y,=(B-4X,),, Z,=(A4X,—-B), matrislerini hesapla.

Adim 2. k

1,2,..., i¢in yakinsaklik saglanana kadar asagidakileri yap.
()  minf4w -7 (4.15)
en kiiglik kareler probleminin W, simetrik ¢oziimii bul.

(i1) Xpn =X, +W,, Yk+1:(B_AXk+l)+’ Zk+1:(AXk+l_B)

N
¢ozlim tahminini giincelle.

(111))  Yakinsakligi test et.

1

|¥,-Y_|<e yada “(AXi—Zi)—(AX,_]—Zl._l)HSg kosullar1 Algoritma 4.3.1°de

durdurma kriteri olarak kullanilabilir. Burada ¢ >0 kiigiik bir hata payidir. (4.15)

problemi gelencksel matris en kiiglik kareler problemidir. Onun ¢6zliimleri
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[9,70,71]°de sunulan direkt metodlar veya [21,31,32,72]’de sunulan CG tipli iteratif

metodlardan herhangi biri ile elde edilebilir.

Lemma 4.3.2. Be{AX eR"™|[X eSR™|, Cely eR™

A'Y+Y" A= 0} olmak

tizere, D = B+ C olsun. Bu durumda
I =101 - 181

dir.

Ispat. D =B+ C oldugundan

|of =|5+cff

seklinde yazilir. Norm tanimi kullanilirsa

ID[f =i ((B+c) B+c)
z((BT+C B+C)
=iz(B'B+B'C+C"B+C'C)

=iz(B'B+C'C)
=iz(B'B)+iz(C'C)
15[ +|cf

olur. Buradan ||C||2 =||D||2 —||B||2 elde edilir. |

Algoritma 4.3.1 i¢in agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.3.3. Algoritma 4.3.1 ile{X, }, {¥,} ve {Z,} dizilerinin olusturuldugu ve

B=U"+Y" ifadesinin, (4.12)’deki gibi B ’nin yegane polar ayrisimi oldugu kabul

edilsin. Bu durumda,

lim¥, =y’ Ve]lclm(AX -z )=U (4.16)
olur.

Ispat. W, matrisi (4.15) en kiigiik kareler probleminin ¢éziimii oldugu igin,
||AW,{—Yk||S||Yk|| elde edilir. Diger taraftan, Algoritma 4.3.1 ve Z, 'nin negatif

olmayan matris olmas1 gézoniine alinirsa

| k+1 _H( k+1)
“J(5-0x+m)) )
- ax - am)
=|(B-ax,+2z,-z,-4m,) | (4.17)
r-am -z
<|(v—am).
<|law, -]

yazilabilir. ¥, 20 ile birlikte (4.17) esitsizliginden {”Yk”} dizisinin monoton azalan

oldugu ve alttan smirl oldugu ve goriiliir. Sonug olarak, bu dizi yakinsaktir ve

k— k1

tim 1 -

2):0 (4.18)

dir. Ayrica, {Yk} dizisi sinirlt oldugu i¢in, en az bir y1gilma noktasina sahiptir. Simdi
{Yk} dizisinin herhangi bir yigilma noktasinin Y* ’a esit oldugu gosterilecektir.

Sonug olarak, dizi Y"’a yakinsar.
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{Yk} dizisinin herhangi bir y1gi1lma noktas1 Y olsun. O zaman, Y >0 oldugu acgiktir.

Yie {AX e R™" AY+Y A= O} olmak iizere, herhangi

X e SR”X”} Yie {Y e R™”

Y, >0 matrisinin
Y, =i}k —HN/k

bi¢ciminde yegane ortoganal ayrisima sahip oldugu goriiliir. Ayrica, W, (4.15) en

kiiciik kareler probleminin ¢dziimii oldugu igin bu matris AW, = Y« ifadesini saglar
ve Lemma 4.3.1°den
2

(A ASTE A2

(4.19)

elde edilir. Buradan (4.19) esitsizligi ile birlikte (4.18)

limY; =0

k—o

olmasim saglar. Sonug olarak, {Y,} dizisinin herhangi bir yigilma noktasi {17 k}

dizisinin bir y1gi1lma noktasidir. Bu ise YeN oldugunu gosterir.

Buispat U" = B— Y matrisinin M ’ye ait oldugunu da gostererek bitirilir. Bu amacla

Z >0 kosulu ve X € SR™ kisit1 altinda
minF (X,¥)=|4X -Z-B+7¥|
en kiiclik kareler problemi ele alinir. Bu problem her zaman c¢oziilebilir. Diger

deyisle bu problemi ¢ézen X e SR™ matrisi ve negatif olmayan Z matrisi vardir.

Bu durumda
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AX,-Z,-B+Y =0 (4.20)
esitligi F ()N( Z ) =0 esitligini saglar. Boylece, ¢6ziim matrisleri

AX-7Z-B+Y =0

ifadesini saglar ve

B=(AX-Z)+Y=U+Y

ifadesi B ’nin yegane polar ayrisimidir. Yani, U =U" ve Y =Y du. (4.20)’in bir

baska sonucu

lim(AX, ~Z,)=1im(B-Y,)=B-Y" =U"

k—o0 k—o0
olmasidir. Bu ispat1 bitirir. [ ]

(4.3) en kiiciik diizeltme probleminin ¢oziimlerini gdstermek icin kullanish olan

asagidaki lemma, [70] ve [71] calisilmalarinda bulunabilir.

Lemma 4.3.4. AX =B matris denkleminin X € SR™ igin ¢oziilebilir olmasinin
gerek ve yeter kosulu AB" =BA” ve AA'B=B olmasidir. AX =B matris

denkleminin SR™" ’de ¢oziilebilir oldugu kabul edilsin, bu durumda onun yegane

minimum Frobenius norm ¢6ziimii
X=AB+(I-A"A)(A4A'B)"

olup ve genel ¢oziimler
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X=AB+(I-A"A)(A'B) +(I-A" )G - A" 4)

olarak ifade edilebilir. Burada 7/, nxn boyutlu birim matris ve G, nxn boyutlu bir

keyfi simetrik matristir.

Yukaridaki sonuglar diistintildiigiinde asagidaki uyarilar verilebilir.

Uyar1 4.3.5. Algoritma 4.3.1 tarafindan olusturulan {X,}, {¥,}, {Z,} dizilerinin

limitlerinin var olmasin1 Teorem 4.3.3 garanti eder. Bu dizilerin limitleri sirasiyla

X", Y ve Z olarak kabul edilsin, bu durumda VG € SR”" icin
= * * * * T
X=A'B-Y'+Z)+(U-AD| A B-Y +Z)] +(I-A'HG(I - 4'4)

ile birlikte Y*, (4.3) en kiigiik diizeltme probleminin ¢oziimiidiir. Ayrica, AX -7

ve Y sirastyla M ve N altuzaylari iizerine B ’nin izdiisimiidiir.

Uyari1 4.3.6. AX > B matris esitsizliginin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Y" =0 olmasidir. Eger AX > B matris esitsizligi ¢oziilebilirse, o zaman Lemma

4.3.2°den
X = A*(B+Z*)+(1—A*A)[A*(B+Z*)]T +(I-A"A)G(I - 4" 4)

ifadesi 4X > B matris esitsizliginin ¢ozliimiidiir. Burada G , nxn boyutlu keyfi

simetrik matristir.

Uyar1 4.3.7. Eger Y =0 ve Z =0 ise, X matrisi 4X =B matris denkleminin
¢cozlimidiir. Bu durumda AX =B ’nin genel c¢oézliimleri ve yegane minimum

Frobenius norm ¢6ziimii Lemma 4.3.4’deki gibi belirtilebilir.
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Bu kisim (4.7) problemin Algoritma 4.3.1 kullanarak ¢6ziimiinii igeren iki 6rnek ile

sonuclandirilacaktir.

Ornek 4.3.8.

0 2 3 -3 -4 3 0
4 -4 -4 1 0 0 -3
4 =2 1 0 5 -1
o2 2 11 3 -3
3 4 -4 -1 3 0 3
4 -1 0 -5 2 -2 -1
2 3 2 0 4 -4 4
31 1 -1 4 2 =5
3 2 -4 -1 -3 1
1 3 3 -4 5 1
0 4 4 -4 )
g2 42 1 3 2
2 1 -3 3 3 -3 3
-4 1 0 4 2 -1
4 2 2 =2 3 3 -l
-5 4 4 2 0

olarak verilsin. Bu durumda Algoritma 4.3.1 uygulandiginda

-0.2958 -0.3331 -0.1694 -0.9688 0.08573 -0.3668 —0.2705
-0.3331 0.6066 03919 -0.1612 -0.0626 0.5210  0.1923
-0.1694 0.3919  0.1030 0.2919 -0.3940 -0.3633 -0.5406
X =|-09688 -.01618 0.2919 -3.2794 04705 0.2366 —0.1578
0.0857 -0.0626 -0.3940 -0.4705 0.5531 -0.1159 -0.2990
-0.3668 0.5210 -0.3633 0.2366 0.1159  0.9498  0.2480
0.2705  0.1923 -0.5406 -0.1578 0.2990 0.2480 -0.4193

elde edilir.
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Ornek 4.3.9.

A=
5 3 -1 1 3
0 4 -3 =2
2 2 3 -1 4
-1 3 2 0 1
B =
5 -4 -4 -3

olarak verilsin. Bu durumda Algoritma 4.3.1 uygulandiginda

-0.2589 0.5711  0.2620 —-0.0027 0.7520
0.5711 -0.1476 0.3088  0.0208 0.3653
X =| 02620 0.3088 —0.0594 0.1501 0.2979
-0.0027 0.0208 0.1501 0.1429 0.3102
0.7520  0.3653  0.2979 03102 0.1785

elde edilir.

Elde edilen ¢oziimlerde (4.15)’in ¢oziimii i¢in [2]’de tavsiye edilen yontemler yerine
[33]’deki  yontem  kullanilmistir. Bu yontem [2]’de tavsiye edilenlerle

karsilastirildiginda ¢ok daha az adimda ve ¢ok daha hassas ¢Ozlim vermistir.



BOLUM 5. KISITLAMALI  AXB>C TUTARLI VEYA
TUTARSIZ MATRIS ESITSIZLIGININ COzZUMU
ICIN ITERATIF METODLAR

5.1. Giris

S kiimesi, R™" ’nin simetrik, skew-simetrik, (R,S ) -simetrik, v.b. matrislerinden

olusan alt matris kiimelerinden biri ve X € S olmak iizere
AXB>C (5.1)

kisith matris esitsizligini ¢ozme problemi ele alinsin. Burada 4 e R™™, Be R™,
C e R™ verilen matrislerdir. Tabii ki (5.1) kisith matris esitsizligi (3.1) lineer
esitsizlik sisteminin bir dogal genellestirilmesi olarak kabul edilebilir, 4x>b
esitsizligi ise bir ¢ok uygulamada goriildiigii gibi [73-76] bu calismanin {iglincii
bolimiinde tartisitlmistir.  Ayrica, (5.1) esitsizligi  (4.1) esitsizliginin  de

genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.

Bununla birlikte (5.1) kisitli matris esitsizligi tutarsiz olabilir yani,
{X eS|axB>C}

kiimesi bos kiime olabilir. (5.1) kisith matris esitsizliginin tistesinden gelmek icin iki
yol sunlardir: Birincisi matris denklemlerinin geleneksel en kiiciik kareler

problemlerine benzer sekilde

min /(X )= H(C—AXB)+

. XesS (5.2)
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kisith en kiigiik kareler problemini ¢dzmek sureti ile (5.1) tutarsiz kisitli matris

esitsizligi coziilebilir. f (X ) fonksiyonu S iizerinde siirekli oldugu icin (5.2)
probleminin ¢6ziim kiimesi bos degildir. Ayrica, f*(X)=0 yani (C - AX *B)+ =0
olacak sekilde X e S varsa, bu durumda (C— AX*B) = (C— AX*B)_ <0 elde

edilir. Bunun anlami (5.1)’in tutarli olusudur. Tutarsiz kisitlh (5.1) matris
esitsizliginin Ustesinden gelmenin bir diger yolu AXB+Y>C , Y20, XeS

kosullar1 altinda
min P(X,Y)=|Y| (5.3)

en kiiciik sapma problemini ¢ozmektir. Aslinda bu, AXB>C-Y bi¢iminde
diizenlenmis matris esitsizligi tutarli olacak sekilde minimum normlu bir negatif
olmayan diizeltme matrisi olan Y ’nin bulunmasidir. (5.3) en kiiciik sapma

probleminin AXB+Y > C kosulu altinda

[} (5.4)

min (min
XeS Y>0

bigiminde yeniden ifade edilebilecegi agiktir. ¥ =(C — AXB) matrisi verilen X € §

matrisi icin AXB+Y > C kosulu altinda

min Y] (5.5)

i¢ minimizasyon probleminin ¢oziimidiir. Bu durumda (5.4) ifadesi (5.2) bigiminde

yeniden yazilabilir. Bu ise (5.2) ve (5.3) problemlerinin denkligini saglar.

Peng matris esitsizligi ile kisitlanmis bir matris denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in

bir metod oOnerdi ve onun esas katkisi1 kisitsiz (5.3) en kiiciik sapma problemini



46

¢ozmek i¢in bir iteratif metod sunmasidir [77]. Ayrintilar i¢in [77]’deki Algoritma

2.1’¢ bakilabilir. Iterasyon asagidaki gibi yapilabilir.
Algoritma 5.1.1. (Algoritma EM)

X, €8 keyfi baglangi¢ matrisi verilsin.

olsun. £ =0,1,2,..., icin k. iterasyonun temel adimlar1 asagidaki gibidir.
Adim 1: W, =arg1;1V1i?||AWB—Yk|| (5.6)

en kiiglik kareler alt problemini ¢dzerek W, matrisini hesapla.
Adim 2: X=X, +W,

bigiminde tahmini ¢oziimiinii giincelle.

Adim 3: R, =C—AW, B, Y, =(R.),, Z.=(-R..),

bi¢iminde rezidii matrisini ve onun bilesenlerini giincelle.
Adim 4: Yakinsaklig1 test et.

Algoritma 5.1.1 cesitli S lineer kisitlar1 altinda (5.3) en kiiclik sapma veya (5.2) en
kiigiik kareler problemini ¢ézmek i¢in genellestirilebilir. Algoritma EM’nin mantigi
bir inis yonii olarak (5.6)’nin ¢6ziimiinii kullanmak ve bu yon boyunca ¢oziimii
gilincellemektir. Bu iteratif metodun en ¢ok emek harcanan kismi (5.6) kisitli en

kiigiik kareler alt probleminin ¢dziimiinii bulmada ve her iterasyon adiminda
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(5.6))nin W, tam ¢oOziimiine bagli bu iteratif metodun yakinsakligini kontrol

etmededir. Detaylar i¢in [77] deki Teorem 2.5’e bakilir. Boylece hesaplama is yiikii
oldukca agirdir. Ek olarak [77] deki kisitsiz en kiigiik kareler problemini ¢6zmek icin
Peng Moore-Penrose genellestirilmis tersi kullanmistir. Fakat c¢esitli S kisith
kiimeleri durumunda (5.6) ¢6ziim i¢cin Moore-Penrose genellestirilmis ters kullanmak

uygun degildir.

Bu zorlugun iistesinden gelmek i¢in bu bdliimde yeniden diizenlenmis bir iteratif
metod sunuldu. Bu yeni algoritma (5.2) en kiiciik kareler problemini ¢ézmek ig¢in
olan Algoritma EM nin bir genellestirilmesidir. ki iteratif metod arasindaki esas fark
(5.6) en kiiciik alt problemini ¢6zmede yatar. Bu yeni iteratif metodda her iterasyon
adiminda (5.6)’nin tam ¢6zimii yerine yalnizca yaklasik ¢Oziimiinii hesaplamak
gerekir. Burada temel mantik her iterasyonda diisiik boyutlu bir 6zel Krylov altuzay
matrisi tizerinde bir kisith en kiiciik kare alt problemini ele almaktir. Bu Krylov
altuzay matrisi S ’de kisithdir. Ayrica, bu Krylov altuzay matrisi {iizerinde
kisitlanmis en kiiclik kareler alt problemi LSQR metodu ile daha az hesaplama

yapilarak ¢oziilebilir.

Kisim 2’de baz1 6n bilgiler verilip (5.2) en kiigiik kareler problemi karakterize
edilmeye calisilmistir. Kisim 3’te (5.2) en kiigiik kareler problemini ¢ézmek icin
yeniden diizenlenmis bir iterasyon algoritmasi sunulmakta ve bu algoritmanin

yakinsaklik analizi verilmektedir.

5.2. (5.2) Probleminin Karakterizasyonu

Bu kisimda (5.2) en kiiciik kareler probleminin karakterizasyonunu sunmak i¢in
oncelikle baz1 gosterimler tanimlanacak ve Hilbert uzayinda polar ayrisim teoreminin

[68,69] yaninda altuzay iizerinde klasik projeksiyon teoremi [78] hatirlatilacaktir.

Lemma 5.2.1. V' bir Hilbert uzayr ve M onun bir altuzayr olsun. Bu durumda
m” € M ’nin M lizerinde v €V ’nin yegane ortoganal iz diisiim vektorii olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu m*’m V me M igin
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<v—m*,m>:0 (5.7)
denklemini saglamasidir.

Bu bolimde R™ ’nin S {izerine ortogonal iz disimi P ile gosterilmektedir.

Bundan dolayt Lemma 5.2.1°den herhangi ¥ e R™" ve X € § i¢in

(Y. x)=(P(¥).X) (5.8)
saglanir. Ayrica,

[P =(r.P()) <l (v)]

olur. Bu ise VY € R™ i¢in

[P()] =] (5.9)

ifadesini saglar.

Lemma 5.2.2. V' ve Y Hilbert uzayinda kapali konveks koni U olsun. Onun polar

konisi, yani kapali konveks konisi

Y={er‘<u,v>SO, ‘v’ueU}

ile tanimlanir. Bu durumda herhangi veV vektorii v=u"+ y" bi¢giminde tek bir

polar ayrisima sahiptir. Burada

u elU, y'eY,ve <u*,y*>:O (5.10)
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dir.

Lemma 5.2.3. 4, SxR™?’den R™ ye bir lineer doniisiim olsun, o zaman

C={4(X,Z)|XeS, ZeR™, Z>0|

matris kiimesi R™? *de bir kapali1 konveks konidir.

Ispat. C matris kiimesinin direkt olarak tanim diisiiniildiigiinde bir konveks koni

oldugu agiktir. Burada sadece C ’nin kapaliligin1 géstermeye ihtiya¢ duyulur.

[k olarak A ’nm sifir uzayinin asikar uzay yani,

N(4)={(X,Y)eSxR™

A(X,Z)=0}={(0,0)}

oldugu kabul edilsin. Bu, 4 lineer doniistimiiniin bire-bir doniisiim olmasini saglar.

Eger C’nin {4(X,.Y, )}:;1 dizisi yakinsak ise bu durumda

limA(X,.Z,)=A4(X",2")

k—o

olacak sekilde X" eS ve Z eR™? vardir. Ciinkii 4 lineer doniisiimiiniin
gorlintiisi R"™ ’niin kapali bir altuzaydir. Ayrica A4 'nin bire-bir, stirekli ve siirli

olmasi gergeginin bir sonucu olarak k —> o iken X, > X" ve Z, > Z" olur.
Boylece X" €S ve Z°>0 i¢in A(X*,Y*)EC oldugu ve C kiimesinin kapali

oldugu gosterildi.
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A’nm sifir uzay asikar degilse bu durumda /7, =J, = {1, 2,...,n} , 1, = {1, 2,...,m} ve

J, ={1,2,...,q} olmak {izere A()N(,Z)=O ve

g = {(s,t) el xJ,

}.Hao};t@ eger X =(xu )20, (5.11)

82:{(i,j)elz><J2 2,,»<0}¢® eger Z=(z,) 0. (5.12)

olacak sekilde (X’ Z ) e Sx R™" sifirdan farkli matris ikilisi var olmak zorundadir.

Genelligi bozmaksizin X ve Z matrislerinin her ikisinin de sifirdan farkli matris

oldugu ve (5.11) ile (5.12)’yi sagladiklar1 kabul edilebilir. Boylece,

3 xs‘t
L=mmn-q—=—/,
(s.1)eg Xt

. Z[
t,=min s —=-;>0
(i,j)esz Zij

olmak iizere, C ’nin her A(X,Z) matrisi A(X +1,X,7Z +t22) olarak yeniden

yazilabilir. Bu yilizden X +t1X’ eS ve Z +z22 >0 olur. Ayrica, her matrisin sifira

esit en az bir eleman1 vardir. Sonug olarak C matris kiimesi

c= U Gu= U |ax2)|xes, zery 220 (5.13)

(s.2)elJy(in))elx], (s.2)elpdy{in))elx],
bi¢imde yeniden yazilabilir. Burada

Sy ={X[X €S, x,=0} ve Ry ={z|zerR™, z =0}

y
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dir. S[s,,] XR’[’ZXJ"] kiimesi, SxR™“ kiimesinin bir altuzayidir, dolayisiyla 4 ’nin
S[S’ q XRE:% tizerinde de bir lineer donilisiim oldugu agiktir. Eger S[SJ] fofﬁ altuzay1

tizerinde A nin sifir uzayr asikar uzaysa, bu durumda karsilik gelen C[s,t;i,j] matris

kiimesi ispatin ilk kismindan kapalidir. Eger S”] XRE?:% altuzay1 tizerinde A4 ’nin

sifir uzayr asikar uzay degilse, C matris kiimesi, sonlu tane kapali kiimenin
birlesmesi olarak ifade edilene kadar Onceki diislince tekrarlanabilir. Bu C ’nin

kapaliligini saglar. [ ]

SxR™’den R™’ye

A(X.Z)=AXB-Z :(A’_[)[)g EJ@

seklinde bir A4 lineer doniisiimii tanimlansin. Bu durumda Lemma 5.2.3’ten
U={UeR™|U=4XB-Z, XeS, Z=20} (5.14)

matris kiimesinin kapali konveks koni oldugu bilinir. Ayrica [77]’deki Torem 2.2°nin
ispat metodu ve (5.8) esitligi kullanilarak [77]’deki Torem 2.2’nin bir genellemesi

olan asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 5.2.4. (5.14) matris kiimesinin polar konisi

Yz{Ye]RW"

P(A"YB")=0, Y2 o}

dir.

Bu kismin esas sonucu yukaridaki lemmaya gore asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem 5.2.5. X €S matrisinin (5.2) en kii¢iik kareler probleminin bir ¢oziimii

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X~ matrisinin

P(AT(C—AX*B)+)BT =0 (5.16)
kosulunu saglamasidir.

Ispat. X" €S, (5.2)’nin ¢dziimii olsun. Bu durumda X~
minp(X)=|C+(4X"B~C) - 4xB| (5.17)
en kiiciik kareler probleminin de bir ¢ozlimiidiir. Aksi takdirde

£(%)= HC+(A)~(B—C)+ —A)?BH <p(X)<p(x")=r(x")

olacak sekilde bir X €S matrisi meveut olur. Bu ise varsayim ile ¢elisir. Sonug

olarak AX"B matrisi C + (AX*B - C)+ ‘nin

Range(4,B) = {AXB|X € S}

altuzay1 lizerine ortoganal iz diisiimiidiir. Bu durumda Lemma 5.2.1’den VX € § i¢in
<C+(AX*B—C)+—AX*B,AXB>:<(C—AX*B)+,AXB>:O (5.18)
elde edilir. (5.8) ve (5.18)’den

(47 (C-ax°B) B, X)= <P(AT (C-4x°B), BT),X> -0
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esitlikler herhangi bir X €S matris i¢in saglanir ve P(AT (C - AX *B)+ B ) =0

oldugu goriiliir.

Tersine, X" €S ’nin (5.16)’y1 sagladiginm ve X €S ’nin (5.2)’nin bir en kiiciik
kareler ¢6ziimii oldugu kabul edilsin. Gereklilikten X 'nim (5.16)’y1 da sagladig ve

bu durumda hem (C— AX*B)+ ‘nin hemde (C— A)N(B) ‘nin (5.15) polar konisine ait

oldugu gériliir. Diger taraftan C € R" matrisi

C=AX'B+(C~AX'B) +(C~AX'B) = AXB+(C~AXB) +(C—AXB)
seklinde parcalanabilir. Ayrica (5.8) ve (5.16)’dan

(4x°B+(C-AX"B) ,(C-4XB) )=0

(4XB+(C-4XB) (C-4XB) }=0

elde edilir. Sonug olarak C matrisinin polar ayristminin tekligi ve dnceki esitligin

X"’ (5.2)’nin en kiigiik kareler ¢oziimii oldugunu belirtmesi sebebiyle Lemma

5.2.2°den
(C-4x°B) = (C—A)?B)+

oldugu goriiliir. [ ]
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5.3. (5.2)’nin Coziimii Icin Iteratif Metod

Oncelikle S ’de icerilen bir 6zel Krylov matris altuzay: tanimlansin. Bunun igin

F(X)= P(ATAXBBT ) ile verilen F, S iizerinde bir lineer operatdr olsun. Verilen

pozitif s tamsayisi i¢in
K (F.V)=span{V,F(V),..F (V)} S (5.19)

ifadesine F' lineer operatorii ve V' € S matrisi ile iiretilmis Krylov matris altuzay1

denir ve bu altuzaym boyutu s ’yi gegemez. Bundan sonra F*(V) ,
F*(V)=F (F"_l(V)) , 1<k<s , biciminde ardistk olarak tanimlanacak ve

F°(V)=V olarak aliacaktir.

Bu kisimda (5.2)’nin ¢6ziimii i¢in yeniden diizenlenmis bir iteratif yontem sunup

onun yakinsaklik analizi yapilacaktir. iterasyon yontemi asagidaki gibi tanimlanur.
Algoritma 5.3.1. (Algoritma IEM)

s pozitif bir tamsayis1 ve X, € S keyfi bir baglangi¢ matrisi verilsin.

olsun. £ =0,1,2..., i¢in k. iterasyonun temel adimlar1 asagidaki gibidir.

Adim 1: W, =arg min )||AWB—Y,{|| (5.20)

WeK (F.V;
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2

kisith en kiigiik kareler alt problemini ¢ozerek W, 1 hesapla. Burada

V,=P(A"Y,B") ve
K (F.V,)=span{V, . F (V,),.F*" (V,)} (5.21)

(5.19)’da tanimlanmis Krylov matris altuzayidir.

Adim 2: Coziim tahminini

X, =X, +W, (5.22)
olarak giincelle.

Adim 3: Rezidii matrisini ve onun billesenlerini
R,,=C-4X, B, Y, = (Rk+1 )+ (5.23)

olarak giincelle.
Adim 4: (5.16)’ya gore yakinsaklik testi yap.

Teorem 5.3.2. F lineer operatdriiniin ayrik O6zdegerlerinin sayist x# olsun. Bu
durumda eger s > u ise, (5.20)’nin W, ¢oziimii ayn1 zamanda (5.6) en kiigiik kareler
alt probleminin de ¢oziimiidiir.

Ispat. K (F.V,) Krylov matris altuzayt S ’nin bir altkiimesi oldugundan
gosterilmesi gereken yalnizca s > 1 iken Krylov altuzayinda igerilen (5.6) nin bir en

kiiciik kareler ¢ozlimiiniin var olusudur.
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Lemma 5.2.1 ve (5.8)’den goriiliir ki, (5.6) en kii¢lik kareler probleminin bir ¢ézliimii

olmasu i¢in gerek ve yeterli kosul W, 'nin

F(W,)=P(4'Y,B")=V, (5.24)
esitligini saglamasidir. F ’nin biitiin ayrik 6zdegerleri

A>4>.>4,20

olacak sekilde siralanmis olsun. F ’in S ’de simetrik operator oldugu aciktir. Clinkdi,
(F(X).Y)=(X,F(Y))

esitligi biitlin X,Y € § i¢in gecerlidir. Bu durumda,
p(t)=(t=2)(t=4)(t-4,)=t"+a, 1" +. +at+a,

F’nin u dereceli minimal polinomudur ve

P(F)(1)=F* (V) +a, F* (1) +.+ aF (V) +a, =0

dir. Eger F ’nin sifir uzay1 asikar uzay ise, o zaman 4, >0 ’dir. Bu ise q,#0

anlamina gelir.

W, = —i{Fﬂ-1 (V)+a, F*? (Vk)+...+a1Vk}
aO

olsun. O zaman s>y oldugu igin W, € K (F,V,) ve bu durumda W, , (5.6)’y1

saglayacagi i¢in (5.24)’ilin yegane en kiiciik kareler ¢oziimiidiir.
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Eger F ’nin sifir uzay1 agikar olmayan uzay ise, 4, =0 olur. Bu g, =0 ve ¢, #0

anlamina gelir.

U =F"(V,)+a, F*(V,)+..+aV, (5.25)
olsun. Bu durumda, F (U, )=0 ve dolayisiyla VX € S igin
(F(U.X))=(4"AU,BB", X} =(AU,B, AXB) =0

oldugu goriiliir. X =U, alarak, AU ,B=0 elde edilir. Diger taraftan (5.25) goz

Oniine alinirsa, U, = P(AT EB' ) olacak sekilde E, € S matrisi vardir. Dolayistyla,
(4U,B,E,)=(U,,P(4"EB"))=(U,,U,) =0

olur, buise U, =01 saglar.

W, = —i{F”*2 (V) +a, F (V) +.tal, )
a

olsun. Bu durumda, W, e K (F,V,) ve ayrica W, , (5.24)ii saglar. Bu ise ¥, 'nin

(5.6) en kiigiik kareler alt probleminin bir ¢6ziimii oldugu anlamina gelir.

s pozitif tam sayis1 yeterince biiylik oldugunda (5.20)’deki W, 'nin ayn1 zamanda

(5.6)’nin en kiigiik kareler ¢oziimii oldugunu Teorem 5.3.2 gosterir. Bu durumda,
Algoritma IEM Algoritma EM’ye indirgenir. Bununla birlikte, bazi durumlarda
(5.6)’nin en az bir ¢oziimii V, ’ya bagl olan daha kiigiik boyutlu (5.21) Krylov matris

altuzayina ait olabilir. Asagidaki iddiaanin ispat1 Teorem 5.3.2°de verilene benzerdir.
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Teorem 5.3.3.

K, (F.V,)=span{V,.F(V,).,...F" (V,)} (5.26)

olmak iizere, / pozitif tam saysi (/<s) i¢in eger F'(V,)eK, (F.V,) ise
K, (F.V,)=K, (F.,V,) dir. Ayrica (5.26)da igerilen (5.6)’min bir en kiigiik kareler

¢Ozimi vardir.

Teorem 5.2.5’e gore Algoritma IEM’nin yakinsaklik 6zelligi asagidaki teoremde

verilmektedir.

Teorem 5.3.4. Verilen herhangi s pozitif tam sayisi i¢in Algoritma IEM ile

olusturulmus {X,} matris dizisi

lim P(A” (C- AX,B), B")=0

k—o
ifadesini saglar.

ispat. W, , (5.20) kisith en kiiciik kareler alt probleminin bir ¢6ziimii oldugu igin,

AW, B
{awB|w e K, (F.V,)}

altuzayr lizerinde Y, ’nin ortoganal iz disimidir. Lemma 5.2.1°den

VW eK (F,V,) igin

(Y, — AW .B,AWB)=0, (5.27)
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oldugu gbriiliir. W =W, alarak (AW,B-Y,, AW,B) =0 elde edilir. Bu ise,
| 4w B[ =(,, AW,B) (5.28)

olmasina denktir. (5.23)’deki {Yk“} dizisi i¢in (5.22) ve (5.28)’den

2

[l =[(c - ax,,B),

<|(x - ams) |

+1

2

(Y,{—AW,{B—(AX,{B—CLL

<||Y, - 4w, B| (5.29)
=%l -2(¥,. AW, B)+| 4w, B[

= | 4w B[

<|x[f

oldugu goriiliir. Bu ise {”Yk”} dizisinin monoton azalan ve alttan sinirli oldugunu
gosterir. Sonug olarak,
lim(|v,]" + ) =0 ve  limaw,B=0 (5.30)

k— k—0

elde edilir. Ayrica (5.27)’de W =W, alarak,

(Y, — AW, B, AV,B) = (A" (Y, - AW,B)B" .V, ) =|Vi[ (4" AW, BB" ¥V, ) =0 (5.31)
bulunur. Bu ise,

Wil = (4" 4w, BB" ¥, ) >0 (5.32)

esitsizligini saglar. (5.18)’den



Wil=p(an5)

<aryw
oldugu goriiliir ve bu durumda k& — o iken,

(4" 4w, BB" .V, )<|4" 4w, BB" ||V,
<|4| 8| 4w, B[V
<[4 (1] | 4w, 8|
<[l 4[] 4w B][x;] >0

dir. Boylece (5.32) ve (5.33)’ten

limV, =lim

k— k—o0

P(A"Y,B")

=lim P(4" (C-4X,B), B")=0

k—o©

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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(5.33)



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Boliim 1°de ¢alismanin igerdigi kavramlar hakkinda bilgi verilmektedir. Boliim 2°de,
calismada kullanilacak olan temel bazi gosterimler, tanimlar, 6zellikler ve ispati
olmaksizin bazi teoremler verilmektedir. Bu boliimlerin haricinde bu ¢alisma {i¢ ana

boéliimden olusmaktadir.

[1]7’de Ax <b lineer esitsizlikler kiimesinin yalnizca sag taraf vektoriinde yapilan
minimal degisimler ile nasil ¢oziilebilecegi arastirildi. Bunun igin orijinal model
yeniden diizenlendi ve alternatif sistem elde edildi. Sonra bu sistemi ¢6zmek i¢in bir
genellestirilmis Newton algoritmasi verildi. Bunlar Bolim 3’te hatirlatilmaktadir.
Bolimiin sonuna genellestirilmis Newton algoritmasi ile ¢oziilmiis ve rasgele

olusturulmus iki 6rnek eklenmistir.

[2]’de AX > B tutarsiz matris esitsizliginin simetrik ¢oziimlerini bulmak i¢in bir
iteratif metod sunuldu. Bu iteratif metod 4X =B matris denkleminin ve AX > B
tutarli matris esitliginin de simetrik ¢oziimlerini bulabilir. Problem (4.3)’lin
¢oziimlerini hesaplamak icin bir iteratif metod (Algoritma 4.3.1) sunuldu. ki &zel
matris uzay1 ((4.10) ve (4.11)) ortaya koyuldu ve denklem (4.7)’nin X*, Y*, Z~
¢Oziimlerinin (4.10) ve (4.11) matris altuzaylari tizerinde B izdisimi AX" —Z" ve
Y" matrisleri olacak sekilde bulundu. Bunlar Boélim 4’te hatirlatilmaktadir. Bu
boliimiin son kisminda iteratif metodun etkinligini gostermek icin sayisal ornekler
verilmektedir. Bu ornekler verilirken Algoritma 4.3.1°deki (4.15) ifadesinde W,
bulunurken [2]’den farkli olarak Moore-Penrose ters kullanilarak ¢oziime gidilmistir.

Bunun neticesinde [2]’de elde edilen sonuglara gore daha hizli bir sekilde daha iyi

sonuglar elde edilmistir.
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[3]'te AXB > C matris esitsizliginin bazi kisitlar altinda ¢6ziimii i¢in [77]’de verilen
algoritmanin iyilestirilmis hali verilmistir. Bu yeni algoritmanin yakinsaklik analizi

de yapilmistir. Bunlar Boliim 5°te hatirlatilmaktadir.

Bundan sonra [2]’de ve [3]’te ele alinan problemler yeniden farkli lineer kisitlar
altinda ele almabilir ve [33], [79] ile [80] calismalarinda oldugu gibi Moore-Penrose

ters kullanarak ¢ozlime gidilebilir.
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