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OZET

Anahtar Kelimeler: Lineer kodlar, devirli kodlar, kuantum kodlar, Eisenstein-Jacobi
tamsayilar kiimesi, Mannheim metrik, Hamming metrik,

Dort boliimden olusan bu calismada, ilk boliimde cebir ve kodlama teorisinden bazi
tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boéliimde Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesinin cebirsel ozellikleri ve bu
kiime iizerindeki devirli kodlardan bahsedilmistir. Ayrica bu kiime iizerinde
dekodlama algoritmas1 gosterilerek tek hata ve iki hata diizeltebilen kodlar
verilmistir.

Ucgiincii boliimde Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesi iizerinde sonlu bir cisim
tanimlanip, bu cismin cebirsel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra bu sonlu cisim
tizerindeki klasik devirli kodlar yardimiyla kuantum kodlar insa edilmistir.

Dordiincii bolimde Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesi tizerinde sonlu bir halka
tanimlanip, bu halkanin cebirsel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra bu sonlu halkanin
kiime parcalanis1 ve bu kiime parcalanislar1 iizerinde ortalama enerji, CFM ve kod
kazanci1 hesaplanmistir.
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CLASSICAL AND QUANTUM CODES OVER EISENSTEIN-
JACOBI INTEGERS

SUMMARY

Keywords: Linear codes, cyclic codes, quantum codes, Eisenstein-Jacobi integers,
Mannheim metric, Hamming metric,

This study consists of four chapters. First chapter includes definitions and theorems
associated with algebra and coding theory.

In the second chapter, algebraic properties of Eisenstein-Jacobi integers set and
cyclic codes over this set are given. Also, one-error correcting and double-error
correcting codes are given by showing decoding algorithm.

In the third chapter, a finite field is defined over Eisenstein-Jacobi integers set and
algebraic properties of this finite field are given. And also quantum codes are studied
from classical cyclic codes over this finite field.

In the fourth chapter, a finite ring is defined over Eisenstein-Jacobi integers set and
algebraic properties of this finite ring are given. Set partitioning of this finite field are
given and also average energy, CF'M value, and code gain are studied over this set
partitioning.
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BOLUM 1.GIRiS

Bu boliimde verilen temel tanim, teorem ve dnermeler diger boliimlerde kullanilacak

on bilgiler niteligindedir.
1.1.Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. 4x 4 dan A4 ya bir fonksiyona 4 da bir ikili islem denir. "+", 4 da
bir ikili islem ve a,be A olsun. (a,b) nin "+" iglemi altindaki goriintiisii a*b ile
gosterilsin. Fonksiyon olma &zelliklerinden Va,b € 4 i¢in A da bir a*b elemaninin

var olmasina islemin kapalilig1 denir. Bu a*b elemaninin tek tiirli belirli olmasina

islemin iyi tanimlig1 denir [1].

Tamm 1.1.2. G bos olmayan bir kiime ve "+", G de bir ikili islem olsun. (G,*)

cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bu yapiya bir grup denir.

1) "x", G de bir ikili islemdir.

2) "x" isleminin G de birlesme oOzelligi vardir. Yani, Va,b,ceG igin
(a*b)*c = a*(b*c) dir.

3) "«" isleminin, G de birim eleman1 vardir. Yani, Va € G i¢in a*e=e*a=a
olacak sekilde e € G vardir.

4) "«" islemine gore, G deki her elemanin tersi vardir. Yani, Vae G i¢in

1

a*a' =a ' *a=e olacak sekilde Ja~' € G bulunabilir [1].

Tanmm 1.1.3. G bir grup ve Va,beG i¢in a*b=b*a oluyor ise G ye bir
degismeli (Abel) grup denir [1].



Tanim 1.1.4. G bir grup ve & # H < G olsun. Eger H, G deki isleme gore kendi

basina bir grup ise / alt kiimesine G nin bir alt grubu denir ve H <G 1ile gosterilir

[1].

Onerme 1.1.1. G bir grup @# H < G olsun. H nin G nin alt grubu olmasi igin
gerek ve yeter sart asagidaki iki sartin saglanmasidir.

1) Va,be H i¢in abe H dir,

2) VYaeH igin a”' e H dir [1].

Onerme 1.1.2. G bir grup @ # H G olsun. H nin G nin alt grubu olmast icin ve

yeter sart Va,b e H i¢in ab™' € H olmasidir [1].

Onerme 1.1.3. G bir grup @ = H = G ve H sonlu elemanli olsun. Eger H kiimesi

G deki islem gore kapaliise H <G dir [1].

Tamm 1.1.5. M, bir G grubunun alt kiimesi olsun. M yi kapsayan, G nin biitlin

alt gruplarinin arakesitine M nin {rettigi alt grup denir ve <M > ile gosterilir. M nin

elemanlarina da <M > grubunun tiretecleri denir.

Eger bir G grubu ig¢in G:<M > olacak sekilde bir M c G alt kiimesi

bulunabiliyorsa; G ye M ile iiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G ye

sonlu iiretilmis grup ve M ={a} tek elemanl bir kiime ise G ye a le iiretilmis
devirli grup denir ve G =(a) yazilir. G garpimsal olarak alinirsa (a) = {a” ‘ne Z}

dir. G toplamsal olarak alinirsa (a)={na:neZ} dir[1].

Onerme 1.1.4. G = <a> t. mertebeden bir devirli grup ise G nin her alt grubunun

mertebesi ¢ yi boler [1].

Teorem 1.1.1. G bir grup ve H <G olsun. G de



a=b(mod H)<ab™ e H
seklinde tanimlanan "=" bagintis1 denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore

bir @ € G elemaninin smifi a = Ha = {ha the H} alt kiimesidir [1].

Tanim 1.1.6. Teoreml1.1.1.” de verilen Ha kiimesine H alt kiimesine gore a nin

sag denklik sinifi denir [1].
Benzer sekilde sol denklik siniflar1 da tanimlanabilir.

Teorem 1.1.1. N <G olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktir.
1) YaeG, Vxe N igin axa™' e N dir.
2) VaeG igin aNa' c N dir.
3) VYaeG igin aNa™' = N dir.
4) VaeG i¢in aN = Na dir [1].

Tamm 1.1.7. Teorem 1.1.2.°de ki den kosulardan birini saglayan G nin bir N alt
grubuna normal alt grup denir. N <G ile gosterilir. Buna gére N <G ise N ye

gore tanimlanan sag ve sol denklik siniflart aynidir [1] .

Tanim 1.1.8. N <G olsun. G nin N normal alt grubuna goére sag(veya sol) denklik

smiflar kiimesi % ile gosterilir [1]
Teorem 1.1.3. N < G ise % gruptur [1].
Tanim 1.1.9. N < G ise % grubuna G nin N ye gére boliim grubu denir [1].

Teorem 1.1.4. G sonlu bir grup ve N <G ise % de sonlu bir gruptur ve

‘%‘ d1r [1



Teorem 1.1.4. (Lagrange Teoremi) G bir grup ve H <G ise |G| =‘%“H | dir.

Ozel olarak sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi, grubun mertebesini boler

[1].

H.H

Tanmim 1.1.10. R # I kiimesi iizerinde "+" ve ikili islemleri tanimli olsun.

Asagidaki aksiyomlar1 saglayan (R, +,o) cebirsel yapisina bir halka denir.
1) (R,+) bir degismeli gruptur.
2) """ isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.
3) "" isleminin "+" islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma &zellikleri vardir.

Yani Va,b,c € R igin ao(b +c) =aeb+aec ve (a +b)oc =aec+bec dir.

Halkanin "+" islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir elemani denir ve 0, ile

gosterilir. Halkanin islemine gore etkisiz elemani varsa buna halkanmn birim

eleman1 denir ve 1, ile gosterilir. Birim elemani olan halkaya birimli halka denir.

Halka "s" iglemine gore degisme ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka denir

[1].

Tanim 1.1.11. R halkasinda 0, # a € R eleman igin; ab=0, veya ba =0, olacak

sekilde 30, # b € R bulunabilirse a ya halkanin bir sifir boleni denir [1] .

Tanmm 1.1.12. Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. birimli, degismeli, sifir

bélensiz(tam) halkaya bir tamlik bélgesi denir [1].

Tanmm 1.1.13. R birimli ve degismeli bir halka ve R —{OR} =R’, ikinci islem olan

ya gore bir grup ise R ye bir cisim denir. Yani bir cisimde sifirdan farkli her

elemanin tersi vardir [1] .

Onerme 1.1.5. Sonlu elemanli her tamlik bdlgesi bir cisimdir [1].



Tanim 1.1.14. R bir halka ve %S <R olsun. § kimesi R kimesindeki

islemlere gore kendi bagina bir halka ise S ye R nin bir alt halkas1 denir [1] .

Onerme 1.1.6. R bir halkave @ # S — R olsun. S nin R nin bir alt halkas1 olmasi

icin gerek ve yeter kosul Va,be S icin a—be S veabe S olmasidir [1] .

Tammm 1.1.15. R bir halka, #7IcR ve Va,bel i¢cin a—bel olsun. Eger

Vael ve VreR i¢in rael ise I ya R nin bir sol ideali denir. Benzer sekilde

Vael ve VreR igin ar e[ ise I ya R nin bir sag ideali denir.

Hem sol hem de sag ideale kisaca ideal denir [1]

Onerme 1.1.7. Bir halkanin bir takim ideallerinin arakesiti de bir idealdir [1] )

Tanim 1.1.16. /, R halkasimin bir alt kiimesi olsun. R nin / y1 kapsayan tiim

ideallerinin arakesitine / nin {rettigi ideal denir ve <I > ile gosterilir. Eger 1 = {a}
tek elemanli bir kiime ise / nin iirettigi ideale temel ideal denir ve <a> ile gosterilir.

R birimli ve degismeli bir halka ise (a)=aR ={ar:re R} dir [1].

Tamim 1.1.17. Her ideali temel ideal olan bir tamlik bolgesine temel ideal bolgesi

denir ve kisaca TiB ile gosterilir [l] .

Tamm 1.1.18. R, S iki halka ve f:R—>S bir fonksiyon olsun. Eger Va,be R
icin

D f(a+b)=r(a)+f(b)

) f(a)=1(a)(0)

ise f fonksiyonuna R den S ye bir halka homomorfizmasi denir [1].



Tanmm 1.1.19. f:R—S homomorfizmas1 bire-bir ve orten ise f ye bir

izomorfizma, R ile S ye de izomorf halkalar denir ve R = S ile gosterilir [1].

Tammm 1.1.20. R bir halka, x bir bilinmeyen ve q,,q,,...,a, € R olmak flzere,
a,+ax+...+ax" seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den

katsay1l1 tim polinomlar kiimesi R[x] ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.21. f(x)=a,+ax+...+a,x" eR[x] ve a,#0 a, ye polinomun bas
katsayisi ve n ye de polinomun derecesi denir. f (x) polinomunun derecesi

der [f(x)] ile gosterilir [1].

Onerme 1.1.8. R bir halka ise R[x] de bir halkadir [1].

Tamm  1.1.22.  f(x)=g,+ax+...+ax"€R[x] ve reR  olsun
f(r) =a,+ar+...+ar"€R ye f polinomunun r deki degeri denir. Eger » € R
i¢cin, f(r)=0 ise r ye f polinomunun bir kékii denir. Eger a, =1 ise f

polinomuna monik polinom denir [1].

Tamm 1.1.23. f(x)eR[x] olsun. der [h(x)],der[g(x)] < der[f(x)] icin
f(x) = g(x)h(x) olacak sekilde g(x),h(x) € R[x] varsa, f(x) polinomuna R[x]

iizerinde indirgenemez polinom denir [1].

Tanim 1.1.24. R bir halka ve 7, R nin bir ideali olsun. "=" bagntis1, Va,b € R

icin a=b (mod [) < a—b e[ olarak tanimlansin [1] .



_n

Onerme 1.1.9. Yukarida tamimlanan "=" bagmntis1 R de bir denklik bagmtisidir. Bu

bagintiya gére r € R nin denklik sinifi r=r+l= {r +a:ael } dir. Biitiin denklik

siniflarinin kiimesi R/ ile gosterilir [1]

Onerme 1.1.10. R halkasmin bir / idealine gore tanimlanan denklik smiflari

arasinda (a+1)®(b+1)=(a+b)+1 ve (a+1)O(b+1)=(ab)+I ile tanimlanan
"®" ve "O" islemlerine gére R/I bir halkadir. Bu halkaya R nin / idealine gore

bolum halkasi denir [1] .

Tanim 1.1.25. R bir tamlik bolgesi olmak lizere a,b € R i¢in, a = bc olacak sekilde

dc e R varise b, a y1boler denir ve bu b| a ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.26. R tamlik bolgesinin tiim elemanlarin1 bolen R nin bir elemanina

birimsel eleman ya da aritmetik birim denir. R nin tim aritmetik birimlerinin

kiimesi U, ile gdsterilir [1].

Tanim 1.1.27. a,b € R igin, b=u,au, olacak sekilde Ju,,u, €U, var ise a ile b

ilgilidir denir ve a ~ b ile gosterilir [2]

Onerme 1.1.11. a,b € R olsun.
1) a|b & <b> c <a> dir.

2) b#0 olmak iizere a|b ve b|a<:>azb dir [1]

Tamm 1.1.27. R bir tamlik bolgesi ve a,b € R olsun.
1) c¢eR olmak lizere c|a ve a|b ise cye aile b nin ortak boleni denir.

2) c, a ile b nin ortak boleni olmak ilizere a ile » nin tiim ortak bodlenleri ¢ yi

boliiyor ise ¢ ye a ile b nin en biiyiik ortak béleni denir [l]



Tanim 1.1.28. Ebob leri aritmetik birimler olan elemanlara aralarinda asal denir ve

a ile b aralarina asal ise (a,b) =1 ile gosterilir [1]

Tanim 1.1.29. xe R, xeU, ve x# 0, olsun.

1) x in aritmetik birimlerden ve x ile ilgili elemanlardan baska higbir bdleni

yoksa x elemanina, R nin bir indirgenemez eleman1 denir.

2) a,beR icin x|ab = x|a veya x|b oluyorsa x € R asal eleman denir [1]

Tamim 1.1.30. R bir tamlik bolgesi olsun. Asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde
bir d:R — Z fonksiyonu var ise R ye bir Euclid bolgesi denir ve kisaca EB ile
gosterilir.

1) VxeR igin d(x)20,

2) d(x)=0< x=0,,

3) Vx,yeR i¢ind(xy)=d(x)d(y),

4) Vx,yeR, y#0, i¢in x=qy+r ve 0<d(r)<d(y) olacak sekilde

dq,r € R bulunabilir [1] .

Teorem 1.1.6. R bir EB ise TIB dir [1].

Tamm 1.1.31. Z[i]={a+bi:a,beZ} tamhk bdlgesine Gauss tamsayilar bdlgesi

denir [1].

Onerme 1.1.12. Z[i] Gauss tamsayilar bdlgesi EB dir [1].

Tanim 1.1.32. (M ,+) bir degismeli grup ve R bir degismeli halka olsun. M deki

elemanlarin, R deki elemanlarla skaler ¢arpimi, Rx M — M fonksiyonu asagidaki

kosullar1 sagliyorsa, M ye R iizerinde bir modiil veya kisaca R —Modiil denir.

1) Her r € R, her m,m' e M igin r(m+m'):rm+rm',



2) Her r,r'eR, meM igin (r+r")m=rm+r'm,
3) Her r,r'€R, her me M igin (rr')m=r(r'm),

4) Her me M igin l,m=m [3].

Eger R bir degismeli halka degil ise sag ve sol R—Modiil tanim1 benzer sekilde
yapilabilir.

Tanmm 1.1.33. 4 :{al,az,...,aq}, g elemanli bir kiime olsun. Bu kiimeye alfabe

kiimesi denir [4].

Tanmm 1.1.34. Her i icin w, € A olmak lizere, 4" lizerinde w=ww,...w, seklinde
tanimlanan bir diziye 7 wuzunluklu bir s6z denir. n uzunluklu bir soz

w= (wl,wz,...wn) seklinde bir vektor olarak da goz Oniine alinabilir. 4" kiimesine

soz kiimesi denir [4].

Tamm 1.1.35. 4" kiimesinin bostan farkli bir C alt kiimesine g —lu blok kod yada
kisaca kod denir. C kodunun elemanlarina da kodsoz denir. C nin kodsodzlerinin

sayi1sl |C | ile gosterilir ve buna C nin biiylikligii denir [4]
Tamm 1.1.36. 7 uzunluklu bir kods6ziin hiz1 (10gq |C |) / n olarak tanimlanir [4]

Tamm 1.1.37. 7 uzunlugunda ve M biiyiikligiinde bir kod, (n,M) kodu olarak

tanimlanir [4] .

Tamm 1.1.38. Bir iletisim kanalinda kodsozler iletilirken iletisim sirasinda bir hata

olustugunda en ¢ok ihtimalle gonderilmis kodsozii bulmak icin olusturulan kurala

dekodlama kurali denir [4] )
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Tamim 1.1.39. x ve y bir 4 alfabesi lizerinde n uzunluklu iki s6z olsun. x ve y

arasindaki Hamming uzaklig1 d,, (x, y) ile gosterilir ve

L x #y,

X=X...X,, Y=)...Y, V€ dH(x[’y[):{O X =y

olmak tizere
d, (x,y):dH(xl,y1)+...+dH (xn,yn)

olarak tanimlanir [4] .

Tanim 1.1.40. Bir C kodunun bir kodsézii bir iletisim kanalindan gegsin ve bir x
s0zii olarak alinsin. x in diger tim ¢ € C ler ile arasindaki uzaklik hesaplanarak bu

uzakligin en az oldugu kodséz ¢, olarak bulunur ise x sozii, ¢, olarak dekodlanir.
Yani d(x,c,)=min_.d(x,c) ise kananaldan gelen x sozii ¢, olarak dekodlanir.

Bu dekodlamaya en yakin komsuluk dekodlama kurali (minimum mesafe dekodlama

kural1) denir [4] .

Tanim 1.1.41. En az iki kodsoze sahip bir C kodunun minimum mesafesi d (C ) ile

gosterilir ve d (C) =min {d (x,y) x,yeC,x# y} olarak tanimlanir [4]

Tamim 1.1.42. n uzunluklu, M biiyilikliglinde ve ¢ minimum mesafesine sahip bir

kod (n,M ,d ) kodu olarak adlandirilir. Burada n, M ve d sayilarma kodun

parametreleri denir[4].

Tamim 1.1.43. p bir asal say1 olmak iizere p* =¢ ve [F,, karakteristigi p olan
sonlu bir cisim olsun. F = {(vl,vz,...,vn) v, €F, } ve V < I bostan farkh bir kiime

olmak tizere; V' vektorel toplama olan "+" islemi ile F, nun elemanlar ile skaler

carpim "" islemine gore asagidaki kosullari saghyor ise V' ye K {lizerinde bir

vektor uzay: denir.



11

Her u,veV ve 4,ueF, igin;
1) (V,+)degismeli grup,
2) Awel,
3) As(u+v)=Asu+Aev ve (A+ p)ou = dou+ peu,
4) (Au)ou = Ao peur),

5) Eger F, nun ¢arpmaya gore etkisiz elemani 1 ise leu =u olur [4].

Tamm 1.1.44. V' vektér uzaymin bostan farkli bir C alt kiimesi, V' vektor
uzayindaki vektorel toplam ve skalerle carpma islemlerine gore kendi basina bir

vektor uzayi ise C ’ye V' vektor uzayinin bir alt vektor uzayi denir [4].

Tamm 1.1.45. F vektdr uzaymin herhangi bir C alt vektor uzay bir lineer kod

olarak tanimlanir [4].

Tamm 1.1.46. C, bir [n,k] lineer kod olsun.
Ct= {xe IFq" :<x,c> =0,Vce C}

kiimesine C kodunun dual kodu denir [4]

Tanmm 1.1.47. C, F, iizerinde bir lineer kod olsun. Eger Ve =(c,.c,...c,,)€C

i¢in (cnfl,co,...,cnfz) € C oluyorsa C’ye F uzerinde devirli kod denir [4].

Teorem 1.1.7. R =F, [x]/<x” —1> olmak  iizere ©:F' —>R,,

(D((co, CpyeraCo )) =c,+¢x+...+¢, X" seklinde tanimlanan @ fonksiyonu bir

izomorfizmadir [4].

Teorem 1.1.8. C, F de iizerinde bir lineer kod olsun. Eger C kodu R, halkasmin

bir ideali ise C kodu F, iizerinde bir devirli kod olur [4].
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Tamim 1.1.48 R in sifirdan farkli bir / idealindeki en diisiik dereceli indirgenemez
monik polinom g(x) olsun. g(x) polinomuna / idealinin {irete¢ polinomu denir.

Eger C :CD(I ) ise [’nin irete¢ polinomuna C ’'nin lrete¢ polinomu denir.

I =<g(x)> oldugundan g(x)‘(x" —1) dir [4].

—k

Teorem 1.1.9. g(x)=g0+g1x+...+gn7kx" polinomu, F' de bir C devirli

kodunun iirete¢ polinomu ve der[g(x)]=n—k olsun. Bu durumda

g(x) g% & &4 0 0 0 - 0
cl &) |0 & & - g, 0 0 0
Xe(x)) L0 0 g g g o &

matrisi C kodunun iirete¢ matrisi olur [4].

Tanmm 1.1.49. C, kodu F, de bir devirli kod, g(x) polinomu C kodunun iireteg

polinomu olsun ve Ah(x)=

olsun. h(x) polinomuna C kodunun kontol

g(x)

polinomu denir [4].

Teorem 1.1.10. C, F' de bir devirli kod ve h(x) polinomu C kodunu kontrol

polinomu olsun. Eger h(x)=h,+hx+...+h_x"" ise bu durumda C kodunun

kontrol matrisi

h hh 0 0 0
0 h_ hy 0

H=| 0 h., 0 h
0 0 0 h, hy |
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Tamm 1.1.50. Eger C [n,k] kodunun iireteg matrisi kxn boyutlu G matrisisin
standart formu G=(1,:4) ise C*’in ireteg matrisi H=(-4":1,,) olur. H

matrisine C kodunun kontrol matrisi de denir [4].

Tanmm 1.1.51. C kodu IFq lizerinde [n,k,d ] lineer kod ve H, C kodunun kontrol

matrisi olsun. Herhangi bir u € F i¢in # nun sendromu § (u) =uH" IE‘q”’k olarak

tanimlanir [4].



BOLUM 2. Z[w]| UZERINDE DEVIRLi KODLAR

[k klasik kodlar F, cismi iizerinde tanimlandiktan sonra farkli cisim iizerinde
kodlama ¢alisilmustir. ¢ bir asalin kuvvet i olmak tizere F, tizerinde bugiine kadar
bir¢gok makale yazilmistir. Bu makalelerde genelde Hamming metrigi kullanilmistir.
[, sonlu cisminden farkli olarak gesitli yeni metrikler tanimlanarak bu metriklerle
uyum i¢inde calisan cesitli sonlu cisimler iizerinde de kodlama yapilmistir. Ornegin
1994 de Gauss tam sayilarindan yararlanilarak olusturulan Z[i] sonlu cismi

iizerinde Mannheim metrigine gore lineer kodlar insa edilmistir [5].

Bu béliimde Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesi ve bu kiimenin cebirsel 6zellikleri

verilecektir. Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesinden Z" {0} kiimesine tanimli bir

norm fonksiyonu verilip, bu norm fonksiyonuna gore normu asal olan bir Eisenstein-
Jacobi tamsayisinin tam temsilcilerinden olusan bir kiime verilecektir. Daha sonra bu
kiime iizerinde w—devirli kodlar kodlardan bahsedilerek bu kiime iizerinde hata
diizeltebilen kodlar ve dekodlama algoritmalar: verilecektir. Bu konu ile ilgili daha

detayl1 bilgilere [6] ve [7] den ulasilabilir.
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Eisenstein-Jakobi Tamsayilar Kiimesi

Eisenstein-Jacobi tamsayilar kiimesi
1 .
Z[W] :{a+bw: a,b eZ,WZE_Fg’iz :_1}

seklinde tanimlanir.

Bu kiimede bir a+bw e Z[w] elemaninmn eslenigi a+bw  ile gdsterilir.

Z[w] iizerinde N norm fonksiyonu

N:Z[w] - Z" u{0}

N(a+bw)=(a+bw).(a+bw")
=(a+bw)(a+bw’)

=a’*+ab+b*
dir.

Bu norm fonksiyonuna goére bolme algoritmast
Vx,yeZ[W], y#0 i¢in x=gy+r, OSN(r)<N(y)

olarak tanimlanir.

e Z[W] ve N (72') = p olmak tzere Z , 'nin elemanlarindan Z[W]” ‘nin elemanlari

asagidaki yontem ile elde edilebilir.

1. p bir tek asal say;, z=a+bw ve N(z)=zr =p N(z)=7z =p
olsun.

2. a+br=0(mod p), denkleminin 0<r< p—1 kosulunu saglayan tek
¢Ozimii s olsun.

3. leZ, ve N(a)minimum olmak iizere eer x+sy=1/(mod p) ise

a=x+yweZ[w] dir
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Ornek : p=19 olsun. 19=1(mod 6) dur.
I. N(a +bw) =a’ +ab+b* =19 denkleminin bir ¢6ziimii (a,b) = (2,3)
dir. O halde 7 =2+3w olur.
2. 2+3r=0(mod19) denkleminin 0<r<p—1 kosulunu saglayan tek
¢Ozlim =12 dir.

3. leZ, ve N(a) minimum olmak {izere x+12yzl(mod 19) ise

a=x+ywe Z[w]” olur.

Bu durumda Z,’un elemanlarmin 7 =2+3we Z[W] olmak ilizere mod 7 sayisina

gore kalan siniflarindan olusan Z[W]” kiimesinin elemanlar: Tablo 1.’deki gibidir.

Tablo 1. Z,y un elemanlarnin Z[w] deki kargiliklart

0=0 (mod 2+3w) 7=-w (mod 2+3w) 14=2w (mod 2+3w)
1=1(mod 2+3w) 8=1-w (mod 2+3w) 15=1-2w (mod 2+3w)
2=2(mod 2+3w) 9=2-w (mod 2+3w) 16 =-3 (mod 2+3w)
3=3(mod 2+3w) 10=-2+w (mod 2+3w) 17 =-2 (mod 2+3w)
=—1+2w (mod 2+3w) 11=-1+w (mod 2+3w) 18 =—1(mod 2+3w)
5=2w (mod 2+3w) 12=w (mod 2+3w)
=—1-w (mod 2+3w) 13=1+w (mod 2 +3w)

Bu elemanlar kompleks diizlemde Sekil 1°deki gibidir.
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—]+2w 2w
.—2+w .—I+w LV .1+w
3—3 3—2 =—1 0 eI e2
LW TV .]—w .Z_W
.—ZW JI-2w

Sekil 1 Z[w]  kiimesi
Not: Aksi soylenmedik¢e bundan sonra p =1 (mod 6) bir asal tamsay1 ve n = pT—l

alinacaktir.

Tanm: «,f € Z[w]ﬂ ve a—f=x+ywe Z[w]ﬁ olsun.

Bu durumda « ile f arasindaki Mannheim mesafesi
d,(a,B)=|x|+|y| dir.

a-P=x+yw=ye Z[w]” olmak iizere, » 'nin Mannheim agirhigr ise

Wi (7/) = dm (0{,,3)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.1. 7z=a+bweZp[w] ve N(7r):czz+ab+b2 olsun. Bu durumda

Z [w]” tizerinde herhangi iki elemanin maksimum Mannheim mesafesi
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d X:maxﬂa a+b|}—1

ma 2 2

dir [7].

Z[w]” Uzerinde Devirli ve w - Devirli Kodlar

Tamm : (Z[w]}r )n vektor uzaymin bir alt vektor uzayi olan C’ye Z[W]” lizerinde

bir lineer kod denir.

Tanmm : C, Z[w]” lizerinde bir lineer kod olsun. Eger v ¢ :(uo,ul,...,um]) eC
igin (wu,_,uy,...,u, ,) €C oluyorsa C’ye Z[w]ﬁ tizerine bir w—devirli kod denir.

Burada w, Z[w] ’nun bir birimsel elemanidir.

p €7Z olmak iizere p=6n+1 seklinde bir asal say1, 7 € Z[w] olmak tizere p =71

ve

f, Z[w] da mertebesi 6n olan bir eleman olsun. Bu durumda A° =1, yani

p" ==xw olur. S bir ilkel eleman oldugundan

Z[w], ={0.1,B.B... B}

olur.
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Ornek : Bir onceki drnekte f=1+w almrsa Z[w] = {O,ﬂ',ﬂz,...,ﬂlg} olarak

yazilir ve Z[W]” / {0} kiimesinin elemanlar1 £ ’nin kuvvetleri olarak Tablo 2’deki

gibi olur.
Tablo 2 Z[w]” / {O} kiimesinin elemanlari
p=1+w B =2+w A2 =1-2w
p=-2 B =-3 L =2w
ﬂ3:W ﬁ‘):_l ﬂ15:1_w
Bt=—1+2w Bl=-1-w Be=2-w
ﬂ5:_2w ﬁl]zz ﬂl7:3
ﬂ62—1+W ﬁlzz_w ﬂlszl
Teorem : (=0,1,...n-1 ve p"=w olan feZ[w| olmak iizere

g(x)z(x—ﬁ)(x—ﬁ7)...(x—ﬂ6'+l) olsun.

O halde g(x)| (x” - ,B”) ve g(x) polinomu C kodu igi bir iirete¢ polinomudur.

Burada C kodu, Z[w] [x]/ <x” - w> halkasinin bir esas idealidir.

Bir c(x) kodsoziiniin x" —w modiilosuna gore x ile ¢arpimi

n _ 2 n-1
xc(x)-c, (x _W)_ch—l textext +te, ,x

dir. C kodu g(x) ile iiretilen bir ideal oldugundan xc(x)carpimi da C’nin bir

elemani olur.

¢(x) polinomunun x"—w modiilosuna gére x ile ¢arpimindan asagidakiler elde
edilir.

l. ¢ (x) ’in her katsayis1 bir konum saga kaydirilir.
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2. ¢, , katsayis1 kompleks diizlemde 7 /3 radyan dondiiriilerek yeni kodsoz

polinomunun ilk katsayis1 elde edilir.

Bu durumda elde edilen C kodu w—devirli kod olarak tanimlanir. Eger " =—-w ise

C koduna —w—devirli kod denir.

Ornek : p=19 olsun. Omek 1’den 7=2+3w olur. Z[w] de (I+w) =w
oldugundan S =1+w dir. O halde Teorem 1’den

x —w=(x=p)(x= ) (x5

olur. x —w nun garpanlarindan g(x) iirete¢ polinomunu

g(x)=(x-p)(x-4")

olacak sekilde segelim. Buradan

g(x)=(x=B)(x=p")=x*+(-B-p")x+ B’ = x>+ p"x+ j*

olarak hesaplanir. g(x) polinomundan elde edilen iirete¢ matrisi;

G=[p" p° 1] =[3 1-2w 1],

seklinde hesaplanir.
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G=[-3 1-2w 1], iirete¢ matrisi ile 19' =19 adet kodséz iiretilir. Bu durumda

1x3

C kodu

C= {(0,0,0),(—3,1—2W,1),(1+W,—l+w,2),(—2+w,—w,3),(—w,3,—l+2w),(—1+2w,—1,2w),
(1,—2w,—1—w),(—2,—2+W,—W),(—ZW,—I—w,l—w),(—l+w,2,2—w),(1—w,—2,—2+w),
2w, 1+ w,~1+w),(2,2—w,w),(=1,2w,1+w),(1-2w,1,-2w),(w,=3,1-2w),(2—w,w,—3),
(—1—W,1—W,—2),(3,—1+2w,—1)}

olur.

(0, 0,0) kodsozii harig, C kodunun elemanlarinin en kiigiik Mannheim agirhig

w, =5 oldugundan, minimum mesafe d, =5 dir.

2.3. Z[w]” Uzerinde Dekodlama

Bu boliimde, Z[w]ﬂ sonlu cismi {lizerindeki kodlarin dekodlama algoritmasi
gosterilecek. S € Z[w] , mertebesi 6n=p—1 ve " =w seklinde yazilabilen ilkel

eleman olsun. Bu durumda Z[w] =()w{0} seklinde yazilabilir.

Teorem 2.3.1. C kodu Z[W]” uzerinde

H= I:l ﬁ 'Bz vee ﬂ”_l :|
kontrol matrisine sahip bir w—devirli kod olsun. w,, (¢,)=1 ve w,, (J_rwz) =2 olmak

iizere C kodu 0<i<n—1 igin her e(x) =ex' seklindeki hatalar1 diizeltilebilir [7].

Ornek 2.3.1. p =19o0lsun. Ornek 2.1.1.’den 7 =2+3w olur n =% =3 ve Ornek

2.1.2°den fe Z[w]” igin B" =/ =w olacak sekilde S =1+walalm. Teorem

2.3.1.’den C kodunun kontrol matrisi
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H=[1 g p]

olur. Bu durumda A kontrol matrisinden C kodunun iirete¢ matrisi

- { ﬂlo ﬁlS 0
ﬂll 0 ﬁlB
seklinde elde edilir.

c= (—1 -w,l, 0) = ( g pe 0) eC kodsozi kanala girsin. Kanalda
e= (O, w, O) = (O p : O) hatasi olusursa alinan s6z
r:c+e:(—1—w,1+w,0):(ﬁl° S O) olur. » nin sendromu

1
S(r)=rH" :[ﬂlo Yij O] L |=p"+p=p"=p"
ﬂZ
olarak hesaplanir.
Burada L =4 olup, 4=1(mod3) oldugundan hata 1+1=2.inci bilesende meydana

4
gelmistir. s =5 hatanin ~ agirhi@  olup, kanalda  olusan  hatanin

e=(0,5°,0)=(0,w,0) oldugu tespit edilir.

c= (2, 0, 1) = ( p£0 ﬂlg) eC kodsozi kanala girsin. Kanalda
e= (O, w, 0) = (O A° 0) hatasi olusursa alinan SOz
r=c+e= (2,—w2,1) = (ﬂ”,ﬂ“,ﬂlg) olur. » ’nin sendromu

1
S(I’)ZFHTZ[,B“ ﬂ6 ﬂ18:| ﬂ :,Bll+,37+,320:ﬂ7:,3L
,32

olarak hesaplanir.
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Burada L =7 olup, 7=1(mod3) oldugundan hata 1+1=2.inci bilesende meydana

.
gelmistir. %= S°  hatann  agirhign  olup, kanalda olusan  hatanin

e

(0.5°.0)

(I-w,11)= ( B° B ﬁ’lg) €eC  kodsbzii  kanala  girsin.  Kanalda

(0,—w2,0) oldugu tespit edilir.

c
e= (O, 0, 2w) = (O 0 g ]4) hatasi olusursa alinan sz
r=ct+e=(1-w11+2w)= (,8'5,/5"8,,8'0) olur. 7 ’nin sendromu

1
S(F)ZFHT :I:ﬂIS ﬂlS ﬂlo] B 2,315+,319+ﬂ12 :ﬂlf) :ﬁL
,32

olarak hesaplanir.

Burada L=16 olup, 16= l(mod 3) oldugundan hata 1+1=2.inci bilesende

,8_16
B

e=(0,",0)=(0,1-w,0) oldugu tespit edilir. Halbuki e=(0,0,2w) olmalryd:.

meydana gelmistir. = A" hatanin agirhg olup, kanalda olusan hatanin

Teorem 2.3.2. C kodu Z[w] iizerinde
1 2 . n—1
L [v B g
1 ﬂ7 ﬂ14 . ﬂ7(n—l)
kontrol matrisine sahip bir w—devirli kod olsun. 1<w_ (ei) <d_,. olmak iizere C

max

kodu 0<i<n-1 i¢in her e(x) =ex' seklindeki hatalar1 diizeltilebilir [7].

Ornek 2.3.2. p=19 olsun. feZ[w] elemam Ornek 2.3.1.deki gibi segilirse,

S’ =w olur. O halde Teorem 2.3.2.den C kodunun kontrol matrisi

L L
1 ﬂ7 ,814

olur. Bu durumda C kodunun iirete¢ matrisi
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G= [ ,38 ,313 1:|
seklinde elde edilir.. ¢= (—3,1 —2w,1) = ( AR /3]8) € C kodsozii kanala girsin.
Kanalda e= (0, 0, 2w) = (0 0 ,814) hatasi olusursa alinan sOz

r=c+e=(-3,1-2w,1+2w)= (ﬁg,ﬁ”,ﬁlo) olur. » 'nin sendromu

1 1
S(r):rHT:[,B8 ﬂ13 ﬂlo] ,3 137 :I:ﬂlé ﬂlo]:[ﬂLl ﬁl,l:l
ﬂZ ﬂl4

olarak hesaplanir.

10-16

Burada L =16 ve L,=10 olup, =2(mod3) oldugundan hata 2+1=3.

14

bilesende meydana gelmistir. 16—2=14 (mod 18) olup, hatanin agirhigi B olur.

Kanalda olusan hatanin e = (0, 0,/ 14) =(0,0,2w) oldugu tespit edilir.

Teorem 2.3.3. C kodu Z[W]ﬂ uzerinde

1 ﬂ ﬂj ﬂk ﬂnfl
H=|1 ﬂ7 ﬂff ﬁﬂk ﬂ7(n,1)
1 ﬂlB ﬂ13j L. ﬂlSk . ﬂn(n—l)

kontrol matrisine sahip bir w—devirli kod olsun. 0<w_ (ej),wm(ek)sl olmak

tizere C kodu 0<j k<n-1 igin her e(x) =e jxj +ekxk seklindeki hatalar1

diizeltilebilir [7].

Iki hatali kodlar asagidaki yontem ile dekodlanir [7].
l. j=17,13in §, = r( S’ ) sendromlar1 hesaplanir.
2. Eger §, =0 ise hata yoktur ve islem biter.
3. Eger S,=8 ve S,=8" ise bir hata olusmustur. S, =" olup,
J=1 (mod n) dir. Burada j hatanin konumunu A"~/ ise hatanin degerini

gosterir.
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4. S, #S8 veya S,=#S" ise iki bilesende 1 agirhginda hata olugmustur.

x’ —(Sl)x—t—o

denkleminin kokleri x, =" ve x,=p" olmak iizere
tl

j=L (mod n) ve k=L, (mod n) hatalarin konumlarmi, B~/ ve p=™ ise
ty =57 (8" +265"S, +1695,” ~1965,S,; )
hatalarin agirliklarini gosterir.
f,=—(45" +1045S, +398,* - 147S,S,, )
Ornek 2.3.3. p =31 olsun. N(a +bw) =a’ +ab+b’ =31 denkleminin bir ¢oziimii
§ 311 L
(a,b)=(5,1) oldugundan 7 =5+w olur. n= - 5 ve BeZ[w] igin B =w

olacak sekilde £ =3 alalim. Teorem 2.3.3.”ten C kodunun kontrol matrisi

L g p BB
H=1 ,87 ﬂ14 ﬂZl ﬂZS
1 IB13 ﬂ26 ,89 522

olur. Bu durumda H kontrol matrisinden C kodunun {irete¢ matrisi

o 1 0 IB ﬂ13 ,321:|
0 1 1312 1320 ﬂ24

seklinde elde edili. c=(1 0 B A" p')=(1 0 3 —2+w -3w)eC

kodsozii kanala girsin. Kanalda e=(8" 0 0 B 0)=(-1 0 0 —-w 0
g

hatast olusursa alman séz r=c+e=(0 0 3 -2 —3w)(0 0 B p ,821)

olur. » ’nin sendromu

— 0 W
Lpg B g o |8 S
S(f") =HI”T =1 ,87 ﬂ14 ﬂZI ﬂZS ﬂ — ﬂl9 — S7
1 ,813 ﬂ26 ﬂ9 ﬁZZ ,89 ﬁS S13

v

olarak hesaplanir.
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S, # S, oldugundan iki bilesende 1 agirliginda hata olusmustur. Burada ¢, = 8 ve
t,=p" olup, x*-p"x+p°=0 denkleminin kokleri x, =p"=8" ve
x, = " = % olur.

j=0=15 (mod 5)
k=3=23 (modS)

j=0 ve k=3 hatalarm konumlarim gosterip, f°° =" ve 77 =% hatalarin
agirhigmi gosterir. O halde e:(ﬁ’15 0 0 p* 0):(—1 0 0 —w 0) olarak
tespit edilir.

Teorem 2.3.4. C kodu 4,[w] iizerinde

B 5 U]
Y LA Y L

1 ﬂ13 ﬂZI . ﬂlB(n—l)
_1 ﬂl9 ﬂSS . ﬂl9(n—l)

kontrol matrisine sahip bir w—devirli kod olsun. 1<w, (e,),w, (ej) <d_, . olmak

i

tizere C kodu 0<i,j<n-1 icin her e(x) =ex' +e l.x" seklindeki hatalar

diizeltilebilir [7].

Iki hatali kodlar asagidaki yontem ile dekodlanur.
1. j=17,13,19 i¢in S, = r(ﬁ’j) sendromlar1 hesaplanir.
2. Eger §, =0 ise hata yoktur ve islem biter.
3. Eger S,S,,—S,”=0 ise bir hata gergeklesmistir. S, = 8" ve S, =" olup,

Lz _L1 (mod n)hatanln konumunu’ k= Ll —1 (mod p —1) ise hatanin

1=

degerini gosterir.

4. Eger S,S,;—S,> #0 ise iki bilesende hata ger¢eklesmistir.
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x> —Sx+ P =0 denkleminin kokleri x, = 8% ve x, =% olup, hata i.

.o Ce e g .. (S1S19 _S7S13)
inci ve j.inci bilesende gergeklesmistir. Burada § =-———"7-+
(S1S13 - S72)
S.S,,—S,,’
P=M dir.
(S1S13 _S7 )
_ b _ pbi
Hatalarmn agirliklart e, = 5=/, 55 dir [7].

A R )

Ornek 2.3.4. p =31 olsun. feZ[w]| Ornek 2.3.3. teki gibi 8 =3 olarak segilirse,

S’ =w olur. Teorem 2.3.4.ten C kodunun kontrol matrisi

L g opopp
e 1 ﬂ7 ﬂ14 ﬂZl ﬂ28
1 ,813 ,826 ,89 ﬁ22
1 ﬂl‘) IBS ,827 ﬂlé»

olur. Bu durumda A kontrol matrisinden C kodunun iirete¢ matrisi
G= |:ﬁ10 ﬁlS ,320 ﬁzs 1:|
seklinde hesaplanir.

c=(ﬂ]° pe o pr pE l)eC kodsozi kanala girsin. Kanalda
e=(0 o B p" 0)=(0 0 w —l+w 0) hatast olusursa alinan soz

r:c+e:(ﬂ'° A2 0 0 l)olur.

7 °nin sendromu

1 ﬂ ﬂz ﬂ3 ﬂ4 §15 ﬂ24 Sl
S(r) _ HrT _ 1 'B7 ﬂ14 ,le 1828 O _ 'Bll _ S7

1 IBIS IB26 ﬁ9 ﬁ22 O IBII S13

1 ﬁl9 IBS ﬁ27 IBI6 1 IB24 S19

olarak hesaplanir.
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S,S,;—S,> # 0 oldugundan iki bilesende hata meydana gelmistir. Burada S = % ve
P=pB°=1 olup, x*-pB%x+1=0 denkleminin kokleri x =p"=p8" ve

x, =% =" olur. i=2 ve j=3 olup, 3.ve 4. bilesenlerde hata gergeklesmistir.

e, = ﬂﬂzl(lgfi’ij:) = gz =p ve e, = ﬂql(ll;lgﬂl_z’zz) = 'I[;;b = A" hata agirliklaridir.

Ohalde e=(0 0 B° B 0) olarak tespit edilir.



BOLUM 3. F, UZERINDE KUANTUM KODLAR

Bugiine kadar bircok yazar farkli halkalar veya farkli cisimler iizerinde hata
diizeltebilen klasik kodlar ve kuantum kodlar {izerine ¢alismistir. Asagida yapilmis
caligmalar bunlara birer o6rnektir. 1950 de Hamming hata tespit edebilen ve hata

diizeltilebilen kodlar1t Hamming metrigine gore Z, sonlu cismi lizerinde elde etmistir
[9]. 1958 de Lee Z, sonlu halkas: iizerinde Lee metrigine gore hata diizeltebilen

kodlar elde etmistir [10]. 1994 te Huber Gauss tamsayilar1 {izerinde Mannheim
metrigine gore hata diizeltebilen kodlar tanimlamistir [5]. Ayrica Huber bu
calismasinda bu kodlarmm iki boyutlu uzayda Mannheim metriginin QAM
(Quadrature Amplitude Modulation) i¢in Lee ve Hamming metrikten daha uygun
oldugunu gostermistir. 2001 de Neto ve digerleri kuadratik cisimler iizerinde yeni bir
Mannheim metrigine gore lineer kodlar insa etmistir [7]. 2009 da Martinez ve
digerleri ve bundan bagimsiz olarak Ozen ve Giizeltepe Lipschitz sayilari iizerinde
Lipschitz metrigini tanimlayarak yeni lineer kodlar olusturmuslardir. 2013 te
Glizeltepe Hurwitz sayilar1 tizerinde Hurwitz metrigini tanimlayarak kod hizi,
minimum enerji ve bant genisligi agisindan o giine kadar elde edilmis kodlardan daha

iyi kodlar olusturmustur [11].

Ayrica giniimiize kadar F, +ulf,, F,+VF,, F +vF , F,+ulF, +vF, +uF, gibi

bircok halka tizerinde hem klasik hem de kuantum kod ¢alismasi1 yapilmaistir.

Bu bélimde F, sonlu cismi tammlanip, bu cismin cebirsel 6zelikleri incelenecektir.

Daha sonra bu cisim tizerindeki klasik devirli kodlar yardimiyla kuantum kodlar insa
edilecektir. Bu klasik kodlarin minimum mesafeleri Mathematica programi ile
hesaplanacaktir. Hazirlanan bu program kuantum kodlar icin bir veri tabani

formundadir.



28

3.1. F, Kiimesi ve Cebirsel Ozellikleri

F, kimesini tanimlamak igin N(m)=N(z,)=p olan 7, =a+bw, m,=b+aw

olmak iizere 7,7, €Z[w| asal clemanlari almp, Z[w] ve Z[w] kiimeleri

a 7]

olusturulacaktir. Bu kiimeler sirasi ile Z[%> ve Z[% > kiimeleridir. Yani
1 2

Z[w]”1 kiimesi <7r1> normal alt grubuna gore elde edilen gruptur. Ayrica <7rl>

idealine gore Z[w] ve benzer sekilde Z[w] kiimeleri birer halkadir. Bu

kiimelerde kalan smiflar vardir. Bu kalan siniflar tam temsilciler kullanilarak

yazilmaktadir. Yani 7, =a+bw ve u=x+yweZ[w] ise |x|+|y|<|a|+[p] ve

”1

!

y

v=x'+y'wex+yw igin |x'|+ S|x|+| y| dir. Bu kiimeler olusturulduktan sonra

Z]w],

1

ile Z[w] kiimelerinin izomorf oldugu gosterilerek, bu kiimelerin

1)

elemanlari ile 7, kiimesi insa edilecektir.

Teorem 3.1.1. 7, =a+bw, 7, =b+aw sayilari Z[w] kiimesinde ilgili olmayan iki

asal ve Z[w| ile Z[w] swrasiyla mod 7z, ve mod 7, kalan smiflar olsun. Bu

[0

durumda Z[w]” ile Z[w]” birbirine izomorftur.

Ispat:

f:Z[w]” - Z[w]” ,

f (x+ yw) =x+yw fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon iyi tanimlidir.
Cunkd x, + yw=x, +y,w (mod 7[1) iken f(x1 +ylw) = f(x2 +y2w)

olur. Gergekte x, + yw=x, + y,w=x, =x,, ), =y, oldugunda

f(xl +y1W) =X +y1W* =X +y2W* = f(xz +y2W)

olur. f birebirdir. Ciinkii

f(xl +y1w) = f(x2 +y2w) (0 < N()c1 +y1w),N(x1 +y1w) < N(ﬂ'l))
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:>xl+y1w* =X, +y,w, (OSN(xl erlw*),N(x1 +ylw*)SN(7r2):N(7rl)>
=X =X V=),

=Xt YW=X, +Yy,w

1)

olur. f* fonksiyonunun birebir olusu ve Z[w] ile Z[w] kiimelerinin eleman

sayilar1 esit ve sonlu olusu f fonksiyonunun ortenligini gerektirir.

Ayrica Va=a, +a,w,b=b+b,we Z[w]ﬁ i¢in

f(a+b)= f((a +ayw)+(b +b,w))
=/ ((a,+b,)+(a,+b,)w)
=(a,+b)+(a, +b,)w
= (al +azw*)+(bl +b2w*)
= f(a,+a,w)+ f (b, +b,w)
=f(a)+/(?)
ve
S (ab) =1 ((a +ayw)(b +b,w))
= f (b, —a,b, +(a,b, + ayh, + a,b, ) w)
=ab —a,b, +(ab, + ab +a,b, ) w
= (al +azw*)(bl +b2w*)
= f(a,+aw) £ ((b +bw))
=/f(a) /()
oldugundan f fonksiyonu homomorfizmadir. f fonksiyonu, birebir, Orten ve

homomorfizma oldugundan bir izomorfizmadir. Dolayisiyla Z[w] ile Z[w]

1izomorf olur.

Tamm 3.1.1. Z[w] ve Z[w]| yukandaki gibi tammlansin. a+bweZ[w] ve

1 2 ”1

fla+bw)=d' +b'we Z[WL2 olmak {izere

bl

+

a' < |a| + |b|}

bl

+

}u{a’+b'w* :

F z{a+bw:|a|+|b|£ a'

P

olarak tanimlanir.
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Teorem 3.1.2. Yukarida tanimlanan F, kiimesi eleman sayisi N (7)=p olan sonlu

bir cisimdir.

ispat: F, kiimesinin adi toplama islemine goére bir degismeli grup, ayrica ¢arpma
islemine gore kapali oldugu kolayca goriilebilir. Yani F, bir tamlik bolgesidir. Diger
yandan her O#aeF, elemani bir asal kalan siif oldugundan tersi vardir.

Dolayisiyla F, bir sonlu cisimdir.

Ornek 3.1.1. p=7, 7, =2+w ve 7, =1+2w olsun. Bu durumda

Z[w]ﬁ1 = {0,1,—w,1—w,—1+w, w,—l} ve

Z[WL2 = {0,1,—1 +w,w,—w,1— w,—l}

olur. Z [WL1 ve Z [w]”2 kiimelerinin elemanlarinin kompleks diizlemde gdsterimi

sirastyla Sekil 3.1. ve Sekil 3.2.”deki gibidir. Yukarida tanimlanan

f(x+yw)=x+yw" fonksiyonuna gdre
/(0)=0

f()=1

f(—w):—w* —1+w
fl-w)=1-w"=w

f(—1+w =—1+w =-w

f(w):w* =1l-w

f(-1)=-1

Tanim3.1.1.’den F, kiimesi

F = {0,1, —W,F,—_w*,v_v,—_l}
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seklinde elde edilir. Z[w]” ile Z[w]” kiimelerinin yardimiyla Z, kiimesinin

elemanlar1 ile F,, kiimesinin elemanlarnin eslestirilmesi Tablo 3.1.°deki gibidir.
Sekil 3.3.’te ise F, kiimesinin elemanlarmin kompleks diizlemdeki konumlari

gosterilmistir.

Tablo 3.1. Z, kiimesinin elemanlar1 ile F, kiimesinin elemanlarinin eslestirilmesi

Z, Z [w]ﬂI Z [w]”2 F,
0 0 0 0

1 1 1 1

2 —w ~1+w —w
3 1I-w w w
4 —1+w -w -w'
5 w 1-w w
6 -1 -1 -1

° o
4=-]+w(modnm) 5 =w(mod m)
6 = —1(mod 1) 0 =|0(mod m;) 1 = 1(mod 1)
& .-
2 = —w(mod m1) 3 =1 +w(modm)
5 o

Sekil 3.1. Z[w]” kiimesinin elemanlariin kompleks diizlemdeki yerleri
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® L
2= -] +w(mod m) 3 =w(mod m)

O0(mod m3) 1 = 1(mod m3)
+ -

-1 = -](mod m) 0
-

4 = —w(mod m) 5 =1 +wi(modm)
®

Sekil 3.2. Z[w]” kiimesinin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri

Sekil 3.3. F, kiimesi elemanlarinin kompleks diizlemde yeri
3.2. F, Uzerinde Kuantum Kodlar

1 V3 T . T C 1 e gee
w=—+£=cos—+ism§ eleman1 birimin 6. mertebeden kokudir. weFP

2 2
oldugundan, F, de mertebesi 6m olan bir eleman her zaman vardir. Bu eleman g
olsun. Yani B =1 dir. % =1 ise B" =+w olur. Bu durumda x"-w ve x"+w

polinomlart # =0,1,...n—1 olmak lizere # elemaninin yardimi ile
x" —w=(x—ﬁ)(x—ﬁ”)...(x—ﬂé'”)
x"+w=(x+,8)(x+,87)...(x+ﬁ6”1)
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seklinde ¢arpanlarina ayrilir. x" —w polinomu ile x" + w polinomlarinin ¢arpimi ise

asagidaki gibi carpanlarina ayrilir.

e = (v f)(x= 7)o (2= B )+ B) (x4 ). (4 ) *)

Not: p =13 i¢in =2 segilirse 4°=w olur ve F’te x* +w polinomu
x’ +w:(x—ﬂ4)(x+ﬂ4)
olarak carpanlarina ayrilir.

Tanim 3.2.1. € {w, w*} olmak tizere z = a + b6 € F, elemaninin agirligi

wy (2) =al+[9

ve

zy=a,+b0, z,=a,+b0eF, igin z ile z, arasindaki mesafe
z,—z,=z=a+bl e F, olmak lizere

dy (Zlazz) =Wy (Z) :|a|+|b|

olarak tanimlanir.

Teorem 3.2.1. fe {w, w*} olsun. Eger x+yfeF, ise Vm+nfex+yl icin

|x|+|y| < |m|+|n| dir.

Ispat: 0=w olsun. Bu durumda m+nweZ[w] olur. Z[w] in tanimindan

”1

|x|+|y|s|m|+|n| olur. #=w" olsun. Bu durumda f(ernw*)=m+nweZ[wL2

olur. Z[w] nin tanimindan |x|+[y| <|m|+|n| olur.
Teorem 3.2.2. Yukarida tanimlanan d,, mesafesi £, iizerinde bir metriktir.

ispat: i. Vz=a+b0cF, isin d,, (z,z)=w, (a+b0—(a+b0))=w(0)=0
dir.
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dy(z,2,)=0= w(z-2,)=0= z =z (mod 7,)= z, EZ[WL1 ve z, eZ[w]”1
oldugundan Z:z_z dir.

ii. z,,z, € F, olmak iizere d(z,,z,)=d(z,,z) dir. Gergekten de

dM(Zl,ZZ):WM(Zl—Zz)

:|a1—a2|+|b1—b2|

:|a2—a1|+|b2—b1|

=w(z,—z)=d(z,z2)
olur.
il dM(zl,Zz):wM(zl—22):WM(51):|a1|+|b1| burada 6, =z -z,=a +h0€eF,
ve |a1 | + |b1 | minimumdur.
dM(zl,z3):wM(zl—23):WM(52):|a2|+|b2| ve O,=z-zy=a,+b0fek, dir.
dM(23,22):WM(23—22):WM(53):|a3|+|b3| ve O,=z;-z,=a,+bfeF, dir.
Ancak w,, (52+§3)ZWM (51)
dir. Ciinkii 6, +0, €z, —z, ve biliyoruz ki Vx+yfez —z, icin |a1|+|b1|S|x|+|y|

dir.

Teorem 3.2.3. F, de [n,kl,dl] parametrelerine sahip C, kodunun iirete¢ polinomu
g,(x) ve [n,k,,d,] parametrelerine sahip C, kodunun iirete¢ polinomu g, (x)

olsun. Eger g, (x)|g,(x) ise C, = C, dir.[12]

Teorem 3.2.4. C, ve C, yukandaki sartlar1 saglayan devirli kodlar olsun. Bu
durumda F, Uzerinde [[n,kl—kz,min{dl,dj}ﬂp parametreli bir kuantum kod

vardir [12].

Teorem 3.2.5. g, F, de mertebesi 6n olan bir eleman olsun. Bu durumda (*)

esitligi kullanilarak £ tizerinde kuantum kodlar elde edilir.
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(*) esitligi ve Teorem 3.2.4. goz éniine alindiginda g, (x)|g,(x) olacak sekilde

g (x) ve g,(x) iireteg polinomlart, f;, f,... f,, f.1»---s />, polinomlari kullanilarak

fakl1 ihtimaller dahilinde segilebilir.

Ornek 3.2.1. p=7 olsun. Omek 3.1.1’den F, ={0,1,—w,w’,—w’,w,~1} olur.
B=w €F, almirsa, F, iizerinde x* +w" polinomu S =w e F, olmak iizere

4w’ =(x=B)(x+ B)=(x—w)(x+w)

olarak carpanlarina ayrilir.

Burada g (x)|g,(x) olacak sekilde, g (x)=g,(x)=(x-p8)=(x+p") alalm,

Tablo 3.2. de £ nin kuvvetleri verilmektedir.

Tablo 3.2. £ nin kuvvetleri

Teorem 1.1.9.’dan g, (x) iirete¢ polinomuna karsilik gelen iirete¢ matrisi

G=(-w 1),=(8" 1),
olur. G, iirete¢ polinomu |C|=7'=7 olacak sekilde C, lineer kodunu iiretir.
Buradan
€ ={(0.0), (1), (1), (). (). (=18). ()

={(0.0). (81). (1L.5). (8°.5)- (8°.8'). (B.5). (B.5")}
olarak hesaplanir. C, kodunda (0,0)€C, kodsozii hari¢ minimum Mannheim
agirligl w,, =2 oldugundan, minumum mesafe d,, (C,)=2 olur. O halde C, kodu
[2,1,2], parametreli lineer bir kod olur. g, (x)=g, (x) olarak se¢ildiginden, C, = C,

olur. Tanim 1.1.46.’dan C, kodunun duali

Cj = {(0,0), (w,l), (—1,—W*), (—W*,W), (W*,—W), (l,w*), (—w,—l)}
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olarak hesaplanir. C; kodunun minumum mesafesi dM(Cj)=2 olur.Teorem

3.2.5.’ten F, iizerinde [[2,0,2]]7 kuantun kodu elde edilir.

Ornek 3.2.2. p =13 olsun. Bu durumda F,, kiimesi Tanim 3.1.1.’den

Fy ={0,1,2,=w", w,2w,=2w",2w", 2w, —w,w’, 2,1}

olarak hesaplamir. f=2¢ F, alinirsa, F, iizerinde x> —w ile x> +w

P = (- ) ),

x’ +w=(x—ﬁ’4)(x+ﬁ4)

olarak carpanlarina ayrilir. Buradan da

xw = (x=B)(x=B7)(x=B*)(x+ B')= S fo s

elde edilir.

Burada g (x)=g,(x)=/ffy =(x=B)(x+B*)=x"+x+p" alahm.  Teorem
(

1.1.9.°dan g, x) iirete¢ polinomuna karsilik gelen tlirete¢ matrisi

11 6" 0
Gl = ﬂ 11
01 1 g

olur. G, irete¢ matrisi ile elde edilen C, lineer kodunun eleman sayisi |C1| =13
olur. C, lineer kodunun parametreleri [4, 2,4]13 tir. g (x)=g,(x) oldugundan
C, =C, olur. Yani C,c(C, sart1 saglanir. C, lineer kodunun iirete¢ polinomu
g (x)=(x-p )(x + ,84) oldugundan ~ C;  kodunun iirete¢  polinomu
g (x)=fofs= (x—ﬂ7)(x—ﬁ4) =x>+p°x+ " olur. Teorem 1.1.9.°dan g; (x)
iirete¢ polinomuna karsilik gelen {irete¢ matrisi
6 pll
i1 4 2)
olur. G; iirete¢ matrisi ile elde edilen C, kodunun diki olan C; lineer kodunun

eleman sayisi ‘Cj‘=132 olur. C; lineer kodunun parametreleri [4,2,4]13 tir.
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Teorem 3.2.5”ten C, ve C, kodlarinin parametreleri kullanilarak [[4,0,4]]

13

kuantum kodu elde edilir.

Teorem 3.2.5°ten g (x) ile g,(x) ireteg polinomlart g, (x)|g,(x) olacak sekilde

secilirse, olusabilecek kuantum kod parametreleri Tablo 3.3.’de verilmistir. Tablo

3.4.’te p=19 alindiginda elde edilebilecek kuantum kod parametreleri verilmistir.

Yukaridakiler dikkate alinarak elde edilebilecek mimkiin tim kuantum kodlar
asagidaki Mathematica programi kullanilarak hesaplanabilir. Bu programin InPutlar

ve OutPutlar sirasiyla Sekil 3.4. ve Sekil 3.5.°te verilmistir.

Do[
If [Element[p =6+n+1, Primes],

{nn: (p-1) /6;
Do [
Do [
If[t*2+txk+k*2=p, {a=t, b=k}]
» {t, 1, p}]
, {5, 1, 1]
tt=a+b-1;
AR = Table[1, {p}, {2}]:
Do[If[Mod[a+bxs, p] =0, r=s], {s, 0, p-1}]
flg_ ] := (Reap[Do[Do[If[Mod[x + y* T, pP] = g && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[x]],
{x, -tt, tt}1, {y, -tt, ££}11[[2, 111);
h[u_] := Reap[Do[Do[If[Mod[x + y* T, p] = u && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[y]],
{x, -tt, tt}], {y, -tt, LE}]I[[2, 1]];
Do[While[f[kk] &&h[kk], {x, y}]; ttt = Ordering[Abs[£[kk]] + Abs[h[kk]], 1]1[[1]];
AR[[kk+1, 1]] = £[kk][[ttt]]; AR[[kk +1, 2]] = h[kk] [[ttt]], {kk, O, p-1}1;

Do [
Do [
If[t*2+txk+k*2=p, {a=t, b=k}]
» {t, 1, p}]
» 1k, 1, p}]
tt=a+b-1;
BR = Table[1, {p}, {2}]1;
Do[If[Mod[b+axs, p] =0, r=s], {s, 0, p-1}]
f[n ] := (Reap[Do[Do[If[Mod[x + y* T, pP] = n && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], sSow[x]],
{x, -tt, tt}1, {y, -tt, LE}I1[12, 111);
h[m_] :=Reap[Do[Do[If[Mod[x+ y*T, p] = m && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[¥]],
{=x, -tt, tt}], {v, -tt, ££}11[[2, 1]1];
Do[While[f[kk] &&h[kk], {x, v}]; ttt = Ordering[Abs[f[kk]] + Abs[h[kk]], 1] [[1]];
BR[[kk +1, 11] = £f[kk][[ttt]]; BR[[kk+1, 2]] =h[kk][[ttt]], {kk, 0, p-1}];

Sekil 3.4. Mathematica programin kuantum kodlarin hesaplanmasinda kullaniligi
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A =Table[1, {p}, {2}];

Do[If[Abs[AR[[i+1, 1]]] +Abs[AR[[i+1, 2]]] < Abs[BR[[i+1, 1]]] + Abs[BR[[i+1, 2]]],
{A[[i+1, 1]] =AR[[1+1, 1]], A[[1+1, 2]] = AR[[i+1, 2]]}, {A[[i+1,1]]=BR[[1+1,1]],
A[[i+1, 2]]1 =BR[[1+1, 2]]}], {1, 0, p-1}]

Dol[aa =Med[tt*nn, p]; If[aa==r||aa==p-r, A[[tt+1]]], {tt, 1, p-1}];
B = Table[l, {nn}];
Do[B[[gg]] = FactorList[x*nn + r, Modulus -+ p] [[gg+1, 1]], {ggy, 1, nn}];
BB = Table[1l, {nn}];
Do[BB[[gg]] = FactorList[x*nn - r, Modulus » p] [[gg+1, 1]1], {gg, 1, nn}];
CC = Subsets[B];
CCC = Table[l, {2*nn-1}];

Dimensions[CC[[EE]]T[[1]]

Do[ccc [kk - 1]] = Expand | [ cc[[ik]11[[3]], Modulus » p|, {ik, 2, 2*nn}|;

DD = Subsets[BB];
DDD = Table[l, {2*nn-1}];
Dimensions[DD[[EE]]][[1]]
Do[DDD[[kk—l]] =Expand[ [ DD[[kk]][[j]],Mcdulus—»p], (kk, 2, 2"nn}];l
31

nn
v = ZBinomial[nn, il;
i=1

KK = Table[1l, {v*2}];

t=0;

Do [

Do[t=t+1;
KK[[t]] = Expand[CCC[[k]] #+DDD[ [kk]], Modulus » p]
r k1, v}]

p {kk, 1, v}];

fs = Union[KK, CCC, DDD] ;

2xnn

(2%nn) !
zzmaks = Z —_—
3 il%*(2%nn-1i)!
GD1 = Table[1l, {2%nn}];
sayi=0;
Do[
|
If[PolyncmialRemainder[fs[ [zz2]], £s[[zz1]], x, Modulus » p] == 0,

{sayl =sayi1+1l, Gl =Table[l, {24nn}];
Do[G1[[i+1]] = Coefficient[fs[[zz1]], x, i], {i, 0, 2%*nn-1}]

G =Table[l, {2%nn- Exponent[fs[[zz1]], x]}];
Do[G[[]+1]] = RotateRight[Gl, j], {j, 0, 2+nn- 1 - Exponent[fs[[zz1]], x]}],
G // MatrixForm

PP = Tuples[Range[0, p-1], 2+nn - Exponent[fs[[zz1]], x]];

LK = Table[l, {p* (2+nn-Exponent[fs[[zz1]], x])}1;
Do

2«nn-Exponent [fs[[zz1]],x]
LK[[i]]:Mod[ > PP[[i, 111 *GI[[il1, P
=1
, {i, 1, p* (2 %nn - Exponent[fs[[zz1]], x])}],‘
d=nn+tt;

2wnn

DU[If[Z (Abs[A[[LK[[k, 111 +1]11[[1]1]1] + Abs[A[[LK[[k, i]] +1]11[[2]111) <4,
i=1

2¥nn
d= Z (Abs[A[[LK[[k, 111 +111[[1]1]1] + Bbs[A[[LK[[k, 111 +111[[2]111) |, {k, 2, Dimensions[LK][[1]]}|;
i=1

Sekil 3.4. (Devami)
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G2 = Table[1l, {2+nn}];
Do[G2[[1i+1]] = Coefficient[fs[[zz2]], x, i], {i, 0, 2%nn-1}]

GG = Table[l, {2 *nn - Exponent[fs[[zz2]], x]}]:
Do[GG[[J +1]] = RotateRight[G2, j], {j, 0, 2+#nn - 1 - Exponent[fs[[zz2]], x]}];
GG // MatrixForm

PP2 = Tuples[Range[0, p- 1], 2+nn - Exponent[fs[[zz2]], x]];
LK2 = Table[1l, {p* (2*nn - Exponent[fs[[zz2]], x])}]:
Do|
2ann-Exponent [fs[[z22]] ,x]
LK2[[1]] = Mod | > eP2[[1, 311 *G6[[31], P
j=1

, i, 1, p*(2%nn-Exponent[fs[[zz2]], x])]];

fs2 = PolynomialQuotient[fs[[Dimensions[fs]]][[1]], £s[[zz2]], x, Modulus » p];
Do[GD1[[i+1]] = Coefficient[fs2, x, i]

1,0, 2%xnn-1}];
GD = Table[l, {2 *nn - Exponent[fs2, x]}];
Do[

GD[[]+1]] = RotateRight[GD1, j]

; {3, 0, 2%#nn-1-Exponent[fs2, x]}];
PPD = Tuples[Range[0, p- 1], 2 +nn - Exponent[fs2, x]];
LKD = Table[1l, {p”" (2+nn - Exponent[£s2, x])}];
Dc[

2ann-Exponent [fs2,x]
LKD[ [rr]] = Mod > PED[[rr, 11 *CDI[I1], B|
j=1

, {rr, 1, p* (2 *nn - Exponent [£fs2, x])}] H

dd = nn+tt;

2xnn

DG[If[Z (Abs[A[[LKD[ [k, i]] +1]11[[1]]] + Abs[A[[LKD[ [k, 1]]1 +1]]1[[2]1]) <dd,
i=1
2¢nn
dd = Z (Abs[A[[LED[[}k, 1]] +1]][[1]]] + Abs[A[[LKD[[k, 1]] +1]][[2]]])]; {k, 2, DimenSiODS[LKD][[l]]}]
i=1

minmsf = Min[d, dd];
Print[{"p=", p, "sayi=", say1i, "gl(x)=", £s[[zz1]], "g2(x)=", £s[[zz2]], "dl=", d, "d2=", dd,
"kuantum kod=", {2+nn, Exponent[fs[[zz2]], x] - Exponent[fs[[zz1]], x], minmsf]}]}]

, {zz2, 1, zzmaks - l}]
 fzz1, 1, zzmaks—l}]}]

,in, 1, 2]]

Sekil 3.4. (Devami)
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{p=, 7, 3ay1=, 1, gli%x)=, 2 +x, g2(X)=, 2 +x, d1=, 2, d2=, 2, kuantum keod=, {2, 0, 2}}

{p=, 7, say1i=, 2, gl (%)=, 5+x, g2(x)=, 5+x, dl=, 2, d2=, 2, kuantum ked=, {2, 0, 2}}

{p=, 13,
p=, 13,

p=, 13,
p=, 13,
p=, 13,
p=, 13,
p=, 13,
{p=, 13,
[p=s 13,
[p=, 13,
{e=, 13,
{p=s 13,
[p=s 13,
{p=, 13,
{p=, 13,
p=, 13,

13,

o
[0

13,

13,

o
il

P T P
o
il

p=, 13,

sayi=, 1, glix)=, 4 +x,
sayl=, 2, glixl=, 4 + x,
sayli=, 3, glix)=, 4 +x,
sayli=, 4, glix)=, 4+x,
sayl=, 5, glix)=, 4 +X,
sayl=, 6, glixl=, 4 + x,
sayl=, 7, glix)=, 4 +x,
sayi=, 8, glix)=, 6 +x,
sayl=, 9, glixl=, 6 + X,
zayi=, 10, glix)=, 6 + X,
sayi=, 11, glix)=, & + X,
sayi=, 12, glix)=, 6 + X,
sayi=, 13, glix)=, 6 + x,

zayi=, 14, glix)=, 6 + X,

zayi=, 15, glix)=, 7+ X,
sayli=, 16, glix)=, 7 +x,
sayi=, 17, glix)=, 7 +x,
sayi=, 18, glix)=, 7+ X,
sayi=, 19, glix)=, 7+ X,
sayi=, 20, gli{x)=, 7T +x,

g2 (x)=, 4+x, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kcd=, {4, 0, 2}}

g2i(x)=, 10—:(2, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4, 1, 2}

g2 (x)=, 11 +10 EL—ELE,. dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod-=, {4, 1, 2}

g2 (€)=, 2—11:{.—:{.2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}:

g2(x)=, 12+3x+4x° +%°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,
g2ix)=, B+10x+ 6% +x°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,
g2ix)=, 5+10%x+7x° +x°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,
g2 (%)=, &8 +x, dl=, 2, d2=, &, kuantum kcd=, {4, 0, 2}}

g2i(x)=, S—xz, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4, 1, 2]}

k.
(]

P
]

g2l =, 2—2x—x2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}}

g2 (x)=, 11—10:{.—:{.2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, [4, 1, 2}}

g2(x)=, 12+ 3x+4x° +x%, dl-, 2, d2-, 2, kuantum kod=, {4, 2

g?ix)=, B+10%+ 6% +x°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,
g2(x)=, L+3x+9% +x°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,

g2ix)=, 7T+x, d1=, 2, d2=, &, kuantum kod=, [4, 0, 2]}

g2(x)=, 3—x2, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4, 1, 2}

g2(x)=, 11—3x—x2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2]
gdix)=, 2+11 EL—ELE,. dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}

g2(x)=, 12+ 3x+4x° +x%, dl-, 2, d2-, 2, kuantum kod=, {4, 2

g2ix)=, 5+10x+Tx" +x°, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4,

IR
L

A A
Ly £

.
L]

Sekil 3.5. Mathematica Programinin Ciktilari

Tablo 3.3. Mannheim ve Hamming mesafesine gore F{, lizerinde kuantum kod parametreleri

& (%)

Mannheim  metrigine Hamming

gore QEEC gore QEEC

metrigine

/i

/i

/i
11
1h
1t
VNEVE

J,
11
Ve
11
VeV
1t
VeV

[[4.0.2]] [[4.0.2]]
[[4.1.2]], [[4.1.2]],
[[4.2.2]], [[4.2.2]],
[[4.0.2]] [[4.0.2]],
[[4.1.2]],, [[4.1.2]],
[[4,0.4]] [[4,0,3]],
[[4,0.2]], [[4,0,2]] ,
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Tablo 3.4. Mannheim ve Hamming mesafesine gére F, iizerinde kuantum kod parametreleri

) 2 (%) Mannheim  metrigine Hamming  metrigine
gore QEEC gore QEEC
/, f; [[6.0.2]], [[6.0.2]],
1 1t [[6.1,2]], [[6.1.2]],
1 IS, [[6.2.2]], [[6.2.2]],,
£ KL [[6.3.2]], [[6.3.2]],
f aSN: [[6.4.2]], [[6.4.2]],
1 KT, [[6.1.2]], [[6.1.2]],
e IANE [[6.2.2]],, [[6.2.2]],
L UNEVEINE [[6.3.2]], [[6.3.2]],,
1, 1. [[6.0.3], [[6.0.2]],
1 s [[6.1.3]], [[6.1.2]],
1, yan: [[6:2,3]], [[6.2.2]],
1, 1 [[6.0.4]], [[6.0.3]],,
1t 1S [[6.1.4]], [[6.1.3]],
i, AN, [[6.2.4]], [[6,2,3]],
Ay Kt [[6.0,5]], [[6.0.4]],
151, AN, [[6.1.4]],, [[6.1,3],
K1, Kb o fefs [[6.2.2]],, [[6.2.2]],
I, K1, [[6.0,5]], [[6.0.3]],
Kbt aN; [[6.1,4]],, [[6.1.3]],
Kbt aN: [[6.1.3]], [[6.1.3]],
AN, aN: [[6.0.3]], [[6.0.2]],
KISy KL od, [6.1.2]], [[6.1.2]],
s A [[6.0.41], [[6.0.3]],,

Rt RESS, [16.0.2]], [[6.0.2]],
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Ornek 3.2.4. Yukarida verilen Mathematica programi kullanilarak elde edilen ve

Tablo 3.4.’te verilen [[6,0,5]]19 parametrelerine sahip kuantum kodu, asagidaki

[6,3,5], kendine-dik klasik kod yardimi ile hesaplanir. Bu kodu igin iireteg
polinomu

g (x)=fifofi= —1+(—1+2w)x+2w*x2 +x°

olup, bu iirete¢ polinomu yardimi ile kodun tirete¢ matrisi

1815 5 1 00
G=0 18 15 5 1 O
0 0 I8 I5 5 1

olarak bulunur. Bu kod kendine-dik oldugundan kodun kontrol matrisi lreteg

matrisine esittir. Bu kod 2 Hurwitz agirhigina sahip tiim hatalari diizeltebilir. Ornegin
c:(18 4 1 6 1 O)

kodso6zii kanaldan

e=(15 2 0 0 0 0)

hatasi ile

r=c+e=(14 16 1 6 1 0)

olarak alinsin. Bu durumda » nin sendromu

S(r)=(7 11 18)

olur.



BOLUM 4. EISENSTAIN-JACOBI TAMSAYILARI UZERINDE
YENI SINYAL YILDIZ KUMELERI

Bu bolimde R_ sonlu halkas: tanimlamip, bu halkanin cebirsel 06zelikleri
incelenecektir. N (72') =m elemanh bir takim yildizinin (Constellation) kod kazanci

i¢in once bu takim yildizinin ortalama enerji hesabi olan E_ hesaplanacaktir. M

takim y1ldizi boyutu ve d,, de bu takim yildizinda kullanilan metrige gére minimum

mesafe olsun. Bu durumda m elemanli bir takim yildiz1 iizerinde insa edilen kodun

takim yildizinin deger katsayisi olan CFM (Constellation Figure of Merit) degeri

2
CFM = M,
2F

T

ile hesaplanir. CFM arttik¢a kod kazancinin arttig1 bilinmektedir. Dolayisiyla daha
iyi bir kodlama elde edilir. CFM degeri hesaplarken M ve 2 sabit oldugundan amag

ortalama enerjiyi kiigiiltiirken minimum mesafeyi biiyiiltmektir. Bu ¢aligmada p
elemanli bir takim yildizi p|m olmak tlizere melemanli bir takim yildizina

gomiilecektir ve CFM degerleri karsilastirilacaktir. Bu takim yildizi Eisenstein-

Jacobi tamsayilar1 kullanilarak olusturulacaktir.

4.1. R, Kiimesi ve Cebirsel Ozellikleri

p, ve p,, p=p,=1 (mod 6) sartint saglayan farkli iki tek asal tamsayi,
N(7)=N(z")=pp,=m olmak iizere Z[W]” ve Z[w]”, sirastyla mod 7 ve

mod 7’ de kalan siniflar olsun. Bu durumda Z[w]ﬁ ve Z[w]”, kiimeleri halkadir ve

Teorem 3.1.1.°den bu halkalar birbirine izomorftur.
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Tamm 4.1.1. Z[w]” ve Z[w]ﬁ, yukaridaki gibi tanimlansin. x+ywe Z[w]ﬁ ve
f(x+yw)=x"+ywe Z[w]”, olmak lizere

R”:{x+yw:|x|+|y|ﬁ|x'|+ x'

}u{x'+y'w* :

i +y <+ [}

olarak tanimlanir. R nin N (7[) =N (7[') = p,.p, =m elemanh bir halka oldugu

Tanim 3.1.1. ve Teorem 3.1.2.’den agiktir.

Ornek 4.1.1. p,=7 ve p, =13 olsun. Bu durumda 7, =1+2w, 7, =3+w olmak
iizere 7 =(1+2w)(3+w)=1+9w ve 7'=9+w olur. Buradan m=7.13=91 olup

R_ halkasmin elemanlar Tablo 4.1.”deki gibi olur.

Tablo 4.1. Z,, kiimesiile R, kiimesinin elemanlarinin eslestirilmesi

Z,, Z[w]” Z[w]ﬂ, R Zy, Z [w]ﬂ Z[w]”, R,

0 0 0 0 46 —5—4w Sw 5w

1 1 1 1 47 —4—4w 1+5w 1+5w
2 2 2 2 48 -3—-4w 245w -3-4w
3 3 3 3 49 —2—-4w 3+5w —2—4w
4 4 4 4 50 —1-4w —S5+4w —1—-4w
5 5 —4—w 5 51 —4w —4+4w —4w

6 —4+w -3-w 3w 52 1-4w —3+4w 1-4w
7 —3+w -2-w 2w 53 2—4w —2+4w 2—4w
8 —2+w —1-w —1-w 54 3-4w —1+4w —1+4w
9 —1+w -w - 55 4—-4w +4w +4w"

10 +w I-w +w 56 —-5-3w 1+4w 1+ 4w
11 1+w 2—w 1+w 57 —4-3w 2+ 4w 244w
12 2+w 3—w 2+w 58 -3-3w 3+4w -3-3w
13 3+w 4—-w 3+w 59 —2-3w —5+3w —2-3w
14 4+w —4-2w 4+w 60 —-1-3w —4+3w —-1-3w
15 5+w -3-2w 32w 61 3w —3+3w 3w

16 —4+2w —2-2w 22w 62 1-3w —2+3w 1-3w
17 —3+2w —1-2w —1-2w" 63 2-3w —1+3w —1+3w
18 242w 2w 2w 64 3-3w +3w 3w

19 —1+2w 1-2w —1+2w 65 43w 1+3w 1+3w"
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Tablo 4.1. (Devami)

Z, Zlw],  zZ[w], R Zs Zlwl,  Zlw], X

20 +2w 2-2w +2w 66 —5-2w 2+ 3w 24+3u"
21 1+2w 32w 1+ 2w 67 —4-2w 3+3w —4-2w
22 242w 4-2w 242w 68 32w —5+2w 32w
23 3+2w —4-3w 3+2w 69 22w —4+2w —2-2w
24 442w -3-3w 442w 70 —1-2w =3+2w —1-2w
25 5+2w -2-3w 2 -3y 71 2w 242w 2w

26 —4+3w —1-3w “1-3w" 72 1-2w —1+2w 1-2w
27 —3+3w 3w 3w 73 2-2w +2w 2w
28 243w 1-3w 1-3w' 74 3-2w 1+2w 1+2w"
29 —1+3w 2-3w —1+3w 75 4-2w 242w 242w
30 +3w 3-3w +3w 76 —S—-w 3+2w 342w
31 1+3w 4-3w 143w 77 —4-w —S+w —4-w
32 243w —4—-4w 243w 78 —3-w —4+w —3-w
33 3+3w -3—-4w 3+3w 79 —2-w “3+w —2-w
34 4+ 3w —2—4w 24w 80 —1-w 24w —1-w
35 5+3w —1-4w —1—4w 81 -w —1+w -w

36 —4+4w —4w 4w 82 I-w +w +w

37 —S3+4w 1-4w 1—4w" 83 2—w 1+w I+w
38 —2+4w 2—4w —2+4w 84 3-w 24w 2+w
39 —1+4w 3-4w —1+4w 85 4-w 3+w 3+w
40 +4w 4-4w +4w 86 -5 -5 -5

41 1+4w —4-5w —Sw 87 -4 -4 -4

42 1-5w 35w 1-5w 88 -3 -3 -3

43 2-5w —2-5w 2-5w 89 -2 -2 2

44 3-5w —1-5w —1-5w 90 -1 -1 -1

45 45w —Sw 50 91 0 0 0

Tanim 4.1.2. 7 € Z[w] ve N(7)=m olmak iizere R, kiimesinin ortalama enerjisi,

tim elemanlan esit olasilikla kullanildigindaki umulan enerjidir. Bu enerji £ ile

gosterilir ve

LS, (2)

E =
" N(ﬂ-)zeRﬂ
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ile hesaplanir.

Tamm 4.1.3. CFM (Constellation Figure of Merit), ortalama enerji ve minimum

mesafesi d,, olan iki boyutlu sinyal enerjisinin normalize edilmis halidir. M —

boyutlu yildiz kiimesi i¢gin CFM  degeri asagidaki esitlik yardimi ile

hesaplanmaktadir.
crm (R,) =M
2.E

T

R kiimesinin ~ boyutu M =2 oldugundan, R kiimesi i¢cin

T

CEM (R, )= - Niz)d,

E. Z Wy, (z)

zeR,

olarak hesaplanir.

Bir kodun CFM degeri artarsa, AWGN performansi da artar.

Tanim 4.1.4. Bit basina enerji (E b) ile ortalama enerji (E”)

E
E, = 7 ”p
0g,

iliskisi vardir.

4.2. R_Kiimesinin Boliintiisii

Bu bolimde R_ halkasinin kiime pargalanisindan ve bu kiime parcalanislarinin

CFM degerleri hesaplamalarindan bahsedecegiz.

Teorem 4.2.1. Z  ile R_ izomorftur.

Ispat: 0<r<m-1, a+br=0(mod m), x+yr=I[(mod m) ve x+yw=x"+yw
olsun.

g:Z,—>R,



47

+|v
<[x{+[¥]

’
X

x|+|y|£

!

g=(1)={x+ym ’

xX'+yw,

x'| +

fonksiyonunu goz oniine alalim [6]. Tanim 3.1.1. ve Teorem 3.1.2. goz Oniine

almirsa g ’nin birebir ve Orten bir halka homomorfizmasi oldugu goriiliir.

Dolayisiyla Z,, ile R izomorftur.

Bu fonksiyon yardimi ile R, ’nin boliintiisii Z, *nin boliintiisii kullanilarak su sekilde

elde edilebilir;

72'1,72'2€Z[W] iki asal, 7=m7m,=a+bw, 7'=b+aw ve N(;z):m ise R =7

dir. N carpimsal norm oldugundan N (72'] ) =p ve N (72’2) = p, almirsa m=p,p,
olur. Bu durumda R_ kiimesi, R”) :{g(O), g(p), g(2pl),...,g((p2—1)pl)} ve

RY :{g(i+0), g(i+p), g(i+2p]),...,g(i+(p2—l)pl)} (1<i<p,) olmak iizere

R =RV URY U--.UR™ olacak sekilde R(l), R(z),...,R(p‘)cRﬁ alt kiimelerine

4 T T T Y4 T T

(Pl)

boliintr. Z, 2{0, Pnzpp---,(pz—l)pl} ve 1<i<p, i¢in ZZ):{z:z—iernp‘)}

0 72

olmak iizere R, R? ... R R_ kiimeleri sirasyla Z,/, Z,, ,...,Zsf‘) kiimelerine

T T T

1izomorf olur.

Teorem 4.2.2. R ’nin p, tane alt kiimeye boliintiisii R(l), R(Z),...,R(” ) e R_ olsun.

4 T T

Bu durumda V0 # z € R igin

wy, (2) 2w, (7))

dir.

ispat: zeR,(rp ) ise anp ) de z ile eslesen eleman z' olsun. Bu durumda z'= pt
olacak sekilde 3¢ € Z vardir. Dolayisiyla

z=m (u+ww)

olur. O halde z e ;] dir. Teorem 3.2.1°den
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Ornek 4.2.1. m=14+2w, 7, =3+weZ [w] olsun. Bu durumda

m=mm,=(1+2w)(3+w)=149w ve 7'=9+w olur. Z[w] ve Z[w], den R,

halkas1 Ornek 4.1.1.°deki gibi elde edilir.

R(13) —

0,2—w,4+w,1+2w,1-3w ,—1—4w",1-5w,—2—4w,1+4w ,—1+3w",
—1-2w,~4—w,2+w

kiimesi R_ kiimesinin 13 elemanl bir alt kiimesi olur ve R/([n) = Z,, oldugundan RETB)

sonlu bir cisimdir. R!"” i¢in ortalama enerji

T

1
> WM(Z):E:4 ve

3 — T4
B 13 - P

Ri(rn) icin CFM degeri ise

dy _313_( os
52

CFM (R =

olarak hesaplanir.
Ornek 3.2.1°deki Fy ={0,1,2,—w', w, 2w, ~2w", 2w, 2w, ~w,w",~2,~1} cismi icin
ortalama enerji ve CFM degeri hesaplar1 agagidaki gibidir.

! Dy (z)=%=1,3846,

Fys 14
13 13261’13

CFM(E3):Z—M=%:O,7§
Fis

olarak hesaplanir.

F; ile RSZB) icin CFM degerleri karsilastirildiginda R halkasina gomiilii 13

elemanli R" cismi i¢cin daha yiiksek CFM degeri elde edilmistir.

T

Asagidaki tabloda ayni eleman sayisina sahip takim yildizlarmin CFM  degerleri

verilmistir.



49

Tablo 4.2. F, ile R,(r” ) takim yildizlarmin CFM degerlerinin karsilagtirilmast

Takim Yildiz1 Eleman T, T, =, CFM (Fp ) CEM (R,(f) )
Sayisi (p)

13 34w 1+2w 1+ 9w 0,72222 0,75
13 34w 2+w 5+6w 0,8125
13 34w 3+ 4w 5+19w 0,784483
19 342w 24w 449w 0,59375 0,662791
19 3+2w 443w 6+ 23w 0,671717
31 54+ w 1+ 3w 2+19w 0,442857 0,48062
31 5+w 24+w 9+8w 0,553571
37 344w 24w 2415w 04111 0,454918
37 443w 342w 6+ 23w 0,484293
43 6+ w 24w 11+ 9w 0,377193 0,444828
43 6+w 3+2w 16+17w 0,473568

4.3. R, Uzerinde Kod Kazanci

Bu kisimda, R kiimesinin kiime pargalanislar1 iizerinde tanimhi kodlar ile 3.
boliimde verilen F, kiimesi tizerinde tammli kodlarin eleman sayilari esit olmasi
durumundaki kod kazanci (KK ) hesaplanacaktir. Kod kazanci, bir kodun
performansi igin bir 6lclidiir. Kod kazanci genellikle desibel (dB) cinsinden verilir

ve minimum mesafe ve kod hizinin bir fonksiyonudur.

ﬂEZ[W] bir asal sayu, N(ﬂ'):p ve C, kodu F, iizerinde tamml [nl,kl,dH]p
parametreli bir lineer kod olmak iizere eleman sayis1 p ve bit basina enerjisi £,
olan bir kiime tiizerindeki [nz,kz,dz]p parametreli bir C, lineer kodu i¢in kod

kazanci

KK = IOIOg[ﬁﬁdezj—lOlog4Eb

n n,



50

olarak hesaplanir.

Ornek 4.3.1. p=13 olsun, F}, ile Rf(rn) kiimeleri sirastyla Ornek 3.2.1. ve Ornek
4.2.1.°deki gibi olmak iizere F, iizerinde [170,5,150] . lineer kodunu gz Sniine
alalim. Bu durumda £, ={0,1,2,-w",w,~2w,—2w",2w", 2w, —w,w’,~2,~1} olur ve

F, tlizerinde [l, 1, 1] " lineer kodu vardir. Benzer sekilde

R(13) —

T

{O,—Z—w*,4+w,l+2w,1—3w*,—1—4W*,1—5w,—2—4w,1+4w*,—1+3w*,}

—1-2w,~4—-w,24+w

olur ve R™)

T

iizerinde [1,1,3] , lineer kodu vardr.

F;; tzerinde kod kazanci

KK(F,)= IOIOg(%.%.ISO.I)—1010g4Eb =6.45-1.75=4.7 dB

olarak hesaplanir.

RS3) tizerinde kod kazanci ise

KK (R}')=10log S 1isos —10log4E, =11.22—6.36 =4.86 dB
7 1701 b

olarak hesaplanir.

Sonug olarak R\

T

tzerindeki kod kazancinin Fj; tlzerindeki kod kazancindan daha
yiiksek oldugu goézlemlenmistir.

(13)

T

7Z'€Z[W] ‘nun secimine gore R~ ile Fj, arasindaki kod kazanci farklar1 Tablo

4.3.’teki gibi hesaplanmustir.

Tablo 4.3. RS” ile F}, arasinda kod kazanglarinin karsilastiriimasi

Takim  Kod Ortalama Bit Basina 10log(4E,)  Kod Kazanci  Yeni Kod
Yildizi  Parametresi  Enperji ( E. ) Enerji ( E, ) ( KK) Kazanci
F, [1’1’1]13 1.38462 0.37418 1.75136 4.69487 0

Ru(g)w [1,1’3]13 4 1.08095 6.35866 4.85868 0.16381

RU3) [1,1’3]13 3.69231 0.9978 6.01103 5.20631 0.51144
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Tablo 4.3. (Devami)

Takim  Kod Ortalama Bit Bagina 10log(4E,)  Kod Kazanci  Yeni Kod
Yildizi  Parametresi Enerji ( E, ) Enerji ( E, ) ( KK) Kazanci

1’1’5] 6.46154 1.74615 8.44144 5.04438 0.34951
1’1’5] 6.15385 1.663 8.22952 5.2563 0.56143
1,1,6] 8.15385 2.20348 9.45169 4.77595 0.08108

1,1,6] 7.38462 1.9956 9.02133 5.20631 0.51144

5+19w

RU3)

9+16w

1’1,7] 8.61538 2.32821 9.68522 5.21188 0.51701

R('3)

3+22w

1’1’7] 9.53846 2.57766 10.13286 4.76424 0.06937

R('3)

17+10w

1,1,7] 11.0769 2.99341 10.78226 4.11484 -0.58003

R('3)

7+24w

[
[
[
[
R [LL7] 892308 241136 9.84322 5.05388 0.35901
[
[
[
[

1.1 9] 11.3846 3.07656 10.90125 5.0873 0.39243
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