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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

det A : A matrisinin determinanti
[AB] - AB dogru pargast

|AB| - AB dogru pargasinin uzunlugu
adj(A) . A matrisinin adjoint matrisi
AT . Amatrisinin transpozu

Al - A matrisinin tersi

F, - n. Fibonacci sayist

I . Birim matris

N . Dogal sayilar kiimesi

N* . Pozitif dogal sayilar kiimesi
R - Reel sayilar kiimesi

R" . N boyutlu reel vektorler kiimesi
7 . Tam sayilar kiimesi

n : Ispat sonu



OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Genellestirilmis Fibonacci sayilar, Ozdeger,
Ozvektor, Matris denklemleri.

Bu c¢alismada genellestirilmis Fibonacci sayilari ile iliskili olan 3x3boyutlu bazi
matrisler incelenmistir.

Birinci boliimde, c¢alismanin igerigi ve kapsami hakkinda kisaca bazi bilgilere
deginilmektedir. Daha sonra, literatiirde mevcut olan konuyla ilgili baz
calismalardan bahsedilmektedir.

Ikinci béliimde, ilk olarak matris cebiri ile ilgili baz1 temel kavram ve 6zelliklerden
bahsedilmekte, daha sonra Fibonacci sayilari ve genellestirilmis Fibonacci sayilari ile
ilgili temel tanim ve teoremler verilmektedir.

Calismanin  {glincli ve dordiinci  bolimlerinde, bir matrisin  6zdeger ve
Ozvektorlerinin farkli bir irdelenmesi ile genellestirilmis Fibonacci sayilari ile iligkili

3x3 boyutlu 6zel matrislerin elde edilmesi ile ilgili yontem gelistirilmistir.

Son boliim, ¢alisma ile ilgili bazi tartisma ve onerilerden olugsmaktadir.



3x3 DIMENSIONAL SPECIAL MATRICES RELATED TO
GENERALIZED FIBONACCI NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Fibonacci number, Generalized Fibonacci number, Eigenvalue,
Eigenvector, Matrix equation.

In this study, some 3x3dimensional matrices related to generalized Fibonacci
numbers are examined.

In the first chapter, it’s briefly referred to some information about the content and
extend of the study. Then, some studies existed in the literature related to the subject
considered are mentioned.

In the second chapter, first, some basic concepts and properties associated with
matrix algebra, are mentioned and then basic definitions and theorems related with
Fibonacci numbers and generalized Fibonacci numbers are given.

In the third and fourth chapters, through a different analysis of eigen values and
eigen vectors of a matrix, a method to obtain 3x3 dimensional special matrices
related to generalized Fibonacci numbers is developed in the third and fourth
chapters.

Last chapter involves some discussions and suggestions about the study.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Cahsmanin icerigi ve Onemi

Fibonacci sayilari yaygin kullanim alanlarina sahiptir ve matematigin Onemli
konularindan birisidir. Bu alanda yapilmis bir¢ok calisma mevcuttur. Bunun yaninda
matematiksel bir dizi olarak Fibonacci dizisinin terimleri ile iligkili olarak bir¢ok
6zellik mevcuttur. Giiniimiizde bu alandaki ¢alismalara devam edilmektedir ve yeni

ozellikler ortaya konulmaktadir.

Bu calismada, oncelikle Fibonacci sayilar ile ilgili temel 6zellikler verilecektir.

Daha sonra Fibonacci sayilarinin matris temsillerinden bahsedilecektir.

Elemanlar1 P,  ve 1 sayilarindan olusan genellestirilmis Fibonacci Q matrisinin

kuvvetleri ve Fibonacci sayilar1 arasinda bir iliskiden hareketle, kuvvetleri
genellestirilmis Fibonacci sayilar1 ile iliskili olan 3x3 boyutlu matrisler

turetilecektir.
1.2. Fibonacci Sayillarimin Tarihgesi

1170 yilinda Italya'nin Pisa kentinde diinyaya gelen Leonardo Fibonacci, Avrupa'nin
en Onemli matematikg¢ileri arasinda yer almaktadir. Tiiccar bir babanin oglu olan

Fibonacci'nin ¢ocuklugu, babasinin isi dolayisiyla Cezayir'de ge¢cmistir.

Fibonacci, babasinin da tavsiyesi lizerine burada Arap bir matematikciden ders alarak
matematikle tanisma imkani yakalamistir. Bu tanigsma sirasinda matematige olan
ilgisini fark eden Fibonacci, bu alandaki calismalarina devam ederek daha sonra
Liber Abaci'de hocasindan "Dokuz Hint Rakaminm Sanatim”" dgrenir. Boylece ilk

matematik bilgilerini miisliiman hocalardan alan Fibonacci, 6grendiklerini " Liber



Abaci" adl1 kitabinda toplamaistir.

Fibonacci, kitabinda Arap sayr sisteminden (ondalik sayr sistemi), aritmetik
islemlerden ve cebir konularindan bahsetmektedir. Fibonacci, Abakiis kitab1 ya da
hesaplama kitab1 anlamina gelen "Liber Abaci" kitabini yayinladiginda Arap
sayllarin1 Avrupa'da birka¢ aydin disinda bilen yok gibiydi. Unlii matematikgi
Fibanocci, kitabinda bu rakamlar1 sdyle anlatir: " Dokuz Hint Rakami 9,8,7,6,5.,4,3,2
ve 1'dir. Bu dokuz rakama "0" in da ilave edilmesiyle herhangi bir say1 yazilabilir."
Ayrica bu kitapta Fibonacci'nin {inlii bir matematik¢i olmasini saglayan bir "Tavsan
Problemi" yer almaktadir. Fibonacci kapali bir yerde bulunan tavsanlarin artisini her
ay takip etmis ve sonuglarini bir bir not etmistir .Unlii matematik¢i Leonardo “Her
tavsan cifti ayda bir kez, bir ¢ift tavsan yavrularsa ve bu yavrular da ikinci aydan
itibaren yavrulamaya baslarsa bir yil sonunda kag ¢ift tavsan olur?” sorusunu sorar
ve gozlemleri sonucunda ulastigi sonuca gore her aydaki tavsan ¢ift sayisinin rastgele
olmayip bir aydaki c¢ift sayisinin 6nceki iki aymn toplamina esit oldugunu farkina
varir. Buna gore tavsan cift sayilar aylara gore bir yil icinde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144, ... olacaktir. Bu problemin sonucunda her sayinin kendinden 6nce
gelen say1 ile toplanarak bir sonrakinin elde edildigi meshur say1 dizisi ortaya

cikmustir.

Fibonacci'nin bu kitab1 Avrupa'da ¢ok hizli yayilmis ve Avrupa'nin pozitif bilimlerde
ilerlemesinde 6nemli katkilar1 olmustur. Bu kitap sayesinde biitiin Avrupa Hint- Arap
say1 sisteminden haberdar olmustur. 13. yy. Avrupasinda biiyiik ilgi goren Liber
Abaci kitabi, Avrupa'da biiyiik oranda ¢ogaltilir ve bu Arap sayilar1 kilisenin karsi
¢ikmasma ragmen o donem Italyan tiiccarlar1 arasinda hizla yayilmstir. Oyle ki
kitabin {inii Roma 2. imparatoru 2. Frederic'e kadar gider. Boylece Fibonacci, Bilimi

ve bilim adamlarini seven bir imparator olan Frederick'in géziine girmeyi basarir.

Italyan matematik¢i Fibonacci’nin 1202°de kaleme aldig1 hesaplama kitabr anlamina
gelen "Liber Abaci" kitabinin disinda, “Practica Geometria”( The Practice of

Geometry) (1220), “Flos” (The flower) (1225) ve “Liber Quadratorum” (The Book
of Square Numbers) (1225) kitaplar1 da matematik ile ilgili kaleme aldig1 diger



eserleridir. Bu eserlerin igerisinde hig siiphesiz en 6énemli olani, Fibonacci sayilartyla

Altin Oran’1n anlatildig1 “Liber Abaci” adl1 eseridir.



BOLUM 2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve teoremler

verilmektedir.

2.1. Matematiksel Tiimevarim

Bilimsel arastirmalarda tiimevarim ve timdengelim kavramlar1 birbirini tamamlayan
kavramlardir. Genelden 06zele ulasma tiimdengelim ve Ozelden genele ulasma
timevarim olarak nitelendirilir. Simdi tiimevarim kavrami iizerinde kisaca

durulacaktir.

Tamm 2.1. (Birinci Tiimevarim ilkesi) ne N* olmak iizere, P(n) bir 6nerme

olsun ve asagidaki iki sart saglansin:

(i) P@)) dogru olsun.

(if) Her k e N* igin P(k) dogruiken P(k +1) de dogru olsun.

Bu iki sart saglandiginda, P(n) her ne N* i¢in dogrudur [1].

Tamm 2.2. (ikinci Tiimevarim Ilkesi) n e N* olmak iizere P(n) bir 6nerme olsun

ve asagidaki iki sart saglansin:

(i) P(1) dogrudur.

(if) Her k e N* i¢in P(1), P(2),..., P(k) dogruiken P(k +1) de dogrudur.

Bu iki sart saglandiginda, P(n) onermesi her n e N* i¢in dogrudur [1].



2.2. Matris Cebiri ile lgili Baz1 Kavram ve Ozellikler

Tamm 2.3. R" iizerinde tanimli bir vektor, i=1, 2, ..., n i¢in vV, € R olmak {izere

V=(V,V,,...,V, ) seklindedir [2].

Tamm 2.4. R" iizerinde tammli v=(Vv,,V,,...,V,)ve W=(W,W,,...,W, ) birer vektor

ve k bir skaler olmak lizere;

VAW=(V,+W,V, + W, ..,V + W)

kv = (kv kv, ..., kv, )

seklinde tanimlanir [2].

Uzerinde c¢alisilan cismin bir elemanina bir skaler denir. Bu ¢alisma boyunca

tizerinde c¢aligilan cisim R reel sayilar kiimesidir.

Tamm 2.5. K;’ler skalerler, v,’ler vektdrler ve i=1 2, ..., n olmak {izere;

kv, +K,v, +...+kv, ifadesine, v, vektorlerinin bir lineer bilesimi denir [2] .

Tamm 2.6. K, ’ler skalerler, v, ’ler vektorler ve i =1, 2, ..., n olmak iizere,

kv, +K,v, +...+kv. =0

esitligi ancak k, =k, =...=k, =0 olmasi ile gerceklesiyorsa,Vv, vektorlerine lineer

bagimsizdir denir. Aksi halde bu vektorlere lineer bagimlidir denir [2].

Tamim 2.7. Skalerlerin dikdortgensel bir diizenlemesine bir matris denir. Bir matrisin

genel bi¢imi, genel olarak,



a;, a, 8,
aZl a22 aZn
a‘ml amz amn

seklinde gosterilir. Her bir yatay ve dikey siradaki skalerlerin olusturdugu bigcimde

sirasiyla bir satir ve bir siitun denir. msatir ve n siitundan olusan bir A matrisine,

mxn boyutludur denir. A matrisi kisaca A:(aij) seklinde gosterilir. Burada a;

elemant A matrisinin i. satir ve j. siitun konumundaki elemanidir [3].

Matrisler genellikle skalerlerin bulundugu cisim ile amilir. Ornegin matrisin
elemanlar1 reel ise reel matris, kompleks ise kompleks matris gibi. Bu c¢alisma

boyunca matris denildiginde reel matris anlasilacaktir.

Tanmm 2.8. A ve B ayni boyutlu iki matris olsun. A ve B matrislerinin toplami

A+B ile gosterilir. Iki matris toplanirken ij. elemanlar1 karsilikli olarak toplanir.

A= (aij ) ve B= (bij ) olmak iizere, A+B = (aij +b; ) seklindedir [3].

Tanim 2.9. Bir A matrisinin bir k skaleri ile carpim1 KA seklinde gosterilir. Matris

bir skalerle carpilirken tiim elemanlar1 bu skalerle ¢arpilir. A:(aij) olmak {izere,

kA= (ka; ) seklindedir [3].

Tamm 2.10. A matrisi mxn boyutlu ve B matrisi nx p boyutlu matrisler olsun. A
ve B matrislerinin ¢arpilmasiyla olusan AB matrisi mx p boyutludur. AB

matrisinin i. satir j. siitunundaki elemani

in™~nj

n
> aby =ab +ab, +...+a,b
k=1



seklindedir [3].

Tanmm 2.11. A matrisi nxn boyutlu ise A matrisine kare matris denir. a,a,,...a,,

elemanlarima matrisin kosegen elemanlari denir [3].

Tamim 2.12. A kare matrisinin kdsegen elemanlari disindaki tiim elemanlart 0 ise

A matrisine kosegen matris denir. Genel bir kosegen matris

, 0
X2
0 O X

seklindedir [3].

Tamm 2.13. Kosegen elemanlariin hepsi 1 olan nxn boyutlu kdsegen matrise

birim matris denir ve bu matris | ile gosterilir [3].

Bir kare matrisin 0. kuvveti uygun boyutlu birim matris olarak tanimlanir. Yani A

bir nxn matris ise A° =1, *dir. A’nin K. pozitif kuvveti ise A“=A...A seklinde

tamimlanir [4].

X, .. 0 X 0 .. 0

0 x .. 0 0 x 0
Teorem 2.14. W =| . :2 .. | kdsegen matris ise, Wk = 2

0 0 ... X, 0 0 .. xf

dir ve W* da kosegen matristir [2].

Tanim 2.15. Bir A kare matrisi i¢in AB =BA =1 olacak sekilde bir B matrisi varsa

B matrisine A matrisinin tersi denir ve B= A" ile gosterilir. A matrisinin tersi

varsa A matrisine tersinirdir denir [3].



4, a,

a21 a22

Teorem 2.16. A :[ ] matrisinin  determinanti det A=a,a,, —a,,a,,

seklindedir [2].

Teorem 2.17. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin determinanti

i=12,...,n igin,
n
detA:zaijAj =ailA11+ai2A12 +"'+ainAn
=1
ve j=12,...,n i¢in,

det A=) a;A =a ;A +a,A; +...+a,A,
i=1

dir. Tk yazilisa determinantin i. satira gére agilimi ve ikinci yazilisa determinantin

J. siituna gore agilimi denir [3].

4, &, a,
Teorem 2.18. A=|a,, a,, a,, | matrisinin determinanti
83 8y dg

det A= Q185,855 +8,,8,385 + 838,85 — 838,85 — 818,833 — 38533,
seklindedir [2].

Teorem 2.19. A ve B aym boyutlu kare matrisler olsun. Bu durumda

det( AB) =det( A)det(B) dir [2].



Teorem 2.20. A, nxn boyutlu kare matris olsun. Her pozitif k sayis1 igin

det( A*) =det(A)* *dir [3].

Tammm 2.21. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j.

stitununun silinmesiyle elde edilen alt matris M; olsun. detM; determinantina, a;

elemaninin mindrii denir. A, =(—1)i+j detM;; ifadesine ise a; elemaninin kofaktorii

denir [2].
x 0 ... 0
0 x, ... 0], .
Teorem2.22. W= . " . . |ise detW =xX,...X, “dir [3].
0 O X

Teorem 2.23. A, kare matrisinin tersinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul

det A= 0 olmasidir [3].

Teorem 2.24. A tersinir bir matris olsun. Bu durumda, det A™ = deﬁ >dir [2].

Tamm 2.25. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin, a; elemanmin

yerine, A, kofaktorii yazilarak elde edilen matrisin transpozuna, A matrisinin adjoint

matrisi denir ve bu adj (A) ile gosterilir [2].

.. . 1 .
Teorem 2.26. A, nxn boyutlu tersinir kare matris olsun. A™ =madj(A) dur
e

[3].

Tanim 2.27. X,X,,...,X, Dbilinmeyenler olmak {iizere, aX, +a,X,+...+a,X,=b

n

seklindeki denkleme n bilinmeyenli lineer denklem denir. Burada, b ve hepsi birden

sifir olmayan a,,a,,...,a, katsayilari sabitlerdir [2].
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Tamm 2.28. X, X,, ..., X, bilinmeyenler olmak iizere;

ap X tapX, +...+a, n:bl
Ay X FaX, +...+a, X, =b,

2n*n

a X +a X +...+a. X =b

seklindeki sonlu tane lineer denklemden olusan sisteme, n bilinmeyenli ve m
denklemli bir lineer denklem sistemi denir. n=m ise bu sisteme kare lineer sistem
denir [2].

Lineer denklem sistemi,

seklinde gosterilebilir. Bu sistem AX =B seklinde yazilabilir. Burada, A=(aij),

X, b,
X2 b2 . . o .

X = ve B=| | matrislerine sirasiyla katsayilar, bilinmeyenler ve sabitler
Xn bn

matrisi denir. X ve B ’nin her ikisinin de siitun vektorii olmasi durumunda, bunlarin
yerine genellikle sirasiyla X ve b yazilir ve sistem AXx =b ile gosterilir [2].

Tanmm 2.29. A bir nxn matris olsun. Eger AXx=AX olacak sekilde sifirdan farkli
bir xe R" vektorii varsa, A skalerine A’nin bir 6zdegeri denir. X vektoriine de A

0zdegerine iliskin (karsilik gelen) bir 6zvektor denir [2].
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Tamm 2.30. A bir kare matris olmak iizere P(1)=det(A—Al) polinomuna, A

matrisinin Karakteristik polinomu ve det(A—A1)=0 denklemine de A matrisinin

karakteristik denklemi denir [2].

Teorem 2.31. A matrisi bir kare matris olsun. 4 nin A matrisinin bir 6zdegeri

olmas i¢in gerek ve yeter kosul det(A—A1)=0 olmasidir [2].

Teorem 2.32. (Cayley Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik

denklemini saglar [2].
Teorem 2.33. Bir kosegen matrisin 6zdegerleri, onun kdsegen elemanlaridir [2].

Teorem 2.34. A matrisi nxn boyutlu bir kare matris ve A matrisinin 6zdegerleri

Ay Ayy ooy A, iSE

det A=A A,... A,

dir [3].

Teorem 2.35. A, nxn boyutlu matrisinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter kosul

A matrisinin 6zdegerlerinin tiimiiniin sifirdan farkli olmasidir [3].

Tamim 2.36. A, A, aym boyutlu kare matrisleri igin A, =SAS esitligini saglayan

bir S tersinir matrisi varsa, A, matrisi A matrisine benzerdir denir [4].

Tanmm 2.37. Bir A kare matrisi, bir kdsegen D matrisine benzer ise bu A

matrisine kosegenlestirilebilirdir denir [2].

Teorem 2.38. A kare matrisinin tim O6zdegerleri farkli ise A matrisi

kosegenlestirilebilirdir [2].
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Teorem 2.39. A kare matrisi koOsegenlestirilebilir olsun. A matrisinin
kosegenlestirilmesi ile olusan kOsegen matris D olmak tizere her kKeN i¢in

A“ = PD*P™ esitligi saglanir [2].
2.3. Fibonacci Sayilar1 ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilar:

Tamim 2.40. F, =0, F =1 ve n>2 i¢in F,=F _; +F _, seklinde tamimlanan diziye

Fibonacci dizisi denir. F,’ye de n. Fibonacci sayisi denir [5].

Fibonacci sayilari;
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, ...

seklindedir. Fibonacci dizisinde, her terimin kendisinden dnceki iki terimin toplami

oldugu bagintisindan yola ¢ikilarak negatif indisli Fibonacci sayilari da tiiretilebilir:

F,=F-F,=1-0=1
F,=F,—F,=0-1=-1
F,=F,-F,=1-(-1)=2
F,=F,-F,=-1-2=-3

Genellestirilmis Fibonacci dizisi, en genel bicimiyle Gupta, Panwar ve Sikhwal

tarafindan, a, b, p ve qreel sayilar ve Fy=A, F, =b olmak iizere,

F=pF_,+dF_,, k>2

tekrarlama bagintisiyla tanimlanmustir [6], [7].

Ote yandan, yukaridaki a ve b ’yi diger sdylemle F, ve F, baslangig degerleri keyfi

fakat sabit secilerek genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi tanimlanmistir [8].
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Bu tezde, genellestirilmis Fibonacci say1r dizisi denildiginde, Gupta, Panwar ve

Sikhwal tarafindan tanimlanan dizide F; =0 ve F =1 olarak alindiginda yani [9]’da

alindig1 gibi genellestirilmis Fibonacci say1r dizisi anlasilacaktir. Genellestirilmis

Fibonacci say1 dizisini bu sekilde tanimlayan ¢alismalar da vardir [8].
Boylece asagidaki tanimi verebiliriz:

Tanmm 2.41. p ve g sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere G, =0, G, =1 ve n>1

igin,
Gn+1 = pGn + an—l

seklinde tanimlanan diziye genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi denir ve {Gn}neN ile

gosterilir [8], [10].

Bundan sonra ¢alisma boyunca,

(P«
%(] o)

olsun. Bu matrisin karakteristik denklemi
Xz—pX—q:O (21)

olur. Bu denklemin kékleri «,, ve ﬂpyq olarak gosterilirse,

_ PP’ +4g 5 - P—P’+4q

p.q 2 [ 2
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olur. Burada «,,—-f,,#0 veya denk olarak p°+4q=0 olmahdir. Buradan

itibaren bu oOzelligin saglandig1 kabul edilecektir. a,, ve ﬁpyq sayilar1 arasinda

asagidaki iliskiler vardir:

Upq = Py, +0 2.2)
Boq=PB,+0 2.3)
ot P, =D 2.4)
a4 B =P (2.5)

Apq=Pog =N p*+4q (2.6)

Buradan itibaren «,, ve pB,, yerine kisaca swrasiyla a ve g sembolleri

kullanilacaktir.

2.4. Genellestirilmis Fibonacci Sayilari ile Ilgili Bazi Ozellikler

Teorem 2.42. (Binet Formiilii) Her n>1 icin G, = = =B - gir [11].

Teorem 2.42°de verilen formiile genellestirilmis Fibonacci sayilari igin Binet

formiilii denilmektedir.
Yardimei Teorem 2.43. n>0 igin o= aG, +qG, , *dir [11].

Ispat. n iizerinden birinci timevarim ilkesi uygulanirsa;
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n=0 i¢in a’ = 0G, +0G_, =q seklindedir ve esitlik dogrudur.

n=1 icin &' =aG, +qG, = & seklindedir ve esitlik dogrudur.
n=Kk igin esitligin dogrulugunu kabul edelim, n=Kk+1 i¢in esitligin dogrulugunu

gosterelim. (2.2) esitligi kullanilarak,

o =a‘a = (aG, +qG, ,)ou=a’G, +aqG, ,
=(pa.+ q)Gk +aqG,, = paG, +quG,_; +qG, = o pG, + qu—l) +0G,
=aG,,, +qG,

bulunur ve n=k+1 igin esitligin dogrulugu goriliir. Boylece ispat tamamlanir.

»
Yardimer Teorem 2.44. n>0 icin " =BG, +0G, , dir [11].

Ispat. n iizerinden birinci timevarim ilkesi uygulanirsa;
n=0 icin p° = BG, +0G_, =0 seklindedir ve esitlik dogrudur.
n=1 icin B' =G, +qG, =P seklindedir ve esitlik dogrudur.

Nn=Kk igin esitligin dogrulugunu kabul edelim n=Kk+1 i¢in esitligin dogrulugunu

gosterelim. (2.3) esitligi kullanilarak

Bk+1 = BkB =BG, +09G,)B= Bsz +BaG,
=(pB+09)G, +BaG, , = PBG, + 0BG, , +4G, =B(pG, +0G, ;) +0G,
= BGk+1 + qu

bulunur ve n=k+1 i¢in esitligin dogrulugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. =
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2.5. Fibonacci Sayilarinin Matrislerle liskisi
Bu boliimde Fibonacci sayilarinin matrislerle olan iliskisi incelenecektir.

2.5.1. Fibonacci Q Matrisi

Fibonacci sayilar1 ve matris iligkisi denilince ilk akla gelen, Fibonacci Q matrisi

i o)

dir. Gergekten de bu matrisin kuvvetleri alindig1 zaman 6rnegin,

O
[

Q Q
w N
Il I
[EEN
R =, O P
L
O r Ok
Il I
N WO N
= e
N2 S

. (3 2)(1 1) (5 3
Q_2110_32

elde edilir. Q matrisinin, Q°, Q® ve Q*matrislerinin elemanlarinin Fibonacci

sayilarindan ibaret oldugu goriilmektedir. Bu durumun genel ifadesi asagidaki

teoremde verilmektedir.

11 F F
Teorem 2.45. n>1igin Q =(1 0] olmak iizere Q" 2( I;” F" j dir [12].

n n-1

Ispat. Ispat1 birinci tiimevarim ilkesini kullanarak yapalim.

, (1 1) (F, R
oo le
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oldugundan iddia n =1i¢in dogrudur. Simdi n=Kk i¢in iddianin dogrulugunu kabul

edelim ve n=k+1 i¢in de dogru oldugunu gorelim.
0" =0 0 = (Fkﬂ F j(l 1) _ (Fkﬂ +F, FMJ _ {FM FM]
F F,)1 0 \FR+F, F ) \F, F
elde edilir. Boylece iddia n=Kk +1 i¢in de dogrudur. Ispat tamamlanir. n
Teorem 2.46. n>1 igin det(Q")=(-1)" dir [12].
Ispat. detQ =-1 oldugu aciktir. Buradan,
det(Q")=det(Q)" = (-1)"

elde edilir. -

Teorem 2.46, Fibonacci sayilar1 i¢in Cassini formiiliiniin kolay bir ispatina olanak

saglar.

Teorem 2.47. (Cassini Formiilii) n>1 igin F_F_, —F’=(=1)" "dir [13].

n+l" n-1

F . —F? seklindedir.

n1" 'n

Ispat. Q matrisinin tamimi dikkate alindiginda, detQ" =F,

+1

Teorem 2.46°dan, detQ" =(-1)" esitligi vardir. Boylece F ,F . —Fn2 =(-D)" elde

n+l" n-1

edilir. n



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI SAYILARI iLE
ILISKILI 3x3 BOYUTLU TERSINIR OLMAYAN
MATRISLER

3.1. Giris

Bu béliimde, elemanlar1 P, 0 ve 1 sayilarindan olusan ve genellestirilmis Fibonacci
Q matrisi olarak adlandirilan Q =(5 gj matrisinin kuvvetleri ve Fibonacci

sayilar1 arasinda bir iliskiden hareketle, kuvvetleri genellestirilmis Fibonacci sayilari

ile iliskili olan 3x 3 boyutlu matrisler tiiretilmistir.
Simdi, dnce baz1 hazirlik bilgileri, daha sonra ise esas sonuglar verilecektir.

3.2. On Bilgiler

p ve q sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere G, =0, G, =1 ve n>1 igin,
Gn+l = pGn + an—l (31)

seklinde tanimlanan diziye genellestirilmis Fibonacci dizisi denir ve {Gn}neN ile

gosterilir. Burada p =g =1 alinirsa, Fibonacci say1 dizisi elde edilir.

(3.1) esitliginde n yerine —n yazmak suretiyle negatif indisli genellestirilmis

Fibonacci sayilar1 tanimlanir ve G_| = —( G”)n bagintis1 vardir [8], [10].
—q
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Simdi (E g] matrisini ele alalim ve bu matrisin kuvvetlerini inceleyelim:

Teorem 3.1. p ve q sifirdan farkli reel sayilar olmak {izere X bir kare matris

olsun. Eger X? = pX +ql ise her neZ icin,
X"=G X +0qG, I
dir [11].

Ispat: G_ = 1 oldugundan n=0 i¢in iddia dogrudur.
q

n>1 i¢in ispat1 timevarim ilkesiyle yapacagiz.

G, =0 ve G, =1 oldugundan n=1 i¢in iddianin dogrulugu agiktur.
G,=1ve G, =p olup X?= pX +ql oldugundan, n=2 igin iddia dogrudur.

[ddianin bir neN i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani X" =G X +qG, I

oldugunu kabul edelim. Bu esitligin her iki tarafi X ile sagdan garpilirsa

Xt =GnX2 +0G, ;X
=G, (pX +ql)+qG, ;X
=(pG,+0G, )X +qG,|
=G, X +0qG, |

olur. Yani n+1eN ig¢in de iddianin dogru oldugu goriiliir. Son olarak n yerine

Nn>1 olmak iizere —n alinarak her n € Z i¢in iddianin dogrulugu gosterilmis olur.m
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Teorem 3.1 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

a b
Teorem 3.2. a, b, ce R olmak iizere X :( ] detX=—q =0 ise her neZ

cC p-a
igin,
X0 aG,+qG, , bG,
- G, G, -aG,
dir [11].

Ispat. X matrisinin X? = pPX +ql sartin1 sagladig agiktur:

Xz_(a b j(a b J_ a2+bC bp _(q_l_ap bp j

c p-a)lc p-a cp  be+(p-a) cp p’-ap+g
(%" womaa) e wiooa) e
co p(p-a)+q pc p(p-a)) (0 q

_ (a b+10
_pcp—aq01

= pX +ql

dir. Simdi Teorem 3.1° den,

. a b 10 aG, +qG, bG,
X"=G, +qG, =
cC p-a 01 cG pG, +9G, ;, —aG,

n

_(aG,+4qG, bG,
B cG G,,, —aG,

n
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esitligi elde edilir.

qG,

n n-1

Teorem 3.3. X :[;) g} ise her neZ igin X" :(Gc;”l j’dir [11].

Ispat. det X =—q oldugundan Teorem 3.2°den X" = (aG” 4Gy bG, j “dir.

cG G, ,—aG

n n+.

Burada a = p, b=gq, c=1"dir. Bu degerleri yerine yazarsak

X n_ pGn + an—l an — C;nJrl an
G Gn+l - pGn G an—l

n n

olarak bulunur.

3.3. Yontem ve Sonuclar

[14]°de Fibonacci sayilari ile iligkili olan, 2x2 boyutlu 6zel matrisler elde etme
yontemlerinden bahsedilmektedir. Bu kisimda genellestirilmis Fibonacci sayilari ile
iligkili 3x3 boyutlu benzer 6zellikteki matrislerin tiiretilmesi igin bazi1 yaklagimlar

verilecek ve bu yaklasima dayanarak 6zel matrisler elde edilebilecektir.

Yontem [14]’deki ¢aligmanin yontemine benzerdir.

Qg matrisinin 6zdegerlerinin o« ve S oldugu gosterilebilir. Simdi, 6zdegerleri

[2 _[A2
%=“=w7 ﬂzzﬂ:%ﬂlq ve 4;,=0 olan 3x3boyutlu baz

matrisleri aragtiralim.
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Diyelim ki,

> ad T
—_ = O

matrisi, p®+4q=0 olmak iizere d6zdegerleri a, B ve 0 olacak sekilde bir matris

olsun. Ayrica, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z vektorler de sirasiyla X, y, z olsun.

X Y1 4
X=[% |, Y=Y, | z=|z,
XS y3 23

X Y1 4
a, X2 ' ﬂ! y2 ’ Ol 22
X3 y3 Z3

ile gosterelim.

Ozdeger ve ozvektor tanimindan Ax=ax, Ay=fy, Az=0 dogrusal denklem

sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemlerinin agik bigimleri sirasiyla,

ax, +bx, +cx, = ax;
dx, +ex, + fx; = ax, , (3.2)
ox, +hx, +1x; = aXx,

ay, +by, +cy, = By,
dy1 +ey, + fya = ,Byz (3-3)
ay, +hy, +ly; = By,



ve
az, +bz, +cz, =0
dz, +ez,+ fz, =0
gz, +hz,+1z, =0
seklindedir.

23

(3.4)

A matrisinin 6zdegerleri farkli ve reel oldugundan kosegenlestirilebilirdir. Bu

durumda genelligi bozmaksizin,

a 0 0
A=|0 g 0
0 0 O

ve S tersinir bir matris olmak lizere

A=SAS™

seklinde yazilabilir. Buradan her ne N i¢in

A" =SA"S™

olur. Dolayisiyla (3.5) ve Yardimci1 Teorem 2.43-2.44 dikkate alinarak,

a" 0 0 G,a+qG, , 0 0
A"=S| 0 p" 0|s'=S 0 G,A+qG,, 0|[S™
0 0 0 0 0 0

elde edilir. Bu esitlikten yararlanarak,

(3.5)
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a 0 0 100
A"=S|G, |0 B 0[+qG,/0 1 0f|[s™
0 0 0 000
00 100 000
=S5/G,|0 B 0[+09G,,|0 1 0|-qG,,|0 0 0[S
00 001 001
000
-S| G,A+qG, ,1,-9G,,|0 0 0]|S™
001
000
=G,(SAS™)+0qG,,(S1,5)-0dG,,|S|0 0 0S™
001
elde edilir. Boylece,
000
A"=G A+qG,,l,-qG ,|S|0 0 0|S™ (3.6)
001

olur. (3.6) esitliginden gortldigi tizere, A matrisinin kuvvetleri genellestirilmis

Fibonacci sayilari ile iligkilidir.
Simdi,

000
D=5/0 0 0|S™ (3.7)
001
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olsun. S matrisinin siitunlarinin, A matrisinin sirastyla «, f ve 0 6zdegerlerine

iliskin 6zvektorleri oldugunu biliyoruz.

Simdi, dnce bu gergege dayali olarak S matrisi ile ilgili se¢imleri ortaya koyacagiz.

Boylece, bu se¢imlere bagl olarak 6zel 3x3 boyutlu A matrisleri tiiretilebilecektir.

Buradan genelligi bozmaksizin,

X % 4
S:(Xyz): X, Y, I
X Y Z4
olmak tizere,
XX Yy, )0 0 O 0 0 z
D=|x, vy, z|/0 0 0|S*'=|0 0 z,|S™ (3.8)
X; Y; z,)\0 0 1 0 0 1z
elde edilir.
1 YoZ3—2,Ys  4,Y;— Y23 ViZ, — 14y,
S = E X3 = XLy Xy —LXg 11X, — X2, (3-9)
X2Y3 = Yo X3 YiZ3— Zly3 XY, =YX,
oldugundan,
1 Zl(X2Y3_Y2X3) Zl(XSyl_leB) Zl(xlyZ_yIXZ)
D:E Zz(xzys_yzxs) ZZ(XByl_X1y3) ZZ(leZ_yIXZ) (3-10)
Zs(xzys_yzx3) 23(X3yl—X1y3) Zs(xlyz_Y1X2)

elde edilir. Diger yandan, S matrisinin determinantinin bir ifadesi
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detS =7, (X,Y5 = VoXs )+ Zp (XoY1 — XY )+ Zg (XY, — ViX,) (3.11)
seklindedir.

Amacimiz kuvvetleri genellestirilmis Fibonacci sayilari ile iligkili olan bazi A
matrisleri tiiretmektir. Bunun i¢in (3.2), (3.3) ve (3.4) denklem sistemlerini saglayan
uygun X, y ve z vektorleri bulmaliyiz. Bunun i¢in de baz1 6zel kosullarla inceleme
yaparak ilerlenebilir. Yani, buraya kadar yapilan tartismalar bize bir yOntem

sunmaktadir.
Bundan sonra bazi 6zel se¢imler ile ilerleyerek bazi sonuglar ortaya koyacagiz.

X, ¥y ve z vektorleri (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerini saglayacak vektorler, yani

sirastyla «, f ve 0 Ozdegerine iliskin 6zvektorler olsun. (3.11) determinantinda
bulunan, (X2 Y, — y2X3), (X3 Y, — y3x1), (le2 - ylxz) ifadelerini birbirlerinin aynisi

ya da ters isaretlisi olacak sekilde segilerek ve (3.10)’daki D matrisinin elemanlari

tam say1 yapilmaya ¢alisilarak ilerlenebilir. Eger, D matrisi (3.6)’da yerine yazilirsa,
A" =G A+ an_l(I3 - D)
elde edilir.

Simdi 6zvektdrlerin baz1 6zel secimlerini alarak ilerleyelim.

X o Y1 B
X, [=| B |£, Y=|Y,|=| o] se¢imi:
Xy -1 A -1
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X a Y1 B
X=|X% |=| #| ve y=|Yy,|=| a| vektorlerinin A matrisinin &zvektorleri
Xq -1 A -1

olabilmesi i¢in (3.2) ve (3.3) denklemlerini saglamasi1 gerekmektedir.

Ilk olarak (3.2) ve (3.3) sistemlerindeki ilk denklemlerin saglanmasi i¢in

2 _[n2
a(ph/p +4q]+b[p p +4q]_czaz

2
_ [n2 2
a(p |c2> +4q}+b{p+ r; +4qJ_C:ﬂz

olmalidir. (3.12)’deki denklemler taraf tarafa sirasiyla toplanarak ve ¢ikarilarak

(3.12)

ap+bp-2c=a’+f° = p°+2q
a(\/p2+4q)—b(\/p2+4q)=a2—/32= py/p>+4q, a-b=p

(3.13)

denk denklem sistemi elde edilir. Sonra (3.2) ve (3.3) sistemlerindeki ikinci

denklemlerin saglanmas: i¢in,

2 2
d[m_ M}{w]_f:_q

2 2
(3.14)
_ [nh2 2
g| PP HAG I PEVPFAA ]
2 2
olmalidir. (3.14)’deki denklemlerin taraf tarafa toplanmasi ve ¢ikarilmasiyla
dp+ep—2f =-2
prep d (3.15)

d\/p2+4q—e\/p2+4q =0, (d—e=0)
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denk denklemler sistemi elde edilir. Son olarak (3.2) ve (3.3) denklem sistemindeki

ticiincli denklemlerin saglanmasi icin,

2 2 2
g{ph/z +4q]+h(p— 2+4q}_| [—p— p°+4q

2
(3.16)
g( p- p2+4qJ+th+\/p2+4q]_| _(—p+\/p2+4q
2 2 - 2

olmalidir. Buradan, (3.16)’daki denklemler taraf tarafa sirasiyla toplanarak ve

cikarilarak,

gp+hp-2l=—p

g\/p2+4q—h\/p2+4q =—Jp*+4q, (g—h=-1)

(3.17)

denklemler sistemi elde edilir. Sonug olarak (3.2) ve (3.3) sistemlerinin saglanmasi

icin (3.13), (3.15) ve (3.17)’deki denklem sistemlerinin saglanmasi gereklidir.

(3.13), (3.15) ve (3.17)’deki denklem sistemlerinden

pa+pb—2c=p®+2q,a-b=p
pd + pe—2f =-29,d-e=0 (3.18)
pg+ph-2l=-p,g—h=-1

elde edilir.

Secilen x ve y vektorleri igin (X,y; — y,%, )=+ P> +4d, (XY, —XY;)=+/ P’ +4q
Ve (XY, — Y;X,) =+ p>+4q olur.

Artik yukaridakilere ek olarak, z vektoriinlin degisik secimleri ile birlikte bahsi gecen

tim sistemleri saglayacak sekilde farkli A matrisleri bulabiliriz. Bu durumda z
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vektoriinlin bazi 6zel secimleri ile ilerleyerek, A matrisi olarak adlandirdigimiz

tiirden baz1 6zel matrisler bulmaya ¢aligalim:

Secim I . k € Z\{0} keyfi olmak iizere z, =k, z, =—k, z; =k olsun. Bu durumda D

matrisi

0 0 k
D=|0 0 —k|[S™
0 0 k

seklinde olur. Ayrica bu se¢imlere dayali olarak (3.11) esitliginden

detS =k(a-pB)(a+p)

ve buradan (3.10) esitliginden,

kygp®+4q k p2+4q kpw/p2+4

D:k( ﬂl)( 7 —k+/p*+4q p>+4q —kpyp®+4q
o — a

k,/p +4q k«/p +4q kp,/p +4q

k p2+4q p2+4q kpy/ p? +4q

k p’ +4q p>+4q —kpy/p®+4q
«/ +4q

PVP p®+4q ki p®+4q kp«/p +4q

yani,
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1 1
1 p
D=—|-1 -1 -p
P 1 1 p

oldugu goriilir. z, =k, z, =-K, z, =k seklinde se¢ildigi i¢in (3.4) denklemi,

a-b+c=0
d-—e+f=0 (3.19)

g-h+1=0

denklem sistemine doniisiir. (3.18) ve (3.19)’daki denklem sistemlerinden,

p(p-1)+q gq-p -p
—q -q 0 (3.20)

1-p 1 P

A=—
p

elde edilir.

A matrisi igin (3.20)’deki esitligi A" =G,A+qG,,(I,- D) esitliginde yazarsak,

o [P(P-D+a q-p -p} (p-1 -1 p
A”z?” —q -q O +q?‘1 1 p+1 p
1-p 1 p -1 -1 0

1 Gn+z - Gn+1 _(Gn+1 - an ) - pGn+l

=E _q(Gn_Gn—l) q(Gn—l_an—Z) qun,l

~(Gu-G,) G,-9G,-1  pG,

esitligi elde edilir.

Boylece her n>1 i¢in asagidaki teoremi ispatlamis olduk.
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Teorem 3.1. peR\{0} olmak iizere her n>1 i¢in

2

p(p-1)+q gq-p -p

A= 1 —q —q 0
"Lp 1 p
ise
1 Gn+2 - Gn+l _(Gn+1 - an ) - pGn+l
An =—|—( (Gn - Gn—l) q (Gn—l - an—Z) qun—l (321)
_(Gn+l_Gn) Gn _an -1 pGn
dir.

Secim 1. keZ ve k=0 keyfi olmak tizere z, =k, z, =Kk, z; =—k olsun. Ayrica

p ¢{0,2} olsun.

Secim 1 Oncesindeki tartismalara benzer sekilde ilerlenerek (3.10) ile verilen D

matrisi bu durumda

0 0 k
D=/0 0 k |S*
0 0 -k

olarak elde edilir. Ayrica bu segimlere dayali olarak (3.11) esitliginden

detS =k(a-pB)(a+p)

ve buradan (3.10) esitliginden,



k,/p2+4q kyp?+4q kpyp®+4q
D= L kyp®+4q kyp?+4q kpyp?+4q
p>+4q —kyp>+4q —kpyp®+4q

k(a—p)(a+p)

k,/p2+4 kyp®+4q  kpyp?+4q
p’+4q  kyp®+4q kpyp®+4q

k«/ +4q
PVP p>+4q —kyp?+4q —kpyp®+4q

1 1

1 p
=—[1 1 p
p—1—1—p
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oldugu gorilir. z, =k, z, =k, z; =—k seklinde secildigi i¢in (3.4) denklemi,

a+b-c=0
d+e—-f=0
g+h-1=0

halini alir. (3.18) ve (3.22) denklemlerinden;

p(p-1)+q p+q p*+2q
A=—— —q -4 -2q

p—-2
1-p -1 -p

elde ederiz. A matrisi igin (3.23) deki esitligi A" =G A+ an_l(I3

yazilirsa,

(3.22)

(3.23)

—D) esitliginde
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Gn+2 - Gn+1 Gn+1 + an Gn+2 + an
1
A :B —q (Gn _Gn—l) —q (Gn—l_an—Z) —-q (Gn +an—2) (324)
_(Gn+1 _Gn) _(Gn +an—l) _(Gn+1+an—l)

elde edilir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.2. pe R\{O, 2} ve her n>1 tamsayisi igin,

p(p-1)+q p+q p*+2q

1
A=—— g -4 -2q
p-2
1-p -1 -p
olmak tizere,
1 Gn+2 - c-:'nJrl Gn+l + an Gn+2 + an

An = _q(Gn _Gn—l) _q(Gn—l _an—Z) —q (Gn +an—2)
_(Gn+l _Gn) _(Gn +an—1) _(Gn+l+an—1)

dir.

Secim III. k=0 ve keZ keyfi olmak lizere z, =-k, z, =k, z, =k olsun. Yine

secim I Oncesindeki tartismalara benzer sekilde ilerlenerek (3.10) da verilen D

matrisi, bu durumda

O

I
o o o
o o o
~ X

w

AN

olarak elde edilir. Ayrica bu se¢imlere dayali olarak (3.11) esitliginden
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detS =k(a—pB)(a+p)

ve buradan (3.10) esitliginden,

-1 -1 -

1 P
D=—|1 1 p
P 1 1 p

elde edilir. z, =k, z, =k, z; =k seklinde se¢ildigi i¢in (3.4) denklemi

—-a+b+c=0
—-d+e+f=0 (3.25)
—g+h+1=0

denklem sistemine donisiir. (3.18) ve (3.25)’den

. p(p+1) p+q p
A==| g q 0 (3.26)

p—(p+1) -1 -p

elde ederiz. A matrisi icin (3.26)’daki esitligi A" =G,A+qG, ,(l,—D) esitliginde

yazilirsa,
1 Gn+2 - Gn+1 Gn+1 + an pGn+1
A :B _q(Gn +Gn—1) _q(Gn—l_an—2) _qun—l (327)
_(GM_Gn) _(Gn +an4) _pGn
elde edilir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmais olur.
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Teorem3.3. pe R\{O} ve her n>1 tamsayisi i¢in

p(p+1) p+q p?
—q -q 0
—(p+1) -1 -—p

A=—
p

olmak lizere

1 G,..-G G, +0G, pG
A =T1-0(6,+Gya) (G, ~0G,) —paG,.
~(6,.-G,) (G, +4G,.) PG

n+1 n+1

N+l n

dir.



BOLUM 4. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI SAYILARI iLE
ILISKILI 3%3 BOYUTLU TERSINIR MATRISLER

4.1. Giris

Bu bdliimde, elemanlar1 p, g ve 1 sayilarindan olusan ve genellestirilmis Fibonacci
Q matrisi olarak adlandirilan Q :(E g) matrisinin kuvvetleri ve Fibonacci

sayilar1 arasinda bir iliskiden hareketle, kuvvetleri genellestirilmis Fibonacci sayilari
ile iligkili olan 3x3 boyutlu matrisler tiiretilmistir. Bu boliimiin amaci, Bolim
3°dekinden farkli olarak 3x3boyutlu tersinir olan matrisler tiiretmektir. Ozdegerler

stfirdan farkl sec¢ildiginden elde edilecek olan matrislerin tersinir olacag: agiktir.
4.2. On Bilgiler

Daha onceki boliimlerde de anlatildigi gibi, p ve q sifirdan farkli reel sayilar olmak
tizere G,=0, G, =1 ve n>1 i¢in, G, =pG,+qG,, bagntisi ile tanimlanan

{Gn}nEN reel say1 dizisine, genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi denir.

Qo PEAPirAa o PP

> > sayilarinin  genellestirilmis Fibonacci

sayilar ile iligkisi, bu sayilarin toplami, farki, carpimi ve tamsayi kuvvetleri ile ilgili

bagitilar Boliim 3°de verildigi gibidir.
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Simdi (]F-’ gj matrisini ele alalim. Bu matrisi Qg ile gdsterelim. Her n tamsayisi

.. . (G 4G,
i Qq = G, 0qG
n-1

n

J oldugunu Teorem 3.3’den bilinmektedir.

4.3. Yontem ve Sonuglar

Bu boliimde kuvvetleri genellestirilmis Fibonacci sayilart ile iligkili olan 3x3
boyutlu matrislerin bulunmasi problemi ele alimmistir. Problemi ¢6zmek igin

[14]’deki caligmanin yontemine benzer olarak ilerlenecektir.

p ve q sifirdan farkli reel sayilar olsun. a =

p+yp°+4q . p—+/P*+49
2

2

sayllarmin =~ X*—px—q=0 denkleminin kokleri oldugunu biliyoruz. Burada

p® +4q >0 oldugundan @ ve f reel ve birbirinden farklidir.

Simdi, 6zdegerleri 4, =a ve 4, =/ ve A, =1 olan bir 3x3 boyutlu matris

(4.1)

>

Il
Q@ o o
> o o

olsun.

p?+4q>0 ve pF./p’+4q = 2oldugunda 4, 4,vel, birbirinden farklidir. Simdi

A, Ay, Ay 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

Xl yl Zl
X=X, Y=|VY, |, Z=| Z, | olsun. Buradan Ax=A4,x, Ay=1,y, Az=1,z 6zdeger
X3 Y3 Zy

- 6zvektor denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemlerinin agik bigimi
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ax, +bx, +cx; = ax
dx, +ex, + fx; = ax, (4.2)
gx, + hx, +1x, = ax,

ay, +by, +cy, = By,
dyl +ey, + 1;y3 = ﬂyz (4-3)
ay, +hy, +ly, = By,

ve

az, +bz,+cz, =2
dz, +ez, + fz, =z, (4.4)
gz, +hz, +1z, =z,

denklem sistemleri seklindedir. A matrisinin 6zdegerleri farkli ve reel oldugundan,

bu matris kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda genelligi bozmadan

a 0 0
A=|0 B8 0 (4.5)
0 01
ve S bir tersinir bir matris olmak iizere, genelligi bozmaksizin,
A=SAS™ (4.6)
seklinde yazilabilir. Buradan, her n e Z igin
A" =SA"S™ 4.7

olur. (4.5) ve (4.7)’den
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a" 0 0 aG, +qG, 0 0
A"=S| 0 B" 0[s'=S 0 pG, +qG., 0]s™
0 0 1 0 0 1

elde edilir. Bu esitlik yeniden diizenlenirse,

0 0O
A" =S| G,A+qG, ,1,+(1-G,-qG,,)|0 0 0[S
0 01
olur. Buradan (4.6) esitligi de dikkate alinarak,
000
A"=G A+qG,,l,+(1-G,-qG,,)[|S|0 0 0|S™ (4.8)
0 01

elde edilir. Boylece A matrisinin kuvvetinin genellestirilmis Fibonacci sayilari ile

iliskili oldugu goriiliir.

Simdi,

D=S[0 0 0]S™ (4.9)

olsun. Bu durumda (4.8)’den

A" =G,A+0G, I, +(1-G, -qG, ;) D (4.10)

olur. S matrisinin siitunlarinin, A matrisinin sirastyla «, f ve 1 6zdegerlerine

iliskin 6zvektorleri oldugunu biliyoruz.
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Simdi, dnce bu gergege dayali olarak S matrisi ile ilgili se¢imleri ortaya koyacagiz.

Boylece, bu segimlere bagli olarak 6zel 3x3 boyutlu A matrisleri tiiretilebilecektir.

Buradan genelligi bozmaksizin, D matrisi agik olarak,

XX Yy, z\)0 0 O 0 0 z
D={x, ¥, 2|0 0 0[S*=/0 0 z, |S*
X, yY; Z3)\0 0 1 0 0 z
elde edilir.
Yols —2,Ys  4.Y3—YiZ3 YiZ, —4Y,
§*= E Xs = X2y XZyg—ZLX3 L)X, —XZ,
XY =YXy ViZ3— Zly3 XY, = Y%,
oldugundan,
1 21(X2y3_y2X3) Zl(XSyl_X1y3) Zl(leZ—leZ)
D:E Zz(xzys_yzxs) Zz(X3Y1_X1Y3) 22(X1y2_y1xz)
23(X2Y3_yzxz) 23(X3Y1_X1y3) ZS(X1Y2_y1X2)

oldugu agiktir. S matrisinin determinantinin bir ifadesi,

detS =7, (X,Y; — Yo% )+ Z, (XY =X Y3 ) + Z5 (X, Y, — Vi%, )

seklindedir.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Amacimiz, elemanlar1 ve kuvvetleri genellestirilmis Fibonacci sayilari ile iliskili olan

3x3boyutlu A matrislerini bulmaktir. Bunun i¢in (4.2), (4.4) denklem sistemlerini
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Xl yl Zl
saglayan X=|X, |, Y=|Y, |, Z=|Z, | vektorleri bulunmalidir. Boyle vektorler
X3 y3 23

bulmak i¢in bazi 6zel kosullarda inceleme yapilarak ilerlenebilir. Yani ii¢lincii

boliimde oldugu gibi, buraya kadar yapilan tartismalar bir yontem sunmaktadir.
Bundan sonra bazi 6zel segimler ile ilerleyerek bazi sonuglar ortaya koyacagiz.

Simdi X, y ve z vektorleri, (4.2), (4.4) denklemlerini saglayan vektorler olsun. Ayrica
(4.14) determinantinda bulunan, (X,Y,—Y,X;), (XY,—Ys%) Ve (XY,—¥:%)

terimlerini, birbirlerinin aynis1 ya da ters isaretlisi olacak sekilde segilerek ve, (4.13)

deki D matrisinin elemanlar1 tamsay1 yapilmaya g¢alisilarak ilerlenebilir.

Simdi 6zel vektorlerin bazi 6zel segimlerini alarak ilerleyelim:

X )| [« Yi p
X=X |=|B |, Y=|VY,|=| o] segimi:
X, -1 A -1
X a Y1 B
X=X |=| | vey=|y,|=| a| vektdrlerinin A matrisinin &zvektorleri
X, -1 A -1

olabilmesi i¢in (4.2) ve (4.4) denklem sistemlerini saglamasi gerekmektedir.

Ik olarak (4.2) ve (4.3) denklem sistemlerinin ilk denklemlerinden sirasiyla,

2 2

2 2
p-yP’+4q | [ P+yP +4q]6=ﬂz

2 2

2 _ [2
NEENCEZE MJ_C_az

(4.15)
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esitlikleri elde edilir. (4.15)’deki denklemler taraf tarafa sirasiyla bir toplanarak ve

bir de ¢ikarilarak

ap+bp-2c=a’+ > =p*+2q
a(\/p2+4q)—b(\/p2+4q):052—ﬁ2 = py/p°+4q

(4.16)

denk denklemler sistemi elde edilir. Benzer sekilde (4.2) ve (4.3) denklem

sistemlerinin ikinci denklemlerinden,

p+qp2+4q p— p2+4q

d f +e f _f—_q
p-— p2+4q p+«'p2+4q

d f +e f _f—_q

bulunur. (4.16)’daki denklemler taraf tarafa sirasiyla bir toplanarak ve bir de

cikarilarak

dp+ep—-2f =-2q

(4.18)
d\/p2+4q—e\/p2+4q =0

denk denklemler sistemi elde edilir. Son olarak (4.2) ve (4.3) denklem sistemlerinin

iclincii denklemlerinden sirasiyla,

p+yP’+4q | [ P-yp'+4q| | _[-p—yp’+4g
J 2 2 - 2
(4.19)
. 2 2 . 2
9 p 2+4q +h[p+1/z +4q - p+~/2p +4q

bulunur. Buradan, (4.19)’daki denklemler taraf tarafa sirasiyla bir toplanarak ve bir

de ¢ikarilarak,
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gp+hp-2l=—p

4.20
g\/p2+4q—h\/p2+4q:—\/p2+4q (4.20)

denk denklemler sistemi elde edilir. (4.2), (4.3) denklem sistemlerinin saglanmasi
i¢in (4.16), (4.18) ve (4.20) denklem sistemleri saglanmalidir.

(4.16), (4.18) ve (4.20) denklem sistemlerinden

pa+pb-2c=p*+2q, a-b=p
pd+pe—-2f =-2q,d-e=0 (4.21)
pg+ ph-2l=-p,g-h=-1

elde edilir.

Secilen x ve y vektorleri igin,

(XaYs = Yo% ) = (XY — %, Y5) = (XY, — V1%, ) =+/ P + 40 (4.22)
dir.

Simdi artik z vektoriiniin degisik secimleri ile birlikte bahsi gegen tiim sistemleri
saglayacak sekilde farkli A matrisleri bulabiliriz. Bu durumda, z vektoriiniin 6zel
segimleri ile ilerlenerek A matrisi olarak adlandirdigimiz tiirden bazi 6zel matrisler

ortaya koyabiliriz.

Secim I k=0 ve keZ keyfi olmak iizere z, =k, z,=—K, z;=k olsun. Bu

durumda (4.11)’den
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0 0 k
D=|0 0 —k|[S™
0 0 k

olur. Ayrica bu se¢im altinda (4.14) ve (4.22) g6z 6niine alinarak (4.14) esitliginden
detS =k p® +4q
olup, (4.13)’den

kygp>+4q kyp>+4q kyp>+4q

1
D=——+——| -ky{p®+4q —kyp*+4q —k4p*+4q
ky/p?+4q
kyp?+4q kyp?+4q kyp>+4q
veya
1 1 1
D=|-1 -1 -1 (4.23)
1 1 1
k
elde edilir. z=| —k | se¢imi altinda (4.4) denklemler sistemi,
k
a-b+c=1
d-e+f=-1 (4.24)
g-h+l=1

denk denklemler sistemine doniisiir. (4.21) ve (4.24) denklem sistemlerinin ortak

¢Oziimiinden,



elde edilir.

Ote yandan (4.23)’deki D

pP’+p+q+1 p+q+1

p p
-1-q -1-¢
p p
-1 0
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(4.25)

matrisi ve (4.25)’deki A matrisi (4.10)’da yerine

yazilirsa,
2
w‘ p+q+1 _p+]_
P 0
R B T
P p 01
-1 0 2
veya
2 1-G
D +p+q+1G +( \) p+g+l

A" =

veya

n

P P
_l_q
—2G,-1+G, +qG, ,
P

-G, +1-G, -qG, ,

796 1246 ,4G,. -1
p

1_Gn - an—l

G,+1-G,-qG,, (-p+1)G,+1-G,-0qG,,

-G, -1+G, +qG, ,

2G, +1-G,




(p2+q+l)Gn+p (q+1)Gn+p_qun_1
P p
A = (-1-9+p)G,-p+pqG,,; (-1-9+p)G,+2p4G, - p
P p
1-2G, - pG, 1-G,-qG, ,

bulunur. Boylece asagidaki teoremi ispatlamis oluruz.
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Teorem 4.1. p,geR\{0}, p*’+49>0 ve pFyp°+4q=2 olmak iizere

2
p°+p+qg+1 p+q+l _p+l
P Y
A= —1-q —1-q -1 |ise, her neZ i¢in
P Y
-1 0 2
2+q+1)G, + 1G. + p- paG
(P +a+1)G,+p (@416, +P-PIC 6 1 g6
P p
po|(220+P)C,-p+paGy, (1-4+p)G+2pC,,-p o
P P
1-2G, - pG. | 1-G, -G, , 1+G,
dir.
Secim Il. k=0 ve k € Z keyfi olmak iizere z, =k, z, =k, z; =—k olsun.

Se¢im I *deki tartismalar goz oniine alinarak (4.11)’deki D matrisinin
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0 0 k
D=|0 0 k |S™
0 0 -k
oldugu goriiliir. Bu durumda,
o p k
X=| B|.Y=| a |vez=| k | se¢cimi i¢in, (4.14) ve (4.22)’den
-1 -1 -k

detS =k p*+4q
olur. Boylece, (4.13)’den

k\/pz+4q k\/p2+4q ki p* +4q

1 1 1
D=— = | k/p'+dg kypitdq kfpiidg |=|1 1 1
kyp®+4q (4.26)
—k\/p2+4q —k\/p2+4q —k\/p2+4q -1 -1 -1
bulunur.
k
z=| k | secimi altinda, (4.4) denklemler sisteminden,
—k
a-b+c=1
d-—e+f=1 (4.27)
g-h+l=-1

denk denklemler sistemine doner. (4.21) ve (4.27) denklem sisteminin ortak

¢Oziimiinden,
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p’+p+g+1l p+q+1

-p+1
p p
A-| =4 a4 (4.28)
p p
_p_2 __2 0
p p
bulunur. D matrisi ve (4.28)’deki A matrisi, (4.10)’da yerine yazilirsa,
2
p°+p+g+l p+qg+l _p+l
P P 100 11 1
m=g| 0 B0y e o1 0t6ge,) 1 1 1
p2 pz 001 1141
_p_ __ 0
p p
veya
pe+p+q+l p+q+1
——— G, +1-6, ———G,+1-G, -qG, , (—p—l)Gn+l—Gn—an_1
p p
n 1_q 1_q
A =| =46, +1-G,-qG, 36, +1-G, G, +1-G -G, ,
p p
—p-2 -2
—G,-1+G, +qG, , —G,-1+G, +0qG, , 29G, ,+G, -1
p
veya,
2+q+1)G, + 1)G. + p- pgG
(p*+q+1)G, +p (q+1)G, + p-paG, , 06, +1-0G.
p p
1-q- - 1-q-
An=( q p)Gn+p qun—l ( q p)Gn+p 1_an71
p p
929G — -2 G, - G
2G, - p+pqG, , (-2+p)G, - p+paG,, 26, . +G. -1
p p




bulunur.

Boylece asagidaki teoremi ispatlamig oluruz.
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Teorem 4.2. p,qeR\{0},p*+4q>0 ve pF.p’+4q=2 olmak iizere

pP’+p+q+1l p+q+1

-p+1
p p
A= 1-q 1-q 1 ise, her neZ i¢in
p p
_p_2 __2 O
p p
(p2+q+1)Gn+p (4+1)G, + p- paG, ,
p p
p_|(1=9-P)G,+p-paG,,  (1-q-p)G, +p
p p
-2G, - p+ pqG, (-2+p)G, - p+ paG, ,
p p
dir.

- pGn +1- an—l

1_an—1

204G, ,+G, -1

Secim III. keZ\{0} keyfi olmak iizere z, =-k, z,=k ve z;=k olsun. Bu

durumda 6nceki tartigmalar 1s18inda, (4.11)’deki D matrisi, D =

ve detS =k, p*+4q olur.

Boylece (4.13)°den

D=

-1 -1 -1
1 1 1
1 1 1

o O O
o O O

k

-k
k |S™ dir

(4.29)
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-k
bulunur. z=| k | secimine gore (4.4) denklem sisteminden
k

a-b+c=1
d-e+f=1 (4.30)
g-h+l=1

denk denklem sistemi elde edilir. (4.21) ve (4.30) denklem sistemlerinin ortak

¢Ozlimiinden

p’+p+q-1 p+qg-1

— p _1
p p
Al 1zd 1-q 1 (4.31)
p p
1 0 2

bulunur. (4.29)’daki D matrisi ve (4.31)’deki A matrisi (4.10)’da yerine yazilirsa,

2 -— — a— fa— -—
(p°+2p+q-1)G,-2pqG,,—-p (2p+q-1)G, + pgG,, - p ~pG. +4G, -1
p p
ao|  420-p)G,-p4G,, +p (1-9-p)G,+p 1-4G, ,
p p
1-2G,-qG,, 1-G,-qG,, 14G,

olarak bulunur.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis oldu.
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Teorem 43. p,geR\{0}, p*+49q>0 ve pFyp°+4q=2 olmak iizere

2
p°+p+q-1 p+q-1 —p-1
p p
A= 1-q 1-q 1
p p
-1 0] 2

(p*+2p+q-1)G,-2pyG,, - p
A== (1-9-p)G,-paG,,+p
p_ 2 pGn - qun—l

dir.

ise, her neZ i¢in

(2p+9-1G,+paG,,-p -p°G,+paG,,-p
(1-g9-p)G,+p p-paG,
p-pG, - paG, ., p+pG,



BOLUM 5. TARTISMA VE ONERILER

Fibonacci sayilar1 ve genellestirilmis Fibonacci sayilar ile ilgili ¢esitli alanlarda

gosterilmis bir¢ok 6zellik vardir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde, Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilarinin

temel 6zellikleri ve bu sayilarla elde edilen matrislerin iligkisi incelenmistir.

Calismanin tgiincli bolimiinde Fibonacci sayilari ile iliskili olan 3x3 boyutundaki
bazi Ozel matrislerden hareketle Q; matrisi tammlanmigtir. Q, matrisinin

p+4/P*+4q 5o P- p* +4q
' 2

2

Ozdegerleri «, 5,0 ve «a, B, 1 olan 3x3 boyutlu matrislerin kuvvetlerinin,

Ozdegerlerinin o = oldugundan yola ¢ikilarak

genellestirilmis Fibonacci sayilar ile iliskileri ayr1 ayr1 incelenmistir. Bu sekildeki
matrislerin elde edilebilmesi i¢in 6nce belirli sartlarin saglanmasi gerekmektedir. Bu
durumda Oncelikle matrisin kdsegenlestirilme Ozellikleri kullanilarak, matris
kuvvetleri elde edilmeye calisilmistir. Elde edilen bu 6zdeslikler kullanilarak
matrisin sirasiyla o, f, 0 veya a, S, 1 Ozdegerlerine karsilik gelecek olan
ozvektorler bulunmustur. Bu 6zvektorler yardimiyla farkli matrisler elde edilmistir.
Elde ettigimiz bu matrislerin genellestirilmis Fibonacci sayilar ile ilgili 6zelliklerinin

nasil elde edilecegi gosterilmistir.

Bu calismada ele alinan problemler, herseyden once genellestirilmis Fibonacci

sayilarinin en genel tanimini, yani [8], [11]deki tanimlar dikkate alinir.

Bu yontemle elde edilen 3x3 boyutundaki matrisler 4x4 ya da daha biiyiik boyutlu

matrislere doniistiiriilebilir. Benzer diisiince ile, genellestirilmis Fibonacci sayilari ile
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iligkili olan 4x4 veya daha yiliksek boyutlu matrisler tiiretilebilir. Yontemin ayni
olmasindan baska, sadece islemlerde bir kalabalik olacaktir. Ele alinan problemin ne

gibi fiziksel olaylara karsilik gelebilecegi de ayrica arastirmaya degerdir.
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