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( )F T   :T  dönü�ümünün sabit noktaları kümesi 
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ÖZET 

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Daralma Dönü�ümü, Metrik Uzay, Modüler Uzay, 
Graf Teorisi. 

Altı bölüm olarak hazırlanan bu çalı�manın birinci bölümünde daha sonraki 
bölümlerde kullanaca�ımız bazı temel tanım ve teoremler verilmi�tir. 

�kinci bölümde, modüler olarak isimlendirilen µ -fonksiyoneli incelendi. Modüler 

yapısı kullanılarak tanımlanan modüler uzay çalı�ıldı. Bu uzaylarda bazı topolojik 
özellikler ile birlikte sabit nokta teorisi ile ilgili kavramlar verildi. Bu bölümün son 
kısmında grafla donatılmı� modüler uzay kavramı incelendi. 

Üçüncü bölümde kıyaslama fonksiyonlarını içeren genelle�tirilmi� hemen hemen 
daralma �artını sa�layan zayıf uyumlu dönü�ümler için bazı sabit ve ortak sabit nokta 
teoremleri modüler uzayda ispatlandı. 

Dördüncü bölümde, genelle�tirilmi� hemen hemen ( ), ,L Gϕ  daralma �artı 

tanımlanarak modüler uzaylarda bazı sabit nokta sonuçları elde edildi. Ayrıca ST -
ba�lantılı ve µ� -graf kavramları tanıtılarak yönlü bir grafta iki dönü�üm için ortak 

sabit nokta teoremleri verildi. 

Be�inci bölümde modüler uzay üzerinde kıyaslama fonksiyon sınıfı ve A -sınıfı 
daralma dönü�ümleri kullanılarak elde edilen genelle�tirilmi� hemen hemen Aϕ

daralma dönü�ümlerinin ortak sabit noktalarının varlı�ı ve tekli�i ile ilgili sabit nokta 
teoremleri çalı�ıldı. �ntegral tipi daralma �artını sa�layan dönü�ümler için bazı 
sonuçlar elde edildi. 

Son bölümde, fBϕ  daralma dönü�ümleri ve fBϕ  integral daralma dönü�ümleri 

tanımlanmı�tır. Bu dönü�ümler kullanılarak modüler uzay üzerinde dönü�üm 
çiftlerinin sabit noktasının varlı�ı ve tekli�i ispatlanmı�tır. Ve bazı sonuçlar elde 
edilmi�tir. 
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FIXED POINTS OF MAPPINGS SATISFYING SOME 
CONTRACTIVE CONDITIONS IN MODULAR SPACES 

SUMMARY 

Keywords: Fixed Point, Contractive Mapping, Metric Space, Modular Space, Graph 
Theory 

In the first part of this study which is prepared as six sections, some basic definitions 
and theorems which will be used in later sections were given. 

In the second chapter, a functional µ  which is called modular has been investigated. 

The modular space structure defined by the modular  was studied. In these spaces, 
some topological properties and concepts related to fixed point theory were given. At 
the end of this section, modular spaces equipped with a graph were examined. 

In the third chapter, some fixed and common fixed point theorems are proved in 
modular spaces for weakly compatible mappings that provide generalized almost 
contractive conditions including comparison functions. 

In the fourth chapter, some fixed point results were obtained in modular spaces by 

defining the generalized almost ( ), ,L Gϕ -contractive condition. In addition, ST

connected and µ� -graph concepts were introduced and common fixed point 

theorems were given for two mappings. 

In the fifth chapter fixed point theorems related to the existence and uniqueness of 
the common fixed points of generalized almost Aϕ -contraction mappings obtained 

by using the comparison function class and A-class contraction mappings on the 
modular space were studied. Also, some results have been obtained for mappings 
which involve the integral type contractive condition. 

In the last section, fBϕ -contraction mappings and fBϕ  integral type contraction 

mappings are defined. By using these mappings, the existence and uniqueness of the 
fixed point of pairs on the modular space have been proved and some results have 
been obtained.  



BÖLÜM 1. G�R��

1.1. Temel Tanımlar ve Teoremler 

Bu bölümde, di�er bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanımlar ve teoremlere 

yer verilmi�tir. 

Tanım 1.1.1. X  bo� kümeden farklı bir küme olsun. Bu küme üzerinde tanımlı, reel 

de�erli, negatif olmayan bir 

:d X X +× → �

     ( ) ( ), ,x y d x y→

fonksiyonu a�a�ıdakileri sa�lasın: 

d1. Her ,x y X∈  için ( ), 0d x y ≥ , 

d2. Her ,x y X∈  için ( ), 0d x y x y= ⇔ = , 

d3. Her ,x y X∈  için ( ) ( ), ,d x y d y x= , (simetri özelli�i) 

d4. Her , ,x y z X∈  için ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y≤ + , (üçgen e�itsizli�i). 

Bu durumda d  fonksiyonuna X  uzayında bir metrik, ( ),X d  ikilisine ise bir metrik 

uzay denir (�uhubi, 2001). 

Metrik uzay kavramı Frechet tarafından 1906 yılında ortaya atılmı�tır. Ancak metrik 

uzay ifadesini ilk kullanan Hausdorff olmu�tur. 
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Örnek 1.1.2. ,x y∀ ∈�  için ( ),d x y x y= − �eklinde tanımlanan :d +× →� � �

fonksiyonu �  üzerinde bir metriktir. Bu metri�e mutlak de�er (alı�ılmı�, do�al, salt 

de�er) metri�i denir (�uhubi, 2001). 

Örnek 1.1.3. 2
�  de ( )1

1

,
n

i i

i

d x y x y
=

= −�  fonksiyonu bir metriktir. Bu metrik 

dikdörtgen bloklara ayrılmı� Manhanttan adasındaki ula�ım yolunu ça�rı�tırması 

nedeniyle bazen Manhattan metri�i olarak da adlandırılır. Yine 2
�  de  

( ) ( )

1

22

2
1

,
n

i i

i

d x y x y
=

� �
= −� �
� �
�

metri�ine ise Euclid metri�i denir (�uhubi, 2001). 

Örnek 1.1.4. X  bo� kümeden farklı bir küme olmak üzere ,x y X∀ ∈  için 

( )
0,

,
1,

x y ise
d x y

x y ise

=�
= 	

≠


ile tanımlı d  fonksiyonu ise ayrık (diskre) metriktir. (Maddox, 1970). 

Örnek 1.1.5. ( ) : supn n

n

l x x x∞

� �
= = < ∞	 �

 

 sınırlı diziler uzayı olmak üzere bu uzay 

üzerinde tanımlı ( ), sup
n n

n

d x y x y∞ = −  fonksiyonu bir metriktir (�uhubi, 2001). 

Örnek 1.1.6. [ ],a b  kapalı aralı�ı üzerinde tanımlı, sürekli, reel veya kompleks 

de�erli fonksiyonların kümesi [ ],C a b  olsun. Bu uzay [ ], ,f g C a b∈  olmak üzere  

( )
[ ]

( ) ( )
,

, sup
x a b

d f g f x g x
∈

= −  metri�i ile bir metrik uzaydır (Maddox, 1970). 
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Tanım 1.1.7. ( )nx , X  metrik uzayında bir dizi olsun. 0∀ε >  ve 0n∃ ∈�  için, 

0n n>  oldu�unda ( ),nd x x < ε  olacak �ekilde ( )0n ε ∈�  var ise ( )nx  dizisi x X∈

noktasına yakınsaktır denir (Maddox, 1970). 

Örnek 1.1.8. X = �  uzayı üzerinde tanımlanan alı�ılmı� metri�e göre ( )
1

nx
n

� �
= � �
� �

dizisi n → ∞  için 0 X∈  noktasına yakınsar. 

( )0,1X =  uzayında alı�ılmı� metri�e göre bu dizinin limiti 0 X∉  noktasıdır. Bu 

durumda dizi yakınsak de�ildir. Dolayısıyla bir dizinin yakınsaklı�ı bulundu�u uzaya 

ba�lıdır. 

[ ]0,1C  uzayı üzerinde ( ) ( ) ( )
1

0

,d x y x t y t dt= −� , [ ]0,1t ∈   metri�i tanımlansın ve 

m

nx e−= , ( )n N∈  dizisi verilsin. Bu dizi için 

( ) ( )
1

0

1
,0 1 0nt nd x e dt e

n

− −= = − →� , ( )n → ∞

olur. Aynı dizi için 

( )
[ ]0,1

,0 max 1nt

n
t

d x e−
∞

∈
= = ,  ( )n → ∞

dır. Buradan ise yakınsaklı�ın uzayda tanımlanan metri�e ba�lı oldu�u görülür (Jain, 

2009). 

Tanım 1.1.9. Bir ( ),X d  metrik uzayında ( )nx  bir dizi olmak üzere, 0∀ε >  sayısı 

için bir ( )N ε  pozitif tamsayısı; ,m n N≥  e�itsizli�ini sa�layan bütün m  ve n  do�al 
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sayıları için ( ),m nd x x < ε  olacak �ekilde bulunabiliyorsa bu dizi bir Cauchy dizisi 

adını alır. 

Yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Ancak bu ifadenin tersi do�ru de�ildir. 

Metrik uzayda alınan bir Cauchy dizisi sınırlıdır ve bu dizinin yakınsak bir alt dizisi 

varsa kendisi de yakınsaktır (�uhubi, 2001). 

Tanım 1.1.10. Bir ( ),X d  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzay 

tam metrik uzay olarak adlandırılır (Kreyszig, 1978). 

Örnek 1.1.11. [ ],C a b  fonksiyon uzayı ( )
[ ]

( ) ( )
,

, sup
x a b

d f g f x g x
∈

= −  metri�ine göre 

tam uzaydır (Kreyszig, 1978). 

Örnek 1.1.12. Q  rasyonel sayılar kümesi �  üzerindeki alı�ılmı� metri�e göre tam 

de�ildir (�uhubi, 2001). 

Tanım 1.1.13. ( )1,X d  ve ( )2,Y d  iki metrik uzay olsun. E�er her 0ε >  ve x X∈

için en az bir 0δ >  sayısı için ( )1 0,d x x < δ  iken ( ) ( )( )2 0,d f x f x < ε  olacak �ekilde 

( ), 0xδ ε >  varsa :f X Y→  fonksiyonu 0x X∈  noktasında süreklidir denir. Yani, 

( )0 ,x B x∈ δ  iken ( ) ( )( )0 ,f x B f x∈ ε  olacak �ekilde 0δ >  sayısı bulunabiliyorsa 

f  fonksiyonu 0x X∈  noktasında süreklidir (Maddox, 1970). 

Tanım 1.1.14. ( )1,X d  ve ( )2,Y d  metrik uzaylar olmak üzere bir :T X Y→

fonksiyonu verilsin. E�er 0∀ε >  için ( )1 0,d x x < δ  oldu�unda ( )2 0,d Tx Tx < ε

olacak �ekilde sadece ε  sayısına ba�lı bir ( ) 0δ = δ ε >  sayısı varsa T  fonksiyonu 0x

noktasında düzgün süreklidir denir (Maddox, 1970). 

Örnek 1.1.15. �  de ( ),d x y x y= −  alı�ılmı� metri�i için 
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:T →� �

     sinx Tx x→ =

fonksiyonu �  üzerinde düzgün süreklidir. 

Örnek 1.1.16. �  de ( ),d x y x y= −  alı�ılmı� metri�i için 

:T →� �

     2x Tx x→ =

fonksiyonu süreklidir, fakat �  üzerinde düzgün sürekli de�ildir. 

Teorem 1.1.17. ( )1,X d  ve ( )2,Y d  iki metrik uzay olsun ve :f X Y→  bir 

fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun bir 0x X∈  noktasında sürekli olması için gerek 

ve yeter �art 

( ) ( )0 0n nx x f x f x→ � → , ( )n → ∞

olmasıdır. Sürekli bir fonksiyon için ( ) ( )0nf x f x→  iken 0nx x→  ifadesi her 

zaman do�ru olmayabilir. Örne�in; d  mutlak de�er metri�i olmak üzere 

( ) ( ): , ,f d d→� � , fonksiyonu ( ) 2f x x=  ve n N∈  için ( )1
n

n
x = −  biçiminde 

verilsin. Bu durumda  

( ) ( )1 1nf x f= → , ( )n → ∞

fakat ( )nx dizisi 1 noktasına yakınsak de�ildir (Jain, 2009). 

Tanım 1.1.18. X  bo� kümeden farklı bir küme ve �  bir cisim olsun. 

: X X X+ × →                                    . : X X× →�
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      ( ),x y x y→ +                                   ( ), .x xλ → λ

ikili i�lemleri ,∀α β∈�  ve , ,x y z X∀ ∈  için 

a. x y y x+ = +

b. ( ) ( )x y z x y z+ + = + +

c. x X∀ ∈  için x e e x x+ = + =  olan bir e X∈  vardır. 

d. x X∀ ∈  için ( ) ( )x x x x e+ − = − + =  olan bir ( )x X− ∈  vardır. 

e. 1.x x=

f. ( ). . .x y x yα + = α + α

g. ( ). . .x x xα + β = α + β

h. ( ) ( ). . . .x xα β = α β

�artlarını sa�lıyorsa ( ), ,.X +  üçlüsüne �  cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) 

denir (Maddox, 1970). 

= ��  ise X ’e reel vektör uzayı, =��  ise X  uzayına kompleks vektör uzayı adı 

verilir. 

Tanım 1.1.19. X , �  cismi ( = ��  veya =�� ) üzerinde bir lineer uzay olsun. 

. : X R+→

      x x→

fonksiyonu ,x y X∀ ∈  ve ∀α∈�  için, 

a. 0x x= ⇔ = θ , 

b. x xα = α , 
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c. x y x y+ ≤ +

�artlarını sa�lıyorsa .  fonksiyonuna X  üzerinde norm, ( ), .X  ikilisine de normlu 

uzay denir (Maddox, 1970). 

X  üzerindeki bir norm, X  üzerinde ,x y X∈  olmak üzere 

( ),d x y x y= −

ile verilen bir d  metri�i tanımlar ve bu metrik norm tarafından üretilen metrik olarak 

adlandırılır. Bir vektör uzayı üzerindeki her metrik bir normdan elde edilmez. s

uzayı (tüm sınırlı veya sınırsız kompleks terimli diziler uzayı) bir vektör uzayıdır. 

( )ix = ς  ve ( )iy = η  olmak üzere 

( )
1

1
,

2 1

j j

j
j j j

d x y
∞

=

ς − η
=

+ ς − η
�

ile tanımlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen d  metri�i 

,x y X∀ ∈  ve α∀  skaleri için 

( ) ( ), ,d x y d x yα α+ + =  ve ( ) ( ), ,d x y d x yα α α=

özelliklerini gerçekler (Kreyszig, 1978). 

Tanım 1.1.20. Bir normlu lineer uzayda alınan her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

uzaya Banach uzayı denir (Maddox, 1970). 

X  uzayının reel veya kompleks olu�una göre Banach uzayı reel veya kompleks 

Banach uzayı olarak adlandırılır. 
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Örnek 1.1.21. n
�  Euclid uzayı 

1

22

1

n

j

j

x ς
=

� �
= � �
� �
�  normu ile bir Banach uzayıdır 

(Kreyszig, 1978). 

Örnek 1.1.22. [ ] [ ]{ }, | : , sürekli fonksiyonC a b x x a b= → �  uzayı: [ ],j a b=  olmak 

üzere, ( )max
t J

x x t
∈

=  normu ile Banach uzayıdır. Fakat [ ]0,1j =  alındı�ında 

[ ]0,1C  uzayı ( )
1

0

x x t dt= �  ile tanımlanan norm altında tam uzay de�ildir, 

dolayısıyla bir Banach uzayı de�ildir (Kreyszig, 1978). 

1.2. Banach Daralma Dönü�üm Prensibi Ve Sabit Nokta Kavramı 

Tanım 1.2.1. X  bo� kümeden farklı bir küme ve :T X X→  bir fonksiyon olsun. 

Tx x=

e�itli�ini sa�layan x X∈  noktasına T  nin sabit noktası denir (Granas ve Dugundji, 

2002). 

�ekil 1.2. :f →� � , dönü�ümünün sabit noktaları 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x , (Sawangsup , 2015) 



	�

�

Bu durumda x X∈  olmak üzere Tx x=  denkleminin çözümü, T  dönü�ümünün bir 

sabit noktasıdır ve T  dönü�ümünün tüm sabit noktalarının kümesi 

( ) { }:F T x X Tx x= ∈ =

ile gösterilir (Granas ve Dugundji, 2002). 

:T X X→  ile tanımlanan bir T  dönü�ümünün herhangi bir sabit noktası 

olmayabilir veya bir sabit noktası olabilir ya da birden çok sabit noktası olabilir. 

Örnek 1.2.2.  

a. :T →� �   fonksiyonu x∀ ∈�  için 

( )
2 , 1 ise

 2, 1 ise 

x x
T x

x

� ≤
= 	

>


olarak tanımlanan T  dönü�ümü için 0,1 ve 2  noktaları birer sabit noktadır. 

b. :T →� �   fonksiyonu x∀ ∈�  için 

( )
1, 1 ise

1
, 1 ise

2

x

T x
x

≤�
�

= 	
>�


ile tanımlı T  dönü�ümü için 1 noktası tek sabit noktadır. 

c. x∀ ∈�  için  

2 3Tx x x= + +   

ile tanımlanan :T →� �  fonksiyonunun sabit noktası yoktur. 

d. [ )0,X = ∞  ve :T X X→  fonksiyonu x X∀ ∈  için 
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( )21
ln 1

2
Tx x= +   

ile tanımlansın. 0x =  noktası dönü�ümün tek sabit noktasıdır. 

Banach sabit nokta teoremi, belirli dönü�ümlerin sabit noktaları için varlık ve teklik 

teoremi olup, uygulamaya yönelik problemlerin çözümünde sabit noktaya en iyi 

yakla�ımı elde etmek için in�a esasına dayanan bir i�lem yöntemidir. Bu i�leme 

iterasyon adı verilir. �terasyon i�lemleri, uygulamalı matemati�in hemen hemen tüm 

dallarında kullanılır ve yakınsaklık ispatları ve hata tahminleri, genellikle Banach 

sabit nokta teoreminin uygulaması yardımıyla elde edilir. 

Tanım 1.2.3. X  herhangi bir küme ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Herhangi bir 

x X∈  için 

( ) ( )( )1n nT x T T x+ =

olarak ( )nT x  tanımlandı�ında buna, T  altındaki x  in .n  iterasyonu denir (Granas 

ve Dugundji, 2002). 

Tanım 1.2.4. ( ),X d  bir metrik uzay olsun. Bir :T X X→  dönü�ümü verilsin. E�er 

her ,x y X∈  için, 

( ) ( ), ,d Tx Ty d x y≤ α                                                                                               (1.1) 

olacak �ekilde 0α ≥  sabiti varsa, T  dönü�ümüne X  üzerinde Lipschitzian dönü�üm 

adı verilir. (1.1) e�itsizli�ine Lipschitz �artı ve bu �artı sa�layan en küçük α  de�erine 

Lipschitz sabiti denir (Granas ve Dugundji, 2002). 





�

�

T  Lipschitzian dönü�ümü için, 0∀ε >  için ( ),d x y
ε

< δ =
α

 ise ( ),d x yα < ε

oldu�undan ( ) ( ), ,d Tx Ty d x y
ε

≤ α < α = ε
α

 dır. Bu nedenle T  Lipschitzian 

dönü�ümü, tanımlı oldu�u küme üzerinde düzgün süreklidir. 

Örnek 1.2.5. X = � , ( ),d x y x y= −  ve :T →� � , 
3

2
Tx x=  olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( )
3 3 3

, , ,
2 2 2

d Tx Ty x y d x y kd x y= − = ≤

oldu�undan 
3

2
k ≥  için Lipschitz �artını sa�lar. 

Tanım 1.2.6. ( ),X d  bir metrik uzay ve :T X X→  bir Lipschitzian dönü�üm olsun. 

E�er (1.1) e�itsizli�i [ )0,1α∈  olması durumunda sa�lanıyorsa T  dönü�ümüne 

daralma veya büzülme (contraction) dönü�ümü denir (Granas, Dugundji, 2002). 

Teorem 1.2.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X  bir tam metrik uzay ve :T X X→

bir daralma dönü�ümü olsun. Bu durumda T  dönü�ümü X  uzayında bir tek sabit 

noktaya sahiptir (Kreyszig, 1978). 

Bu teoremin ispatı için öncelikle bir ( )nx dizisi olu�turulup bu dizinin bir Cauchy 

dizisi oldu�u gösterilir. Bu dizi X  tam uzayında yakınsak olacaktır ve daha sonra bu 

dizinin limiti olan noktanın T  dönü�ümünün bir sabit noktası oldu�u ve bu noktanın 

tek oldu�u gösterilir. Burada ( )nx  dizisi, bir 0x X∈  noktası seçilip 

0x , 1 0x Tx= , 2
2 1 0 0,....., ,....n

nx Tx T x x T x= = =                                                       (1.2) 




��

�

�eklinde olu�turulur. Olu�turulan { }
1n n

x
∞

=
 dizisine en iyi yakla�ım dizisi ya da Picard 

iterasyon dizisi adı verilir. 

Tanım 1.2.8. ( ),X d metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. E�er T

dönü�ümü X  uzayında bir tek sabit noktaya sahip ve ( )1.2  de tanımlanan en iyi 

yakla�ım dizisi bu noktaya yakınsarsa T  dönü�ümüne X  üzerinde Picard operatörü 

denir (Berinde, 2007). 

Örnek 1.2.9. 2 2:f →� �  dönü�ümü ( ) ( )( )1 2 2 1

1 1
, cos , sin 1

2 2
f x f x x x x

� �
= = +� �

� �
 ile 

tanımlansın. 2
�  üzerindeki alı�ılmı� metri�e göre her bir ( )1 2,x x x=  ve ( )1 2,y y y=

için ( ) ( )( ) ( )
1

, ,
2

d f x f y d x y≤  sa�lanır. Yani 2
�  de bir daralma dönü�ümüdür. 

Örnek 1.2.10. { }: 1X x x= ∈ ≥�  kümesi üzerinde :f X X→  fonksiyonu 

( ) ( ) ( )2 1f x
x x

= +  ile verilsin. �  deki alı�ılmı� metri�e göre ,x y X∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( )
1

, ,
2

d f x f y d x y≤  sa�lanır. Yani f  daralma dönü�ümüdür fakat hiçbir 

sabit noktası yoktur. 

Örnek 1.2.11. Tx x=  ile tanımlı :T →� �  fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu 

durumda  

Tx Ty x y− ≤ −

e�itsizli�i sa�lanır. Bütün x ∈�  noktaları için T  dönü�ümünün sabit noktalarıdır. 

Buradan �u sonuçları çıkarılabilir. 

a. Her daralma dönü�ümünün sabit noktası olması gerekmez. 
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b. Örnek 1.2.10 da oldu�u gibi dönü�ümün birden fazla sabit noktası olabilir 

(Soykan, 2008). 

Banach sabit nokta teoreminde uzayın tam olma �artı kaldırılamaz. 

Örnek 1.2.12. ( )0,1X =  uzayı mutlak de�er metri�i ile donatılmı� olsun. Bu uzayın 

tam metrik uzay olmadı�ı açıktır. 

2

:T X X

x Tx x

→

→ =

dönü�ümü bir daralma dönü�ümüdür. Fakat sabit noktası yoktur (Jain, 2009). 

Banach sabit nokta teoreminin uygulanması istenen durumlarda T  dönü�ümü 

( ),X d  tam metrik uzayının tamamı üzerinde bir daralma olmayabilir; fakat sadece 

X  uzayının bir Y  alt kümesi üzerinde daralma olabilir. E�er Y  alt kümesi kapalı ise 

( ),
y

Y d  tamdır. Bu durumda T , Y  den Y  içine tanımlı bir dönü�üm ise Banach sabit 

nokta teoremini uygulayabiliriz. Bununla ilgili olarak pratik bir sonuç a�a�ıdaki 

�ekilde verilebilir. 

Teorem 1.2.13. (Bir Yuvar Üzerinde Daralma) T , bir X  tam metrik uzayından X

içine bir dönü�üm olsun. T  dönü�ümünün kapalı bir ( ){ }0: ,Y x X d x x r= ∈ ≤

yuvarı üzerinde bir daralma ve 0 1a< ≤  olmak üzere ( ) ( )0 0, 1d x Tx a r< −  olsun. Bu 

durumda (1.2.) ifadesinde tanımlanan iterasyon dizisi x Y∈  noktasına yakınsar. Bu 

nokta T  dönü�ümünün Y  deki tek bir sabit noktasıdır (Agarwal, Meehan, ve 

O’Regan 2001). 

Teorem 1.2.14. ( ),X d  bir tam metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olmak üzere 

bir m∈�  için  
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.....mT T T T= � � �   ( )defam

bir daralma dönü�ümü ise, ,T X  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir (Granas, 

Dugundji, 2002). 

1.3. Daralma Dönü�üm Çe�itleri Ve Özellikleri 

Tanım 1.3.1. ( ),X d bir metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈  ve x y≠  için 

( ) ( ), ,d Tx Ty d x y<

ise T  dönü�ümüne kesin daralma (contractive) dönü�ümü denir (Granas ve 

Dugundji, 2002). 

Örnek 1.3.2. :T →� �  tanımlı 1
1

x
Tx x

x
= + −

+
 fonksiyonunu göz önüne alalım. 

( ) ( )
2' 1 1 1T x x

−
= − + <  dir ve dolayısıyla her x y<  için  

( ) ( )' '
y y y

x x x

Ty Tx T t dt T t dt dt y x− = ≤ < = −� � �

olur. �  üzerinde mutlak de�er metri�ine göre T  kesin daralma dönü�ümüdür ve 

sabit noktası yoktur. 

Tanım 1.3.3. ( ),X d bir metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈  için 

( ) ( ), ,d Tx Ty d x y≤
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ise T  dönü�ümüne geni�lemeyen (nonexpansive) dönü�üm denir (Granas ve 

Dugundji, 2002). 

Örnek 1.3.4. X = �  ve X  mutlak de�er metri�i ile donatılmı� olsun. 

:

1

T

x Tx x

→

→ = +

� �

olsun. 

( ) ( ), 1 1 ,d Tx Ty x y x y d x y= + − − = − =

sa�lanmı� olur. Böylece T  bir geni�lemeyen dönü�ümdür fakat daralma ya da kesin 

daralma dönü�ümü de�ildir. 

Bu ifadelerden a�a�ıdaki genelle�tirme yapılabilir: 

daralma T kesin daralma T geni�lemeyen T LipschitzianT � � �  (Jain, 2009). 

Fakat ters gerektirmeler her zaman do�ru de�ildir. 

Tanım 1.3.5. ( ),X d bir tam metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈  ve 1a >  için 

( ) ( ), ,d Tx Ty ad x y≥

ise T  ye geni�leyen (expansive) dönü�üm denir (Granas ve Dugundji, 2002). 

Tanım 1.3.6. ( ),X d metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her ,x y X∈ ,

( )0,1δ∈  ve 0L ≥  için  
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( ) ( ) ( ), , ,d Tx Ty d x y Ld x Ty≤ δ +

ise T  dönü�ümüne hemen hemen daralma dönü�ümü denir (Berinde, 2004). 

Tanım 1.3.7. ( ),X d bir tam metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈ , ( )0,1δ∈  ve 0L ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , min , , , , , , ,d Tx Ty d x y L d x Tx d y Ty d x Ty d y Tx≤ δ +

ise T  dönü�ümü ( )B �artını sa�lar denir (Babu, 2008). 

Teorem 1.3.8. ( ),X d tam metrik uzay ve :T X X→  dönü�ümü ( )B �artını 

sa�lasın. T  dönü�ümünün X  uzayında sabit noktası vardır (Babu, 2008). 

Tanım 1.3.9. ( ),X d bir tam metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈ , ( )0,1δ∈ , 0L ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , min , , , , , , ,d Tx Ty M x y L d x Tx d y Ty d x Ty d y Tx≤ δ +

ve 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )1

1
, max , , , , , , , , ,

2
M x y d x y d x Tx d y Ty d x Ty d y Tx

�
= � ��� �



ise T  dönü�ümüne genelle�tirilmi� hemen hemen daralma dönü�ümü denir (Berinde, 

2009 ). 
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Teorem 1.3.10. ( ),X d tam metrik uzayı ve :T X X→  dönü�ümü genelle�tirilmi�

hemen hemen daralma dönü�ümü olsun. T  dönü�ümünün X  uzayında sabit noktası 

vardır (Berinde, 2009). 

Tanım 1.3.11. ( ),X d bir tam metrik uzay ve , :T S X X→ iki dönü�üm olsun. Her 

,x y X∈ , ( )0,1δ ∈ , 0L ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , min , , , , , , ,d Sx Ty M x y L d x Sx d y Ty d x Ty d y Sxδ≤ +

ve 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )1

1
, max , , , , , , , , ,

2
M x y d x y d x Sx d y Ty d x Ty d y Sx

�
� �= �� �



ise ( ),T S  ikilisine genelle�tirilmi� hemen hemen daralma dönü�üm çifti denir (Ciric, 

2011). 

1.4. ϕ − Daralma Dönü�ümleri 

[ ) [ ){ }: : 0, 0, bir fonksiyonΦ = ϕ ϕ ∞ → ∞  ailesi a�a�ıdaki özellikleri sa�lasın: 

.iϕ ϕ  fonksiyonu monoton artan fonksiyondur yani ( ) ( )1 2 1 2t t t t≤ � ϕ ≤ ϕ  dir. 

.iiϕ 0t∀ >  için ( )t tϕ <  dir. 

.iiiϕ ( )0 0ϕ =  dır. 

.ivϕ ϕ  sürekli fonksiyondur. 

.vϕ 0t∀ >  için ( )lim 0n

n
t

→∞
ϕ =  dır. 

.viϕ 0t∀ >  için ( )
0

n

n

t
∞

=

ϕ�  serisi yakınsak bir seridir. 
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.viiϕ ( )( )lim
t

t t
→∞

− ϕ = ∞  dur. 

.viiiϕ ϕ  fonksiyonu alt-toplamsaldır. 

Yukarıda verilen özellikler do�rultusunda ϕ  fonksiyonu için a�a�ıdaki lemma 

verilebilir (Berinde, 2002). 

Lemma 1.4.1. 

a. ( )iϕ  ve ( )iiϕ  özellikleri ( )iiiϕ  özelli�ini sa�lar. 

b. ( )iiϕ  ve ( )ivϕ  özellikleri ( )iiiϕ  özelli�ini sa�lar. 

c. ( )iϕ  ve ( )vϕ  özellikleri ( )iiϕ  özelli�ini sa�lar (Berinde, 2002). 

Tanım 1.4.2. [ ) [ ){ }: : 0, 0,  bir fonksiyonΦ = ϕ ϕ ∞ → ∞  ailesi verilsin. 

a. ( )iϕ  ve ( )vϕ  özelliklerini sa�layan ϕ  fonksiyonuna kıyaslama (comparison) 

fonksiyonu denir. 

b. ( )iϕ  ve ( )viϕ  özelliklerini sa�layan ϕ  fonksiyonuna ( )c -kıyaslama 

(comparison) fonksiyonu denir (Berinde, 2002). 

Lemma 1.4.3. Kıyaslama ve ( )c -kıyaslama fonksiyonları a�a�ıdaki özelliklere 

sahiptir.  

1. Herhangi ( )c -kıyaslama fonksiyonu aynı zamanda kıyaslama fonksiyonudur. 

2. Herhangi bir kıyaslama fonksiyonu ( )iiiϕ  özelli�ini sa�lar. 

3. Alt-toplamsal bir kıyaslama fonksiyonu süreklidir. 

4. ϕ  kıyaslama fonksiyonu ise k ∈�  için kϕ  bile�ke fonksiyonu da kıyaslama 

fonksiyonudur. 
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5. ( ), cϕ �kıyaslama fonksiyonu olmak üzere 

( ) ( )
0

:

k

k

s

t s t t

+ +

∞

=

→

→ = ϕ�

� �

  

fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur ve ( )0 0s =  özelli�ini sa�lar (Berinde, 

2002). 

Örnek 1.4.4. 

1. [ )0,1λ ∈  olmak üzere ( ) [ ), 0,t t tϕ = λ ∈ ∞  fonksiyonu ( )i viiiϕ ϕ−

özelliklerini sa�lar. 

2. [ ) [ ): 0, 0,ϕ ∞ → ∞   

( )
1

t
t t

t
ϕ→ =

+
 fonksiyonu kıyaslama fonksiyonudur fakat ( )c -

kıyaslama fonksiyonu de�ildir. 

3. [ ) [ ): 0, 0,ϕ ∞ → ∞

( )

2
, 0

3 3

1 2
,

2 18 3

t
t

t t
t

t

�
≤ ≤��

→ ϕ = 	
� − >
�


 fonksiyonu ( )c -kıyaslama 

fonksiyonudur. 

4. [ ) [ ): 0, 0,ϕ ∞ → ∞   

( )
, 0 1

1

2
, 1

3

t
t

t
t t

t
t

ϕ

�
≤ ≤�� +

→ = 	
� >
�


  fonksiyonu ( )c �kıyaslama 

fonksiyonudur. 

5. [ ) [ ): 0, 0,ϕ ∞ → ∞



���

�

( )
, 0 1

1

1
, 1

2

t
t

t
t t

t
t

ϕ

�
≤ ≤�� +

→ = 	
� >
�


  

fonksiyonu kıyaslama fonksiyonudur fakat ( )c �kıyaslama fonksiyonu de�ildir 

(Berinde, 2002). 

Tanım 1.4.5. ( ),X d  metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. ,x y X∀ ∈  için  

( ) ( )( ), ,d Tx Ty d x yϕ≤   

olan :ϕ + +→� �  fonksiyonu varsa T  dönü�ümüne ϕ − daralma dönü�ümü adı 

verilir (Berinde, 2002). 

Teorem 1.4.6. ( ),X d  metrik uzay ve :T X X→  bir ϕ − daralma dönü�ümü olsun. 

T  bir Picard dönü�ümüdür yani, 

( ) ( )1 0 , n 1,2,...,n

n nx T x T x−= = =   

ile tanımlanan { }
0n n

x
∞

=
 Picard iterasyon dizisi T  dönü�ümünün sabit noktasına 

yakınsar (Berinde, 2002). 

Tanım 1.4.7. ( ),X d  metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. ,x y X∀ ∈  için  

( ) ( )( ) ( ), , ,d Tx Ty d x y Ld y Txϕ≤ +



�
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olacak �ekilde 0L ≥  sayısı ve ϕ � kıyaslama fonksiyonu varsa T  dönü�ümüne 

hemen-hemen ϕ − daralma dönü�ümü veya ( ), Lϕ −hemen hemen daralma 

dönü�ümü adı verilir (Berinde, 2002). 

Teorem 1.4.8. ( ),X d  metrik uzay ve :T X X→  bir zayıf ϕ �daralma dönü�ümü 

olsun. T  bir Picard dönü�ümüdür (Berinde, 2002). 

Tanım 1.4.9. { }3:  bir fonksiyonAϕ α + += →� �  ailesi a�a�ıdaki �artları sa�lasın. 

a. α  fonksiyoneli 3
+�  kümesi üzerinde sürekli; ( 3

�  de Euclid metri�ine göre) 

b. ,u v +∀ ∈�  ve ϕ , ( )c  kıyaslama fonksiyonu için 

( ), ,u u v vα≤  veya ( ), ,u v u vα≤  veya ( ), ,u v v uα≤  iken ( )u vϕ≤ . 

Tanım 1.4.10. X  metrik uzayında :T X X→  dönü�ümü ,x y X∀ ∈  ve Aϕα ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,d Tx Ty d x y d x Tx d y Tyα≤   

ifadesini sa�ladı�ında bir Aϕ -daralma dönü�ümü adını alır (Öztürk, Girgin, 2015). 

2015 yılında Büyükkaya, Tran Van An ve arkada�larının 2014 yılında tanımladıkları 

B  sınıfı dönü�ümlerden esinlenerek Aϕ -sınıfının daha genel hali olan a�a�ıdaki 

aileyi tanımlamı� ve sabit nokta teorisi ile ilgili çalı�malar yapmı�tır.  

Tanım 1.4.11. { }* 9:  bir fonksiyonBϕ β + += →� �  ailesi a�a�ıdaki özellikleri 

sa�lasın. 

a. *β  fonksiyoneli 9
+�  kümesi üzerinde süreklidir ( 9

�  de Euclid metri�ine 

göre). 
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b. , ,x y z +∀ ∈�  ve ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu için 

1. ( )* 0,0, , ,0,0,0,0,x x x xβ≤  veya ( )* ,0,0, , ,0,0, ,x x x x x xβ≤  iken ( )x xϕ≤

sa�lanır. 

2. z x y≤ +  iken ( )* , , , ,0, , , ,y x x y z z y y xβ≤  veya ( )* , , , ,0, , , ,0y x y x z z y yβ≤

veya ( )* , , , ,0, , , ,0y y x x z z y yβ≤  ise ( )y xϕ≤  dir (Büyükkaya, 2015). 

1.5. f -Daralma Dönü�ümleri 

2009 yılında A. Beiranvand ve ark. metrik uzaylarda ikinci bir fonksiyona ba�lı olan 

genel bir daralma �artını tanımlayıp bu �artı sa�layan dönü�ümler için sabit nokta 

teoremleri elde etmi�lerdir. 

Tanım 1.5.1. ( ),X d  bir metrik uzay ve , :f T X X→  iki dönü�üm olsun. E�er 

,x y X∀ ∈  için 0 1k≤ <  olmak üzere ( ) ( ), ,d fTx fTy kd fx fy≤  e�itsizli�i 

sa�lanıyorsa T  dönü�ümüne bir f -daralma dönü�ümü adı verilir (Beiranvand ve 

ark., 2009). 

f I= ( )birim dönü�ümI  alınırsa ve f -daralma dönü�ümleri daralma 

dönü�ümlerine denk olur. f -daralma dönü�ümünün daralma dönü�ümü olması 

gerekmez. 

Örnek 1.5.2. [ )0,X = ∞  uzayı mutlak de�er metri�i ile donatılmı� olsun. 

:

2 1

T X X

x Tx x

→

→ = +
                                 

:
x

f X X

x fx e−

→

→ =

ile tanımlansın. 
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( ) 2 1 2 1 1
,

2 2

x y x y x y

x y

d fTx fTy e e e e e e
e

e e fx fy
e e

− − − − − − − −

− −

= − = + −

≤ − = −

oldu�undan T  dönü�ümü f -daralma dönü�ümüdür (Beiranvand ve ark., 2009). 

Tanım 1.5.3. ( ),X d  bir metrik uzay ve , :f T X X→  iki dönü�üm olsun. E�er 

,x y X∀ ∈  için ( ) ( ), ,d fTx fTy d fx fy<  e�itsizli�i sa�lanıyorsa T  dönü�ümüne bir 

f - kesin daralma dönü�ümü adı verilir (Beiranvand ve ark., 2009). 

Her f -daralma dönü�ümü bir f -kesin daralma dönü�ümüdür fakat tersinin do�ru 

olması gerekmez. 

Örnek 1.5.4. [ )1,X = ∞  uzayı mutlak de�er metri�i ile donatılmı� olsun. 

:T X X

x Tx x

→

→ =
                                 

:f X X

x fx x

→

→ =

ile tanımlansın. 

( ),d fTx fTy x y x y fx fy= − < − = −

oldu�undan T  dönü�ümü f - kesin daralma dönü�ümüdür (Beiranvand ve ark., 

2009). 

Tanım 1.5.5. ( ),X d  bir metrik uzay ve :f X X→  bir dönü�üm olsun. Her ( )ny

dizisi için ( )nfy  yakınsak iken ( )ny  yakınsak bir alt diziye sahipse, f −

dönü�ümüne alt dizisel yakınsaktır denir (Beiranvand ve ark., 2009). 
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Teorem 1.5.6. ( ),X d  bir metrik uzay ve :f X X→  bir dönü�üm birebir, sürekli ve 

alt dizisel yakınsak bir dönü�üm olsun. Bu durumda her :T X X→  sürekli ve f −

daralma dönü�ümü, X  içinde tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca, f  dizisel 

yakınsak ise her bir 0x X∈  için { }0
nT x  iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar 

(Beiranvand ve ark., 2009). 

Tanım 1.5.7. X  bir normlu uzay ve :f X X→  bir dönü�üm olsun. Her x X∈  ve 

bazı 0k ≥  de�eri için  

2f x fx k fx x− ≤ −

oluyorsa f -dönü�ümüne k  tipinden bir Banach operatörü denir (Sumitra ve ark., 

2010). 

Tanım 1.5.8. X bir normlu uzay ve M X∅ ≠ ⊂  olsun. , :T f X X→  dönü�ümleri 

verilsin. A�a�ıdaki �artlardan herhangi biri sa�lanıyorsa ( ),f T  ikilisine Banach 

operator çifti denir (Sumitra ve ark., 2010). 

a. ( ) ( )f F T F T� � ⊆� �  (de�i�meli dönü�üm), 

b. Her bir ( )x F T∈  için Tfx fx=  dir. 

c. Her bir ( )x F T∈  için Tfx fTx=  dir. 

d. Bazı 0k ≥  de�erleri için fTx Tx k Tx x− ≤ −  dir. 

( ),f T  sıralı ikilisi X  uzayında de�i�meli dönü�ümler ise ( ),T f  bir Banach 

operatör çiftidir. Fakat tersinin do�ru olması gerekmez. 

Örnek 1.5.9. 2X = �  olsun. ( ) 2,u v ∈�  olmak üzere 
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( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

:

, , 1, 1

f

u v f u v u v u u v v

→

→ = + + − + + −

� �

ve 

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

:

, , 2 ,

T

u v T u v u v u v u v u

→

→ = + + − − +

� �
�

dönü�ümleri tanımlansın. 

( ) ( ){ }2 2 2: , : 1F f u v u v∈ + =�  ve ( ) ( ){ }2, : 0 ya da 1F T u v u v u v= ∈ − = − = −�

dir. 

( )( ) ( ){ }( ) ( )2, : 0 ya da 1f F T f u v u v u v F T= ∈ − = − = − ⊆� �

kapsaması sa�landı�ından ( ),f T , 2
�  kümesinde Banach operatör çiftidir. Fakat 

( ) ( )1,0 F f∈  iken ( ) ( ) ( )1,0 3,2T F f= ∉  oldu�undan ( ),T f  Banach operatör çifti 

de�ildir (Chen, Li, 2007). 

Önerme 1.5.10. f  ve T , X  metrik uzayı üzerinde sürekli iki dönü�üm olsun. 

lim limn n
n n

Tx x u X
→∞ →∞

= = ∈  olan X  uzayındaki her bir { }n n
x

∈�
 dizisi için 

( )lim , 0n n
n

d Tfx fx
→∞

=  ya da ( )lim , 0n n
n

d Tfx fTx
→∞

=  olması için gerek ve yeter �art 

( ),f T  sıralı ikilisinin bir Banach operatör çifti olmasıdır ( Chen, Li, 2007). 
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1.6. Dönü�üm Çiftlerinin Özellikleri 

Tanım 1.6.1. ( ),X d  bir metrik uzay ve , :T S X X→  tanımlı iki dönü�üm olsun. 

Sx Tx w= =  olacak �ekilde ,x w X∈  noktaları varsa x  noktasına S  ve T

dönü�ümlerinin çakı�ma (coincidence) noktası w X∈  noktasına ise çakı�ılan nokta 

denir (Jungck ve Rhoades, 1998). 

Tanım 1.6.2. , :T S X X→  dönü�ümleri X  metrik uzayından kendi üzerine tanımlı 

dönü�ümler olsun. Her x X∈  için ( ), 0d TSx STx = �artı sa�lanıyorsa S  ve T

dönü�ümlerine de�i�meli dönü�üm (commuting) denir (Jungck, 1976). 

Tanım 1.6.3. ( ),X d  metrik uzayında , :T S X X→ �eklinde tanımlanan 

dönü�ümler her x X∈ için  

( ) ( ), ,d TSx STx d Sx Tx≤

�artını sa�lasın. Bu durumda S  ve T  dönü�ümlerine zayıf de�i�meli (weakly 

commuting) dönü�ümler denir (Sessa, 1982). 

Tanım 1.6.4. X  metrik uzayında , :T S X X→  dönü�ümleri tanımlanmı� olsun. 

( )nx , X  uzayında bazı t X∈  noktaları için lim limn n
n n

Sx Tx t
→∞ →∞

= = �artını sa�layan bir 

dizi olmak üzere ( )lim , 0n n
n

d TSx STx
→∞

= �artı sa�lanıyorsa S  ve T  dönü�ümlerine 

uyumlu (compatible) dönü�ümler denir (Jungck ve Rhoades, 1998). 

Tanım 1.6.5. ( ),X d  metrik uzayında , :T S X X→  iki dönü�üm olsun. E�er bu 

dönü�ümler çakı�ma noktalarında de�i�meli ise bu dönü�ümlere zayıf uyumlu 

(weakly compatible) dönü�ümler denir. Yani, bazı u X∈  noktaları için Tu Su=

iken TSu STu=  ifadesi sa�lanır (Jungck ve Rhoades, 1998). 



���

�

Tanım 1.6.6. ( ),X d  metrik uzayında , :T S X X→  iki dönü�üm olsun. Bazı t X∈

noktaları için lim limn n
n n

Tx Sx t
→∞ →∞

= =  olacak �ekilde X  de en az bir ( )nx  dizisi var 

fakat ( )lim ,n n
n

d TSx STx
→∞

 limiti sıfırdan farklı ya da bu limit yoksa S  ve T

dönü�ümlerine uyumlu olmayan (noncompatible) dönü�ümler denir (Aamir ve El 

Moutawakil, 2002). 

Tanım 1.6.7. X  metrik uzayında , :T S X X→  dönü�ümleri tanımlanmı� olsun. 

E�er bazı t X∈  noktaları için lim limn n
n n

Tx Sx t
→∞ →∞

= =  sa�lanıyorsa S  ve T

dönü�ümleri ( ).E A  özelli�ine sahip dönü�ümler olarak adlandırılır (Aamir ve El 

Moutawakil, 2002). 

Uyumlu olmayan iki dönü�ümün ( ).E A  özelli�ine sahip oldu�u açıktır. Ayrıca 

verilen tanımlardan, verilen iki dönü�üm için a�a�ıdaki sonuç kolaylıkla elde edilir: 

De�i�meli dönü�üm�Zayıf de�i�meli dönü�üm�Uyumlu dönü�üm. 

Örnek 1.6.8. [ ]0,1X =  kümesi mutlak de�er metri�i ile donatılmı� olsun. Her 

x X∈  için 

:

2

T X X

x
x Tx

→

→ =
                            

:

2

S X X

x
x Sx

x

→

→ =
+

dönü�ümleri verilsin. Buradan ( ) [ ]0,1 3S X =  ve ( ) [ ]0,1 2T X =  dir. Her x X∈

için  
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( )
( )( )

( )

2

2

,
4 4 2 4 4 2

,
4 2 2 2

x x x
d STx TSx

x x x x

x x x
d Tx Sx

x x

= − =
+ + + +

≤ = − =
+ +

dir. Buradan T  ve S  zayıf de�i�meli dönü�ümlerdir. Fakat 

4 4 2

x x
STx TSx

x x
= > =

+ +

oldu�undan de�i�meli dönü�üm de�ildir (Sessa, 1982). 

Örnek 1.6.9. [ ]0,3X =  ve ( ),d x y x y= −  ve  

[ )
[ ]

:

, 0,1

3, 1,3

T X X

x x
x Tx

x

→

� ∈�
→ = 	

∈�


                              [ )
[ ]

:

3 , 0,1

3, 1,3

S X X

x x
x Sx

x

→

� − ∈�
→ = 	

∈�


olsun. [ ]3 1,3x = ∈  ve bu aralıkta TSx STx=  oldu�undan T  ve S  dönü�ümleri 

[ ]0,3X =  kümesi üzerinde zayıf uyumlu dönü�ümlerdir (Chugh ve Kumar, 2001). 

Örnek 1.6.10. X = �  üzerinde  

:

3

T X X

x
x Tx

→

→ =
                                     

2

:S X X

x Sx x

→

→ =

olsun. 0x =  ve 
1

3
x =  noktaları birer çakı�ma noktasıdır. 

( ) ( )0 0 0TS ST= =
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�

oldu�undan 0  noktasında de�i�melidir dolayısıyla bu noktada zayıf uyumludur. 

( ) ( )1 3 1 9 1 27TS T= =  ve ( ) ( )1 3 1 9 1 81ST S= =

dır. Buradan 
1

3
x =  noktasında de�i�meli olmadı�ı ve sonuçta da zayıf uyumlu 

dönü�ümler olmadı�ı görülür (Chugh ve Kumar, 2001). 

1.7. �ntegral Tipi Dönü�ümlerin Özellikleri 

2002 yılında Branciari, tam metrik uzay üzerinde integral tipi dönü�ümün sabit 

noktasının varlı�ını ve tekli�ini ispatlayarak Banach daralma dönü�ümünü 

genelle�tirmi�tir. 

Tanım 1.7.1. [ ) [ ){ }1 : 0, 0, ,  Lebesgue-integrallenebilir bir fonksiyon  φΦ = ∞ → ∞

a�a�ıdaki �artları sa�layan bir aile olsun. 

a. ,φ [ )0,∞  kümesinin her kompakt alt kümesi üzerinde toplanabilirdir. 

b. Non-negatiftir. 

c. 0ε∀ >  için ( )
0

0s ds >�
ε

φ  dır. 

Örnek 1.7.2. A�a�ıdakiler φ  fonksiyonuna örnek olarak verilebilir. 

a. :ϕ + +→� �

      ( ) 2t t tϕ→ =   

b. :ϕ + +→� �

             ( ) tt t eϕ→ =  . (Liu, Li, Kang ve Cho 2011). 
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Teorem 1.7.3. ( ),X d  tam metrik uzay ve :T X X→  bir dönü�üm olsun. 1φ ∈Φ

olmak üzere [ )0,1η ∈  ve ,x y X∀ ∈  için 

( )
( )

( )
( ), ,

0 0

d Tx Ty d x y

s ds s dsφ η φ≤� � , 

ifadesi sa�lansın. Bu durumda x X∀ ∈  için lim n

n
T x z

→∞
=  dir ve z X∈  noktası T

dönü�ümünün sabit noktasıdır (Branciari, 2002). 

Sonuç 1.7.4. Teorem 1.7.2. de 0t∀ ≥  için ( ) 1tφ =  alınırsa  

( ) ( )

( ) ( )

, ,

0 0

1 1

, ,

d Tx Ty d x y

ds ds

d Tx Ty d x y

η

η

≤

≤

� �

  

yani, Banach daralma dönü�üm prensibi elde edilir. 

Lemma 1.7.5. 1φ ∈Φ  ve { }n n
x

∈�
 dizisi lim n

n
x x

→∞
= �artını sa�layan pozitif de�erli bir 

dizi olsun. Buna göre  

( ) ( )
0 0

lim
nx x

n
s ds s dsφ φ

→∞
=� �   

dır (Liu, Li, Kang ve Cho, 2011). 

Lemma 1.7.6. 1φ ∈Φ  ve { }n n
x

∈�
 pozitif de�erli bir dizi olsun.  



�
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( )
0

lim lim 0
nx

n
n n

x x s dsφ
→∞ →∞

= ⇔ =�   

dır (Liu, Li, Kang ve Cho, 2011). 

1.8. Grafla Donatılmı� Metrik Uzaylar 

2008 yılında Jachymski grafla donatılmı� metrik uzay kavramını kullanarak bazı 

genel yapıdaki sabit nokta teoremlerini vermi�tir. S. Suantai, çok de�erli dönü�ümler 

için graf kavramını ve metrik uzay üzerinde yönlü grafa sahip çok de�erli zayıf G -

dönü�ümlerinin yeni çe�itlerini ortaya çıkarmı�tır. Sonrasında birçok yazar soyut 

uzaylarda graf yapısını kullanarak sabit nokta teoremlerini ispatlamı�tır. 

( ),X d  metrik uzay ve X X×  kartezyen çarpımının kö�egeni ∆  olsun. ( )V G  ve 

( )E G  ile sırasıyla noktaları X  uzayının elemanları olmak üzere grafın kö�eleri ve 

kenarları gösterilsin. 

( ) ( )( ),G V G E G=  basit yönlü graftır. Basit yönlü bir grafta kenarlar tüm dü�üm 

noktalarını içerir, yani, ( )E G∆ ⊂  dir. G  grafının kenarlarının yönü de�i�tirilerek 

elde edilen grafa G �grafının tersi denir, 1G−  ile ifade edilir ve  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , : ,E G y x X X x y E G− = ∈ × ∈   

dir. G  grafındaki kenarların yönü dikkate alınmadan elde edilen �G  grafı yönsüz 

graftır ve bu grafta  

�( ) ( ) ( )1E G E G E G−= �   

dir. 
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G  grafında ( ),x y V G∈  kö�e noktalar olsun. x  ile y  arasındaki N ∈�

uzunlu�undaki bir yol 01,2,..., , , Ni N x x x y= = =  ve ( ) ( )1,i ix x E G− ∈  olacak �ekilde 

G  grafının 1N +  tane kö�e noktasının { }
1

N

i i
x

=
 dizisidir. Herhangi iki kö�e noktası 

arasında en az bir yol varsa G  grafına ba�lantılı graf denir. E�er �G  grafı ba�lantılı 

graf ise G  grafına zayıf ba�lantılı graf denir. , 'x y V∈ , ( ), 'x y E∈  olmak üzere 

( ) ( )' , 'E E G V V G⊆ ⊆  ise ( )', 'V E  grafı G  grafının alt grafı olarak adlandırılır. 

(Johnsonbaugh, 2005). 

Örnek 1.8.1. " "≤  ile X  üzerinde kısmi sıralama ba�ıntısı verilsin. 

a. 1G  grafı 

( ) ( ){ }1 , :E G x y X X x y= ∈ × ≤ �

dir. 

b. 2G  grafı 

( ) ( ){ }2 , :E G x y X X x y y x= ∈ × ≤ ∨ ≤ �

�

dir (Jachymski, 2008). 

Tanım 1.8.2. ( ) ( ): , ,T X d X d→  bir dönü�üm olsun. 

a. T  dönü�ümü G  grafının kenarlarını koruyorsa yani ,x y X∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ), ,x y E G Tx Ty E G∈ � ∈                                                                            (1.3) 

ve  
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b. ( )0,1α ∈  olmak üzere ,x y X∀ ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( ), , ,x y E G d Tx Ty d x yα∈ � ≤                                                                    (1.4) 

ise T  dönü�ümüne Banach G − daralma dönü�ümü ya da kısaca G − daralma 

dönü�ümü denir (Jachymski, 2008). 

Örnek 1.8.3. :T X X→  herhangi bir sabit fonksiyon, ( )E G  tüm dü�üm 

noktalarını içerdi�inden Banach G − daralma dönü�ümüdür (Jachymski, 2008). 

Tanım 1.8.4. ( ),X d  metrik uzay, :T X X→  bir dönü�üm olsun. 

a. ( )n n
k

∈�
 pozitif tamsayıların herhangi bir dizisi ve ,x y X∀ ∈  için  

n → ∞  iken ( )n nk k
T y T T Ty→ � →

sa�lanırsa T  dönü�ümüne yörüngesel sürekli dönü�üm denir. 

b. x X∈  ve ( )nx n∈�  dizisi için  

nx x→  ve ( ) ( )1,n nx x E G+ ∈  iken nTx Tx→

ise T  dönü�ümüne G − sürekli dönü�üm denir. 

c. ( )n n
k

∈�
 pozitif tamsayıların herhangi bir dizisi ve ,x y X∀ ∈  için  

nk
T y→  ve ( ) ( ) ( )1 için ,n n nk k k

n T x T x E G T T x Ty+∈ ∈ � →�   

ise T  dönü�ümüne yörüngesel G − sürekli dönü�üm denir. 

Verilen süreklilik kavramları arasında 
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sürekli�yörüngesel sürekli�yörüngesel G − sürekli, 

sürekli� G − sürekli�yörüngesel G − sürekli 

ili�kileri vardır (Jachymski, 2008). 

( )E G  simetrik ve x  noktası G  grafının tepe noktası olsun. x  ile ba�layan bazı 

yolları içeren kenar ve kö�eleri bulunduran alt grafa x  noktasını içeren G  grafının 

bile�eni adı verilir ve xG  ile gösterilir. 

“G  grafında y  noktasından z  noktasına bir yol varsa yRz ” dir, 

kuralı ile ( )V G  üzerinde tanımlanan R  ba�ıntısının denklik sınıfları [ ]
G

x  olmak 

üzere ( ) [ ]x G
V G x=  dir. xG  grafı ba�lantılı bir graftır. (Jachymski, 2008). 

Teorem 1.8.5. ( ),X d  tam metrik uzay ve ( ), ,X d G  üçlüsü 

“ ( )n n
x X

∈
∈

�
 dizisi için nx x→  ve ( ) ( )1,n nx x E G+ ∈  iken ( ) ( ),

nkx x E G∈  olan

( )
nk

n
x

∈�
 alt dizisi vardır”  özelli�ine sahip olsun. :T X X→  bir dönü�üm ve 

( ) ( ){ },
T

X x X x Tx E G= ∈ ∈  kümesi tanımlansın. A�a�ıdaki ifadeler sa�lanır: 

1. ( ) [ ]� :
TG

F T x x X= ∈  dir. 

2. ( ) TF T X≠ ∅ ⇔ ≠ ∅  dir. 

3. T  tek bir sabit noktaya sahiptir [ ]�0T G
X x⇔ ⊆  olan 0 T

x X∈  vardır. 

4. Herhangi 
T

x X∈  için [ ]�Gx
T  Picard operatörüdür. 

5.
T

X ≠ ∅  ve G  zayıf ba�lantılı ise T  Picard operatörüdür. 

6. [ ]�{ }' :
G

X x x G= ∈�  ise 'XT  zayıf Picard operatörüdür. 

7. ( )T E G⊆  ise T  zayıf Picard operatörüdür (Jachymski, 2008). 

F. Bojor 2010 ylında kıyaslama fonksiyonlarını kullanarak grafla donatılmı� metrik 

uzaylarda ϕ �daralmalar için sabit noktanın varlı�ı problemini çalı�mı�tır. 



���

�

Tanım 1.8.6. ( ),X d  metrik uzayı üzerinde G  grafı verilsin. 

a. ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,x y X x y E G Tx Ty E G∀ ∈ ∈ � ∈  dir, 

b. ( ) ( ),x y E G∀ ∈  için ( ) ( )( ), ,d Tx Ty d x yϕ≤  olacak �ekilde : + +ϕ →� �

kıyaslama fonksiyonu vardır, 

özelliklerini sa�layan :T X X→  dönü�ümüne ( ),G ϕ -daralma dönü�ümü denir 

(Bojor, 2010). 

Teorem 1.8.7. ( ),X d , G  grafı ile donatılmı� metrik uzay ve :T X X→  bir 

dönü�üm olsun. A�a�ıdakiler sa�lansın. 

( )a G  zayıf ba�lantılıdır, 

( )b ( )1, 0n nd x x + →  olan herhangi bir ( )n n
x X

∈
⊂

�
 dizisi için 0,m n n≥  olan 

,m n∀ ∈�  için ( ) ( ),
n mk kx x E G∈  olacak �ekilde 0,k n ∈�  vardır, 

( )
1

c T  yörüngesel süreklidir, 

veya 

( )
2

c ,T yörüngesel G - süreklidir ve her bir k ∈�  için ( ) ( )0 , *kn
T x x E G∈  olan 

( )0
n

n
T x

∈�
 dizisinin ( )0

kn

k
T x

∈�
 alt dizisi vardır, 

( )d ( ), ,T G ϕ -daralma dönü�ümüdür, 

( )e d  tam metriktir. 

Bu durumda T  dönü�ümü Picard operatörüdür (Bojor, 2010). 
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BÖLÜM 2. MODÜLER UZAYLAR 

2.1. Temel Tanımlar Ve Teoremler 

pL  Lebesgue fonksiyon uzaylarını genelle�tirmeye yönelik ilk çalı�malar 1930’ların 

ba�larında ortogonal açılımlarla ba�lantılı olarak Orlicz ve Birnbaum tarafından 

yapılmı�tır. Fonksiyon uzayları  

( )( )
* *: ; 0 :L f f x dxϕ λ ϕ λ

� �
= → ∃ > < ∞� �
� �

�
�

� �

�eklinde tanımlanmı�tır. [ ] [ ]* : 0, 0,ϕ ∞ → ∞  sonlu, artan konveks bir fonksiyondur. 

�

*ϕ  fonksiyonuna 

a. ( )* 1tt eϕ = −

b. ( ) ( )* In 1t tϕ = +

fonksiyonları örnek verilebilir. Birçok diferansiyel uygulamaları ve bu uzayların 

farklı özellikleri dahil edilerek 
*

Lϕ  lineer metrik uzayın yapısını in�a etmek 

mümkündür. Ayrıca herhangi bir kuvvete sahip olmayan tipteki çekirdekleri içeren 

diferansiyel ve integral denklemlerle yapılan birçok uygulama Orlicz uzayları 

teorisinin geli�imine katkı sa�lamı�tır. 

Bu geli�melerin iki ana yönü gözlemlenmektedir. Bunlardan ilki 1955 yılında 

Luxemburg tarafından ba�latılan ve daha sonra Zaanen ile yapılan ortak çalı�malar 
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ile geli�tirilen Banach fonksiyon uzayları teorisidir. Bu teorinin ana fikri ( ), ,X λΣ

ölçüm uzayı, ( )M ,X S  tüm kuvvetli ölçülebilir fonksiyonların kümesi olmak üzere 

( ) ( )f x g x≤  iken f g≤  ( . .h h yλ − ) �artını sa�layan 

( ){ }: ; M , ,L f X f X f= → ∈ < ∞� �

fonksiyon uzayının geli�tirilmesi temeline dayanmaktadır. 

Uzayın elemanlarının büyümesini kontrol eden lineer olmayan bir fonksiyonelin 

integral formu ile bazı basit ve temel özelliklere sahip olan soyut olarak verilen bir 

fonksiyonelin de�i�tirilmesi prensibine dayanan Orlicz uzay teorisinden esinlenerek 

di�er yön çalı�ılmı� ve geli�tirilmi�tir. Bu fikir Nakano’nun 1950’de sıralı uzay 

teorisi ile ba�lantılı olarak ba�lattı�ı ve 1959’da Musielak ve Orlicz’in yeniden 

tanımladı�ı ve geli�tirdi�i modüler uzay teorisinin temelini olu�turmaktadır. 

Tanım 2.1.1. X , K  üzerinde keyfi bir vektör uzayı olsun ( )veya ��� . ,f g X∈

için [ ): 0,Xµ → ∞  fonksiyoneli  

a. ( )0 0µ = ; 

b. 1a =  için ( ) ( )af fµ µ= ; 

c. 1a b+ = ( , 0)a b ≥ ( ) ( ) ( )af bg f gµ µ µ� + ≤ + ; 

�artları sa�lıyorsa µ  fonksiyoneline X  üzerinde modülerimsi (pseudo modüler) 

denir. Ayrıca (iii) özelli�i yerine a�a�ıdaki özellik sa�lanırsa 

d. 1a b+ = ( , 0)a b ≥ ( ) ( ) ( )af bg a f b gµ µ µ� + ≤ + ; 



���

�

µ  fonksiyoneline X  üzerinde konveks modülerimsi denir (Musielak ve Orlicz, 

1959). 

(a) yerine a�a�ıdaki �artlar alınırsa 

1a . ( )0 0µ =   ve  0λ >  için ( ) 0 0f fµ λ = ⇔ = �artı sa�lanıyorsa  

µ  fonksiyoneline X  üzerinde yarı modülerdir (semi modülerdir) denir. 

2a . ( ) 0 0f fµ = ⇔ = �artı sa�lanıyorsa µ  fonksiyoneline X  üzerinde modülerdir 

denir (Musielak ve Orlicz, 1959). 

Tanım 2.1.2. µ , X  üzerinde konveks modülerimsi olsun. 

( ){ }
0

: lim 0X h X hµ
λ

µ λ
→

= ∈ =

kümesine modüler uzay denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.1.3. X µ , X uzayının alt vektör uzayı olsun.  

inf 0 :
f

f t t
tµ

µ
� �	 


= > ≤� �� �
 �� �

modülerine F -yarınorm (seminorm) denir (Musielak ve Orlicz, 1959). 

Ayrıca, µ -konveks modülerimsi için  inf 0 : 1
f

f t
tµ

µ
� �	 


= > ≤� �� �
 �� �

 modülerine de 

F -yarınorm denir (Musielak ve Orlicz, 1959). 

µ  modüler ise F -normu her 0t >  için ( )( ) 0
n

t f fµ − →  ifadesi 0nf f− →

ifadesi ile e�de�erdir. Ayrıca ( )f f
µ

µ ≤  e�itsizli�i 1f
µ

< �artını sa�lar. 
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Örnek 2.1.4. * : Xϕ + +× →� �  fonksiyonu 

a. Sürekli, artan ve ikinci de�i�kene göre sonlu, 

b. Birinci de�i�kene göre ölçülebilirdir. 

�artlarını sa�lasın. 

( ) ( )( )* ,f X f x dxµ ϕ= �
�

fonksiyoneli bir modülerdir ve X uzayı da modüler uzaydır (Musielak ve Orlicz 

1959). 

Musielak ve Orlicz 1959 yılında modüler uzay teorisinin temel teoremlerini 

ispatlamı�lardır. Bu tür uzaylar analizin uygulama alanında geni� yer kaplamaktadır. 

Birçok alanda genelle�tirmelerine rastlanabilir. Vektör de�erli fonksiyonlar için bazı 

genellemeler öne sürülmü�tür. Ayrıca bu uzayların olasılık ve matematiksel istatistik 

alanlarında birçok uygulamaları vardır. 

Musielak-Orlicz uzay teorisindeki kavramlar yeni talepleri kar�ılamamaya 

ba�lamı�tır. Çünkü toplam alma veya e�de�er modülerlere geçme gibi birçok i�lemi 

yapısında bulundurmamaktadır. Çalı�malarda herhangi bir özel formda olmayan 

ancak yine de soyut modülerin sahip olabilece�inden çok daha uygun özelliklere 

sahip modüler sınıfı tarafından verilen modüler uzaylar ara�tırılmı�tır. Bu ara�tırma 

norm ve F -norm olmayan fonksiyonellerin uygulamaları için yararlı olmu�tur. 

Tanım 2.1.5. X , K  cismi üzerinde keyfi bir vektör uzayı olsun ( )veya ��� . 

,x y X∀ ∈  ve ,a b K∈  için  [ ): 0,Xµ → ∞  fonksiyoneli 

( ) ( )1. 0 0x xµ µ = ⇔ = , 

( ) ( ) ( )2. 1 için ,a ax xµ µ µ= =
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( ) ( ) ( ) ( )3. 1, ( , 0)a b a b ax by x yµ µ µ µ+ = ≥ � + ≤ + , 

�artlarını sa�lıyorsa µ  fonksiyoneline X  üzerinde modüler denir ve X  uzayına da 

modüler uzay denir ve genellikle ( ),X µ  veya X µ  ile gösterilir. Ayrıca ( )3µ  özelli�i 

yerine a�a�ıdaki özellik sa�landı�ında ise  

( ) ( ) ( ) ( )4. 1, ( , 0)a b a b ax by a x b yµ µ µ µ+ = ≥ � + ≤ +

µ  fonksiyoneline X  üzerinde konveks modüler denir (Musielak ve Orlicz, 1959, 

1959a). 

Örnek 2.1.6. [ ): 0,µ → ∞�  fonksiyoneli 

( )x xµ =

reel de�erli bir µ - modülerdir. 

Tanım 2.1.7. µ , X  üzerinde konveks modüler olsun. 

( ){ }
0

: lim 0X x X xµ
λ

µ λ
→

= ∈ =

kümesine modüler uzay denir (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a). 

Örnek 2.1.8. ( ),X µ  modüler uzay olsun. [ ): 0,d X Xµ × → ∞  fonksiyonu 

( ) ( )
0, ise

, ise

x y
d

x y x yµ µ µ

≠�
= �

+ =�
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bir metriktir. ( ),X µ  uzayı da bir metrik uzaydır. 

µ  alt toplamsal olmadı�ından norm veya uzaklık olarak ifade edilmez Fakat 

fonksiyoneli a�a�ıda tanımlanacak olan F - norm ile ili�kilendirilebilir. 

Tanım 2.1.9. X  vektör uzayı üzerinde tanımlanan [ ): 0,X → ∞  fonksiyoneli her 

,x y X∈  için a�a�ıdaki �artları sa�lıyorsa bu fonksiyonele F -norm denir (Rolewicz, 

1985). 

( )1. 0 0n x x= ⇔ = �

( )2. 1n α =  için x xα = , 

( )3.n x y x y+ ≤ + , 

( ) ( )4. 0 0n nn a a x→ � → , 

( ) ( )4. 0 0n nn x ax→ � → , 

( ) ( ) ( )5. 0,  0, 0n n n nn a x a x→ → � →   

dır. Ayrıca { }nx , X  üzerinde bir dizi olmak üzere nα α→  ve 0nx x− →  ise 

0n nx xα α− →  dır. 

Tanım 2.1.10. X µ  modüler uzayında [ ). : 0,X µµ
→ ∞ F -normu 

inf 0 : 1
x

x
µ

λ µ
λ

� �	 

= > ≤� �� �

 �� �

�eklinde tanımlanırsa . µ
 bir normdur ve bu norma özel olarak Luxemburg normu 

adı verilir (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a). 

µ
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Teorem 2.1.11. ( ),X  ikilisi F -uzayı olsun. 
1

0 1

sup
t

x tx
≤ ≤

=  normu, x  standart 

normu ile denktir. 
1

.  normu azalmayandır ve bu norm bir µ -modülerdir (Rolewicz, 

1985). 

�spat: 

a.
1

0 1

sup 0
t

x tx
≤ ≤

= =  dır. 
1

0x =  ise 
1

x x≤  ve 0x = �artı sa�landı�ından 

0x =  dır. 

b. 1α =  için  

1 1

0 1 0 1

sup sup
t t

x t x tx xα α
≤ ≤ ≤ ≤

= = =  dır. 

c. ,x y X∀ ∈  için, 

( )

( ) ( )

11

0 1

1 1

0 1 0 1

1 1

sup

sup sup

t

t t

x y t x y

t x t y

x y

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

+ = +

≤ +

≤ +

dır. 

d. { }nt  skalerlerin 0  noktasına yakınsayan bir dizisi olsun. [ ]0,1  aralı�ı 

kompakt oldu�undan x X∀ ∈  için tx  fonksiyonu süreklidir. Ayrıca 0 1nb≤ ≤

olmak üzere { }nb  dizisi 
1

n n n
t x t b x= �artını sa�lasın. Böylece { }n nt b  dizisi sıfıra 

yakınsar ve normun 4. özelli�inden 
1

0
n

t x →  dır. 
1

0
n

x →  olsun. 
1

x  azalmayan 

oldu�undan ve üçgen e�itsizli�inden 

( )1 1
1 0n ntx t x≤ + →
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elde edilir. 0nt →  ve 
1

0
n

x →  olsun. 
1 1

n n n n n
t x t b x=  olacak �ekilde 0 1

n
b≤ ≤

�artını sa�layan { }nb  dizisi vardır. { }n nt b  dizisi sıfıra yakınsak ve 
1

x x≤ �artı 

sa�landı�ından 
1 1

0
n n n n n

t b x t x= →  bulunur.Dolayısıyla 
1

x  normu F -normdur.  

1
x x≤  oldu�undan 0x →  ise 

1
0x →  dır. { }nx  dizisi için 0nx →  iken 

1

n
x

dizisi sıfıra yakınsak olmasın. x  fonksiyonu [ ]0,1  kompakt aralı�ında süreklidir ve 

n
α , 0 1

n
α≤ ≤  için 

1

n n n
x xα=  sa�lanır. Bolzano-Weierstrass teoremi gere�ince 

{ }nα  dizisi α  noktasına yakınsak olsun. Skaler çarpımın süreklili�inden 

1
0

n n n
x xα= →  dır. Böylece çeli�ki olu�maktadır. Buradan x  ve 

1
x

normlarının denk oldu�u elde edilir. 

Teorem 2.1.12. X  lineer uzayı üzerinde µ  bir modüler olsun. X µ  modüler 

uzayında x  ile F  normu tanımlansın. Bu durumda ( ) 0nxµ →  olması için gerek 

ve yeter �art 0nx →  olmasıdır (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a). 

�spat: 

inf 0 :
x

x ε µ ε
ε

� �	 

= > <� �� �

 �� �
 olsun  

a. ( )0 0 0x x xµ= ⇔ = ⇔ =  oldu�u açıktır. 

b. 1α =  olsun. 

inf 0 :

inf 0 :

x
x

x
x

α
α ε µ ε

ε

ε µ ε
ε

� �	 

= > <� �� �

 �� �

� �	 

= > < =� �� �

 �� �

elde edilir. 
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c. ,x y X∀ ∈  ve 0δ >  keyfi bir sayı olsun. .  fonksiyonelinin tanımından 

1

1

x
µ ε

ε

	 

<� �

 �
2

2

x
µ ε

ε

	 

<� �

 �
 e�itsizliklerini sa�layan 1ε , ve 2ε  pozitif sayıları mevcuttur. 

Ayrıca 1x xε δ< < +   ve 2y yε δ< < +  e�itsizlikleri sa�lanır. 

1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

1 2

. .
x y x y

x y

ε ε
µ µ

ε ε ε ε ε ε ε ε

µ µ ε ε
ε ε

	 
 	 
+
≤ +� � � �

+ + + �  �

	 
 	 

≤ + ≤ +� � � �

 �  �

elde edilir. Böylece 1 2 2x y x yε ε δ+ ≤ + ≤ + +  dır. Burada δ  keyfi bir sayı 

oldu�undan üçgen e�itsizli�i sa�lanmı� olur. 

d. ( ) 0 0n nx xµ → ⇔ →  oldu�unu göstermek için 0ε >  verilsin.� ( ) 0nxµ →

olsun. Böylece modülerin özelli�inden 0nx
µ

ε
	 


→� �
 �

 dır. Yani her n N>  için 

nx
µ ε

ε
	 


<� �
 �

�artını sa�layan N  do�al sayısı vardır. Buradan nx ε<  elde edilir. ε

keyfi bir sayı oldu�undan 0x → bulunur.  

Di�er taraftan 1nx <  olsun. 1nx a< <  olacak �ekilde bir a  sayısını verilsin. 

( ) n
n

x
x a

a
µ µ

	 

≤ ≤� �

 �
 dır. Buradan ( )n nx xµ ≤  elde edilir. Böylece 0nx →  ise 

( ) 0nxµ →  görülür. 

Dört �art sa�landı�ından x  fonksiyoneli bir F - normdur. X µ  modüler uzayı bu 

norma göre F �normlu uzaydır. 

Örnek 2.1.13. X  vektör uzayı [ ]{ }: 0,1 , ölçülebilir fonksiyonX f= → �  olarak 

tanımlansın. [ ]* : 0,1ϕ +× →� �  fonksiyonu  
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a. sürekli, artan ve ikinci de�i�kene göre konvekstir, 

b. ( )
( )
( )

( )

*

* *

*

,0 0, 0 ise

, , 0, 0 ise

, 0, ise

t x

t x t x x

t x x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

� = =
�

= > >�
� → → ∞�

olan ( )* ,t xϕ  fonksiyonu x  e göre azalmayan sürekli bir fonksiyondur, 

c. *ϕ , birinci de�i�kene göre ölçülebilirdir, 

özellikleri sa�lansın. f X∈  için, 

( ) ( )( )
1

*

0

,f t f t dtµ ϕ= �

X  üzerinde bir modülerdir. X µ  ise modüler uzaydır. Ayrıca X µ  modüler uzayı 

Musielak-Orlicz uzayı olarak da adlandırılmaktadır (Rolewicz, 1984). 

Örnek 2.1.14. ( )i t , R  direncinden geçen bir akım olsun. [ ]0,T  periyodundaki akım 

enerjisi  

( ) ( )2

0

T

P i Ri t dt= �

ile ifade edilir. ( )P i , [ ]0,T  üzerinde bir modülerdir (Rolewicz, 1984). 

Örnek 2.1.15. ( )M t , R  iç direncine sahip bir bataryanın içinden geçen elektrik 

akım kuvveti olsun. Amper saatlerinin I büyüklü�ü [ ]
1

2 0,L T  uzayında  

( )

0

T M t
I dt

R
= �

ile gösterilir. I , bir modülerdir (Rolewicz, 1984). 
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Örnek 2.1.16. Bir teknenin hızı ( )V t , motorun dönme hızı olan ( ) ( )( )V t N r t=

ba�ıntısı ile ili�kilendirilmektedir. Burada N , ( )0 0N = �artını sa�layan sürekli, 

konkav bir fonksiyon olmak üzere 

( )( )
0

( )
T

NP r N r t dt= �

ile ifade edilen. ( )NP r  yol-dönme fonksiyonu [ ]0,T  üzerinde bir modülerdir 

(Rolewicz, 1984). 

2.2.Modüler Uzayların Topolojik Yapısı

Bu kısımda modüler uzay yapısındaki yakınsaklık, Cauchy dizisi, tamlık ve 

süreklilik gibi kavramlardan bahsedilecektir. 

Tanım 2.2.1. X µ  modüler uzay ve { }n n
x

∈�
, bu uzayda bir dizi olsun. 

( )lim 0n
n

x xµ
→∞

− =

ise { }nx  dizisi x X µ∈  noktasına µ -yakınsaktır denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.2.2. X µ  modüler uzay ve { }n n
x

∈�
, bu�uzayda bir dizi olsun. Her 0ε >  ve  

0,m n n>  iken 

( )
,
lim 0n m

n m
x xµ

→∞
− =

olacak �ekilde en az bir 0n  do�al sayısı varsa { }n n
x

∈�
 dizisine X µ  uzayında µ -

Cauchy dizisi denir (Musielak, 1983). 
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Tanım 2.2.3. Her { }n n
x

∈�
µ -Cauchy dizisi µ -yakınsak ise X µ  uzayına µ -tam 

uzay denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.2.4. C , X µ  modüler uzayının bir alt kümesi olsun. Her { }nx C⊂  dizisi 

için 

( )lim 0n
n

x xµ
→∞

− =

olacak �ekilde x C∈  varsa X µ  modüler uzayına µ -kapalıdır denir (Musielak, 

1983). 

Tanım 2.2.5. C , X µ  modüler uzayının bir alt kümesi olsun.  

( ) ( )
,

sup
x y C

C x yµδ µ
∈

= −

ifadesine C kümesinin µ -çapı denir. ( )Cµδ < ∞  ise X µ  modüler uzayına µ -

sınırlıdır denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.2.6. X µ  modüler uzayında { }n n
x

∈�
 dizisi x X µ∈  noktasına ve { }n n

y
∈�

dizisi de y X µ∈  noktasına µ -yakınsak olsun. 

( ) ( )liminf n n
n

x y x yµ µ
→∞

− ≤ −

e�itsizli�i sa�lanırsa µ  fonksiyoneli X µ  modüler uzayında Fatou özelli�i sahiptir 

denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.2.7. { }n n
x

∈�
, X  uzayında bir dizi olsun. 
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a) x X µ∀ ∈  için ( ) ( )2x K xµ µ≤ �artını sa�layan 0K >  sayısı varsa µ

fonksiyoneli 2 tipi∆ − �artını sa�lar denir (Benavides ve ark., 2001). 

b) ( ) 0nxµ → , ( )n → ∞  iken ( ) ( )2 0nx nµ → → ∞  ise µ  fonksiyoneli� 2∆ -

�artı sa�lar denir (Kozlowski, 1988). 

2∆ �tipi �artı ve 2∆ -�artı denk �artlar de�ildir. Fakat 2∆ -tipi �artının 2∆ -�artını 

gerektirdi�i açıktır. µ -modüleri üçgen e�itsizli�ini sa�lamadı�ından µ -yakınsak 

olan bir dizinin µ -Cauchy dizisi olması gerekmez. Bu durumun sa�lanması için 

gerek ve yeter �art µ  modülerinin 2∆ ��artını sa�lamasıdır. Ayrıca µ , 2∆ -tipi �artını 

sa�larsa norma göre yakınsaklık ve modüler yakınsaklık denktir (Benavides ve ark., 

2001). 

Örnek 2.2.8. Ω  kümesinin alt kümesi olan Σ  sayılabilir toplamsal cebiri verilmi�

olsun. ( ), ,λΩ Σ  üçlüsü ölçülebilir uzaydır. Ω , sonlu sayılabilir ( nΩ < ∞ ) ve nΩ

kümelerinin sayılabilir ailesi olarak temsil edilirse ölçülebilir uzaya ( ), ,λΩ Σ σ �

sonludur  veya kısaca Ω , σ �sonludur denir.  

( )N u  fonksiyonu 0u ≥  için a�a�ıdaki �artları sa�lar. 

a. Azalmayan, negatif olmayan ve sürekli bir fonksiyondur. 

b. ( ) 0 0N u u= ⇔ =  dır. 

( )N u  fonksiyonu 0k >  için ( ) ( )2N u kN u≤ olacak �ekilde 2∆ -�artını sa�lar. X , 

Ω  üzerinde tanımlanan sayılabilir fonksiyonların kümesi olsun. ( ) ( ),x t y t X∈  için  

( ) ( )( ): 0t x t y t x yλ ≠ = � =



���

�

oluyorsa ( ) ( ) ve x t y t  fonksiyonları denktir. Lineer uzayda sıfıra e�it olan tüm 

fonksiyonlarının olu�turdu�u küme θ  olsun. ( )0 , ,S λΩ Σ  uzayı X
θ  bölüm uzayı 

olarak tanımlansın; 

( ) ( )( )NP x N x t dλ
Ω

= �

fonksiyoneli ( )0 , ,S λΩ Σ  bölüm uzayı üzerinde modülerdir (Rolewicz, 1985). 

�spat: 

a. ( ) 0 0N u u= ⇔ =  oldu�undan ( ) 0 0NP x x= ⇔ = �artının sa�landı�ı açıktır. 

b. 1α =  için 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

N

N

P x N x t d

N x t d P x

α α λ

λ

Ω

Ω

=

= =

�

�

�artı sa�lanır. 

c. , 0a b ≥ , 1a b+ =  olsun; 

( ) ( ){ }1 :t x t y tΩ = ≥    ve   ( ) ( ){ }2 :t x t y tΩ = <

olarak tanımlansın. ( )N u  azalmayan fonksiyon oldu�undan 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
1 2

NP ax by N ax t by t d

N a x t b y t d

λ

λ

Ω

Ω ∪Ω

+ = +

≤ +

�

�

  



	��

�

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2

N N

N a b x t d N a b y t d

N x t d N y t d P x P y

λ λ

λ λ

Ω Ω

Ω Ω

≤ + + +

≤ + = +

� �

� �

olur. (a)-(c) �artları sa�landı�ından ( )NP x  fonksiyoneli bir modülerdir. 

Tanım 2.2.9. X µ  bir modüler uzay ve :T X Xµ µ→  bir dönü�üm olsun. ( )nx X µ∈

dizisi için 

( )lim 0n
n

x xµ
→∞

− =  iken  ( ) ( )( )lim 0n
n

T x T xµ
→∞

− = ; 

oluyorsa T dönü�ümü X µ  modüler uzayında µ -süreklidir denir (Musielak ve Orlicz, 

1959 ). 

Önerme 2.2.10. Modüler uzayda ( )3µ �artından a�a�ıdaki sonuçlar elde edilir. 

1. a b< �artını sa�layan a  ve b  reel sayıları için ( ) ( )ax bxµ µ<  dir.  

2. 1 2 3, , ,..., na a a a  pozitif sayıları için 
1

1
n

i

i

a
=

=�  olsun. 1 2, ,....., nx x x X∈  olmak 

üzere 

( )
1 1

n n

i i i

i i

a x xµ µ
= =

	 

≤� �

 �
� �

dır (Musielak ve Orlicz, 1959 ). 

Teorem 2.2.11. X µ  modüler uzayı lineerdir. 



	��

�

�spat: 

a. x X µ∈   ve t  bir skaler olsun. X µ  uzayının tanımından 

( )
k k

kx t x tx
t t

µ µ µ
	 
 	 


= = < ∞� � � �� � � �
 �  �

�

olacak �ekilde k  pozitif sayısı vardır. Böylece tx X µ∈  bulunur. 

b. ,x y X µ∈  olsun. X µ  uzayının tanımından 

( )xk xµ < ∞  ,   ( )y
k yµ < ∞ �

olacak �ekilde xk  ve 
yk  pozitif sayıları mevcuttur. { }min ,x yk k k=  seçilirse 

modülerin ( )3µ  özelli�inden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

x y

k
x y kx ky k x k yµ µ µ µ µ

	 

+ ≤ + ≤ + < ∞� �

 �

olur. (a)  ve (b) den X µ   uzayı lineerdir (Rolewicz, 1985). 

2.3. Modüler Uzaylarda Sabit Nokta Teorisi 

Bu kısımda modüler uzaylarda kullanılacak olan sabit nokta teorisiyle ilgili temel 

kavramlardan bahsedilecektir. 

Tanım 2.3.1. X µ  modüler uzayında S  ve T  iki dönü�üm olsun. 

a. ( ) 0Sx x− =µ �artı sa�lanıyorsa x X∈  noktası S  dönü�ümünün sabit 

noktası olarak adlandırılır. 



	��

�

b. ( ) 0Sx Txµ − =  ise x X∈  noktasına ( ),S T  çiftinin çakı�ma noktası denir. 

c. Sx Tx x= =  ise x X∈  noktasına ( ),S T  çiftinin ortak sabit noktası denir. 

Tanım 2.3.2. X µ  modüler uzay C X µ⊂  ve :T C C→  keyfi bir dönü�üm olsun. Her 

,x y X µ∈  için 

( ) ( )Tx Ty L x yµ µ− ≤ −                                                                                        (2.1) 

olacak �ekilde 0L ≥  sayısı varsa T  dönü�ümü X µ  modüler uzayı üzerinde µ -

Lipschitzian dönü�üm olarak adlandırılır (Kozlowski, 1988). 

1L <  oldu�unda T  dönü�ümü µ -daralma dönü�ümü, 1L ≤  oldu�unda ise µ -

geni�lemeyen (nonexpansive) dönü�üm adını alır. 

Örnek 2.3.3. ( )0,X = ∞ , Σ  ise X  kümesinin tüm Lebesgue ölçülebilir 

altkümelerinin bir σ -cebiri olsun. Ρ  ile sonlu ölçü alt kümelerinin δ -halkası 

gösterilsin. 

( ) ( ) ( )
1

2
0

1 x

f f x dm x
e

µ
∞

+
= �   

modüleri tanımlansın. ( )
1

, 0
2

B f x≤ ≤  olan ( ): 0,f ∞ →�  ölçülebilir 

fonksiyonların kümesi olmak üzere T  lineer operatörü 

( ) ( )
( )

[ ]

1 , 1 ise

0, 0,1  ise

f x x
T f x

x

� − ≥�
= �

∈��

kuralı ile verilsin. ( )T B B⊂  oldu�u açıktır. ,f g B∈   olmak üzere 1λ ≤  için  



	��

�

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

12 1

0

12 1

1

12 1

0

12 1

0

1 1

xx

xx

xx

xx

Tf Tg e Tf x Tg x dm x

e f x g x dm x

e f x g x f x g x dm x

e f x g x dm x

f g

µ λ λ

λ

λ λ

λ λ

λµ λ

∞
+− +

∞
+− +

∞
+− +

∞
+− +

− = −

= − − −

= − −

= −

= −

�

�

�

�

  

sa�landı�ından T  dönü�ümü µ -geni�lemeyen dönü�ümdür (Khamsi ve ark., 1990). 

M.A.Khamsi (2008)  modüler uzaylarda quasi daralma dönü�ümlerini a�a�ıdaki 

�ekilde tanımlamı�tır. 

Tanım 2.3.4. X µ  modüler uzay olsun. C X µ⊂  ve :T C C→  keyfi bir dönü�üm 

olsun. Her ,x y C∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }max , , , ,Tx Ty k x y x Tx y Ty x Ty y Txµ µ µ µ µ µ− ≤ − − − − −      (2.2) 

olan 0 1k< <  sayısı varsa T   dönü�ümüne quasi-daralma dönü�ümü denir (Khamsi, 

2008). 

Tanım 2.3.5. X µ  modüler uzay olsun. µ  modüleri 2∆ -�artını sa�lasın. Bazı z X∈

noktaları için nSx z→  ve nTx z→ �artını sa�layan { }n n
x

∈�
 dizisi mevcutken

( ) 0n nTSx STxµ − →  ise X µ  uzayındaki T  ve S  dönü�ümlerine µ -uyumludur 

denir. E�er T  ve S  dönü�ümleri çakı�ma noktasında de�i�meli ise ( ),S T  çiftine µ �

zayıf uyumludur denir (Mongkolkeha ve Kumam, 2011).

Tanım 2.3.6. X µ  modüler uzay ve , :S T X Xµ µ→  iki dönü�üm olsun. 
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a. [ ) [ ): 0, 0,ψ ∞ → ∞  sürekli, azalmayan, 

b. [ ) [ ): 0, 0,θ ∞ → ∞  alttan yarı sürekli, 

c. ( ) ( ) 0 0t t tψ θ= = ⇔ = �

fonksiyonları verilsin. ,x y X∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, max , , ,
2 2 2

M x y x y x Sx y Ty y Sx x Tyµ µ µ µ µ
� �� �	 
 	 


= − − − − + −� �� � � �� �
 �  �� �� �

olmak üzere  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , ,Sx Ty M x y M x y LN x yψ µ ψ θ− ≤ − +

ifadesini sa�layan 0L ≥  sayısı mevcutsa ( ),S T  çiftine ( ),ψ θ -hemen hemen 

daralma dönü�ümü adı verilir (Öztürk, Abbas ve Girgin, 2016). 

Teorem 2.3.7. X µ  modüler uzayı µ -tam ve ( ),S T  çifti ( ),ψ θ -hemen hemen 

daralma dönü�ümü olsun. S  ve T  dönü�ümlerinden herhangi biri µ -sürekli 

oldu�unda S  ve T  dönü�ümlerinin ortak bir tek sabit noktası vardır (Öztürk, Abbas 

ve Girgin, 2016). 

2.4. Grafla Donatılmı� Modüler Uzaylar 

Bu kısımda modüler uzaylarda graf yapısıyla ilgili temel kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.4.1. X µ , G  grafıyla donatılmı� modüler uzay ve :T X Xµ µ→  bir 

dönü�üm olsun. ( ) ( ){ }: ,
T

X x X x Tx E G= ∈ ∈  ile tanımlanmaktadır (Öztürk, Abbas 

ve Girgin, 2016). 
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Tanım 2.4.2. { }n

n
T x

∈�
 bir dizi olsun. *x X µ∀ ∈  için ( )( )* 0nc T x xµ − →  ve 

n∀ ∈�  için ( ) ( )1,n nT x T x E G+ ∈  olacak �ekilde 0c >  sayısı vardır. p∀ ∈�  için 

( ) ( )*,pn
T x x E G∈ �artını sa�layan ( )nT x  dizisinin alt dizisi olacak �ekilde { }pn

T x

dizisi varsa G  grafına Cµ - graf denir (Öztürk, Abbas ve Girgin, 2014). 

Tanım 2.4.3. :T X Xµ µ→  bir dönü�üm olsun ve ( )p p
n

∈�
 pozitif de�erli bir dizi 

olsun. ( )( ) 0pn
c T x yµ − → , ( ) ( )1

,p pn n
T x T x E G

+
∈  iken ( )( )( ) 0pn

c T T x Tyµ − → ,

( )p → ∞  olacak �ekilde 0c >  sayısı varsa ,x y Xµ∀ ∈  için T  dönü�ümüne 

yörüngesel Gµ -süreklidir denir (Öztürk, Abbas ve Girgin, 2014). 

Tanım 2.4.4. X µ  modüler uzayı üzerinde G  grafı verilsin ve T , X µ  üzerinde bir 

dönü�üm olsun. 

a. ,x y Xµ∀ ∈  için ( ) ( ) ( ) ( ), ,x y E G Tx Ty E G∈ � ∈  dir. Yani, T  dönü�ümü G

grafının kenarlarını korur. 

b. 1k <  ve a b<  olan , ,a b k  pozitif sayıları ve ( ) ( ),x y E G∀ ∈  için 

( )( ) ( )( )b Tx Ty k a x yµ − < µ − �

ise T  dönü�ümüne Banach Gµ -daralma dönü�ümü denir.(Aghaniansa, Kourosh ve 

Nourouz, 2014). 

Tanım 2.4.5. X µ  modüler uzayı üzerinde G  grafı verilsin ve T , X µ  modüler 

uzayında  bir dönü�üm olsun. 

a. ,x y Xµ∀ ∈  için ( ) ( ) ( ) ( ), ,x y E G Tx Ty E G∈ � ∈  dir. Yani, T  dönü�ümü G

grafının kenarlarını korur. 
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b. 1k l+ < , 1
2

b
a ≤  ve 2

2

b
a ≤  olan 1 2, , ,a a k l  pozitif sayıları ve ( ) ( ),x y E G∀ ∈

için 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2b Tx Ty k a Tx x l a Ty yµ − < µ − + µ −

ise T  dönü�ümüne Kannan Gµ -daralma dönü�ümü denir (Aghaniansa ve ark., 2014). 



BÖLÜM 3. MODÜLER UZAYLARDA KIYASLAMA  

                    FONKS�YONLARI �ÇEREN GENELLE�T�R�LM��  

                    DARALMA DÖNÜ�ÜMLER� �Ç�N ORTAK SAB�T  

                    NOKTA TEOREMLER�  

3.1. Modüler Uzaylarda ϕ -Fonksiyonlarını �çeren Daralma Dönü�ümleri 

Bu bölümde ϕ � kıyaslama fonksiyonları kullanılarak genelle�tirilmi� daralma 

dönü�ümlerini sa�layan zayıf uyumlu dönü�ümler için sabit noktaların varlı�ı ve 

tekli�i ile ilgili teoremler ve sonuçlar verilecektir. 

Teorem 3.1.1. X µ  modüler uzay ve µ , bu uzayda 2∆ -�artını sa�layan konveks 

modüler olsun. , , , :A B S T X Xµ µ→  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂  dir. 

b. ( )AX BXµ µ∪ , X µ  modüler uzayının µ -tam alt uzayıdır. 

c. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonudur. 

Bu durumda ,x y X µ∀ ∈  ve l c<  olan l  ve c  sabitleri için, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l Ax By l Ax Sx l By Ty

l l
Ax Ty Sx By

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 



���

�

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Ax Sx l By Ty l Ax Ty l Sx Byµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,c Sx Ty M x y L N x yµ ϕ− ≤ +                                                           (3.1) 

olan 0L ≥  sayısı varsa ( ),S A  ve ( ),T B  ikililerinin tek bir çakı�ma noktaları vardır. 

Ayrıca ( ),S A  ve ( ),T B  zayıf uyumlu dönü�üm çiftleri ise A , B , S , T

dönü�ümleri tek bir ortak sabit noktaya sahiptirler. 

�spat: 0x X µ∈  keyfi bir nokta olsun. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂  oldu�undan 1x ,

2 ,x 3x ,… noktaları 0 1Sx Bx= , 1 2Tx Ax= , 2 3Sx Bx= ,… �eklinde bulunur. Buradan  

2 2 2 1n n ny Sx Bx += =

ve 

2 1 2 1 2 2n n ny Tx Ax+ + += =

biçiminde { }ny X µ∈  dizisi elde edilir. 0n∀ ≥  için (3.1) e�itsizli�i kullanılarak 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 1, ,

n n n n

n n n n

c y y c Sx Tx

M x x L N x x

µ µ

ϕ

+ +

+ +

− = −

≤ +
                                        (3.2) 

( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1

, max , , ,

1

2 2 2

n n n n n n n n

n n n n

M x x l Ax Bx l Ax Sx l Bx Tx

l l
Ax Tx Sx Bx

µ µ µ

µ µ

+ + + +

+ +

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��
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�

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )

2 1 2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2

max , , ,

1

2

n n n n n n

n n n n

l y y l y y l y y

l y y l y y

µ µ µ

µ µ

− − +

− +

= − − −

�� �− + − � ��

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){{

( )( ) ( )( )}

( )( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )}

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2

, min , ,

,

min , , ,

n n n n n n

n n n n

n n n n n n n n

N x x l Ax Sx l Bx Tx

l Ax Tx l Bx Sx

l y y l y y l y y l y y

µ µ

µ µ

µ µ µ µ

+ + +

+ +

− + − +

= − −

− −

= − − − −

ifadeleri elde edilir. Ayrıca a�a�ıdaki e�itlik dikkate alındı�ında 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 1 2 1 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 2 1

1 1

2 2 2 2

1 1 1

2 2 2

1

2

n n n n n n

n n n n

n n n n

l l
y y y y y y

l y y l y y

l y y l y y

µ µ

µ µ

µ µ

− + − +

− +

− +

� � � �� � � �
− = − + −� � � �	 
 	 


� � � � �  �

� �� � � �
= − + −� � � �	 


� � � � �

� �≤ − + − �

( ) ( )( ) ( )( ){ }2 2 1 2 1 2 2 2 1, max ,n n n n n nM x x l y y l y yµ µ+ − += − −                                     (3.3) 

ve 

( ) ( )( )2 2 1 2 2, 0n n n nN x x l y yµ+ = − =                                                                          (3.4) 
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e�itlikleri bulunur. (3.2) ifadesinde (3.3) ve (3.4) kullanılırsa 

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )2 2 1 2 1 2 2 2 1max ,n n n n n nc y y l y y l y yµ ϕ µ µ+ − +− ≤ − −                        (3.5) 

elde edilir. Ayrıca 

�

( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1, max ,n n n n n n n nM x x l y y l y y l y yµ µ µ+ − + += − − = −

�eklinde seçilirse (3.5) ve Lemma (1.4.3) den 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1n n n n n n n nc y y l y y c y y c y yµ ϕ µ ϕ µ µ+ + + +− ≤ − ≤ − < −

sa�lanır ve bu ise bir çeli�kidir. Bu yüzden  

( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2, max ,n n n n n n n nM x x l y y l y y l y yµ µ µ+ − + −= − − = −

olarak seçilmelidir. Böylece 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2n n n n n n n nc y y l y y c y y c y yµ ϕ µ ϕ µ µ+ − − −− ≤ − ≤ − ≤ −

elde edilir. Benzer �ekilde 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 2 1 2 2 1n n n n n nc y y l y y c y yµ ϕ µ µ+ + + +− ≤ − ≤ −

e�itsizli�i ispatlanabilir. Böylece n∀ ∈�  için  

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )( )

1 1 1

2 1

n n n n n n

n n

c y y l y y c y y

c y y

µ ϕ µ ϕ µ

ϕ ϕ µ

+ − −

− −

− ≤ − ≤ −

≤ −
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( )( )( )

( )( )( )

2

2 1

0 1

n n

n

c y y

c y y

ϕ µ

ϕ µ

− −≤ −

≤ −

�                                                               (3.6) 

bulunur. En son e�itsizlikte n → ∞  için limit alınırsa ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu 

oldu�undan ( )( )( )1 0n

n nc y yϕ µ +− →  olur. Böylece  ( )( )1lim 0n n
n

c y yµ +
→∞

− =  elde 

edilir. 

{ }n n
y

∈�
 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�unu görmek için ilk olarak 

n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

 ile 

tanımlı dizinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilmelidir. ,m n∀ ∈�  ve m n>  için 

(3.6) ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

( )( )( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1
0 1 0 1 0 1

1
0 1

1

1
0 1

1

,

n n m n n n n n m n m

n n n n n m n m

n n n m

m
n j

j

n j

j

c c c c
y y y y y y y y

m m m m

c y y c y y c y y

c y y c y y c y y

c y y n m

c y y

µ µ

µ µ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

+ + + + + − +

+ + + + − +

+ + −

+ −

=

∞
+ −

=

� � � �
− = − + − + + −� � � �

� � � �

≤ − + − + −

≤ − + − + + −

= − → ∞

≤ − < ∞

�

�

�

�

�

elde edilir. Böylece 
n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -�artından 

sa�landı�ından { }n n
y

∈�
 dizisi de µ -Cauchy dizisidir. { }n n

y
∈�

 dizisi ( )AX BXµ µ∪



���

�

alt uzayında µ -Cauchy dizisi oldu�undan ve bu uzayda µ -tam oldu�undan { }n n
y

∈�

dizisinin yakınsak oldu�u bir ( )y AX BXµ µ∈ ∪  noktası vardır. Yani, 

( )lim 0n
n

y yµ
→∞

− =  dır.  

y AX µ∈  olsun. Böylece y Az=  ve Sz y≠  olacak �ekilde z X µ∈  noktası bulunur. 

Burada ( )( ) 0c Sz yµ − >  dır. 

( )( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2 1, ,
n n n

c Sz Tx M z x LN z xµ ϕ+ + +− ≤ +                                                  (3.7) 

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

( , ) max , , ,

1

2 2 2

n n n n

n n

M z x l Az Bx l Az Sz l Bx Tx

l l
Az Tx Sz Bx

µ µ µ

µ µ

+ + + +

+ +

= − − −

� �� � � �
− + −� � � �	 


� � � � �

        (3.8) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

, min , ,

,

n n n

n n

N z x l Az Bz l Bx Tx

l Az Tx l Sz Bx

µ µ

µ µ

+ + +

+ +

= − −

− −

                                      (3.9) 

dır. (3.7) ifadesinde n → ∞  iken limit alınırsa 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )c Sz y l Sz y c Sz y c Sz yµ ϕ µ ϕ µ µ− ≤ − ≤ − < −

elde edilir ve bu da bir çeli�ki olu�turmaktadır. Böylece Sz y=  elde edilir. 

SX BXµ µ⊂  oldu�undan Bw Sz y Az= = = �artını sa�layan w X µ∈  noktası vardır. 

Burada Bw y=  fakat Tw y≠  olsun. (3.1) ifadesi kullanılarak 



���

�

( )( ) ( )( ) ( ), ,c Sz Tw M z w LN z wµ ϕ− ≤ +                                                             (3.10) 

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

( , ) max , , ,

1

2 2 2

M z w l Az Bw l Az Sz l Bw Tw

l l
Az Tw Sz Bw

µ µ µ

µ µ

= − − −

� �� � � �
− + −� � � �	 


� � � � �

                       (3.11) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

, min , ,

,

N z w l Az Bz l Bw Tw

l Az Tw l Sz Bw

µ µ

µ µ

= − −

− −

                                                 (3.12) 

bulunur. (3.10)-(3.12) ifadelerinden 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )c y Tw l y Tw c y Tw c y Twµ ϕ µ ϕ µ µ− ≤ − ≤ − < −

elde edilir ve bu durum ise çeli�ki olu�turmaktadır. Böylece y Tw=  elde edilir. 

Ayrıca Sz Az Bw y Tw= = = =  e�itli�i sa�lanır. ( ),T B  ve ( ),S A  çiftleri zayıf 

uyumlu olsunlar. T  ve B , w  noktası için S  ve A , z X µ∈   noktasında de�i�meli 

dönü�ümlerdir. Yani; 

( ) ( ) ( )By B Bw B Tw T Bw Ty= = = =

ve 

( ) ( ) ( )Sy S Sz S Az A Sz Ay= = = =

dir. Bu dönü�ümler için y noktasının ortak sabit nokta oldu�u gösterilmelidir. (3.1) 

ifadesinden 



�	�

�

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ), ,c Sy y c Sy Tw M y w LN y wµ µ ϕ− = − ≤ +                                   (3.13) 

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

( , ) max , , ,

1

2 2 2

M y w l Ay Bw l Ay Sy l Bw Tw

l l
Ay Tw Sy Bw

µ µ µ

µ µ

= − − −

� �� � � �
− + −� � � �	 


� � � � �

                      (3.14) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

, min , ,

,

N y w l Ay By l Bw Tw

l Ay Tw l Sy Bw

µ µ

µ µ

= − −

− −

                                                (3.15) 

dır. (3.13)-(3.15) ifadelerinden 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )c Sy y l Sy y c Sy y c Sy yµ ϕ µ ϕ µ µ− ≤ − ≤ − < −

sa�lanır ve çeli�ki elde edilir. Dolayısıyla Sy y Ay= =  e�itli�i do�rudur. Benzer 

�ekilde By y Ty= =  elde edilir. Buradan , , ,S T A B için y  noktası ortak sabit 

noktadır.  

, ,S T A  ve B  dönü�ümleri için ortak sabit noktasının tek oldu�unun gösterilmesi için 

*y X µ∈  ikinci bir sabit nokta olsun. Buradan 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )* * * *, ,c y y c Sy Ty M y y LN y yµ µ ϕ− = − ≤ +
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�

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

* * * *

* *

( , ) max , , ,

1

2 2 2

M y y l Ay By l Ay Sy l Ty By

l l
Ay Ty Sy By

µ µ µ

µ µ

= − − −

� �� � � �
− + −� � � �	 


� � � � �

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }* * * * * *, min , , ,N y y l Ay Sy l Ty By l Ay Ty l y Tyµ µ µ µ= − − − −

oldu�undan 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )* * *c y y c y y c y yµ ϕ µ µ− ≤ − < −

elde edilir. Dolayısıyla *y y=  sa�lanmaktadır. y , , , ,S T A B  dönü�ümlerinin tek 

ortak sabit noktasıdır. 

Yukarıdaki  teorem kullanılarak a�a�ıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 3.1.2. X µ µ -tam modüler uzay olsun. µ  konveks ve 2∆ -�artını sa�layan bir 

fonksiyonel olsun. , :T A X X→µ µ  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. TX AXµ µ⊂ , �artını sa�layan X µ  alt kümelerinden en az biri µ -kapalıdır. 

b. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonudur. 

Bu durumda ,x y X µ∀ ∈  ve l c<  olan , 0l c >  sabitleri için, 
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�

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l Ax Ay l Tx Ax l Ty Ay

l l
Tx Ay Ty Ax

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Tx Ax l Ty Ay l Tx Ay l Ty Axµ µ µ µ= − − − −
�

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,c Tx Ty M x y L N x y− ≤ +µ ϕ

ifadesini sa�layan 0L ≥  sayısı mevcutsa A  ve T  dönü�ümlerinin tek bir çakı�ma 

noktası vardır. A  ve T  dönü�ümleri zayıf uyumlu dönü�ümler ise X µ  uzayında bir 

tek ortak noktaya sahiptirler. 

Sonuç 3.1.3. X µ µ -tam modüler uzay olsun. µ  modüleri konveks olsun ve 2∆ - 

�artını sa�lasın. 

a. :T X Xµ µ→  bir dönü�üm olsun. 

b. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu olsun. 

Bu durumda ,x y X∀ ∈ µ � l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l x y l Tx x l Ty y

l l
Tx y Ty x

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��



�
�

�

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Tx x l Ty y l Tx y l Ty xµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,c Tx Ty M x y L N x yµ ϕ− ≤ +

�artını sa�layan 0L ≥  varsa T  dönü�ümü X µ  uzayında bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

3.2. Modüler Uzaylarda �ntegral Tipi Daralma Dönü�ümleri �çin Sabit Nokta 

      Teoremleri 

Bu kısımda [ ) [ ): 0, 0,∞ → ∞φ  olan ve a�a�ıdaki �artları sa�layan fonksiyonların 

ailesi 1Φ  ile gösterilecektir. 

a. φ ��[ )0,∞  kümesinin her kompakt alt kümesi üzerinde toplanabilirdir. 

b. Lebesgue integrallenebilirdir. 

c. Non-negatif ve 0ε∀ >  için ( )
0

0s ds

ε

φ >�  dır. 

Teorem 3.2.1. X µ  modüler uzay olsun. µ  konveks bir fonksiyonel olsun ve 2∆ -

�artını sa�lasın. , , , :A B S T X Xµ µ→  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂  dir. 

b. ( )AX BXµ µ∪ , X µ  modüler uzayının µ -tam alt uzayıdır. 

c. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonudur. 

d. 1∈Φφ  dir. 
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�

Bu durumda ,x y X µ∀ ∈  ve l c<  olan l  ve c  sabitleri için, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l Ax By l Ax Sx l By Ty

l l
Ax Ty Sx By

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Ax Sx l By Ty l Ax Ty l By Sxµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
, ,

0
0 0

.
M x y N x y

c Sx Ty

s ds s ds L s ds
µ

φ ϕ φ φ
− � � � �

≤ +� � � �
� � � �
� � � �

� � �

olan 0L ≥  sayısı mevcut ise ( ),S A  ve ( ),T B  ikililerinin tek bir çakı�ma noktası 

vardır. Ayrıca ( ),S A  ve ( ),T B  zayıf uyumlu dönü�ümler ise A , B , S , T

dönü�ümleri X µ  uzayında tek bir ortak sabit noktaya sahiptir. 

�spat. X µ  uzayında { }n n
y

∈�
 dizisi Teorem 3.3.1 deki gibi olu�turulur ve Φ  ailesi ile

( )c -kıyaslama fonksiyonunun özellikleri kullanılırsa Teorem 3.1.1. deki ispata 

benzer �ekilde bu dönü�ümlerin tek bir sabit noktaya sahip oldu�u görülür. 

Sonuç 3.2.2. X µ µ -tam modüler uzay ve µ  modüleri 2∆ -�artını sa�layan konveks 

modüler olsun. , :T A X Xµ µ→  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. TX AXµ µ⊂ , olan X µ  alt kümelerinden en az biri µ -kapalıdır. 
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b. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonudur. 

c. 1∈Φφ  dir. 

Bu durumda ,x y X∀ ∈ µ � ve l c<  olan ,l c  pozitif sabitleri için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l Ax Ay l Tx Ax l Ty Ay

l l
Tx Ay Ty Ax

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Tx Ax l Ty Ay l Tx Ay l Ty Axµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
, ,

0
0 0

.
M x y N x y

c Tx Ty

s ds s ds L s ds
µ

φ ϕ φ φ
− � � � �

≤ +� � � �
� � � �
� � � �

� � �

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı varsa A  ve T  dönü�ümleri çakı�ma noktasına 

sahiptirler. Ayrıca, A  ve T  dönü�ümleri zayıf uyumlu dönü�ümler ise ortak tek bir 

sabit noktaya sahiptirler. 

Sonuç 3.2.3. X µ µ -tam modüler uzay olsun ve µ  modüleri bu uzayda 2∆ -�artı 

sa�layan konveks modüler olsun. :T X Xµ µ→  dönü�ümü için a�a�ıdakiler 

sa�lansın. 

a. ϕ , ( )c - kıyaslama fonksiyonudur. 

b. 1φ∈Φ  dir. 




��

�

Bu durumda, ,x y X∀ ∈ µ   ve l c<  olan l  ve c  pozitif de�erleri için  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l x y l x Tx l y Ty

l l
x Ty Tx y

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l x Tx l y Ty l x Ty l Tx yµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
, ,

0
0 0

.
M x y N x y

c Tx Ty

s ds s ds L s ds
µ

φ ϕ φ φ
− � � � �

≤ +� � � �
� � � �
� � � �

� � �

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı mevcut ise T  dönü�ümü X µ  uzayında tek bir sabit 

noktaya sahiptir. 



BÖLÜM 4. GRAFLA DONATILMI� MODÜLER UZAYLARDA 

                    SAB�T NOKTA VE ORTAK SAB�T NOKTA  

                    TEOREMLER�

Bu bölümde yönlendirilmi� grafla donatılmı� modüler uzaylarda ( ), ,L Gϕ -daralma 

adı verilen hem kıyaslama fonksiyonu hem de hemen hemen daralma yapısını içeren 

yeni bir dönü�üm sınıfı tanımlanmı� bu dönü�ümler için sabit nokta teoremleri 

verilmi�tir. 

4.1. Grafla Donatılmı� Modüler Uzaylarda Kıyaslama Fonksiyonu �çeren 

       Genelle�tirilmi� ( ), ,L Gϕ  Daralma Dönü�ümler �çin Sabit Nokta Teorisi

Tanım 4.1.1. X µ , G  grafı ile donatılmı� modüler uzay olsun. :T X Xµ µ→

dönü�ümü 

a. ,x y X µ∀ ∈  için ( ) ( ),x y E G∈  iken ( ) ( ),Tx Ty E G∈  dir. Yani T , G grafının 

kenarlarını korur. 

b. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonudur. 

c. ( ) ( ),x y E G∀ ∈  ve l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

, max , , ,

1

2 2 2

M x y l x y l x Tx l y Ty

l l
y Tx x Ty

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 



���

�

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l x Tx l y Ty l y Tx l x Tyµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,c Tx Ty M x y L N x yµ ϕ− ≤ +                                                       (4.1) 

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı mevcutsa T  dönü�ümüne genelle�tirilmi� hemen 

hemen ( ), ,L Gϕ  daralma dönü�ümü denir. 

Lemma 4.1.2. X µ , G  grafı ile donatılmı� modüler uzay olsun. :T X Xµ µ→

genelle�tirilmi� ( ), ,L Gϕ  daralma dönü�ümü için [ ]0 0 G
Tx x∈ �  iken 0x X µ∈  vardır ve  

a. T  hem genelle�tirilmi� ( )1, ,L Gϕ −  daralma dönü�ümü hem de 

genelle�tirilmi� , ,L Gϕ� �
� �
� �

�

 daralma dönü�ümüdür. 

b. [ ]0 G
x � , T  invaryanttır ve 

[ ]0 G
x

T
�

 dönü�ümü genelle�tirilmi� hemen hemen 

0, ,L Gxϕ� �
� �
� �

�

 daralma dönü�ümüdür. 

Teorem 4.1.3. X µ , G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay ve µ  modüleri 2∆ -

�artını sa�layan konveks modüler olsun. :T X Xµ µ→  dönü�ümü için a�a�ıdakiler 

sa�lansın. 

a. G , zayıf ba�lantılı ve Cµ -graftır; 

b. T , genelle�tirilmi� hemen hemen , ,L Gϕ� �
� �
� �

�

 daralma dönü�ümüdür; 

c. TX , bo�tan farklı bir kümedir. 
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Bu durumda T  bir Picard operatörüdür. 

�spat. 0x X µ∈  olsun. n∀ ∈�  için [ ]0 0 G
Tx x∈ �  ve ( ) ( )1,n nT x T x E G+ ∈  dir. (4.1) 

ifadesinden 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1, ,n n n n n nc T x T x M T x T x L N T x T xµ ϕ+ − −− ≤ +                                  (4.2) 

( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

, max , , ,

1

2 2 2

max , ,

1

2

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

M T x T x l T x T x l T x T x l T x T x

l l
T x T x T x T x

l T x T x l T x T x

l T x T x l T x T x

µ µ µ

µ µ

µ µ

µ µ

− − − +

− +

− −

− +

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

≤ − −

�� �− + − � ��

(4.3) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){{

( )( ) ( )( )}

1 1 1

1 1

, min , ,

,

n n n n n n

n n n n

N T x T x l T x T x l T x T x

l T x T x l T x T x

µ µ

µ µ

− − +

− +

= − −

− −

                              (4.4) 

dir. (4.2)-(4.4) ve ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu oldu�undan  

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )1 1 1max ,n n n n n nc T x T x l T x T x l T x T xµ ϕ µ µ+ − +− ≤ − −

elde edilir. Burada  
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�

( )( ) ( )( ){ } ( )( )1 1 1max ,n n n n n nl T x T x l T x T x l T x T xµ µ µ− + +− − = −

olarak seçilirse 

( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )

1 1

1 1

n n n n

n n n n

c T x T x l T x T x

c T x T x c T x T x

µ ϕ µ

ϕ µ µ

+ +

+ +

− ≤ −

≤ − < −

e�itsizli�i elde edilir ve çeli�ki olu�maktadır. Böylece  

( )( ) ( )( ){ } ( )( )1 1 1max ,n n n n n nl T x T x l T x T x l T x T xµ µ µ− + −− − = −   

seçilmelidir. Dolayısıyla  

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1n n n n n nc T x T x l T x T x c T x T xµ ϕ µ ϕ µ+ − −− ≤ − ≤ −

e�itsizli�i sa�lanır. Bu �ekilde devam edilerek 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1 1

2 1

2 2 1

0 1

n n n n n n

n n

n n

n

c T x T x l T x T x c T x T x

l T x T x

c T x T x

c x x

µ ϕ µ ϕ µ

ϕ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

+ − −

− −

− −

− ≤ − ≤ −

≤ −

≤ −

≤ −

�

                    (4.5) 
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bulunur. n → ∞  için limit alınırsa ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu oldu�undan

( )( )( )1 0n n nc T x T xϕ µ +− →  olur. Böylece ( )( )1lim 0n n

n
c T x T xµ +

→∞
− =  elde edilir. 

{ }n

n
T x

∈�
 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�unun gösterilmesi için ilk olarak 

n

n

c
T x

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilmelidir. ,m n∀ ∈�  ve m n>

için (4.5) ifadesi ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 

bulunur. Buradan n

n

c
T x

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -�artı sa�landı�ından 

{ }n

n
T x

∈�
 dizisi de µ -Cauchy dizisidir. X µ , µ -tam oldu�undan { }n

n
T x

∈�
 dizisinin 

yakınsak oldu�u bir *x X µ∈  noktası vardır. G , Cµ -graf oldu�undan p∀ ∈�  için 

( ) ( )*,pn
T x x E G∈  olacak �ekilde { }pn

T x  alt dizisi vardır. Böylece p∀ ∈�  için 

( )*,pn
T x x E G

� �∈ � �
� �

�

 dir. Yani; 

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

( )( )( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1

1

1

1

1

,

n n m

n n n n n m n m

n n n n n m n m

n n n m

m
n j

j

n j

j

c
T x T x

m

c c c
T x T x T x T x T x T x

m m m

c T x T x c T x T x c T x T x

c x Tx c x Tx c x Tx

c x Tx n m

c x Tx

µ

µ

µ µ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

+

+ + + + − +

+ + + + − +

+ + −

+ −

=

∞
+ −

=

� �
−� �

� �

� �
= − + − + + −� �

� �

≤ − + − + −

≤ − + − + + −

= − → ∞

≤ − < ∞

�

�

�

�

�



���

�

( )( ) ( )( ) ( )( )1 * * *, ,p p pn n n
c T x Tx M T x x L N T x xµ ϕ

+
− ≤ +                                        (4.6) 

( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )

( ) ( )

1* * * *

1* *

, max , , ,

1

2 2 2

p p p p

p p

n n n n

n n

M T x x l T x x l T x T x l x Tx

l l
x T x T x Tx

µ µ µ

µ µ

+

+

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

         (4.7) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){{

( )( ) ( )( )}

1* * *

1* *

, min , ,

,

p p p

p p

n n n

n n

N T x x l T x T x l x Tx

l x T x l T x Tx

µ µ

µ µ

+

+

= − −

− −

                                     (4.8) 

dır. (4.6)-(4.8) ifadelerinde p → ∞  için limit alınırsa 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )* * * * * * * *c x Tx l x Tx c x Tx c x Txµ ϕ µ ϕ µ µ− ≤ − ≤ − < −

elde edilir ki bu durumda çeli�ki olu�maktadır. Dolayısıyla * *x Tx=  sa�lanır.  

T  dönü�ümünün sabit noktasının tek oldu�unu göstermek için T  dönü�ümünün bir 

di�er sabit noktası *y  olsun. G , Cµ -graf oldu�undan p∀ ∈�  için 

( ) ( )*,pn
T x x E G∈  ve ( ) ( )*,pn

T x y E G∈ �artını sa�layan { }pn
T x  alt dizisi vardır. 

Dahası G  zayıf-ba�lantılı oldu�undan ( )* *,x y E G
� �∈ � �
� �

�

 dir. Yani; 



���

�

( )( ) ( )( )

( )( ){ ( )( ) ( )( )(

( ) ( )

( )( ) ( )( ){ ( )( )

( )( )} ( )( )( ) ( )( )

* * * *

* * * * * *

* * * *

* * * * * *

* * * * * *

max , , ,

1

2 2 2

min , , ,

c x y c Tx Ty

l x y l x Tx l y Ty

l l
x Ty y Tx

L l x Tx l y Ty l x Ty

l y Tx l x y l x y

µ µ

ϕ µ µ µ

µ µ

µ µ µ

µ ϕ µ µ

− = −

≤ − − −

��� �� � � �
− + − ��� � � �	 
 �� � � � ���

+ − − −

− ≤ − < −

olur. Bu ise bir çeli�kidir. Dolayısıyla * *x y=  dır. Böylece T  dönü�ümünün sabit 

noktasının tek oldu�u görülür. 

Sonuç 4.1.4. X µ , G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay olsun. µ  modüleri 

2∆ -�artı sa�lasın. :T X Xµ µ→  dönü�ümü G � grafının kenarlarını korusun ve TX

kümesi de bo�tan farklı bir küme olsun. T  dönü�ümü için  

a. G , zayıf ba�lantılı ve Cµ -graf; 

b. ,x y E G
� �∀ ∈ � �
� �

�

, ( )0,1δ ∈  ve l c<  olan l  ve c  sabitleri için 

( )( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )

( ) ( )

max , , ,

1

2 2 2

c Tx Ty l x y l x Tx l y Ty

l l
x Ty y Tx

µ δ µ µ µ

µ µ

− ≤ − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

( )( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )}min , , ,L l x Tx l y Ty l x Ty l y Txµ µ µ µ+ − − − −
�



���

�

olan 0L ≥  sayısı varsa T  bir Picard operatörüdür. 

Sonuç 4.1.5. X µ , G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay ve µ  modüleri 2∆ -

�artını sa�layan konveks bir fonksiyon olsun. :T X Xµ µ→ , ,x y X µ∀ ∈  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ), ,x y E G Tx Ty E G∈ � ∈  özelli�ine sahip bir dönü�üm ve TX  bo�tan farklı 

bir küme olsun. T  dönü�ümü için 

a. G , zayıf ba�lantılı ve Cµ -graf; 

b. ,x y E G
� �∀ ∈ � �
� �

�

, ( )0,1δ ∈ , l c<  olan l  ve c  pozitif sayıları için  

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

min , ,

,

c Tx Ty l x y L l x Tx l y Ty

l x Ty l y Tx

µ δ µ µ µ

µ µ

− ≤ − + − −

− −
�

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı varsa T  bir Picard operatörüdür. 

Teorem 4.1.3. de Cµ -graf özelli�i yerine T  dönü�ümünün yörüngesel Gµ -sürekli 

olma özelli�i kullanılırsa a�a�ıdaki teorem elde edilir.  

Teorem 4.1.6. X µ , G  grafı ile donatılmı� −µ tam modüler uzay ve µ  konveks bir 

fonksiyonel olsun. 2∆ -�artını sa�lasın. :T X Xµ µ→  dönü�ümü yörüngesel Gµ - 

sürekli ve genelle�tirilmi� , ,L Gϕ� �
� �
� �

�

 daralma dönü�ümü olsun. Aynı zamanda TX

kümesi bo�tan farklı bir küme ve G -grafı zayıf ba�lantılı olsun. Böylece T  bir 

Picard operatörüdür. 



�	�

�

�spat. Tx X∈  olsun. Teorem 4.1.3 deki gibi n

n

c
T x

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ − Cauchy dizisidir 

ve 2∆ �artı sa�landı�ından da { }n

n
T x

∈�
µ − Cauchy dizisidir. X µ  modüler uzayının 

tamlı�ından ( )*lim 0n

n
T x xµ

→∞
− = �artı sa�lanır. Böylece n∀ ∈�  için 

( ) ( )1,n nT x T x E G+ ∈  ve T  yörüngesel Gµ -sürekli oldu�undan ( )1 0n nT x T xµ + − →

dır. Dolayısıyla * *Tx x=  dır. *y  farklı bir sabit noktası olarak seçildi�inde de. 

Teorem 4.1.3 deki ispata benzer �ekilde * *y x=  e�itli�i yani sabit noktanın tekli�i de 

benzer �ekilde ispatlanır. 

4.2. Yönlü Grafla Donatılmı� Modüler Uzaylarda Kıyaslama Fonksiyonu �çeren  

       Genelle�tirilmi� Hemen Hemen ( ), ,L Gϕ  Daralma Dönü�ümleri �çin Sabit 

       Nokta Teorisi 

Bu kısımda, ilk olarak ST -ba�lantılılık ve µ� -graf notasyonlarını tanımlanacaktır. 

Ayrıca bu kısımda elde edilen tüm sonuçlar için grafın yönlü graf olması özelli�i 

kullanılacaktır. 

Tanım 4.2.1. Xµ  yönlü graf ile donatılan modüler uzay olsun. , :S T X X→  bir 

dönü�üm ve 0x X∈  için { }n n
x

∈�
 dizisi  

2 2 2 1n nx Tx+ +=                 2 1 2n nx Sx+ =                   0,1,2.......n =

olarak in�a edilsin. ,x y X µ∀ ∈ , G  grafının kö�e noktaları olsun. 0 ,x x= 2Nx y= , 

( ) ( )2 2,n nx Sx E G∈  ve ( ) ( )2 1 2 1,n nx Tx E G+ + ∈ , 0,1,..... 1n N= −  özellikli 2 1N +  tane 

kö�e nokta için ( )
2

0

N

n n
x

=
 bir dizi olu�turacak �ekilde x  noktasından y  noktasına 2N

uzunlu�unda bir yol varsa G  yönlü grafına ST -ba�lantılı graf adı verilir. G
�

, ST -

ba�lantılı ise G  grafı zayıf ST -ba�lantılıdır denir. 



�
�

�

Tanım 4.2.2. X µ  modüler uzay ve , :S T X Xµ µ→  iki dönü�üm olsun. X µ

uzayında  ( ) 0nx xµ − →  ve n∀ ∈�  için ( ) ( )2 2 1,n nx x E G+ ∈ �artını sa�layan 

{ }n n
x

∈�
 dizisi mevcut olsun. T , µ -sürekli ve her 0p ≥  için ( ) ( )2 1,

pnx x E G+ ∈  ya 

da T , µ -sürekli ve her 0p ≥  için ( ) ( )2,
pnx x E G∈ �artını sa�layan { }2nx  dizisinin 

alt dizisi olan { }2 pnx  dizisi varsa G  grafına µ� -graf denir. 

Teorem 4.2.3. X µ , yönlü G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay olsun ve µ

modüleri 2∆ -�artını sa�lasın. , :S T X Xµ µ→  dönü�ümleri a�a�ıdaki �artları 

sa�lasın. 

a. G , ST -ba�lantılıdır ve µ� -graftır, 

b. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, ,n n n nx Sx E G x Sx E G+ +∈ � ∈

ve 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 3 2 3, ,n n n nx Tx E G x Tx E G+ + + +∈ � ∈   

olacak �ekilde { }n n
x X µ∈

∈
�

 dizisi vardır. 

c. ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu olmak üzere, ( ) ( ),x y E G∀ ∈  ve l c<  olan 

,l c  pozitif sayıları için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

* , max , , ,

1

2 2 2

M x y l x y l x Sx l y Ty

l l
y Sx x Ty

µ µ µ

µ µ

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

ve 



���

�

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }* , min , , ,N x y l x Sx l y Ty l x Ty l y Sxµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( )* *, , ,c Sx Ty M x y L N x yµ ϕ− ≤ +

olan 0L ≥  sayısı mevcuttur. 

Bu durumda ,T S  dönü�ümleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

�spat. 0x , X µ  modüler uzayında seçilen keyfi bir eleman olsun. ( )n n
x

∈�
 dizisi 

2 2 2 1n nx Tx+ +=  ve  2 1 2n nx Sx+ = ,  0,1,2,...n =

�eklinde olu�turulsun. 0 1,x x X µ∈  için ( ) ( )0 0,x Sx E G∈  ve ( ) ( )1 1,x Tx E G∈ olsun. 

( )b  deki kabulden 2 3,x x X∈  için ( ) ( )2 2,x Sx E G∈  ve ( ) ( )3 3,x Tx E G∈  dir. Bu 

�ekilde devam edilerek n∀ ∈�  için ( ) ( )2 2 1,n nx x E G+ ∈  ve ( ) ( )2 1 2 2,n nx x E G+ + ∈  elde 

edilir. (c) �artından  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1 2 2 2 2 1

* *
2 2 1 2 2 1, , ,

n n n n

n n n n

c x x c Sx Tx

M x x L N x x

µ µ

ϕ

+ + +

+ +

− = −

≤ +

                                 (4.9) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

*
2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 1 2 2 2 1

, max , , ,

1

2 2 2

n n n n n n n n

n n n n

M x x l x x l x Sx l x Tx

l l
x Sx x Tx

µ µ µ

µ µ

+ + + +

+ +

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

( )( ) ( )( ) ( )( ){ 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2max , , ,n n n n n nl x x l x x l x xµ µ µ+ + + += − − −   



���

�

( ) ( )2 1 2 1 2 2 2

1

2 2 2
n n n n

l l
x x x xµ µ+ + +

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ){ }

2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

max , ,

1

2

max ,

n n n n

n n n n

n n n n

l x x l x x

l x x l x x

l x x l x x

µ µ

µ µ

µ µ

+ + +

+ + +

+ + +

≤ − −

�� �− + − � ��

= − −

                              (4.10) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

*
2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 1 2 1

, min ,

,

min ,

, ,

n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

N x x l x Sx l x Tx

l x Tx l x Sx

l x x l x x

l x x l x x

+ + +

+ +

+ + +

+ + +

= − −

− −

= − −

− −

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ

                                 (4.11) 

dır. (4.9)-(4.11) e�itsizliklerinden ve ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu oldu�undan  

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )

( )( ) ( )( ){ }( )

2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

max ,

max ,

n n n n n n

n n n n

c x x l x x l x x

c x x c x x

µ ϕ µ µ

ϕ µ µ

+ + + + +

+ + +

− ≤ − −

≤ − −

                 (4.12) 

olur ve ( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2max ,n n n n n nc x x c x x c x xµ µ µ+ + + + +− − = −  alınırsa 

(4.9) e�itsizli�inde  



���

�

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2n n n n n nc x x c x x c x xµ ϕ µ µ+ + + + + +− ≤ − < −

elde edilir ve bu ise bir çeli�kidir. Böylece  

( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 2 1max ,n n n n n nc x x c x x c x xµ µ µ+ + + +− − = −   

dır. Buradan 

( )( ) ( )( )( )2 1 2 2 2 2 1n n n nc x x c x xµ ϕ µ+ + +− ≤ −                                                            (4.13) 

olur. (b) özelli�i kullanıldı�ında ( ) ( )2 2,n nx Sx E G∈  ve ( ) ( )2 2 2 2,n nx Sx E G+ + ∈  dir. 

Yani ( ) ( )2 2 2 3,n nx Sx E G+ + ∈  elde edilir. (c) özelli�inden  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 3 2 2 2 1

* *
2 2 2 1 2 2 2 1, , ,

n n n n

n n n n

c x x c Sx Tx

M x x L N x x

µ µ

ϕ

+ + + +

+ + + +

− = −

≤ +

                         (4.14) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )

*
2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1

2 1 2 2 2 2 2 1

2 2 2 1 2 2 2 3 2 1 2 2

2 1 2 3 2 2 2 2

, max , , ,

1

2 2 2

max , , ,

1

2 2 2

n n n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n

M x x l x x l x Sx l x Tx

l l
x Sx x Tx

l x x l x x l x x

l l
x x x x

µ µ µ

µ µ

µ µ µ

µ µ

+ + + + + + + +

+ + + +

+ + + + + +

+ + + +

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

= − − −

� � �
− + −� �

� � �

�� ��
�� �	 


� ��



���

�

( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ){ }

2 2 2 1 2 2 2 3

2 1 2 2 2 2 2 3

2 1 2 2 2 2 2 3

max , ,

1

2

max ,

n n n n

n n n n

n n n n

l x x l x x

l x x l x x

l x x l x x

µ µ

µ µ

µ µ

+ + + +

+ + + +

+ + + +

≤ − −

�� �− + − � ��

= − −

                           (4.15) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

*
2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 3 2 1 2 2

2 2 2 2 2 1 2 3

2 2 2 3 2 1 2 2 2 1 2 3

, min ,

,

min , ,

,

min , ,0, 0

n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n n

N x x l x Sx l x Tx

l x Tx l x Sx

l x x l x x

l x x l x x

l x x l x x l x x

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ µ

+ + + + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + + + +

= − −

− −

= − −

− −

= − − − =

          (4.16) 

dır. (4.14)-(4.16) e�itsizliklerinden ve ϕ  fonksiyonunun özelli�inden 

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )

( )( ) ( )( ){ }( )

2 2 2 3 2 1 2 2 2 2 2 3

2 1 2 2 2 2 2 3

max ,

max ,

n n n n n n

n n n n

c x x l x x l x x

c x x c x x

µ ϕ µ µ

ϕ µ µ

+ + + + + +

+ + + +

− ≤ − −

≤ − −

              (4.17) 

olur. ( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 1 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3max ,n n n n n nc x x c x x c x xµ µ µ+ + + + + +− − = −  alınırsa 

(4.14) e�itsizli�inde  
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( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3n n n n n nc x x c x x c x xµ ϕ µ µ+ + + + + +− ≤ − < −

elde edilir ve bu da bir çeli�kidir. Buradan 

( )( ) ( )( ){ } ( )( )2 1 2 2 2 2 2 3 2 1 2 2max ,n n n n n nc x x c x x c x xµ µ µ+ + + + + +− − = −   

olarak alınırsa 

( )( ) ( )( )( )2 2 2 3 2 1 2 2n n n nc x x c x xµ ϕ µ+ + + +− ≤ −                                                         

(4.18) 

elde edilir. (4.13) ve (4.18) e�itsizliklerinden n∀ ∈�  için  

( )( ) ( )( )( )1 1n n n nc x x c x xµ ϕ µ+ −− ≤ −                                                                    (4.19) 

sa�lanır. (4.19) e�itsizli�inden n∀ ∈�  için 

( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

2

1 1

2
1

0 1

n

n n n n

n

n

c x x c x x

c x x

c x x

µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

−

+ −

−

− ≤ −

≤ −

≤ −

�

                                                              (4.20) 

elde edilir. ,m n∀ ∈�  ve m n>  için (4.20) ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 
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( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

( )( )( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1

0 1 0 1 0 1

1

0 1

1

1

1

,

n n m

n n n n n m n m

n n n n n m n m

n n n m

m
n j

j

n j

j

c
x x

m

c c c
x x x x x x

m m m

c x x c x x c x x

c x x c x x c x x

c x x n m

c x Tx

µ

µ

µ µ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

+

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + −

+ −

=

∞
+ −

=

� �
−� �

� �

� �
= − + − + + −� �

� �

≤ − + − + −

≤ − + − + + −

= − → ∞

≤ − < ∞

�

�

�

�

�

elde edilir. Böylece n

n

c
x

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ -Cauchy dizisi ve 2∆ �artından { }n n
x

∈�
 dizisi 

de µ -Cauchy dizisidir. Bu uzay µ -tam oldu�undan { }n n
x

∈�
 dizisinin yakınsak 

oldu�u bir *x X µ∈  noktası vardır. Buradan ( )* 0nx xµ − →  ve ( ) ( )2 2 1,n nx x E G+ ∈

vardır ve G , µ� -graf oldu�undan T , µ -sürekli ve ( ) ( )*
2 1,

pnx x E G+ ∈  veya S , µ -

sürekli ve ( ) ( )*
2,

pnx x E G∈  olacak �ekilde { }2n n
x

∈�
 dizisinin alt dizisi olan 

{ }2 p
p

n
n

x
∈�

 dizisi vardır. T , µ -sürekli ve ( ) ( )*
2 1,

pnx x E G+ ∈  olsun. Dolayısıyla 

( ) ( )* *
2 1 2 2 0

p pn nTx Tx x Txµ µ+ +− = − → , ( )p → ∞   

dir ve sonuç olarak * *Tx x=  elde edilir. (c) özelli�inden 

( )( ) ( )( ) ( )( )* * * * *
2 1 2 1 2 1, ,

p p pn n nc Sx Tx M x x L N x xµ ϕ+ + +− ≤ +                                (4.21) 
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( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )

( ) ( )

* * * * *

2 1 2 1 2 1 2 1

* *

2 1 2 1

, max , , ,

1

2 2 2

p p p p

p p

n n n n

n n

M x x l x x l x Sx l x Tx

l l
x Sx x Tx

µ µ µ

µ µ

+ + + +

+ +

= − − −

�� �� � � �
− + − �� � � �	 


� � � � ��

  (4.22) 

ve 

( ) ( )( ) ( )( ){{

( )( ) ( )( )}

* * * *
2 1 2 1 2 1

* *
2 1 2 1

, min , ,

, ,

p p p

p p

n n n

n n

N x x l x Sx l x Tx

l x Sx l x Tx

+ + +

+ +

= − −

− −

µ µ

µ µ

                              (4.23) 

dir. (4.21)-(4.23) ifadelerinde p → ∞  için limit alınırsa 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )* * * * * * * *c Sx x l Sx x c Sx x c Sx xµ ϕ µ ϕ µ µ− ≤ − ≤ − < −

elde edilir ki bu ise çeli�ki olu�turmaktadır. Yani, * *x Sx=  sa�lanır. Buradan *x Xµ∈

noktasının T  ve S  dönü�ümleri için ortak sabit nokta oldu�u görülür. S , µ -sürekli 

ve ( ) ( )*
2,

pnx x E G∈  oldu�unda da benzer �ekilde ispat yapılır.  

Sabit noktanın tek oldu�unu göstermek için T  dönü�ümünün bir di�er sabit noktası 

*y  olsun. G , µ� -graf oldu�undan n∀ ∈�  için ( ) ( )*
2 ,

pnx x E G∈  ve 

( ) ( )*
2 ,

pnx y E G∈ �artları sa�lanır. Dahası G , ST -ba�lantılı oldu�undan 

( ) ( )* *,x y E G∈  dir. Yani; 
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( )( ) ( )( )

( )( ){ ( )( ) ( )( )(

( ) ( )

( )( ) ( )( ){ ( )( ) ( )( )}

( )( )( ) ( )( )

* * * *

* * * * * *

* * * *

* * * * * * * *

* * * *

max , , ,

1

2 2 2

min , , ,

c x y c Sx Ty

l x y l x Sx l y Ty

l l
y Sx x Ty

L l x Sx l y Ty l x Ty l y Sx

l x y l x y

µ µ

ϕ µ µ µ

µ µ

µ µ µ µ

ϕ µ µ

− = −

≤ − − −

��� �� � � �
− + − +��� � � �	 
 �� � � � ���

− − − −

≤ − < −

dır. Buradan çeli�ki elde edilir. Dolayısıyla 
* *x y=  e�itli�i sa�lanır. Böylece T  ve 

S  dönü�ümlerinin ortak tek bir sabit noktasının oldu�u görülür. 

Sonuç 4.2.4. X µ , yönlü G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay olsun ve µ

konveks modüleri 2∆ -�artını sa�lasın. , :S T X Xµ µ→  dönü�ümleri a�a�ıdaki �artları 

sa�lasın. 

a. G , ST � ba�lantılıdır  ve µ� -graftır; 

b. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, ,n n n nx Sx E G x Sx E G+ +∈ � ∈

ve 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 3 2 3, ,n n n nx Tx E G x Tx E G+ + + +∈ � ∈ �

olacak �ekilde { }nx X µ∈  dizisi vardır. 

c. ( ) ( ),x y E G∀ ∈   ve l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( ) ( )( ){

( )( ) ( )( ) ( )( )}

max , , ,

1
min ,

2 2 2

, ,

c Sx Ty l x y l x Sx l y Ty

l l
y Sx x Ty L l x Sx

l y Ty l x Ty l y Sx

µ δ µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− ≤ − − −

�� �� � � �
− + − + −�� � � �	 


� � � � ��

− − −

�artını sa�layan ( )0,1δ ∈  ve 0L ≥ sayıları vardır.  

Bu durumda  T  ve S  dönü�ümleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 4.2.5. X µ , yönlü G  grafı ile donatılmı� µ -tam modüler uzay olsun ve µ

konveks modüleri 2∆ -�artını sa�lasın. , :S T X Xµ µ→  dönü�ümleri verilsin. 

A�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. G , ST � ba�lantılıdır ve µ� -graftır; 

b. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, ,n n n nx Sx E G x Sx E G+ +∈ � ∈

ve 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 3 2 3, ,n n n nx Tx E G x Tx E G+ + + +∈ � ∈   

olacak �ekilde { }nx X µ∈  dizisi vardır. 

c. ( ) ( ),x y E G∀ ∈  ve l c< �pozitif sabitleri için  

( )( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( ) ( )( )}

min ,

, ,

c Sx Ty l x y L l x Sx

l y Ty l x Ty l y Sx

µ δµ µ

µ µ µ

− ≤ − + −

− − −



	
�

�

�artını sa�layan ( )0,1δ ∈  ve 0L ≥  sabitleri mevcuttur.  

Böylece ,T S  dönü�ümleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Yukarıdaki sonuçları destekleyen iki örnek a�a�ıdaki �ekilde verilebilir. 

Örnek 4.2.6. [ ]0,1X µ =  ve x Xµ∀ ∈  için µ  modüleri ( )x xµ =  olarak 

tanımlansın. ( ) ( ) [ ]{ }, : , 0,1E G x y x y= ∈  ve ,
4

x
Tx x X µ= ∈  olsun. G  zayıf 

ba�lantılı ve Cµ -graf oldu�undan TX  bo�tan farklı bir küme ve 
1

2
c = , 

1

3
l = , 0L ≥

ve ( )
2

t
tϕ =  için T  dönü�ümü genelle�tirilmi� hemen hemen , ,L Gϕ� �

� �
� �

�

 daralma 

dönü�ümüdür. Buna ek olarak T  yörüngesel Gµ - sürekli olsun ve µ  modüleri 2∆ -

�artını sa�lasın. Böylece Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.6 �artları sa�lanır yani, T

dönü�ümü Picard operatörüdür. 

Örnek 4.2.7. [ ]0,1X µ =  ve x Xµ∀ ∈  için µ  modüleri ( )x xµ =  olarak 

tanımlansın. 

( ) ( ) [ ]{ }, : , 0,1E G x y x y= ∈

  

ve  

, :S T X Xµ µ→ ,
3

x
Sx =   ve ,

4

x
Tx x X µ= ∈



	��

�

olsun. 
1

2
c = , 

1

3
l = , 0L ≥  sabitleri ve ( )

2

t
tϕ =  fonksiyonu için Teorem 4.2.3. ün 

�artları sa�lanır. 0  noktası da S  ve T  dönü�ümlerinin ortak tek bir sabit noktasıdır. 

Not 4.2.8. Yukarıdaki örneklerde ( ) 2x xµ =  fonksiyoneli kullanıldı�ında da benzer 

sonuçlar elde edilir. 



BÖLÜM 5. MODÜLER UZAYLARDA GENELLE�T�R�LM�� A- 

                   DARALMA DÖNÜ�ÜMLER� �Ç�N ORTAK SAB�T  

                   NOKTA TEOREMLER�

Bu bölümde modüler uzaylarda ( )c -kıyaslama fonksiyonları kullanılarak elde edilen 

genelle�tirilmi� hemen hemen Aϕ -daralma dönü�ümleri için sabit nokta ve ortak sabit 

noktaların varlı�ı ve tekli�i problemleri çalı�ılmı�tır. Bunlara ek olarak integral tipi 

daralma �artını sa�layan bazı dönü�ümler için de bazı sonuçlar verilmi�tir. 

5.1. Modüler Uzaylarda Genelle�tirilmi� Aϕ -Daralma Dönü�ümleri �çin Sabit 

       Nokta Teoremleri 

Tanım 5.1.1. X µ  modüler uzay olsun ve µ  konveks fonksiyoneli 2∆ -tipi �artını 

sa�lasın. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan l  ve c  sabitleri için  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Ax Sx l By Ty l Ax Ty l By Sxµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ), , . , ,c Sx Ty l Ax By l Ax Sx l By Ty L N x yµ α µ µ µ− ≤ − − − +

(5.1) 

ifadesini sa�layan 0L ≥  sayısı ve Aϕα ∈  fonksiyonu varsa A , B , S , T

dönü�ümlerine hemen hemen Aϕ  daralma dönü�ümleri denir. 
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Teorem 5.1.2. X µ  modüler uzay olsun ve µ  modüleri 2∆ -tipi �artını sa�lasın. A , 

B , S , T  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂  dir. 

b. ( )AX BXµ µ∪ , X µ � modüler uzayının µ ��tam alt uzayı olsun. 

c. , , , :A B S T X Xµ µ→  hemen hemen Aϕ  daralma dönü�ümü olsun. 

Bu durumda ( ),S A  ve ( ),T B  ikililerinin bir tek çakı�ma noktası vardır. Ayrıca 

( ),S A  ve ( ),T B  zayıf uyumlu dönü�ümler ise A , B , S ,T  dönü�ümleri tek bir 

ortak sabit noktaya sahiptirler. 

�spat. 0x X µ∈  keyfi bir nokta olsun. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂   oldu�undan 1x ,

2x , 3x … noktaları 0 1Sx Bx= , 1 2Tx Ax= , 2 3Sx Bx= ,… olacak �ekilde vardır. Buradan  

2 2 2 1n n ny Sx Bx += =   

ve  

2 1 2 1 2 2n n ny Tx Ax+ + += =   

biçiminde { }ny X µ∈  dizisi olu�turulur. 0n∀ ≥  için (5.1) e�itsizli�i kullanılırsa 

Aϕα ∈  oldu�undan 
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( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ){ ( )( )

( )( )} ( )( ) ( )( )( ( )( ))

( )( ) ( )( ){

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 2 1 2

, ,

min , , ,

, ,

min , ,

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

c y y c Sx Tx

c Ax Bx l Ax Sx l Bx Tx

L l Ax Sx l Bx Tx l Ax Tx

l Bx Sx l y y l y y l y y

L l y y l y y l y

µ µ

α µ µ µ

µ µ µ

µ α µ µ µ

µ µ µ

+ +

+ + +

+ + +

+ − − +

− + −

− = −

= − − −

+ − − −

− = − − −

+ − − ( )( ) }1 2 1
, 0

n
y +−

(5.2) 

elde edilir. Buradan 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2 2 1 2 1 2 2 1 2n n n n n nc y y l y y c y yµ ϕ µ ϕ µ+ − −− ≤ − ≤ −

sa�lanır. Di�er taraftan µ  fonksiyonelinin ikinci özelli�inden  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ){ ( )( )

( )( )} ( )( ) ( )( )( ( )( ))

( )( ) ( )( ){

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1

2 1 2 2 2 2 1

, ,

min , , ,

, ,

min , ,

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

c y y c Sx Tx

l Ax Bx l Ax Sx l Bx Tx

L l Ax Sx l Bx Tx l Ax Tx

l Bx Sx c y y c y y l y y

L c y y c y y

µ µ

α µ µ µ

µ µ µ

µ α µ µ µ

µ µ

− −

− − −

− − −

− − − − − −

− − −

− = −

= − − −

+ − − −

− ≤ − − −

+ − − ( )( )}2 2 20,
n n

c y yµ − −

dir. Buradan ( )( ) ( )( )( )2 1 2 2 2 2 1n n n nc y y c y yµ ϕ µ− − −− ≤ −  elde edilir. Böylece n∀ ∈�

için 
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�

( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1

2

2 1

0 1

n n n n

n n

n

c y y c y y

c y y

c y y

µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

+ −

− −

− ≤ −

≤ −

≤ −

�

                                                           (5.3) 

bulunur. n → ∞  için limit alınırsa ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu oldu�undan

( )( )( )1 0n

n nc y yϕ µ +− →  olur. Böylece ( )( )1lim 0n n
n

c y yµ +
→ ∞

− =  elde edilir. 

{ }n n
y

∈�
 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�unun gösterilmesi için ilk olarak n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilmelidir. ,m n∀ ∈�  ve m n>  için (5.3) 

ifadesi ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

( )( )( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1
0 1 0 1 0 1

1
0 1

1

1
0 1

1

,

,

n n m n n n n n m n m

n n n n n m n m

n n n m

m
n j

j

n j

j

c c c c
y y y y y y y y

m m m m

c y y c y y c y y

c y y c y y c y y

c y y n m

c y y

+ + + + + − +

+ + + + − +

+ + −

+ −

=

∞
+ −

=

� � � �
− = − + − + + −	 
 	 


� � � �

≤ − + − + −

≤ − + − + + −

= − → ∞

≤ − < ∞





µ µ

µ µ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

�

�

�
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elde edilir. Böylece n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -tipi �artından { }n n
y

∈�

dizisi de µ -Cauchy dizisidir. { }n n
y

∈�
 dizisi ( )AX BXµ µ∪  uzayında µ -Cauchy 

dizisi oldu�undan ve bu uzay µ -tam oldu�undan { }n n
y

∈�
 dizisinin yakınsadı�ı bir 

( )y AX BXµ µ∈ ∪  noktası vardır. Yani, ( )lim 0
n

n
y yµ

→∞
− =  dır. y AX µ∈  olsun. 

Böylece y Az=  olacak �ekilde z X µ∈  noktası vardır. Böylece  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

, ,

min , , ,

n n n n

n n n n

c Sz Tx l Az Bx l Az Sz l Bx Tx

L l Az Bz l Bx Tx l Az Tx l Bx Sz

µ α µ µ µ

µ µ µ µ

+ + + +

+ + + +

− ≤ − − −

+ − − − −

ve  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

2 1 2 2 2 1

2 2 1 2 1 2

, ,

min , , ,

n n n n

n n n n

c Sz y l y y l y Sz l y y

L l y Sz l y y l y y l y Sz

µ α µ µ µ

µ µ µ µ

+ +

+ +

− ≤ − − −

+ − − − −

dır. Burada n → ∞   iken limit alınırsa 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

, ,

0, , 0 0 0

c Sz y c y y c y Sz c y y

c y Sz

µ α µ µ µ

α µ ϕ

− ≤ − − −

≤ − ≤ =

elde edilir. Böylece Sz y=  elde edilir. SX BXµ µ⊂  oldu�undan Bw Sz y Tz= = =

�artını sa�layan w X µ∈  noktası vardır. (5.1) e�itsizli�i kullanılarak  
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ){ }

( )( )( ) ( )

, ,

min , , ,

, ,

min 0, , , 0

0,0, 0 0

c Sz Tw l Az Bw l Az Sz l Bw Tw

L l Az Bz l Bw Tw l Az Tw l Sz Bw

c y y c y y c y Tw

L c y Tw c y Tw

c y Tw

µ α µ µ µ

µ µ µ µ

α µ µ µ

µ µ

α µ ϕ

− ≤ − − −

+ − − − −

≤ − − −

+ − −

≤ − ≤ =

olur. Buradan Sz Az Bw y Tw= = = =  e�itli�i elde edilir. ( ),T B  ve ( ),S A  çiftleri 

zayıf uyumlu olsunlar. T  ve B , w  noktası için S  ve A , z noktası için de�i�meli 

dönü�ümlerdir. Yani; 

( ) ( ) ( )By B Bw B Tw T Bw Ty= = = =   

ve 

( ) ( ) ( )Sy S Sz S Az A Sz Ay= = = =   

dir. Böylece  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )( ) ( )( ){ }

, min , , ,

min 0,0, , 0

N y w l Ay Sy l Bw Tw l Ay Tw l Sy Bw

l Sy y l y Sy

µ µ µ µ

µ µ

= − − − −

= − − =

elde edilir. Buradan 
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( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

, ,

, ,

, 0,0 0 0

c Sy y c Sy Tw

l Ay Bw l Ay Sy l Bw Tw

c Sy y c y y c y y

c Sy y

µ µ

α µ µ µ

α µ µ µ

α µ ϕ

− = −

≤ − − −

≤ − − −

≤ − ≤ =

ifadesi sa�lanır. Dolayısıyla Sy y Ay= =  e�itli�i elde edilir. Benzer �ekilde  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )( ) ( )( ){ }

, min , , ,

min 0,0, , 0

N y y l Ay Sy l By Ty l Ay Ty l Sy By

l y Ty l Ty y

µ µ µ µ

µ µ

= − − − −

= − − =

ve  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

, ,

, ,

, 0,0 0 0

c y Ty c Sy Ty

l Ay By l Ay Sy l By Ty

c y Ty c y y c y y

c Sy y

µ µ

α µ µ µ

α µ µ µ

α µ ϕ

− = −

≤ − − −

≤ − − −

≤ − ≤ =

sa�lanır. Buradan da By y Ty= =  oldu�u görülür. Bu dönü�ümler için y  ortak sabit 

noktadır. y  noktasının tek ortak sabit nokta oldu�unu göstermek için *y  di�er bir 

sabit nokta olsun. 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )( ) ( )( ){ }

* * * * *

* *

, min , , ,

min 0,0, , 0

N y y l Ay Sy l By Ty l Ay Ty l By Sy

l y y l y y

µ µ µ µ

µ µ

= − − − −

= − − =

ve 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

* *

* * *

*

*

, ,

, ,

,0,0 0 0

c y y c Sy Ty

l Ay By l Ay Sy l By Ty

c y y c y y c y y

c y y

µ µ

α µ µ µ

α µ µ µ

α µ ϕ

− = −

≤ − − −

≤ − − −

≤ − ≤ =

dır. *y y= , yani y  noktası tek ortak sabit noktadır. 

Sonuç 5.1.2. X µ µ -tam modüler uzay ve µ  konveks modüler 2∆ -tipi �artını 

sa�lasın.  

a. , :S T X Xµ µ→  dönü�ümleri µ -sürekli dönü�üm olsun. 

b. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan pozitif de�erleri ,l c  sabitleri ve Aϕα ∈ �için  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l x Sx l y Ty l x Ty l y Sxµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ), , , ,c Sx Ty l x y l x Sx l y Ty L N x yµ α µ µ µ− ≤ − − − +

olan 0L ≥  sayısı varsa T  ve S  dönü�ümleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 
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Sonuç 5.1.3. X µ , µ -tam modüler uzay olsun ve µ  konveks fonksiyoneli 2∆ -tipi 

�artını sa�lasın. 

a. :T X Xµ µ→  dönü�ümü µ �sürekli bir dönü�ümdür. 

b. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  sabitleri ve Aϕα ∈ � için  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l x Tx l y Ty l x Ty l y Txµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ), , , ,c Tx Ty l x y l x Tx l y Ty L N x yµ α µ µ µ− ≤ − − − +

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı varsa T  dönü�ümü X µ  uzayında tek bir sabit noktaya 

sahiptir. 

0t∀ > , 0L =  için ( )0,1k ∈  iken ( )t ktϕ =  alınırsa (Akram ve ark., 2002) 

çalı�masında elde edilen sonuçların  modüler uzay yapısındaki kar�ılıkları elde edilir. 

Sonuç 5.1.4. X µ , µ -tam modüler uzayı üzerinde , :S T X Xµ µ→  dönü�ümleri µ �

sürekli dönü�ümler olsunlar. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  sabitleri ve� Aϕα ∈  için  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), ,c Sx Ty l x y l x Sx l y Tyµ α µ µ µ− ≤ − − −

sa�lansın. T  ve S  dönü�ümleri X µ  uzayında ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 5.1.5. X µ , µ -tam modüler uzayı üzerinde :T X Xµ µ→  dönü�ümü µ �sürekli 

dönü�ümü olsun. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  sabitleri ve� Aϕα ∈ � için  
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�

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), ,c Tx Ty l x y l x Tx l y Tyµ α µ µ µ− ≤ − − −

olsun. T  dönü�ümü X µ  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir. 

5.2. �ntegral Tipi Daralma �artını Sa�layan Genelle�tirilmi� Hemen Hemen Aϕ - 

       Daralma Dönü�ümleri �çin Bazı Sabit Nokta Teoremleri 

Bu kısımda modüler uzaylarda integral tipi daralma �artını sa�layan hemen hemen 

Aϕ -daralma dönü�ümleri için sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri verilecektir. 

Teorem 5.2.1. X µ µ -tam modüler uzay olsun ve µ  konveks modüleri 2∆ -tipi 

�artını sa�lasın. , , , :A B S T X Xµ µ→  dönü�ümleri için a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. SX BXµ µ⊂  ve TX AXµ µ⊂  dir. 

b. ( )AX BXµ µ∪ , X µ   modüler uzayının µ - tam alt uzayı olsun. 

c. 1∈Φφ  olsun. 

d. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  pozitif sayıları ve Aϕα ∈  için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, min , , ,N x y l Ax Sx l By Ty l Ax Ty l By Sxµ µ µ µ= − − − −

olmak üzere  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

0 0 0 0

,

0

, ,
c Sx Ty l Ax By l Ax Sx l By Ty

N x y

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

− − − −� �
	 
≤
	 

� �

+

� � � �

�

                     (5.4) 

olan 0L ≥  sabiti mevcut olsun.  
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Bu durumda ( ),S A  ve ( ),T B  ikililerinin tek bir çakı�ma noktası vardır. Ayrıca 

( ),S A  ve ( ),T B  zayıf uyumlu dönü�üm çiftleri ise A , B , S , T  tek bir ortak sabit 

noktaya sahiptir. 

�spat. Herhangi bir 0x X µ∈  noktası için ( )a  özelli�inden 0 1Sx Bx= , 1 2Tx Ax= , 

2 3Sx Bx= …. olacak �ekilde 1x , 2x , 3x ,….. noktaları vardır. Buradan 

2 2 2 1n n ny Sx Bx += =

ve 

2 1 2 1 2 2n n ny Tx Ax+ + += =

özellikli { }ny X µ∈  dizisi 0n∀ ≥  için tanımlanır. (5.4) e�itsizli�inde Aϕα ∈   için 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2

, min , ,

,

n n n n n n

n n n n

N x x l Ax Sx l Bx Tx

l Ax Tx l Bx Sx

µ µ

µ µ

+ + +

+ +

= − −

− −

olmak üzere  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1

0 0

0 0 0

,

0

, ,

n n n n

n n n n n n

n n

c y y c Sx Tx

c Ax Bx l Ax Sx l Bx Tx

N x x

t dt t dt

t dt t dt t dt

L t dt

+ +

+ + +

+

− −

− − −

=

� �
	 
≤
	 

� �

+

� �

� � �

�

µ µ

µ µ µ

φ φ

α φ φ φ

φ

                          (5.5) 
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elde edilir. Buradan 

( ) ( )( ) ( )( ){ ( )( ) }2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1, min , , , 0 0n n n n n n n nN x x l y y l y y l y y+ − + − += − − − =µ µ µ

oldu�undan 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1

2 2 1

0 0 0 0

,

0

, ,
n n n n n n n n

n n

c y y c y y l y y l y y

N x x

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

+ − − +

+

− − − −� �
	 
≤
	 

� �

+

� � � �

�

dır. Buradan α  fonksiyonunun özelli�inden 

( )
( )( )

( )
( )( )2 2 1 2 1 2

0 0

n n n nc y y c y y

t dt t dt

µ µ

φ ϕ φ
+ −− −� �

	 
≤
	 

� �

� �   

elde edilir. Di�er taraftan µ  fonksiyonelinin ikinci özelli�inden  

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2

, min , ,

,

n n n n

n n n n

N x y l Ax Sx l Bx Tx

l Ax Tx l Bx Sx

µ µ

µ µ

− −

− −

= − −

− −

iken 
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( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1

0 0

0 0 0

,

0

, ,

n n n n

n n n n n n

n n

c y y c Sx Tx

l Ax Bx l Ax Sx l Bx Tx

N x x

t dt t dt

t dt t dt t dt

L t dt

µ µ

µ µ µ

φ φ

α φ φ φ

φ

− −

− − −

−

− −

− − −

=

� �
	 
=
	 

� �

+

� �

� � �

�

dir. Buradan 

( ) ( )( ) ( )( ){ ( )( )}2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2, min , , 0,n n n n n n n nN x x l y y l y y l y yµ µ µ− − − − −= − − −

oldu�undan 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 1

0 0 0 0

,

0

, ,
n n n n n n n n

n n

c y y l y y l y y l y y

N x x

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

− − − − − −

−

− − − −� �
	 
=
	 

� �

+

� � � �

�

elde edilir. Yine Aϕα ∈  oldu�undan  

( )
( )( )

( )
( )( )2 1 2 2 1 2 2

0 0

n n n nc y y c y y

t dt t dt

µ µ

φ ϕ φ
− − −− −� �

	 
≤
	 

� �

� �   

e�itsizli�i sa�lanmaktadır. Böylece n∀ ∈�  için 
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( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

1 1

2 1

0 1

0 0

2

0

0

n n n n

n n

c y y c y y

c y y

c y y

n

t dt t dt

t dt

t dt

µ µ

µ

µ

φ ϕ φ

ϕ φ

ϕ φ

+ −

− −

− −

−

−

� �
	 
≤
	 

� �

� �
	 
≤
	 

� �

� �
	 
≤
	 

� �

� �

�

�

�

                                                             (5.6) 

olur. n → ∞  için limit alınırsa ϕ , ( )c -kıyaslama fonksiyonu oldu�undan

( )( )( )1 0n

n nc y yϕ µ +− →  dır ve buradan da ( )
( )( )1

0

lim 0
n nc y y

n
t dt

µ

φ
+−

→∞
=�  elde edilir.

n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilecektir. ,m n∀ ∈�  ve m n>

için (5.6) ifadesi  ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2 1

1 1 2 1

n n m n n n n n m n m

n n n n n m n m

c c c c
y y y y y y y y

m m m m

c y y c y y c y y

µ µ

µ µ µ

+ + + + + − +

+ + + + − +

� � � �
− = − + − + + −	 
 	 


� � � �

≤ − + − + −

�

�

  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

1 1 2 1

0 1 0 1 0 1

0 0 0

1 1

0 0 0

n n n n n m n mc y y c y y c y y

c y y c y y c y y

n n n m

t dt t dt t dt

t dt t dt t dt

µ µ µ

µ µ µ

φ φ φ

ϕ φ ϕ φ ϕ φ

+ + + + − +− − −

− − −

+ + −

≤ + + +

� � � � � �
	 
 	 
 	 
≤ + + +
	 
 	 
 	 

� � � � � �

� � �

� � �

�

�
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( )
( )( )

( )

( )
( )( )

0 1

0 1

1

1 0

1

1 0

,

c y y
m

n j

j

c y y

n j

j

t dt n m

t dt

µ

µ

ϕ φ

ϕ φ

−

+ −

=

−∞
+ −

=

� �
	 
≤ → ∞
	 

� �

� �
	 
≤ < ∞
	 

� �

 �

 �

elde edilir. Böylece n

n

c
y

m ∈

� �
� �
� � �

 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -tipi �artı 

sa�landı�ından { }n n
y

∈�
 dizisi de µ -Cauchy dizisidir. { }n n

y
∈�

 dizisi ( )AX BXµ µ∪

µ -Cauchy dizisi ve bu uzay µ -tam oldu�undan { }n n
y

∈�
 dizisinin yakınsak oldu�u 

bir ( )z AX BXµ µ∈ ∪  noktası vardır. Yani; 

( )
( )

0

lim 0
ny z

n
t dt

µ

φ
−

→∞
=�

dır. y AX µ∈  olsun. Böylece z Aw=  olacak �ekilde w X µ∈  noktası vardır. Sw z=

oldu�u gösterilmelidir. 

( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

, min , ,

,

n n n

n n

N w x l Aw Sw l Bx Tx

l Aw Tx l Bx Sw

µ µ

µ µ

+ + +

+ +

= − −

− −

iken  
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( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1

0 0 0 0

,

0

, ,

n n n n

n

c Sw Tx l Aw Bx l Bx Txl Aw Sw

N w x

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µµ

φ α φ φ φ

φ

+ + + +

+

− − −−� �
	 
≤
	 

� �

+

� � � �

�

dır. Burada n → ∞  iken limit alınırsa 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ){ }

( )

min ,0,0,

0 0 0

0, ,0

0 0

l z Sw l z Swc Sw z c z Sw

t dt t dt L t dt

µ µµ µ

φ α φ φ

ϕ

− −− −� �
	 
≤ +
	 

� �

≤ =

� � �

bulunur. Böylece Sw Aw z= =  elde edilir. SX BXµ µ⊂  oldu�undan 

Bu Sw Aw z= = = �artını sa�layan u X µ∈  noktası vardır. (5.4) e�itsizli�i 

kullanılarak  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ){ }

( )
( )( )

0 0 0 0

min , , ,

0

0 0 0

min 0, , ,0

0 0

, ,

, ,

0,0,

c z Tu l Aw Bu l Aw Sw l Bu Tu

l Aw Sw l Bu Tu l Aw Tu l Sw Bu

c z z c z Sz c z Tu

l z Tu l z Tu c z Tu

t dt t dt t dt t dt

L t dt

t dt t dt t dt

L t dt t dt

µ µ µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

α φ φ φ

φ α φ

− − − −

− − − −

− − −

− − −

� �
	 
≤
	 

� �

+

� �
	 
≤
	 

� �

�
+ ≤

�

� � � �

�

� � �

� � ( )0 0,ϕ
�

	 
 ≤ =
	 


�

elde edilir. Dolayısıyla Sw Aw Bu z Tu= = = =  e�itli�i sa�lanır.  
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�

T  ve B , w X µ∈  noktası için S  ve A , z X µ∈  noktası için de�i�meli 

dönü�ümlerdir. Yani; 

( ) ( ) ( )Bz B Bu B Tu T Bu Tz= = = =   

ve 

( ) ( ) ( )Sz S Sw S Aw A Sw Az= = = =   

dir. z X µ∈  noktası için Sz z≠  oldu�u gösterilecektir. 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )
( )( )

( )

0 0

0 0 0

min , , ,

0

0

, ,

,0,0 0 0

c Sz z c Sz Tu

l Az Bu l Az Sz l Bu Tu

l Az Sz l Bu Tu l Az Tu l Bu Sz

c Sz z

t dt t dt

t dt t dt t dt

L t dt

t dt

µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

µ

φ φ

α φ φ φ

φ

α φ ϕ

− −

− − −

− − − −

−

=

� �
	 
≤
	 

� �

+

� �
	 
≤ ≤ =
	 

� �

� �

� � �

�

�

olur. Dolayısıyla Sz z Az= =  e�itli�i elde edilir. Benzer �ekilde  
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( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )
( )( )

( )

0 0

0 0 0

min , , ,

0

0

, ,

,0,0 0 0

c z Tz c Sz Tz

l Az Bz l Az Sz l Bz Tz

l Az Sz l Bz Tz l Az Tz l Bz Sz

c z Tz

t dt t dt

t dt t dt t dt

L t dt

t dt

µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

µ

φ φ

α φ φ φ

φ

α φ ϕ

− −

− − −

− − − −

−

=

� �
	 
≤
	 

� �

+

� �
	 
≤ ≤ =
	 

� �

� �

� � �

�

�

sa�lanır. Böylece Bz z Tz= =  dir. Buradan bu dönü�ümler için z  ortak sabit 

noktadır. , , ,S T A B  için *z  di�er bir ortak sabit nokta olsun.  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

( )
( )( )

( )

* *

* * *

* * * *

*

0 0

0 0 0

min , , ,

0

0

, ,

, 0,0 0 0

c z z c Sz Tz

l Az Bz l Bz Tzl Az Sz

l Az Sz l Bz Tz l Az Tz l Bz Sz

c z z

t dt t dt

t dt t dt t dt

L t dt

t dt

µ µ

µ µµ

µ µ µ µ

µ

φ φ

α φ φ φ

φ

α φ ϕ

− −

− −−

− − − −

−

=

� �
	 
≤
	 
	 

� �

+

� �
	 
≤ ≤ =
	 
	 

� �

� �

� � �

�

�

olur. Dolayısıyla ( )
( )( )*

0

0

c z z

t dt

µ

φ

−

=�  dır. Lemma 1.7.6. dan ( )( )* 0c z zµ − =  elde 

edilir. Yani *z z=  sa�lanmaktadır. Bu ise istenen sonuçtur.
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Sonuç 5.2.2. X µ µ -tam modüler uzay olsun ve µ  konveks fonksiyoneli 2∆ -tipi 

�artını sa�lasın. 

a. , :S T X Xµ µ→   dönü�ümleri µ ��sürekli dönü�ümdür. 

b. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  pozitif sabitler, Aϕα ∈  ve 1∈Φφ

fonksiyonları olmak üzere�  

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

0 0 0 0

min , , ,

0

, ,
c Sx Ty l x y l x Sx l y Ty

l x Sx l y Ty l x Ty l y Sx

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µ µ

µ µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

− − − −

− − − −

� �
	 
≤
	 

� �

+

� � � �

�

�artını sa�layan 0L ≥  sayısı mevcut olsun.  

Bu durumda T  ve S  dönü�ümleri X µ  uzayında ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 5.2.3. X µ µ -tam modüler uzay olsun ve µ  konveks modüleri 2∆ -tipi �artını 

sa�lasın. 

a. :T X Xµ µ→ �dönü�ümü µ �sürekli bir dönü�ümdür. 

b. ,x y X µ∀ ∈ , l c<  olan ,l c  pozitif sabitleri Aϕα ∈  ve 1∈Φφ

fonksiyonları olmak üzere 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }

0 0 0 0

min , , ,

0

, ,
c Tx Ty l x y l x Tx l y Ty

l x Tx l y Ty l x Ty l y Tx

t dt t dt t dt t dt

L t dt

µ µ µ µ

µ µ µ µ

φ α φ φ φ

φ

− − − −

− − − −

� �
	 
≤
	 

� �

+

� � � �

�
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e�itsizli�ini sa�layan 0L ≥  sayısı var olsun.  

Bu durumda T  dönü�ümü X µ  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir. 



BÖLÜM 6. fBϕ -DARALMA DÖNÜ�ÜMLER� �Ç�N SAB�T NOKTA  

                   TEOREMLER�

Bu bölümün ilk kısmında Beiranvand 2009, Berinde 1997, Rus 2001 ve Van An ve 

ark. 2014 tarafından verilen kavramlar kullanılarak modüler uzaylarda fBϕ -daralma 

dönü�ümleri tanımlandı. Bu dönü�ümler için sabit nokta teoremleri ispatlandı. �kinci 

kısımda ise integral tipi daralma �artlarını sa�layan fBϕ -daralma dönü�ümleri için 

sonuçlar elde edildi. 

6.1. fBϕ -Daralma Dönü�ümleri �çin Sabit Nokta Teoremleri

Tanım 6.1.1. X µ  modüler uzay ve , :T f X Xµ µ→  iki dönü�üm olsun. ,x y X µ∀ ∈

ve [ )0,1λ ∈  için 

( ) ( )fTx fTy fx fyµ λµ− ≤ −

ise T dönü�ümüne f µ− −daralma dönü�ümü denir. 

Örnek 6.1.2. X µ = �  modüler uzay ve ( )x xµ =  bu uzayda modüler olsun. ,T f

dönü�ümleri  

( )

:

x

f X X

x f x e

µ µ

−

→

→ =
                                  

( )

:

1

T X X

x T x x

µ µ→

→ = +

�eklinde tanımlansın.  
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a. T , µ −daralma dönü�ümü de�ildir. 

b. T , f µ− −daralma dönü�ümüdür. ( )0,1λ ∈  için 

( ) ( ) ( )1 1x y
fTx fTy e e

− + − +− = −µ

( ) ( )

1

1

x ye e
e

fx fy fx fy
e

− −= −

= − ≤ −µ λµ

dir. 

Tanım 6.1.3. X µ  modüler uzay olsun. :T X Xµ µ→  bir dönü�üm olsun. 

a. ( )n
Ty  dizisi µ -yakınsak iken ( )n

y  dizisi için ( )lim 0n
n

y yµ
→∞

− =  olacak 

�ekilde y X µ∈  noktası varsa T  dönü�ümüne µ -dizisel yakınsaktır denir. 

b. ( )n
Ty  dizisi µ -yakınsak iken ( )n

y  dizisi µ -yakınsak altdizisi ise  T

dönü�ümüne µ alt dizisel yakınsaktır denir. 

Tanım 6.1.4. X µ  modüler uzay, , :T f X Xµ µ→  iki dönü�üm ve * Bϕβ ∈  olsun. 

,x y X µ∀ ∈  ve  l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  

( )( )c fTx fTy−µ

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2

* , ,
l fx fTx l fT x fTxl fx fTx l fy fTy

l fx fy l fx fy

� − −− −
�≤
� − −
�

µ µµ µ
β

µ µ            (6.1) 
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( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2

, ,
l fy fTy l fT x fTy l fx fTx l fx fTy

l fx fy l fx fy

− − − −

− −

µ µ µ µ

µ µ   

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )), , , ,l fx fy l fx fTx l fx fTy l fy fTy l fy fTx− − − − −µ µ µ µ µ   

ise T  dönü�ümüne 1. tip fBϕ - daralma dönü�ümü adı verilir. 

Teorem 6.1.5. X µ µ -tam modüler uzay, , :T f X Xµ µ→ µ -sürekli dönü�ümler ve

µ , 2∆ -tipi �artını sa�layan konveks modüler olsun. A�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. f  bire-bir dönü�üm ve µ -alt dizisel yakınsak olsun. 

b. T  dönü�ümü 1. tip fBϕ  daralma dönü�ümü olsun. 

Bu durumda T  dönü�ümü X µ  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca ( ),f T

ikilisi Banach operatör çifti ise ( ),f T  çifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

�spat. 0x X µ∈  keyfi bir nokta ve ( )n n
x

∈�
 dizisi 1n∀ ≥  için 1n nx Tx −=  olsun. (6.1) 

e�itsizli�inde 1nx x −=  ve ny x=  olarak alınırsa 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1 1

1 1 1*

1

2
1 1 1 1

1

2
1 1 1 1

1 1

,

,

, ,

n n n n

n n n n

n n

n n n n

n n

n n n n n n n n

n n n n

c fx fx c fTx fTx

l fx fTx l fx fTx

l fx fx

l fx fTx l fT x fTx

l fx fx

l fx fTx l fT x fTx l fx fTx l fx fTx

l fx fx l fx fx

µ µ

µ µ
β

µ

µ µ

µ

µ µ µ µ

µ µ

+ −

− − −

−

− − − −

−

− − − −

− −

− = −

� − −
≤ �

� −�

− −

−

− − − −

− −
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( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ))

1 1 1 1

1

, , ,

,

n n n n n n

n n n n

l fx fx l fx fTx l fx fTx

l fx fTx l fx fTx

µ µ µ

µ µ

− − − −

−

− − −

− −

elde edilir. Buradan 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) )

*
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, ,0, ,

, , , ,0

n n n n n n n n

n n n n n n n n

c fx fx l fx fx l fx fx l fx fx

l fx fx l fx fx l fx fx l fx fx

µ β µ µ µ

µ µ µ µ

+ + + − +

− − − + +

− ≤ − − −

− − − −

bulunur. * Bβ ∈   ve  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1n n n n n n
l fx fx l fx fx l fx fxµ µ µ− + − +− ≤ − + −

e�itsizli�inden 1n∀ ≥  için 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1n n n n n nc fx fx l fx fx c fx fxµ ϕ µ ϕ µ− − −− ≤ − ≤ −

sa�lanır. (6.1) e�itsizli�inde 2nx x −=  ve 1nx x −=  alınırsa benzer �ekilde  

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )2
1 2 1 2 1n n n n n nc fx fx l fx fx c fx fxµ ϕ ϕ µ ϕ µ+ − − − −− ≤ − ≤ −

 elde edilir. Bu �ekilde devam edilerek n∀ ∈�  için 

( )( ) ( )( )( )1 0 1
n

n nc fx fx c fx fxµ ϕ µ+− ≤ −                                                          (6.2) 

bulunur. n → ∞  için limit alınırsa ( )( )1 0
n n

c fx fxµ +− →  elde edilir. 
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{ }n n
fx

∈�
 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�unun gösterilmesi için ilk olarak 

n

n

c
fx

m ∈

� �
� �
� 	 �

 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilmelidir. ,m n∀ ∈�  ve m n>

için (6.2) ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 

bulunur. Böylece 
n

n

c
fx

m ∈

� �
� �
� 	 �

 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -tipi �artı sa�landı�ından 

{ }n n
fx

∈�
 dizisi de µ -Cauchy dizisidir. Bu uzay µ -tam oldu�undan { }n n

fx
∈�

dizisinin yakınsak oldu�u bir u X µ∈  noktası vardır. Yani, lim n
n

fx u
→∞

= dur.  

Ayrıca f , µ -alt dizisel yakınsak oldu�undan { }n n
x

∈�
 dizisinin alt dizisi olan 

{ }m m
x

∈�
 dizisi için lim m

m
x z

→∞
=  olan z X µ∈  vardır. f , µ -sürekli oldu�undan 

lim m
m

fx fz
→∞

=  dir. Böylece limitin tekli�inden fz u=  dur. Buradan T , µ -sürekli 

oldu�undan lim m
m

Tx Tz
→∞

=  ve f , µ -süreklili�inden lim m
m

fTx fTz
→∞

=  elde edilir. 

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1
0 1 0 1 0 1

1
0 1

1

1
0

1

,

n n m

n n n n n m n m

n n n n n m n m

n n n m

m
n j

j

n j

j

c
fx fx

m

c c c
fx fx fx fx fx fx

m m m

c fx fx c fx fx c fx fx

c fx fx c fx fx c fx fx

c fx fx n m

c fx

+

+ + + + − +

+ + + + − +

+ + −

+ −

=

∞
+ −

=

� 

−� �

� �

� 

= − + − + + −� �

� �

≤ − + − + −

≤ − + − + + −

= − → ∞

≤ −





µ

µ

µ µ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ

ϕ µ

�

�

�

( )( )( )1fx < ∞
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fu fTu≠  olsun. (6.1) e�itsizli�inden 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2 2n n

c
fu fTu c fu fx c fx fTuµ µ µ

� 
 � 
� 
 � 
� 
 � 
 � 

− ≤ − + −� � � �� � � � � �� � � �

� � � � � �� � � �� � � �
  

( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
1 1*

1

,
n n

n

n

l fx fTx l fu fTu
c fu fx

l fx fu

µ µ
µ β

µ

− −

−

� − −
≤ − + �

� −�

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2
1 1 1 1

1

2
1 1 1 1

1 1

,

, ,

n n n n

n

n n n n

n n

l fx fTx l fT x fTx

l fx fu

l fu fTu l fT x fTu l fx fTx l fx fTu

l fx fu l fx fu

µ µ

µ

µ µ µ µ

µ µ

− − − −

−

− − − −

− −

− −

−

− − − −

− −

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ))

1 1 1 1

1

, , ,

,

n n n n

n

l fx fu l fx fTx l fx fTu

l fu fTu l fu fTx

µ µ µ

µ µ

− − − −

−

− − −

− −

( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

1 1*

2

1 1 1

2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

,

,

, ,

, , ,

,

n n

n

n

n n n n

n

n n n n

n n

n n n n

l fx fTx l fu fTu
c fu fx

l fx fu

l fx fTx l fx fTx

l fx fu

l fu fTu l fx fTu l fx fTx l fx fTu

l fx fu l fx fu

l fx fu l fx fTx l fx fTu

l fu fTu

µ µ
µ β

µ

µ µ

µ

µ µ µ µ

µ µ

µ µ µ

µ µ

− −

−

− − +

−

+ − − −

− −

− − − −

� − −
≤ − + �

� −�

− −

−

− − − −

− −

− − −

− ( )( ))1nl fu fTx −−

oldu�undan ve *β  fonksiyonunun süreklili�i kullanılarak n → ∞  limit alınırsa  
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( ) ( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( ) ( )( ))

* 0,0, , ,0,0,
2

, ,

c
fu fTu l fu fTu l fu fTu

l fu fTu l fu fTu l fu fTu

µ β µ µ

µ µ µ

� 

− ≤ − −� �

� �

− − −

elde edilir. Buradan 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
2

c
fu fTu l fu fTu c fu fTu c fu fTuµ ϕ µ ϕ µ ϕ µ

� 

− ≤ − ≤ − < −� �

� �

e�itsizli�i sa�lanır. Buradan 

( ) ( )( ) ( )( )
2

c
fu fTu c fu fTu c fu fTuµ µ µ

� 

− ≤ − < −� �

� �
  

çeli�ki elde edilir. Yani, fu fTu=  sa�lanır. f  bire-bir dönü�üm oldu�undan 

oldu�undan u Tu=  bulunur. Yani; u , T  dönü�ümünün sabit noktasıdır. 

Son olarak u  noktasının, T  dönü�ümünün tek sabit noktası oldu�unun gösterilmesi 

için *u u≠  olan *u  di�er bir sabit noktası olsun. f  bire bir oldu�undan *fu fu≠

dir. ( )6.1  ifadesinde x u= , *y u=  alınırsa 

( )( ) ( )( )( )* *c fu fu c fTu fTu− = −µ µ

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

* * 2

*

* *
,

l fu fTu l fu fTu l fu fTu l fT u fTu

l fu fu l fu fu

µ µ µ µ
β

µ µ

� − − − −
�≤
� − −
�

  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

* * * 2 *

* *
, ,

l fu fTu l fu fTu l fu fTu l fT u fTu

l fu fu l fu fu

µ µ µ µ

µ µ

− − − −

− −   
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ))* * * * *, , , , .l fu fu l fu fTu l fu fTu l fu fTu l fu fTuµ µ µ µ µ− − − − −

ve dolayısıyla 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )

* * * * *

*

0,0,0,0, ,0, ,0,

0 0

c fu fu l fu fu l fu fu l fu fu

c fu fu

µ β µ µ µ

µ ϕ

− ≤ − − −

− ≤ =

  

bulunur. Bu ise bir çeli�kidir. Bu yüzden *fu fu=  ve f , bire-bir oldu�undan *u u=

sa�lanır. Böylece u , T  dönü�ümünün tek sabit noktasıdır. 

( ),f T , Banach operatör çifti oldu�undan f  ve T  dönü�ümleri T  dönü�ümünün 

sabit noktasında de�i�melidir. Dolayısıyla ( )u F T∈  için fTu Tfu=  sa�lanır. 

fu Tfu=  e�itli�inden T ’nin di�er sabit noktası elde edilir. Sabit noktanın 

tekli�inden dolayı fu u=  olmalıdır. Böylece u fu Tu= =  sa�lanır. Yani u , ( ),f T

çiftinin ortak tek bir sabit noktasıdır. 

Tanım 6.1.6. X µ  modüler uzay, , :T f X Xµ µ→  iki dönü�üm ve * Bϕβ ∈  olsun. 

,x y X µ∀ ∈  ve  l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  

( )( ) ( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ))

*

2

2 2 2

, ,

, , , ,

, ,

c fTx fTy l fx fy l fx fTx

l fy fTy l fx fTy l fy fTx l fT x fx

l fT x fTx l fT x fy l fT x fTy

µ β µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ

− ≤ − −

− − − −

− − −

              (6.3) 

ise T  dönü�ümüne 2.  tip fBϕ - daralma dönü�ümü denir. 
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Teorem 6.1.7. X µ µ −tam modüler uzay ve ,T f  dönü�ümleri µ -sürekli 

dönü�ümler olsun. µ  konveks modüleri 2∆ -tipi �artını sa�lasın. 

a. f  bire-bir dönü�üm ve µ -alt dizisel yakınsak olsun. 

b. T  dönü�ümü 2.  tip fBϕ  daralma dönü�ümü olsun. 

T , X µ  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca ( ),f T  Banach operatör çifti 

ise ( ),f T  çifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

0t∀ >  için ( ) ( ), 0,1t kt kϕ = ∈  ve ( )birim dönü�ümf I=  alınırsa modüler uzay 

üzerinde (Van ve Ark, 2014) nın sonuçları elde edilir. 

Sonuç 6.1.8. X µ µ -tam modüler uzay, :T X Xµ µ→  bir dönü�üm ve * Bϕβ ∈

olsun. ,x y X µ∀ ∈  ve  l c<  olan l ,c  pozitif sayıları için  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ))

*

2 2 2 2

, , , ,

, , , ,

c Tx Ty l x y l x Tx l y Ty l x Ty

l y Tx l T x x l T x Tx l T x y l T x Ty

µ β µ µ µ µ

µ µ µ µ µ

− ≤ − − − −

− − − − −

e�itsizli�i sa�lanırsa T  dönü�ümü *x X µ∈ , tek sabit noktasına sahiptir ve 

( )*lim 0n
n

Tx xµ
→∞

− =  dır. 

Sonuç 6.1.9. X µ µ -tam modüler uzay, :T X Xµ µ→  bir dönü�üm ve Aϕα ∈  olsun. 

,x y X µ∀ ∈ , f , bire-bir, µ -sürekli ve µ -alt dizisel yakınsak dönü�üm olsun. l c<

olan ,l c  pozitif sayıları için  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), ,c fTx fTy l fx fy l fx fTx l fy fTyµ α µ µ µ− ≤ − − −
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ise T  dönü�ümünün tek bir sabit noktası vardır. Ayrıca ( ),f T  çifti Banach operatör 

çifti ise ( ),f T  çiftinin ortak tek bir sabit noktası vardır. 

6.2. fBϕ -�ntegral Tipi Daralma Dönü�ümleri �çin Sabit Nokta Teoremleri 

Tanım 6.2.1. X µ  modüler uzay, , :T f X Xµ µ→  iki dönü�üm ve * Bϕβ ∈  olsun. 

,x y X µ∀ ∈ , 1∈Φφ  ve l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  

( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )

2

2

0

*

0 0

0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

, , ,

c fTx fTy

l fx fTx l fT x fTxl fx fTx l fy fTy

l fx fy l fx fy

l fy fTy l fT x fTy l fx fTx l fx fTy

l fx fy l fx fy

l fx fy l fx fTx l fx fTy l fy

t dt

t dt t dt

t dt t dt

t dt t dt t dt t

µ

µ µµ µ

µ µ

µ µ µ µ

µ µ

µ µ µ µ

φ

β φ φ

φ φ

φ φ φ φ

−

− −− −

− −

− − − −

− −

− − −

�
�
�≤
�
��
�

�

� �

� �

� � �
( )( )

( )
( )( )

0

,

fTy l fy fTx

dt t dt

µ

φ
− − 


�
�
�

� �

(6.4) 

ifadesi sa�lanırsa T  dönü�ümüne 1. tipten fBϕ -integral tipi daralma dönü�ümü denir. 

Teorem 6.2.2. X µ µ -tam modüler uzay ve , :T f X Xµ µ→ µ - sürekli dönü�ümler 

ve µ , 2∆ -tipi �artını sa�layan konveks fonksiyonel olsun ve a�a�ıdakiler sa�lansın. 

a. f  bire-bir dönü�üm ve µ -alt dizisel yakınsaktır. 

b. T  dönü�ümü fBϕ   integral çe�it daralma dönü�ümüdür. 
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Bu durumda T X µ  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca ( ),f T  Banach 

operatör çifti ise ( ),f T  çifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

�spat: 0x X µ∈  keyfi bir nokta ve ( )n n
x

∈�
 dizisi 1n∀ ≥  için 1n nx Tx −=  olsun. (6.4) 

e�itsizli�inde 1nx x −=  ve ny x=  olarak alınırsa 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )( )

1 1

2
1 1 1 11 1 1

1 1

2
1 1 1

1

0 0

*

0 0

0 0

, ,

,

n n n n

n n n nn n n n

n n n n

n n n n n n

n n

c fx fx c fTx fTx

l fx fTx l fT x fTxl fx fTx l fx fTx

l fx fx l fx fx

l fx fTx l fT x fTx l fx fTx

l fx fx

t dt t dt

t dt t dt

t dt t dt

+ −

− − − −− − −

− −

− − −

−

− −

− −− −

− −

− − −

−

=

�
�
�≤
�
�
�

� �

� �

�

µ µ

µ µµ µ

µ µ

µ µ µ µ

µ

φ φ

β φ φ
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sa�lanır. (6.4) e�itsizli�inde 2nx x −=  ve 1nx x −=  alınırsa benzer �ekilde  
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elde edilir. Bu �ekilde devam edilerek n∀ ∈�  için 
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bulunur ve bu e�itsizlikte n → ∞  için limit alınırsa ( )
( )( )1

0

0
n nc fx fx

t dt
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φ
+−

→�  elde edilir. 

{ }n n
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∈�
 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�unun gösterilmesi için ilk olarak 

n

n

c
fx

m ∈

� �
� �
� 	 �

 dizisinin µ -Cauchy dizisi oldu�u gösterilecektir. ,m n∀ ∈�  ve m n>

için (6.5) ve Önerme 2.2.10. kullanılarak 
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bulunur. Böylece 
n
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c
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 dizisi µ -Cauchy dizisidir. 2∆ -tipi �artından { }n n
fx

∈�

dizisi de µ -Cauchy dizisidir. Bu uzay µ -tam oldu�undan{ }n n
fx

∈�
 dizisinin 

yakınsak oldu�u bir w X µ∈  noktası vardır. Yani, lim n
n

fx w
→∞

= dır. 

Ayrıca f , µ -alt dizisel yakınsak oldu�undan { }n n
x

∈�
 dizisinin alt dizisi olan 
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x
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 dizisi için lim m

m
x v

→∞
=  olan v X µ∈  vardır. f , µ -sürekli oldu�undan 
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fx fv
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=  dir. Böylece limitin tekli�inden fz u=  bulunur. Buradan T , µ -sürekli 

oldu�undan lim m
m

Tx Tv
→∞

=  ve f , µ -süreklili�inden lim m
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→∞
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elde edilir. Buradan  
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olur ki bu ise çeli�kidir. Böylece fw fTw=  elde edilir. f  bire-bir oldu�undan 

w Tw=  olur. Yani; w , T  dönü�ümünün sabit noktasıdır. 

Son olarak w X µ∈  noktasının T  dönü�ümünün sabit noktası oldu�unun 

gösterilmesi için *w w≠  olan *w X µ∈  di�er bir sabit nokta olsun. f  bire-bir 
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elde edilir. Bu ise bir çeli�kidir. Dolayısıyla *fw fw=  dır ve f , bire-bir oldu�undan 

*w w=  sa�lanır. Böylece w , T  dönü�ümünün tek bir sabit noktasıdır. 

( ),f T , Banach operatör çifti oldu�undan f  ve T , T  dönü�ümünün sabit 

noktasında de�i�melidir. ( )w F T∈  için fTw Tfw=   sa�lanır. fw Tfw=  e�itli�inden 

T  dönü�ümünün di�er sabit noktası elde edilir. Sabit noktanın tekli�inden fw w=

olmalıdır. Buradan w fw Tw= =  sa�lanır. Yani w , ( ),f T  çiftinin ortak tek bir sabit 

noktasıdır. 



�
��

�

Sonuç 6.2.3. X µ µ -tam modüler uzay, , :T f X Xµ µ→ sürekli iki dönü�üm ve 

* Bϕβ ∈  olsun. ,x y X µ∀ ∈ , 1∈Φφ  ve l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  
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ise T  dönü�ümünün X µ  uzayında tek bir sabit noktası vardır. Ayrıca ( ),f T  çifti 

Banach operatör çifti ise f  ve T  ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 6.2.4. X µ µ -tam modüler uzay, :T X Xµ µ→  bir dönü�üm ve Aϕα ∈  olsun. 

,x y X µ∀ ∈ , f  bire-bir, µ -sürekli ve µ -alt dizisel yakınsak dönü�üm olsun. 1∈Φφ

ve l c<  olan ,l c  pozitif sayıları için  
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ise T  dönü�ümünün X µ  uzayında tek bir sabit noktası vardır. Ayrıca ( ),f T  çifti 

Banach operatör çifti ise f  ve T  ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 
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