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OZET

Anahtar Kelimeler: Kuantum analiz, tam diferansiyel denklem, kuantum tam
diferansiyel denklem

Bu calismada, oncelikli olarak sonuca ulasmak igin gerekli olan temel kuantum
analiz bilgileri verilmistir. Ardindan klasik analizdeki bir diferansiyel denklemin tam
olmasini saglayan kosullarin bilindigi disiiniilerek, bu kosullar ile kuantum
analizdeki bir diferansiyel denklemin tam olmasii saglayan kosullarin ayni olup
olmadig1r arastirllmistir. Bu arastirma i¢in tanimlanan kuantum analiz bilgileri
kullanilmistir. Aragtirmanin sonucunda, kuantum diferansiyel denklemi tam yapan
kosullarin, klasik diferansiyel denklemi tam yapan kosullar ile ayni oldugu
gosterilmistir. Bu gosterimin ardindan, tezimiz bu konuyu pekistirecek bir 6rnek ve
¢Oziimii ile sonlandirilmstir.



QUANTUM CALCULUS AND APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Quantum calculus, exact differential equation, quantum exact differential
equation

In this study, firstly, the basic quantum analysis information required to achieve the
result is given. Then, In view of the fact that the conditions that allow a differential
equation to be exact in classical analysis are known, it has been investigated whether
these conditions and the conditions that enable a differential equation in quantum
analysis to be exact are the same. The quantum analysis information described for
this research was used. As a result of the research, it has been shown that the
conditions that make the quantum differential equation exactly are the same as the
conditions that make the classical differential equation exactly. Following this
demonstration, our thesis was ended with an example and solution that will reinforce
the subject.



BOLUM 1. GIRIS

Kuantum analiz, en az dort yiiz yillik tarihi olan, soyut ve uygulamali matematigin
bir¢ok alani ile iligkili genis bir konudur. Kuantum analiz ‘in temeli Euler’e kadar
dayanmaktadir. Kuantum analiz matematigin yavas gelismis fakat giizel ve heyecanl
bir bolimiidiir [1]. Bazen limitsiz analiz ad1 verilen kuantum analiz, limit kavrami
olmadan geleneksel sonsuz kiigiik hesaplara esdegerdir. Quantum analiz, q, kuantum

kelimesini temsil etmek iizere, ‘q-analiz’ seklinde ifade edilir [2].

Tezimizin ikinci boliimiinde, g-analizin temeli olan, tek degiskenli fonksiyon i¢in q-
diferansiyel ve g-tiirev tanimlar1 verilmistir [3]. Bu tanimlamalardan yola ¢ikarak iki

degiskenli fonksiyon i¢in g-tiirev tanimlar1 elde edilmistir.

Tezimizin iclinci bolimiinde, diger boliimde anlatilan g-Taylor formiiliinii
tanimlayabilmek i¢in gerekli olan, genellestirilmis Taylor formiilii anlatilmistir [4].
Diger boliimde q-Taylor formiiliinii agiklamak i¢in diger gerekli tanimlamalar

yapildiktan sonra, besinci boliimde q-Taylor formiilii verilmistir [4].

Ardindan, tezimiz asil konusu olan kuantum diferansiyel denklemi tam yapma kosulu
icin kullanacagimiz, Jackson integrali tanimlamak icin gerekli olan bilgiler;
Gauss’un binom formiilii altinct boliimde, g-antitiirev yedinci bdliimde ve Jackson

integral sekizinci boliimde tanimlanmugtir [4].

Son olarak, dokuzuncu bdliimde tezimizin 6zglin konusu olan, kuantum tam

diferansiyel ve uygulamasi anlatilarak, tezimiz sonlandirilmigtir.



BOLUM 2. q-TUREYV VE ¢-DIFERANSIYEL

2.1. Tanim (q-diferansiyel ve h-diferansiyel)
Keyfi bir f(x) fonksiyonunun g-diferansiyeli 0 < q <1
dof () = f(gx) — f(x) (2.1)

Keyfi bir f(x) fonksiyonunun h-diferansiyeli

dpf(x) = f(x +h) = f(x) (2.2)

seklinde tanimlanir. Burada;

dgx =(q—1)x (2.3)

dpx =h (2.4)
olarak aliacaktir [3].

Quantum diferansiyelinin normal diferansiyelden ilging farki, iki fonksiyonun ¢arpim

tirevinde simetri olmayisidir. Bunu gosterecek olursak;

f(x) ve g(x) keyfi fonksiyonlar olmak iizere, f(x)g(x) ¢arpimimnin g-diferansiyelini

(1.1) tanimindan yararlanarak agsagidaki gibi yazabiliriz.



dq(f(x)g(®) = f(gx)g(gx) — f(x)g(x) (2.5)

yazdigimiz bu ifadeden f(gx)g(x) ¢ikarilip toplanirsa;

dq(f(0)g () = f(gx)g(gx) — f(g)g(x) + f(g)g(x) — f(x)g(x)
dy(f(x)g(x)) = f(gx)(g(gx) — g(x)) + g(x)(f(gx) — f(x))

dq(f(0)g(x) = f(qx)dqg(x) + g(x)d,f () (2.6)

olarak elde edilip, normal ¢arpim tiirevinden farkli oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, (2.2) tanimindan faydalanarak, h-diferansiyel i¢in de gosterelim;

dn(f()g(x) = f(x + W) g(x + h) — F(x)g(x) (2.7)

yazdigimiz bu ifadeden f(x + h)g(x) ¢ikarilip toplanirsa;

dn(f()g(x)) = f(x + W g(x + h) — f(x + W g () + f(x + W) g(x) = f(x)g(x)

dy () g(x0) = F(x + h)dpg(x) + g(x)dnf (x) (2.8)

olarak elde edilir.



2.2. Tamm (Kuantum diferansiyel ile uyumlu olan kuantum tiirev)

_ df (@) _ f@0-1()

Daf () == == x (2.9)
d (x+h)—

Dpf(x) = *;’; & - [ (2.10)

(2.9) esitligi f(x) fonksiyonunun g-tiirevi, (2.10) esitligi ise f(x) fonksiyonunun h-

tiirevi olarak adlandirilir [3].

Eger f(x) tiirevlenebiliyorsa, asagidaki esitligin saglanabilecegini not edelim:

: o _df(®)
(1;2} Dy f(x) = ;11_1)% Dy f(x) = e (2.11)

df (x) diferansiyel kavrami ayrintili agiklama gerektirdigi i¢in, boliinemeyecek kadar
kiigiik 1ki seyin orami olan, Leibniz notasyonu olarak bilinen %;x) ifadesi oldukga

karmagiktir.

Fakat, tam tersi olarak, g-diferansiyel ve h-diferansiyel kavramlari agiktir. Ayni

sekilde g-tiirev ve h-tiirev ifadeleri yalin, anlagilir oranlardir.

Siradan tiirevde oldugu gibi, bir fonksiyonun q ve h tlirevini alma eylemi de lineer
bir islemdir. Diger bir deyisle D, ve Dy herhangi a ve b sabitleri i¢in asagidaki

ozelliklere sahiptir:

D, (af (x) + bg(x)) = aDgf (x) + bDgg(x) (2.12)



Dp(af(x) + bg(x)) = aDy f(x) + bDy g(x) (2.13)

2.3.Tamim (iki degiskenli fonksiyon i¢in kuantum tiirev)

_ dgf(xy) _ flaxy)—f(xy)

quf(X, y) - dgx - (q-1)x (214)
_dgfxy) _ fleay)-f(xy)

Dy, f(x,y) = 2y = ey (2.15)

2.4. Ornek: f(x) = x" fonksiyonunun q tiirevini, n’nin pozitif tamsayr oldugu

durumda;

=L lyn-1 (2.16)

n_
esitligi yardimiyla hesaplaylmz.qq—_l1 kesri tezimizde ve soru ¢oOziimiinde lazim

olacagi icin asagidaki esitligi verelim.

n’nin herhangi pozitif tamsay1 oldugu durumda;

[n] = a"-1 _ A S | (2.17)

seklinde tanimlanir. Ve (2.17) esitligi n 'nin g-benzeri olarak adlandirilir. Boylece,

(2.16) esitligi;



Dgx™ = [n]x™? (2.18)

seklini alir ve bu esitlik x™’nin siradan tiirevine benzer.
q—-liken;[n]=q¢"1+q¢g"2+--+1->1+--1=n oldugu goriiliir.

Ve zamanla; n tamsayisinin siradan analizde oynadigi roliin aynisini, [n]’nin g-

analiz’de oynadigini gorecegiz [4].



BOLUM 3. POLINOMLAR iCiN GENELLESTIRILMIS
TAYLOR FORMULU

Siradan analizde, tiim mertebeden tiirevlere sahip olan bir f(x) fonksiyonu, eger x =
a civarinda kuvvet serisi olarak ifade edilebiliyorsa; bu fonksiyon x = @ noktasinda

analitiktir yani tlirevlenebilirdir.

Taylor teoremi; kuvvet serisini asagidaki sekilde tanimlar:

) = o (@) 2 (31)

Bir analitik fonksiyonun Taylor agilim1; bu fonksiyonun tanimini, daha genis ve daha
ilging calisma alanlarina genisletmesine izin verir. Tezimizde Taylor formiiliiniin g-
benzerini formiile edecegiz. Fakat bundan once daha genel durumlar1 goz Oniinde

bulundurmamiz gerekir [4].

3.1. Teorem: a bir sayi, D polinom wuzaymda bir lineer operatdér ve

{Py(x), P, (x), P,(x), ... } asagidaki ii¢ durumu saglayacak bir polinom dizisi olsun;
(@) Py(a) = 1ve B,(a) = 0 herhangi n > 1 igin.
(b) B,’in derecesi; degP, = n.

(©) DP,(x) = P,_(x); n=1ve D(1) = 0.



Boylece; N. Dereceden herhangi f(x) polinomu asagidaki genellestirilmis Taylor

formiiliine sahiptir:

f() = XaZo(D"f)(@)F, (x) (3.2)



BOLUM 4. IKiLI TERIMLERIN q-TUREVLERI (n’NiN BiR
TAMSAY| OLDUGU DURUMDA)

2.boliimde belirtildigi gibi , D, polinom uzayi lizerinde lineer operatordiir. Teorem
3.1’i; D = Dy lizerine uygulamaya galisacagiz. Bunun i¢in; asagida tanimlanan n!’in

g-benzerine ihtiya¢ duyariz:

1 =
1) = 4l ¢ o 1] % . 1] n=12 (4-1)
D = D, denkligine  gore, Teorem  3.1’in ¢  durumunu  saglayan
{Py(x), P;(x), P,(x), ... } seklinde polinom dizisi olusturalim.
Eger a = 0 olursa;

xn
P,(x) = o (4.2)

seklinde secebiliriz.

(@) Py(0) =1, B,(0) = 0; n > 1ig¢in, (b) degP, = n, ve (¢) kullanilarak; n > 1 igin
(2.14) esitligi asagidaki hali alir:

_ qun _ [n]xn—l _ xn—l _
qun(x) - [Tl]! - [Tl]! - [Tl—l]! - Tl—l(x)

(4.3)
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Eger a # 0 olursa;
P, (x) basitce (x — a)™/[n]! olarak yazilamaz. Ornegin; D, (x — a)?/[2] ! (x — ).

Oncelikle ilk birkag B,(x)’i bulalim ve genel formiile ulasmay1 deneyelim. Biz;

Py(x) = 1 oldugu bilgisine sahibiz.
DgP;(x) =1 ve Pi(a) = 0 olmas i¢in; P; (x) = x — a olmalidur.

DyP,(x) = x — a ve P,(a) = 0 olmasi igin;

2 2 - -
P,(x) = ECZ—] —ax — E;_] +a? = % olmalidir.
Benzer sekilde;

_ _ 2
Py(x) = &=9& Wx—q’a) | ayni islemler tekrarlanarak;

[2][3]

a@)..(x-q" 1a)

[n]!

B, (x) = &4 (4.4)

a = 0 oldugu zaman, (4.3) ile uyusan bu genel formiil elde edilir. Teorem 3.1 igin

(¢) durumunun gegerliligini dogrulamadan 6nce, bazi notasyonlar1 tanimlayalim [4].

4.1. Tanim: (x — a)™’nin g-benzeri polinomdur;

n — 1 =
(x—a)g = {(x —a)(x —qa) ...(x — q" ta) n>1 (4.5)

4.2. Onerme: n > 1 icin;

Dy(x — )y = [n](x —a)j~" dir. (4.6)
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Boylece; (¢) durumu olan DgB, = P,_; esitligi yukaridaki O6nermenin hemen

ardindan gelen sonugtur.

4.2. Tanmmm: Herhangi a sayisi i¢in asagidaki esitlik saglanir;

[a] = —2 4.7)

4.2. Onerme: Herhangi n tamsayisi i¢in asagidaki esitlik saglanir;

Dy(x —a)} = [n](x — )7 ! (4.8)



BOLUM 5. POLINOMLAR ICiN q-TAYLOR FORMULU

Onceki béliimde P, (x) = (x — a)g/[n]! polinomunun D, lineer operatdriine gore,
teorem 3.1’in ii¢ durumunu sagladigin1 gosterdik. Simdi, Taylor formiiliiniin

kuantum versiyonunu elde edecegiz [4].

5.1. Teorem: N. dereceden herhangi f(x) polinomu ve herhangi c¢ sayist igin,

asagidaki q-Taylor ifadesi yazilir.

-0}
!

FO0) =XV o(DIf)(c) (5.1)

5.2. Ornek: n’nin pozitif tamsay1 oldugu durumda, f(x) = x™ ve ¢ = 1 olsun. j <

n icin;

(D}f)() = [n]x" = [n][n— 1]x* 2 = = [n][n— 1] .. [n— j + 1]x"T (5.2)
Ve boylece,

(D} =Mmln-1]..In—j+1] (5.3)

seklinde olur.
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g-binom katsayisi olarak adlandirilan ve;

(5.4)

seklinde yazilan bu esitligin oldugu yerde, x = lnoktasinda, x™igin g-Taylor

formiilii asagidaki gibidir:

n [n][n—-1]..[n—j+1]

I ) = S [ - ) (55)

x" =



BOLUM 6. GAUSS’UN BINOM FORMULU VE DEGiSMELI
OLMAYAN BiNOM FORMULU

Bu boliimde g-binom katsayilarini da igeren iki binom formiiliinii tanimlayacagiz.

Onceki boliimde verdigimiz bir érnege benzer bir rnekle baslayalim.

6.1. Ornek: n negatif olmayan bir say1 ve a bir say1 olsun. Taylor formiiliinii
kullanarak x = 0 noktasinda, f(x) = (x + a)g ‘yi genisletelim. (5.2)’de oldugu gibi,

J < nigin;

(Déf)(x) =[n]n—-1]..[n—j+1](x+ a)Z_j (6.1)

formiiline sahibiz.

x+a)p=x+a)x+qa)..(x+ g™ a) (6.2)

oldugunu hatirlatalim. Buradan yola ¢ikarak; x = 0 noktasinda esitligin sag taraf;

(@)(qa) .. (q" @) = qmm D/ 2™ (6.3)

seklindedir.
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Bu esitligi, j < nigin (6.1)’e uygularsak;

(D3£)(0) = [n]ln = 1] ... [n — j + 1]q=D®=I=D/2 gn=J (6.4)

elde edilir. Ve buradan; (x + a)g nin g-Taylor formiilii:

n . , .
(x+a) =¥, []] g N=i=1/2 gn=jj (6.5)

elde edilir.

j yerine n — j yazilirsa, bir ifade gelistirebiliriz. (5.4) ile verilen g-binom katsayisi

tanimindan, klasik binom katsayisina benzer olan asagidaki formiile sahip oluruz.

[n . j] - [j]![[rrll]ij]! = [7] (6.6)

Ve buradan, (6.5) asagidaki ifadeye esit olur:
(et 0 = S [[] 1075 s @7

(6.7) ile gosterilen formiil, Gauss’un binom formiilii olarak adlandirilmaktadir [4].

Simdi bu konuyla ilgili baska bir konuya deginelim. Bizim de bildigimiz gibi reel
sayilarin ¢arpimi degismelidir. Yani; xy = yx. Ancak bununla birlikte daha fazla

genel ¢arpim goz oniinde bulunduruldugu zaman, matris ¢arpimi veya bilesim
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operatorleri gibi, degismeli Ozellik artik dogru olmayabilir. Asagidaki Ornegi

inceleyelim.

6.2. Ornek: % ve 1\71q polinom uzay1 tizerinde lineer operatorler olsunlar. Bu

operatorlerin f (x) fonksiyonu {izerine islemleri:

X[f )] = xf (%) (6.8)

M, [f ()] = f(qx) (6.9)

seklindedir. Oyleyse, herhangi f (x) igin;

Ma2[f (0] = Mylxf ()] = qxf (qx) = q2My[f ()] (6.10)

ifadesine sahibiz. Buradan;

X = qxM, (6.11)

elde edilir.

Asagida yazacagimiz (6.1) teoremi, (6.11)’de oldugu gibi 6zel bir degisme
bagmtisin1 saglayan, iki degisken igeren, degismeli olmayan bir binom formiiliinii

ifade eder.
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6.1. Teorem: g’nun, xve y ile degismeli bir say1 oldugu durumda, eger yx = gxy
=

G+ )" = So [ 1] ¥y (6.12)

J

esitligi saglanir.



BOLUM 7. KUANTUM ANTIiTUREV

7.1. Tammm: Eger, D F(x) = f(x) ise, F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun g-

antitiirevidir.Asagidaki sekilde yazilir:

Jf(x)dqx (7.1)

Klasik analizde oldugu gibi bir antitiirev tek degildir. Siradan analizdeki bir
fonksiyonun tiirevi sade ve sadece sabitleri yok ettigi icin, fonksiyonun sabit

eklenmemis hali tektir.

Quantum analizdeki durum daha gii¢ algilanir. Sade ve sadece @(gx) = @(x) ise

Dgyp(x) = 0 olur. Bu durum ¢’nin bir sabit igermesini gerekli kilmaz. Bu gibi bir ¢
fonksiyonuna ekleme yapilmasi, bu fonksiyonun g-tiirevini degistirmez. Ancak
bununla birlikte, biz ¢’nin formal gii¢ serisi olmasina ihtiya¢ duyarsak; ¢(gx) =
@(x) durumu her bir n i¢in, q"c, = c, esitligini isaret eder. (c, burada x™’nin
katsayisidir.) Bu durum sadece, n = 1 i¢in ¢,, = 0 oldugu zaman miimkiindiir, yani

@ sabittir. Bu yiizden, eger;

f() = Xnmo an x™ (7.2)

seklinde tanimlanan ifade bir formal kuvvet serisi ise, f (x) bir sabit terime kadar;



apx™tl

[n+1] +C

JfG)dgx = X3z

seklinde olan tek bir g-antitiireve sahiptir [4].

19

(7.3)



BOLUM 8. JACKSON INTEGRAL

8.1. Tanim

f (x) keyfi bir fonksiyon olsun. Onun g-antitiirevi olan F(x)’i bulmak i¢in (6.9) ile

tanimladigimiz 1\7[q operatdriinii kullanacagiz. Oyleyse, g-tiirevin tanimindan;

1
(g-Dx

(My = 1)F(x) = 258 = () (8.1)

-1x

esitligine sahibiz.

Geometrik serinin asagidaki gibi oldugunu hatirlatalim:

s=1+r+r2+r34+.=¥0 k= 0<r<1) (8.2)

1
1-r

Siranin 6nemi oldugunu not edelim, c¢iinkii operatorler degismez. Ve simdi, g-

antitiirevi geometrik seri ifadesini kullanarak asagidaki gibi formiile edip yazabiliriz.

1
1-Mg

F(x) = ——((1 — xf () = (1 — @) 2 M, (xf(x)) (8.3)

Ve boylece;

Jf)dgx =1 —q)xLZ0q’ f(a'x) (8.4)
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elde edilir.

Bu seri f(x)’in Jackson integrali olarak adlandirilmaktadir [4].

8.2. Tanim (Belirli g-integral)

0 < @ < boldugunu farzedelim. Belirli g-integral asagidaki esitlikler gibi

tanimlanmaktadir [4].

[ f)dgx = (1 - )b E20q f(q'b) (8.5)

[} fOodgx = [ f@)dgx — [ f(x)dqx (8.6)



BOLUM 9. iKi DEGISKENLi FONKSIYON ICiN q-TAM
DIFERANSIYEL DENKLEM

9.1. Tammm (g-tam diferansiyel denklem)
P(x,y)dgsx + Q(x,y)dgy =0 9.1)

g-diferansiyel denklemi bir f(x,y) = c¢ fonksiyonunun g-tam diferansiyelini ifade
ediyorsa bu denkleme g-tam diferansiyel denklem denir. O halde f fonksiyonunun g-

tam diferansiyeli:

dqf (x,¥) = P(x,y)dgx + Q(x,y)dgy (9.2)
_ dqf 4qf
def (x,y) = 2or dgx + 20 dqy (9.3)

olmalidir. Buradan;

d
P(x,y) = iﬁ (9.4)

Qx,y) = % (9.5)



sartlar1 ortaya ¢ikar. Bu sartlardan da;

' f

qu(x’ )= dgxdqy
_ _44°f

qu(ny) - dgydgx

olur. g-tam diferansiyel olmasi igin;

d’f _ _dg’f
dgxdqy dqydgx

yani;

qu(x,y) = qu(x:y)

esitliginin saglanmasi gerekir.

Simdi g-diferansiyel denklem i¢in bu esitligin saglandigin1 gosterelim.

dqf(xy) _ D, f(x,y) = flqx,y)—f(xy)
dx 4

flaxy)—f(x,y)

dqx (a-Dx
4.2 f () fax9y)-f(x.9y)
A _ (a=1x
dgxdqy quyf(x’ y)

(g-Dy
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(9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

(9.11)
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do’f(xy) _ fax,qy)—f(xay)—faxy)+f(xy)

dgxdqy N (a-1)%xy (912)

dqf(xy) fCqy)—f(x,y)

47— D X, y) = L 9.13
dqy ACHY (a-1)y (9.13)

4,2 f(x.y) flax,qy)-f(qxy) [f(x,qy)—f(x.y)

q ) _ — (a-Dy (g-1y

dgydgx quxf(x, y) (q-1)x (9'14)
dq’f(xy) _ flax,ay)—f(x.ay)-f(qxy)+f(xy) (9.15)
dgydgx (q-1)%xy '

olarak elde edilir. Buradan, (9.12) ve (9.15) esitliklerinin esit oldugu goriilmektedir.
Yani bir g-diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olabilmesi igin (9.8)

yani (9.9) esitliginin saglaniyor olmasi gerekir.

9.2. Ornek

[xy(q +1) + 1]dgx + [x*]dgy = 0 (9.16)

a) g-diferansiyel denklemi, g-tam diferansiyel denklem midir?

b) Eger 6yleyse genel ¢oziimii elde ediniz. Burada q, 0 < g < 1 araligindadir.

9.2.1. Coziim

Bu denklemde;

P(x,y) =xy(g+1)+1 (9.17)



Q(x,y) = x?
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(9.18)

dir. Bizim denklemimiz i¢in (9.9) esitliginin saglanip saglanmadigini kontrol edelim,

(2.12)-(2.13) ile gosterdigimiz iki degiskenli tiirev baglantisindan faydalanarak;

P(x,qy) — P(x,y)
Fo, (0.y) = (g — Dy

=qu(q +D+1-(xy(@+1)+1)

(q—Dy

_Pxy+xqy+1-xqy—xy—1

(@ -1y
_ q’xy —xy
- (q-Dy
_wyll@a=D@+ D]
(@ -1y
=x(qg+1)

seklinde elde edilir.

_Qgx,y) — Q(x,y)
qu(ny)_ (q—l)x

q2x2 — 52
~ (a-Dx
_x*[(q-D(g+ D]

(g —1x
=x(q+1)

olarak elde edilir. Ve buradan;

(9.19)

(9.20)
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P, (e, y) =x(q+ 1) =x(q +1) = Qq,(x,) (9.21)

Py, (x,¥) = Qq,(x,¥) (9.22)

olarak bulunmus olup, denklemimiz g-tam diferansiyel denklem olma kosulunu

saglamaktadir.

Simdi denklemimizin genel ¢6ziimiinii elde edelim.

P(x,y) =2 (9.23)

qx

oldugunu belirtmistik. Buradan yola ¢ikarak f(x,y) = c tiriinde, denklemimizin

¢Oziimii olan bir fonksiyon bulacagiz.

dof (x,y) = P(x,y)dgx (9.24)

Bu esitlikte her iki tarafin x’e gore g-integralini alirsak;

Jdgfx,y) = [P(x,y)dex =c (9.25)

fey) = [lxy(g+1) +1]ldgx = ¢ (9.26)
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bu hale geldikten sonra, (8.4) ile belirttigimiz Jackson integral tanimindan; esitligin

sag tarafin1 asagidaki gibi yazabiliriz:

fy) =0 -xX% ¢ (¢/xy@@+ 1D +1)=c (9.27)
fy) =0 -xX%eq’ (¢ xy+q/xy +1) =c (9.28)
fey) = Q- xXe(qg¥  xy + q¥xy +¢7) =c (9.29)
feoy) =1 - x(TZeq” 2y + Xi20q¥xy + Xi20q) = ¢ (9.30)

qxy + @xy + ¢°xy + -+ q¥ xy + -

fl,y)=A—-@x| +q¢°xy + ¢*xy + q*xy + -+ q¥xy+ - | =c (9.31)
+q0 + q1+q2 4o qj + .
xy{q° + q*+q% + -+ + qY 1} +>
X, = 1— X . =C 932
fO,y)=>0-q) < (00 + qi4q? + -t g} 4 (9.32)

0<g<1loldugu i¢in, (8.2) ile belirttigimiz geometrik seri a¢ilimindan

faydalanarak;

flx,y) =0 —-q)x (xya + E) =c (9.33)
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fe,y)=1-qx (xly%ql) =c (9.34)
fy)=x(xy+1) =c (9.35)
f,y)=x*y+x+c(y)=0 (9.36)

elde edilerek ilk agama tamamlanmis olur. Simdi;

— %af
Qoy) =57 (9.37)
esitliginden faydalanarak ve

f,y)=x*y +x+c(y) =0 (9.38)

esitligini kullanarak;

2 2y

xX2qy+x-x?y-x  dqc(y) _ X2 (9.39)
(a-Dy dqy

x*y(q-1) | dgc(¥) _ 5 4

(a-1)y dqy * 40

xz + qu(y) — x2 (941)

dqy
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dgc(y)
4y 0 (9.42)
dgc(y) =0 (9.43)

Her iki tarafin y’ye gore g-integralini alirsak;

Jdse)=J0 (9.44)

olur ve buradan;

ck)=C (9.45)

sabit say1 olarak elde edilir. Ve denklemimizin ¢6ziim fonksiyonu:

fy)=x*y +x+C (9.46)

olarak elde edilmis olur.



BOLUM 10. TARTISMA VE SONUC

Tezimizde kuantum tamlik kosullarimi iki degiskenli fonksiyon i¢in inceledik. Ve
inceleme sonucunda bir kuantum diferansiyel denkleme, Klasik diferansiyel
denkleme uygulanan tamlik kosullarini uyguladigimizda, kendi alaninda bu kosullari

sagladigin1 goérmiis olduk.

Tezimizi genisletmek istersek, iki degiskenli fonksiyon igin, tam olmayan bir
kuantum diferansiyel denklemi tam yapacak olan integrasyon ¢arpaninin bulunmasi

seklinde bir konu ile genisletebiliriz.

Ayrica, iki degiskenli fonksiyon i¢in inceledigimiz tamlik kosullarini, ti¢ degiskenli

denkleme de uyarlayarak, daha genel sonuglara varabiliriz.
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