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OZET

Anahtar kelimeler: Modifiye Edilmis Ishikawa Y 6ntemi, Riccati Denklemi

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismudir. Ikinci béliimde
Riccati diferansiyel denkleminin tanim ve 6zellikleri verildikten sonra lineer ya da
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerinin bulunmasinda
kullanilan niimerik yontemlerden kisaca bahsedilmistir. Uglincii bélimde ise Sabit
Nokta Teorisi ¢aligmalarinda elde edilen iterasyonlardan biri olan Modifiye edilmis
Ishikawa Iterasyonu tanitilmistir.

Dordunct bolim esas uygulamalarin yapildigr boliimdiir. Riccati ve Bernoulli
tipindeki iki diferansiyel denkleme diger boliimlerde kisaca tanimlanan niimerik
yontemler ile Modifiye edilmis Ishikawa iterasyonu uygulanarak sonuglari tablo ve
grafiklerle iliskilendirilmistir.

Son boliim olan besinci boliimde ise yapilan calismalardan elde edilen verilerin

degerlendirmesi yapilmistir ve elde edilen veriler dogrultusunda bundan sonra
yapilabilecek aragtirmalar i¢in 6neride bulunulmustur.
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A DIFFERENT APPROACH TO THE SOLUTION OF
NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: The New Modified Ishikawa Iteration Method, Riccati Equation

This thesis consists of five chapters. First chapter is opening chapter. In the second
chapter, after giving definition and features of Riccati differential equation,
numerical methods used for finding out linear or nonlinear differential equations are
mentioned. In the third chapter, the new Ishikawa iteration method which is one of
the iterations acquired from studies of Fixed Point Theory is introduced.

Fourth chapter is where main practises are made. By applying the new modified
Ishikawa iteration and numerical methods mentioned briefly in previous chapters to
Riccati and Bernoulli type two differential equations, results are linked to chart and
graphics.

Fifth chapter, which is the last chapter, datas obtained from studies are evaluated and
in line with obtained data, suggestions are made for the next studies.
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BOLUM 1. GIRIS

Bazi diferansiyel denklemlerin hatta birinci mertebeden bir takim diferansiyel
denklemlerin bile ¢ozimleri bilinen fonksiyonlar cinsinden ifade edilemeyebilir.
C0OzUmU olan bazi denklemlerde de ¢oziim karisik oldugundan bu ¢oziim gerekli
hesaplamalar i¢in kullanigsiz olabilir. Bu denklemlere 6rnek olan ve lineer olmayan
bir diferansiyel denklem tipi de Riccati diferansiyel denklemidir. Uygulamasini
yapacagimiz  bir diger lineer olmayan diferansiyel denklem tipi de Bernoulli
diferansiyel denklemdir. Riccati denkleminde denklemin bilinen bir ézel ¢6zimi
kullanilarak uygun bir degisken degistirme uygulanmasi sonucu denklemi lineer
hale getirerek genel ¢ozim elde etme kullanilan yontemlerden biridir. Lineer
olmayan bu tipteki denklemlerin genel c¢oziimlerinin elde edilemedigi ya da elde
edilmesinin zor oldugu durumlarda denklemlere niimerik yaklasim yontemleri

uygulanarak yaklasik sonuclar elde edilebilir.

Lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimlerine yonelik yaklasik sonuglar elde etme
caligmalarindan biri de iterasyon yontemidir. Geometri, Topoloji ve Analiz anabilim
dallarinda ¢alismalar1 yapilan Sabit Nokta Teorisi alaninda yapilan c¢alismalar
sonucunda elde edilen bazi1 iterasyon yontemleri adi ve kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerine iligkin yaklasik degerler bulmada kullanilmistir [1].

Bu c¢alismanin amaci lineer olmayan Riccati ve Bernoulli tipi denklemlerine;
calismanin 2. boliminde degindigimiz niimerik yaklasim yontemleri ile 3.
boliimiinde degindigimiz Sabit Nokta Teorisi alaninin bir ¢alismasi olan modifiye
edilmis Ishikawa Yontemi'ni uyguladiktan sonra bu iterasyon yonteminin numerik
yaklasim yéntemlerine gére daha iyi sonug verip vermedigini incelemektir. Iterasyon
yonteminin daha iyi sonu¢ verdigi gozlemlenir ise Riccati ve Bernoulli tipindeki
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢ézimiinde nlmerik ¢6zim ydntemlerine

alternatif olarak farkli bir yaklasim kullanilabilecegi gosterilmis olacaktir.



BOLUM 2. TEMEL BiLGILER

Bu bolimde Riccati Diferansiyel Denklemi ile Euler Yontemi, Runge-Kutta

Yontemi ve Picard Ardigik Yaklagimlar Yontemi hakkinda temel bilgiler verilecektir.

2.1. Riccati Diferansiyel Denklemi

Riccati (Count Jacopo Francesco Riccati, 1676-1754, Italyan)’nin ele aldig1 ve 1724
yilinda Acta Eruditorum’da yayimlanan denklem a, b, n sabitler olmak tizere

y' + ax? = bx™ (2.1)

seklinde idi. Bu denklem Riccati'nin orijinal denklemi olarak bilinmektedir ve n'nin

belli degerleri i¢in (2.1) denkleminin ¢6zUmu Riccati tarafindan verilmistir [2, 3].
Gilintimiizdeki Riccati denklemi denildiginde ise dncelikle

y ' =a(x)+bx)y +c(x)y?+ ...+ (2.2)
sonsuz serisini alalim. (2.2) tipindeki denklemlere lineer olmayan denklemler denir.
Esitligin sag tarafindan ilk iki terim almirsa lineer bir diferansiyel olur. Ilk (¢ terim

alinirsa Riccati diferansiyel denklemi elde edilir. (2.2) denkleminde a(x), b(x),

c(x) integrallenebilir fonksiyonlar ve b(x) # 0, c(x) # 0 olmak (izere

y' = a(x) + b(x)y + c(x)y? (2.3)

tipindeki denkleme Riccati diferansiyel denklemi denir.



a(x) =0 ise (2.3) denklemi Bernoulli diferansiyel denklemine doniisiir. (2.3)
denklemi ilk defa 1763 yilinda D'Alembert (Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783,

Fransiz) tarafindan incelenmistir [3, 4].

Riccati denklemi, incelenmesi bitmis bir denklem degildir. Uzerine kitaplar yazilmis,
yogun ¢alismalar yapilmistir. Genel halde (2.3) denkleminin tam ¢6zumu elementer
fonksiyonlar yardimiyla ifade edilemez. Bununla birlikte (2.3)'nin genel ¢6zimu bir
0zel ¢6zumundn bilinmesi durumunda, denklemin birinci basamaktan bir lineer
denkleme indirgenmesiyle elde edilebilir ve (2.3) denkleminin ¢6ziimiine iligkin

birden fazla 6zellik s6z konusudur [3].
Biz c¢aligmamizda (2.3) denklemini saglayan bir 6zel ¢ozimi bilindigi takdirde
uygun bir degisken degisimi ile denklemi lineer olarak yazdiktan sonra genel

¢6zUminl elde etme durumunu kullanacagiz. (2.3) denkleminin bir 6zel ¢6zimi

y = y; olsun. O zaman y;, (2.3) denkleminde yerine yazildiginda denklemi saglar.

y=yi+o (2.4)

degisken degisimi yapalim. (2.4) esitligi ve bu esitlikten elde edilen

Y =y -5 (2.5)
tlrevi (2.3) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

v+ (2cy; + b)v=—c (2.6)
lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem Riccati denkleminin yukarida da

belirtildigi gibi 0zel bir ¢oziiminun bilinmesi takdirde genel ¢6zimunu bulmak igin

kullanilan uygun bir degisken degistirme metodu ile bulunmustur.



2.2. Euler Yontemi

Bu yontem baslangi¢ deger problemleri i¢in kullanilan en basit metottur.

' =fxy), y&xo) =y, 2.7)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. (2.6) probleminin x, noktasini igine alan
[x0, x,,] araliginda bir tek y = y(x) ¢oziimiine sahip oldugunu varsayalim. Bu
yontemde ulagsmak istedigimiz, belirledigimiz aralikta bulunan x4, x;, x,
noktalarinda y(x) 'in sahip oldugu y(x,), y(x;), y(x,) degerleri i¢in yaklasik
degerler bulmaktir. Hesaplamada kolaylik saglanmasi i¢in araliktaki ardisik noktalar
esit uzaklikta secilir. Ardisik iki nokta arasindaki uzakligi h olarak belirlersek

noktalar,

Xy =xg+h, x,=x1+h,....,xp =x,_1+h (2.8)

seklinde segilmis olur. (2.6) denkleminde (xg, y,) noktasi y = y(x) ¢dziim egrisi

tizerindedir ve bu ¢6ziim egrisinin bu noktadaki egimi

y'(x0) = f(x0,¥0) (2.9)

olur. Buradan yola ¢ikarak h degeri de yeteri kadar kii¢iikk alindiginda, [x,, x, + h]
araliginda ¢oziim egrisine, (X, yy) noktasindan gegen ve egimi f(xq,yo) olan bir

dogru pargasi(teget) ile yaklasilabilecegi gorilir. Bu dogrunun(tegetin) denklemi

y = Yo = f(x0,Y0)(x — xo) (2.10)

seklinde yazilir ve x = x; = x, + h noktasinda y; = y(x;) degeri i¢in

Y1 = Yo + hf (x0,¥0) (2.11)

yaklasik degeri elde edilir. Bu elde edilen yaklasik degerden yola ¢ikilarak, ¢oziim

egrisinin (x4, y;) noktasindaki egiminin f (x, y;) oldugu varsayilirsa, (x4, y1)



noktasindan gegen ve egimi f (x4, y;) olan dogrunun denklemi igin

Y2 =y1 + hf (x1,¥1) (2.12)

yaklasik deger elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde n. adimda

Yn = Yn-1+ hf (Xp—1,Yn-1) (2.13)

yaklasik degeri bulunur. Elde edilen (2.13) denklemi Euler YOntemi'nin n. adimdaki

yaklasimini verir [5].

2.3. Runge-Kutta Yéntemi

Sayisal analizde Runge-Kutta yontemleri, adi diferansiyel denklemlerin ¢6zim
yaklasimlari i¢in kapali ve agik yinelemeli yontemler ailesinin onemli bir tipidir. Bu
yontem 1900'li yillarda C. Runge ve M.W. Kutta adli matematikgiler tarafindan
gelistirilmigtir. Runge-Kutta yontemi Euler yénteminden daha iyi sonug veren bir
nimerik ¢6zum yontemidir. Runge-Kutta yontemi baslig1 altinda ¢6ziim asamasinda
niimerik ¢6ziim bulunurken kullanilan adim sayilarindan dolay1 2., 3. ve 4. dereceden
olmak tzere Ui¢ farkli yaklasim yontemi bulunmaktadir. Bizim bu c¢alismada
kullandigimiz ve asagida adimlarin1 verdigimiz yontem 4. dereceden Runge-Kutta
yontemi ve klasik Runge-Kutta yontemi olarak da adlandirilan dort adimli

yontemdir.

(2.7) baslangi¢ deger problemini tekrar ele alalim. Bu problemin verilen bir Ax = h
uzunlugundaki esit adimli x4, x,, x3, x, noktalarindaki y,, y,, V3, ..., ¥, sayisal
yaklasimlart Runge-Kutta yontemi kullanilarak asagidaki denklemlerle elde
edilmistir. Burada her bir x adimi1 bir 6nceki adima h uzunlugu eklenerek x, = x; + h
seklinde elde edilir. Ayrica herhangi bir y, sayisal yaklasiminin degeri hesaplanirken

X1 kullanilir.

Yn+1 = Yn + Ko (2-14)



Ko = = (ks + 2Kz + 2k + k) (2.15)

(2.14)'teki denklem Runge-Kutta yonteminin denklemidir. Denklemdeki kq,
k,, k3, k4 degerleri

ki = hf (xn, Yn) (2.16)
ky = hf Gen + 5,90 + 2 (2.17)
ky = hf (e +5, Yn + 2 (2.18)
ky = hf (xn + b,y + k3) (2.19)

seklinde hesaplanir. Bu degerler h uzunluktaki [x,, x,4+1] bir alt araliginda
f(x,y(x)) nin dort yaklasik degeri olarak hesaplanmistir. Bu yaklasik degerlerin
agirhikli ortalamasi (2.15)'deki gibi hesaplandiktan sonra y,,; (2.14)teki gibi
hesaplandi [5, 6].

2.4, Picard Iterasyon Yontemi

Picard yontemini uygulamak igin yine (2.7) baslangi¢c deger problemini ele alalim.

Bu denklem
2 = floy) = dy = f(x,y)dx (2.20)

seklinde yazildiktan sonra esitligin her iki tarafin1 [x,, x] araliginda integre

edildiginde;
[y dv =1, fCy)dx 2.21)

y() = y(xo) = [, f(x,y)dx (2.22)



() = y(xo) + [ f(x,y)dx (2.23)

elde edilir. Tlk yaklasimi elde etmek igin (2.23)'de sag taraftaki integralde y yerine y,

baslangic¢ degeri yazilirsa

y1(0) = y(xo) + [, f(x,y0)dx (2.24)
elde edilir. Benzer sekilde (2.23)'de sag tarafta y yerine y, yazilirsa

y2(0) = y(xo) + [, f(x,y1)dx (2.25)
ikinci yaklasim elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

() = y(xo) + [ £, yn_1)dx (2.26)

n. adimdaki Picard iterasyon yontemi elde edilir [7].



BOLUM 3. MODIFIYE EDILMIiS ISHIKAWA ITERASYON
YONTEMI VE BAZI YARDIMCI ITERASYONLAR

3.1. Tanim (Lipschitzian Doniisiim)
(X ,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir déniisiim olsun. Eger her x, yE X i¢in
d(Tx,Ty)<Ad(xY) (3.1)

olacak sekilde bir A > 0 sayis1t mevcut ise T ye bir Lipschitzian (veya A -Lipschitzian)

doniisiimii denir.
3.2. Teorem (Banach Daralma Prensibi)

(X, d) tam metrik uzay, T: X - X bir daralma dontisiimii olsun. Bu durumda T,

u € Xolmak lzere bir tek u sabit noktasina sahiptir, ayrica her x € X igin
lim,, ., T"(x) =u (3.2)
Olur. Ayrica her x,y € X icin

d(T(x),T(y)) < ad(x,y) (3.3)

0 < a < 1i¢in(3.3) daralma doniisiimii saglandigindan
d(T™(x),u) < <= d(x, T(x) (3.4)

esitsizligi elde edilir.



3.2. ispat
T daralma doniigiimii oldugundan her x, y € X igin (3.3) esitsizligi saglanir.

Her x € X ve ne{0, 1,2, ...} icin {T™(x)}in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.
T, (3.3) daralma doniisiimiinii sagladigindan {T™(x)}

d(T™(x), T (x)) < ad(T™ 1(x), T™(x) < - < a™d(x,T(x)) (3.5)
esitsizligini saglar. m >n ve m,neN igin
d(T™(x), T™(x)) < d(T™(x), T™"*1(x)) + -+ d(T™ *(x),T™(x)) (3.5)ten

< a™d(x, T(x)) + -+ a™ td(x, T(x)) elde edilir.

Sa"d(x,T(x))[1+a+a2+---] 0<a<1igin

< %d(x,T(x)) olur ve

d(T"(x), T™(0)) < = d(x, T(x) (3.6)

elde edilir. Boylece {T™(x)} bir Cauchy dizisidir ve ayni zamanda X tam metrik

oldugundan u € X mevcuttur ve (3.2) esitligi saglanir. Ayrica T siirekli oldugundan
u=lim,_, T"1(x) = lim,_, T(T"(x)) = T(u) (3.7)

elde edilir. (3.7) esitliginden u noktasi T 'nin bir sabit noktas1 oldugu goriiliir. (3.6)'da

m — oo igin,

d(T"(x),u) < % d(x,T(x)), (3.4) esitsizligi elde edilmis olur.
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Simdi de sabit noktanin tekligini gosterelim. x,y € X ve x # y i¢in T(x) = x ve

T(y) = y oldugunu farz edelim. (3.3) daralma doniisiimiinden

d(x,y) =d(Tx,Ty) < ad(x,y) (3.8)

(1—-a)d(x,y) <0 (3.9

olur. (1 — @) > 0 oldugundan d(x,y) = 0 olmalidir. Boylece x=y elde edilir ve

sabit noktanin tekligi saglanir [3].

3.3. Mann Iterasyonu

Mann iterasyonu, 1953 yilinda Mann tarafindan kurulmus ve Banach daralma
ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarin1 elde etmek i¢in kullanilmistir. X
bir normlu uzay, A € X bos olmayan konveks bir alt kiime,

T: A — A'ya bir doniisiim ve x, € A keyfi bir nokta olmak izere Mann iterasyonu
Xpe1 = 1 —a)x, + @, Tx,, n=0,12,.. (3.10)
seklinde tanimlanir. Burada {«, }, (0,1) araliginda

limn—»oo an = 0! Zor(l)=1 Ay =0 (311)
sartlarin1 saglayan bir dizidir [8].

3.4. Ishikawa Iterasyonu

Bu iterasyon; S. Ishikawa tarafindan 1974 yilinda kurulmus, Lipschitzian ve
pseudocontractive doniisiimler i¢cin Mann iterasyonunun yetersizligi durumunda yeni
bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert
uzayinin konveks ve kompakt alt kiimesi iizerinde tanimli Lipschitzian ve

pseudocontractive bir donligiimiin sabit noktaya giiclii yakinsadigii gostermek

amaciyla kullanilmistir.
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X bir normlu uzay, A € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T:A — A'ya bir

doniistim ve x, € A keyfi bir nokta olmak zere Ishikawa iterasyonu

Xn41 = (1 - an)xn + anTyn,
n=0,1,2,... (3.12)
Yn+1 = (1 - .Bn)xn + BnTxy,

seklinde tanimlanir. Burada {«, } ve { 8.}, (0,1) araliginda

(limn_m a, =0

lim g, =0 (3.13)

n—-oo

dYin=1 Ay =
sartlarin1 saglayan dizilerdir [9].

(3.12) esitligi ile verilen iterasyonda S, = 0 alinirsa bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglar

arasinda genel bir bag yoktur [8].
3.5. Picard iterasyon Metodu

(X,d) bir metrik uzay, K<X kapali bir alt kiime ve T:K—K bir doniisiim olsun. x,€X

ve {x,}n=o € X icin

Xp=Txp_4 =T"xy, n=12,.. (3.14)
saglaniyorsa bu esitlige Picard iterasyonu denir.

Picard iterasyonu bazen ardisik yaklasiklar dizisi olarak da adlandirilir. Yaklasik iki
bin yildan fazla tarihe sahip olan Picard iterasyon metodu ilk olarak Italyan

matematik¢i Picard tarafindan adi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin

tahmini  ¢6zimiinii bulmak icin kullamlmustir. Ozellikle, nimerik analizde,
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yinelemeli fonksiyonlarin sabit noktalarinin hesaplanmasina yonelik kullanilan bir

yontemdir [10].

3.6. Modifiye Edilmis Ishikawa iterasyonu

0<y,A<1, y,eX ve T, Picard iterasyonundaki gibi tanimlanan bir daralma

doniistimii ise ve ayrica {yp }n=o dizisi asagidaki sartlari sagliyorsa

Y1 = Wno1 + (A= DTyn_q, (3.15)
Yn=Q=V)Vn2F+VTYn-2 N=24, (3.16)
Yni1 = Yo + [, F(t,ya (©)dt,  n=0 (3.17)
Tyn-1=Yn (3.18)
T(x) = [ F(t,yn (D)at (3.19)

seklinde yukarida belirtilen iterasyon, modifiye edilmis Ishikawa iterasyonu olarak
ifade edilir [11].



BOLUM 4. MODIFIYE EDILMi$ ISHIKAWA YONTEMIi VE
DIGER NUMERIK YONTEMLERIN RICCATI VE
BERNOULLI DENKLEMLERINE UYGULANMASI

Bu bélimde belirlenmis birer Riccati ve Bernoulli denklemlerinin Euler, Runge-
Kutta ve Picard Ardisik Yaklagimlar Yontemleri ile yukarida tanimini verdigimiz
Modifiye edilmis Ishikawa Iterasyon ydntemini kullanarak, belirlenmis birer lineer
olmayan  Riccati ve Bernoulli denklemlerinin tim yontemlerdeki niimerik
cozlmlerini elde ettikten sonra bu ¢ozimleri belirlenen noktalardaki gercek
¢Ozlimiin degerleri ile karsilastirarak modifiye edilmis Ishikawa yonteminin diger

yontemlere gore Riccati denklemindeki kullanilabilirligini ifade edecegiz.

4.1. Ornek
Yy ¥y o1
y=3ts"37 4.1)

Riccati tipi denklemini ele alalim. (4.1) denkleminin bir 6zel ¢ozim
Yo(x) = x (4.2)

olur. (4.1) denklemi igin
y=Xx + ; (43)
degisken degisimi yapalim. (4.3) esitligi ve bu esitligin tiirevi olan

y'=1-— oy (4.4)

esitligi (4.1) denkleminde yerine yazildiginda
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1 1

v’+(—+—)v=—— (4.5)

x  x2
lineer denklemi elde edilir. (4.5) lineer denkleminin ¢6ziimii yapildiginda

/x
1o _ce¥r 1 (4.6)

y—x x x

elde edilir. Burada C integral sabitidir. (4.6) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilip
(B=2C) alinirsa

Bxe2/*+x

Vg(X) = =7 (4.7

(4.1) denkleminin genel ¢oziimii elde edilmis olur.

y(1) = 0 baslangig kosulu olarak secilip (4.1)'de yerine yazilirsa B = —e 2 elde

edilir ve genel ¢oziim

—xe/0=2 4

Yg(x) = —e(2/0-2_1 (4.8)
elde edilir.

(4.1) denklemi i¢in ilk olarak modifiye edilmis Ishikawa yontemini uygulandi. (4.1)
denkleminde (3.17) esitligindeki F(t,y,(t)) fonksiyonu y, = y(1), xo = 1
baslangi¢ kosulu ile

1

2
F(t;yn(t)) :yTn‘}':_;l_;

, (4.9)

olarak belirlenmistir. Oncelikle (4.1) denklemi i¢in modifiye edilmis Ishikawa

yontemindeki (3.19) esitligi uygulandiginda

T(x) = — [} F(t,yn ()t (4.10)
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TG) = = [, F(t,ya ()t (4.11)

doniisiimleri elde edilir. Iterasyon uygulanirken x, = 1'den 0'a yaklasilarak islemler
gerceklestirilecektir. Bunun igin integral siirlar1 yukaridaki gibi alinmustir. iterasyon

i¢in On kosullar incelendiginde

1 2 1 1 2 1
IT@ =TI =1 [,G+5-Ddt— (= [[G+z—Ddt] =|-1+x+1-yl
IT(x)—T()| =|x—y| olur. «a >1 segilirse

ITC) =TI < alx -yl (4.12)

seklinde T'nin Tanim (3.1)" i sagladig1 goriliir.
(4.1) denkleminde Ishikawa iterasyonunun ilk adimindan

2 1
yi=yo+ [, 75—t (4.13)

elde edilir. Baslangi¢ kosullar1 (4.13)'de yazilip gerekli islemler yapildiginda (4.1)

denklemi i¢in iterasyonun birinci adimi
y; = —Ilnx (4.14)
olarak elde edilir. Ishikawa iterasyonunun ilk adimi bulunduktan sonra A ve y

degerlerine iterasyonda verilen deger araligi igerisinde atanilan bazi degerler icin

iterasyonun diger adimlar1 asagida bulunmustur.



A=0,5vey =0,5 degerleri icin

yi =—Inx
y, =—0,5Inx
y; =—0,75Inx

ys = —0,625Inx

ys = —0,68751nx

Y = —0,65625 In x

y; =—0,671875Inx

yg = —0,6640625In x

Yo = —0,66796875In x
Y10 = —0,666015625 In x
y11 = —0,666992187 In x

A=0,5vey =0,25 i¢in
Y1 =—Inx

y, =—0,25Inx

y3 = —0,625Inx

vy = —0,34375Inx

ys = —0,484375Inx

Y6 = —0,37890625 In x
y7; = —0,431640625In x
yg = —0,392089844 In x
Yo = —0,411865234 In x
Y10 = —0,397033691 Inx
y11 = —0,404449463 Inx

16



A=0,25vey =0,5 i¢in
Y1 =—Inx

y, =—0,5Inx

y; = —0,625Inx

yYa = —0,5625Inx

ys = —0,578125Inx

¥ = —0,5703125Inx
y7; = —0,572265625In x
yg = —0,571289063 In x
Yo = —0,571533203 In x
Y10 = —0,571411133 Inx
y11 = —0,57144165 Inx

A=10,25vey =0,25 i¢in
Y1 =—Inx

y, =—0,25Inx

y3 = —0,43751Inx

s = —0,296875Inx

ys = —0,33203125Inx
¥e = —0,305664063 In x
y7; = —0,312255859 In x
yg = —0,307312012 Inx
Yo = —0,308547974 In x
Y10 = —0,307621002 In x
y11 = —0,307852745In x

17



A=10,75vey =0,25 i¢in
Y1 =—Inx

y, =—0,25Inx

y3; = —0,8125Inx

vs = —0,390625In x

ys = —0,70703125Inx
Y6 = —0,469726563 In x
y7; = —0,647705078 In x
yg = —0,514221191 Inx
Yo = —0,614334106 In x
Y10 = —0,53924942 In x
¥11 = —0,595562935 Inx

A=0,25vey =0,75 i¢in
Y1 =—Inx

y, =—0,75Inx

y; = —0,81251Inx

s = —0,796875Inx

ys = —0,80078125Inx
¥e = —0,799804688 In x
y7 = —0,800048828 In x
yg = —0,799987793 In x
Yo = —0,800003052 In x
Y10 = —0,799999237 In x
y11 = —0,800000191 In x

18
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A=0,75vey =0,75 igin
Y1 =—Inx

y, =—0,75Inx

y3 = —0,9375Inx

ys = —0,890625In x

ys = —0,92578125Inx
Y6 = —0,916992187 In x
y7; = —0,923583984 In x
yg = —0,921936035In x
Yo = —0,923171996 In x
Y10 = —0,922863006 In x
y11 = —0,923094749 In x

(4.1) denklemine Picard iterasyonunun uygulanisi asagidaki gibidir. (2.26) esitliginde
verilen Picard iterasyonu uygularken yine y, =0 ve x < x, =1 oldugundan

integralin igareti degistirilip gerekli islemler uygulandiginda iterasyonun ilk iki adimi

y1 =—Ilnx (4.15)

_ (2x2+2)In?x+(4x%+2)Inx—-x2+1
4x2

Y2 = (4.16)

seklinde elde edilir. Bu adimlarin baslangi¢c kosuluna yakin olarak belirlenmis bazi

noktalardaki degerleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1.'deki Riccati Denklemi'ne uygulanan Picard Iterasyon Yontemi'nin belirlenen noktalardaki

ilk iki adiminin degerleri

x=0,8 x=0,6 x=0,4 x=0,2
vy, =0,2231435 y; =0,5108256 y; =0,9162907 y; =1,6094379
v, =0,193045 v,=0,282969 y, =-0,576309 y, =-17,946

(4.1) denklemi icin Euler yobnteminin uygulama adimlar1 asagidaki gibi

hesaplanmustir.
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(2.13) esitligindeki y, = y,_1 + hf (x,_1, Yn—1) Euler yontemini (4.1) denklemine
uygularken h = 0,2 alindginda x,, adimlar1  x, = 1'den baslayip 0'a dogru geriye
gidilerek elde edileceginden h = —0,2 olarak degistirilmis ve x,, = x,_1 — 0,2
olarak adimlar elde edilmistir. Tiim veriler yerlestirilip yontem uygulandiginda ilk

dort adimdaki sonuglar agsagidaki gibi hesaplanmuigtir.

Y1 =Yo — 0,2F(x0;y0) Ve F(1;0)=-1
y1 =y(x;) =y(0,8) =0,2

y, =y, —0,2F(xy;y,) Ve F(0,8;0,2) = —0,92187
y, = y(x;) = y(0,6) = 0,384375

ys =y, — 0,2F (x,;y,) Ve F(0,6;0,384375) = —0,34204
y; = y(x3) = y(0,4) = 0,452783

v, =y3 — 0,2F (x5;y3) ve F(0,4;0,384375) = 1,835276
ys = y(x,) = y(0,2) = 0,08572

Tablo 4.2. Ornek 4.1.'deki Riccati Denklemi'ne uygulanan Euler Yéntemi'nin belirlenen noktalardaki yaklasik

degerleri
y1 = y(x1) =y(0,8) 0,2

y2 = y(xz) = y(0,6) 0,384375
y3 = y(x3) = y(0,4) 0,452783
vs =y(x,) =¥(0,2) 0,08572

(4.1) denklemine uyguladigimiz son niimerik yontem Runge-Kutta ydnteminin
uygulanigi asagida verilmistir. Bu yontemde de kullanilacak olan h degeri h=-0,2

alinmistir. y, = y(1) = 0 ve x, = 1 olmak Uzere

y1 =y(x1) 1. adimiiginx; = x5+ h=1-0,2=0,8i¢in
ki = hf (x0;¥0) = —0,2f(1;0) = 0,2
k, = —0,2(0,9;0,1) = 0,19725
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—0.2f(0,9;0,09862) = 0,19763

= —0,2f(0,8;0,19763) = 0,18533

= = (ky + 2kz + 2k + ky) =0,19584

= y(x;) = y(0,8) = y, + K, = 0,19584 olur.

= y(x,) 2.adimii¢in x, = x; + h = 0,8 — 0,2 = 0,6 olmak Uzere
= hf (x1, 1) = —0,2f(0,8; 0,19584) = 0,18605

= —0,2f(0,7;0,2888) = 0,15456

= —0,2f(0,7;0,27312) = 0,16418

= —0,2f(0,6;0,36002) = 0,09331

= = (kg + 2y + 2k; + ky) = 0,15280

= y(x,) = y(0,6) = y, + K, =0,34864 olur.

= y(x3) 1. adimi igin x3 = x, + h =1—-0,2 = 0,4 igin
= hf (x5, y,) = —0,2f(0,6; 0,34864) = 0,10457

= —0,2(0,5;0,40092) = —0,01754

= —0,2(0,5;0,33986) = 0,07924
=—0,2f(0,4;0,42788) = —0,28585

= = (kg + 2Kz + 2k + ky) = -0,00964

= y(x3) =y(0,4) = y, + K, =0,33899 olur.

B6lim 1. ve Bolum 2.'de bahsedilen nimerik yontemler ve iterasyon yontemleri (4.1)

Riccati denklemine uygunlandi.

Yo

=vy(1) =0, x, = 1 baslangig¢ kosulu i¢in (4.1) denkleminin bir genel ¢6zimuni

—xe/0=2 4

yg(x) = — G (4.8) esitliginde elde etmistik. x=0,8 x=0,6 x=0,4 noktalarinda

denklemin genel ¢ozlimiiniin degerleri agagida verilmistir.

¥4(0,8) =0,195934
¥4(0,6) = 0,349669
¥4(0,4) =0,362059
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(4.1) denklemine uygulanan tim yontemlerin denklemin genel ¢ozimuyle

karsilastirilmasindan elde edilen mutlak hatalar agagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4.3. Ornek 4.1.'deki Riccati Denklemine uygulanan tiim yéntemlerin denklemin genel c¢oziimiyle

karsilastirilmasindan elde edilen mutlak hatalar

x=0,8 x=0,6 x=0,4
A=05 y=05 0,04709 0,008952 0,11265
A=05 y=025 0,10568 0,143065 0,06932
A=025 y=05 0,06842 0,057761 0,04642
A= 025 y=0,25 0,12723 0,192409 0,13628
A= 075 y=0,25 0,06303 0,045440 0,06314
A1=025 y=0,75 0,01762 0,058991 0,17372
A=075 y=0,75 0,01004 0,121871 0,25905
picard(y,) 0,002889 0,0667 0,93836
euler 0,004066 y, 0,034706 y, 0,09072 y,
runge-kutta 0,000094 0,001029 0,02306

Yukaridaki tabloda ger¢cek ¢oziim ile uyguladigimiz yontemlerden elde ettigimiz

sonuclar arasindaki iliskiyi gosterildi.

v 1.0 1T
08 1

06 1

041
gfnel ¢cozim

04 7

-0 7
i mnge-kutta

0.8 1

1oL picard

Sekil 4.1. Picard, Euler, Runge-Kutta yontemleri ile Ornek 4.1.'deki Riccati Denklemi'nin genel ¢6ziminiin
grafik Uzerinde Karsilastirilmasi
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Sekil 4.2. Ornek 4.1.'deki Riccati Denklemi'nin genel ¢oziimii ve Modifiye Edilmis Ishikawa Yontemi'nin grafik
lzerinde Karsilagtirilmasi

Ornek 4.1.'deki Riccati denkleminin genel ¢6zimii ile bu denkleme uygulanan

sayisal yontemlerin sonuglar1 Sekil 4.1. ve Sekil 4.2. ile yukaridaki gibi gosterilmistir.

4.2. Ornek
y —y=xy’ (4.17)
y(0) =1 baslangic deger problemini ele alalim. Ornek 4.1'e ek olarak simdi de

(4.17)'deki bir Bernoulli denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki gibi elde edildikten
sonra ayni yontemler bu denkleme de
Oncelikle

uygulanmis ve sonuglart incelenmistir.

(4.18)

degisken degisimi uygulandiktan sonra (4.18)'in tlirevi alinarak
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v =—y2y (4.19)

elde edilir. (4.17) denkleminde (4.18) ve (4.19) esitlikleri yerine yazildiginda yerine

yazilip denklem diizenlendiginde

v+v=—x (4.20)

lineer denklemi elde edilir. Son elde edilen bu denklemde her iki taraf e/ 19* integral

carpani ile ¢arpildiktan sonra her iki tarafin integrali alindiginda

ex

Vg = o (4.21)

—-xeX+eX+c

elde edilir. C integral sabiti olmak lizere y(0) = 1 baslangi¢ kosulu altinda

1
-x+1

Vg = (4.22)

genel denklemi elde edilir.

(4.17) denklemi icin ilk olarak modifiye edilmis Ishikawa yontemini uygulanmstir.
(4.17)  denklemi icin F(t,y,(0)) =y, + xy2 Ve y,=y(0), xo =0 olarak

belirlenmistir. (4.10) denkleminde T doniisimii

T(x) = [ F(t,y, ())dt = [ (¢t + tt?)dt (4.23)

T) = [ F(t,yn ())dt = [ (¢ + tt?)dt (4.24)

olarak elde edilmistir. iterasyonu uygulamadan énce 6n kosul incelendiginde



25

. _ x 3 _ (Y 3 _ﬁ_y_z i_y_4
IT() =T =1 [, (t+t3)dt f0(1:+t)dt|—2 St

2 _Y Y X242l [X2oy? X2 (X4 |,
=773 4 4 S(1+ 2 ) 2 S(1-}_ 2 )(2)'|X yl

2 2
olur. x,y<(0,1) igin (1 + %D (X;—y) <1 olacagindan T doniisiimii Teorem 3.2."yi

saglar. Bundan dolay1 T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Ishikawa iterasyonunun adimlari (4.17) denklemine uygulandiginda ilk olarak
x2
y1=1+x+7 (4.25)

seklinde iterasyonun 1. adimi elde edilir.

Ishikawa iterasyonunun ilk adimi bulunduktan sonra A ve y degerlerine iterasyonda
verilen deger aralig1 igerisinde verilen bazi degerler i¢in iterasyonun diger iki adimi
asagida elde edilmistir. Bu denklem icin Ishikawa yonteminde gercek sonuca en
yakin deger y; adiminda elde edildigi i¢in tiim A,y degerleri i¢in 3. adim olan y;
adimma kadar degerler hesaplanmigtir. ilk adim A,y'min tiim degerleri igin ayni

olmakla birlikte farkliliklar 2. ve 3. adimlarda elde edilmistir.

A=0,5vey = 0,5 degerleri i¢in

2
Y1=1+x+x?
y, =1+ 0,5x + 0,25x?2

y3 =1+ 0,75x + 0,375x72

A=10,5 ve y=0,25 icin

2

y, =1+ 0,25x + 0,125x7



ys; =1+ 0,625x + 0,3125x2

A=025 ve y=0,5 i¢in
XZ

Vi = 14+x+ ?

y, =1+ 0,5x + 0,125x2

y; =1+ 0,625x + 0,21875x2

A=10,25 vey = 0,25 igin
yi=1+x+ x2_2

y, =1+ 0,25x + 0,125x?2

ys =14 0,4375x + 0,21875x2
A=10,75 ve y = 0,25 icin
yi=1+x+ x2_2

y, =1+ 0,25x + 0,125x2

y; =1+ 0,8125x + 0,40625x>

A=10,25vey =0,75 icin
xZ
Vi = 14+x+ ?
y, =14 0,75x + 0,375x2
y; =1+ 0,8125x + 0,40625x>
yi =1+ 0,7968x + 0,4406x>

ys = 1+ 0,8007x + 0,44607x>



A=10,75vey =0,75 i¢in

2

y, =1+ 0,75x + 0,375x72

y; =1+ 0,9375x + 0,4887x2

27

Tablo 4.4. Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi'ne uygulanan Modifiye Edilmis Ishikawa Yéntemi'nin belirlenen

A,y degerleri i¢in ilk {i¢ adiminin sayisal degerleri

0,2 0,4 0,6 0,8
A=05 y=0,5 1,22 1,48 1,78 2,12
1,11 1,24 1,39 1,56
1,165 1,36 1,585 1,84
A=05 y=0,25 1,22 1,48 1,78 2,12
1,055 1,12 1,195 1,28
1,1375 1,3 1,4875 1,7
A=0,25 y=0,25 1,22 1,48 1,78 2,12
1,055 1,12 1,195 1,28
1,09625 1,21 1,34125 1,49
A=025 y=0,5 1,22 1,48 1,78 2,12
1,105 1,22 1,345 1,48
1,13375 1,285 1,45375 1,64
A=0,75 y=0,25 1,22 1,48 1,78 2,12
1,055 1,12 1,195 1,28
1,17875 1,39 1,63375 191
A=025 y=0,75 1,22 1,48 1,78 2,12
1,165 1,36 1,585 1,84
1,17875 1,39 1,63375 191
1,176984 1,389216 1,636696 1,919424
1,177987 1,3916592 1,6410172 1,926061
A=0,75y=0,75 1,22 1,48 1,78 2,12
1,165 1,36 1,585 1,84
1,207048 1,453192 1,738432 2,062768

(4.17) denklemine Picard iterasyonunun uygulanmasiyla elde edilen ilk iki adim

asagidaki gibidir. y, = 1 ve x, = 0 baslangi¢ kosulu i¢in

2
y1:1+x+x?

(4.26)
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1. adim elde edilir. Bir adim daha uygulanirsa

_ 1 6,1 5 1 4, 53 2
y2—1+24x LR e S e LT S (4.27)

2. adim elde edilmis olur.

Tablo 4.5. Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi'ne uygulanan Picard Iterasyon Yéntemi'nin ilk iki adiminin

sayisal sonuglari

x=0,2 x=0,4 x=0,6 x=0,8
Y1 =1,22 Vi =1,48 V1 =1,78 Vi =2,12
b4 =1,2475 y2:1,6284 b4 =2,2223 Y2 =3,1479

Yukaridaki tabloda Ornek 4.2.'deki Bernoulli denklemine Picard iterasyon yontemi
uygulandiktan sonra ilk iki yaklasimin baslangi¢ degerine yakin belirlenen bir kag
noktadaki degeri verilmistir. Ikinci yaklasimin degerleri gergek ¢oziimiin sonuglarina

daha yakin oldugu i¢in y, sonuglar1 hata degerlendirmesine alinmstir.

(4.17) denklemine Euler yontemi asagidaki gibi uygulanmistir. (4.17) denklemi igin
F(x,y) =y + xy? olarak almmis ve baslangic kosulu ise y, = 1 ve x, = 0'dur.
h=0,2 olarak alindiginda (2.13)'de verilen Euler yonteminin sonuglar1 asagidaki
gibidir.

X1 = Xp + 0,2 = 0,2 IQII’]

Y1 = Yo + 0,2F (x0, ¥o)

yi =y(x1) =y(0,2) = 1,2

xz = xl + 0,2 = 0,4' igin

Y2 =y1+ 0,2F(xq,y1)

y, = y(x;) = y(0,4) = 1,497
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X3 = Xy + 0,2 = 0,6 IQII’]

Y3 =Y, + 0,2F(x3,y,)

ys = y(x3) = y(0,6) = 1,9765

X4 = X3 + 0,2 = 0,8 igin

ya =y3 + 0,2F(x3,¥3)

ys = y(xs) = y(0,8) = 2,8406

Euler yonteminin belirlenen noktalar i¢in yaklasik degerlerinin tablosu asagidadir.

Tablo 4.6. Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi i¢in Euler Yontemi'nin sayisal sonuglari

y1 =y(x1) =¥(0,2) 1,2

y2 = y(xz) = y(0,4) 1,497
y3 = y(x3) = y(0,6) 1,9765
ya = y(x,) = y(0,8) 2,8406

(4.17) denklemine uyguladigimiz son niimerik yontem Runge-Kutta yonteminin
uygulanis1 asagida verilmistir. F(x,y) = y + xy?, baslangi¢ kosulu y, = y(0) = 1,
xo = 0 ve h=0,2 alindiginda

X1 =%o+h=0+02=0,2i¢in
ki =f(0;1)= 0,2

k, = £(0,1;1,1) = 0,2442

ks = £(0,1;1,1221) = 0,2496

k, = £(0,2;1,2496) = 0,31238

Ko = 7 (ks + 2Kz + 2k + ky) =0,24999



V1

V2

V3

Xg

= y(x;) = y(0,2) = y, + K, = 1,249997 olur.

=x,+h=02+02 = 04icin

= £(0,2;1,25) = 0,3125

= £(0,3; 1,40625) = 0,399902

= £(0,3; 1,44995) = 0,4161313

= £(0,4;1,66613) = 0,555305

= = (kg + 2ky + 2k + kg) = 0,41665
= y(x,) = y(0,4) = y; + K, =1,666642
=x,+h=04+0,2=06icin

= £(0,4;1,6667) = 0,55554

= f(0,5;1,94448) = 0,76700

= £(0,5;2,0502) = 0,83037

= £(0,6;2,49707) = 1.,2477

= = (kg + 2Kz + 2k; + ky) = 0,83302

= y(x3) = y(0,6) = y, + K, = 2,4997

=x;+h=06+02=08icin

30
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ky = £(0,6;2,4997) = 1,2498
k, = £(0,7;3,1246) = 1,9918

ks = £(0,7; 3,4956) = 2.,4098

k, = £(0,8;4,9095) = 4,8384

Ko = = (ks + 2Kz + 2k + ky) = 2,4819
ys = y(xs) =y(0,8) = y; + K, = 4,9816

Bolim 2. ve Bolim 3.'te bahsedilen nimerik yontemler ve iterasyon yontemleri
(4.17)'deki denkleme uygunlandi.
Yo = y(0) = 1, x, = 0 baslangi¢ kosulu i¢in (4.17) denkleminin bir genel ¢6zimuni

yg(x) = ﬁ olarak elde edilmisti. Bu genel ¢6ziimiin x=0,2; x=0,4; x=0,6; x=0,8

noktalarindaki degerleri agagidaki gibidir.

y4(0,2) =1,25 y4(0,4) = 1,667

y4(0,6) =2,5 y4(0,8) =5,0

(4.17) denklemine uygulanan sayisal yontemler ile iterasyon yonteminden elde

edilen sonuglarin mutlak hatalar1 tabloda verilmistir.
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Tablo 4.7. Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi icin uygulanan yontemlerin denklemin gergek ¢oziimiine gore
belirli noktalardaki mutlak hatalar1

x=0,2 x=0,4 x=0,6 x=0,8
A=105 0,085 0,307 0,915 3,16
y =0,5
A=05 0,1125 0,367 1,0125 3,3
y =0,25
A= 0,25 0,11625 0,382 1,04625 3,36
y =0,5
A= 0,25 0,1537 0,457 0,1587 3,51
y =0,25
A= 0,75 0,07125 0,277 0,86625 3,09
y =0,25
A= 0,25 0,072013 0,2753 0,85899 3,0739
y =0,75
A= 0,75 0,04295 0,2138 0,7615 2,9373
y =0,75
picard(y,) 0,0025 0,0386 0,2777 1,8521
euler 0,05(y,) 0,1691 (y,) 0,5235( y3) 2,1594 (y,)
runge-kutta 0,000003 0,000358 0,0003 0,0184

mnge-kutta

genel ¢Oziim

picard

Sekil 4.3. Picard, Euler, Runge-Kutta Yontemleri ile Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi'nin genel ¢6zimiiniin
grafik Uzerinde Karsilagtirilmasi
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genel poziim

Sekil 4.4. Ornek 4.2.'deki Bernoulli Denklemi'nin genel ¢éziimii ve Modifiye Edilmis Ishikawa Y&ntemi'nin

grafik Uzerinde Karsilagtirilmasi



BOLUM 5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Riccati ve Bernoulli denklemleri tarzindaki denklemlerin genel c¢oziimlerini elde
etmek bazen cok zor olabilmektedir. Hatta Riccati denkleminin kesin ¢6zumuni
bulmanin genel bir yontemi yoktur. Bilinen 6zel bir ¢éziimden yola ¢ikilarak yapilan

degisken degistirme metodu kullanilan yontemlerden biridir.

Bu tip genel ¢oziimiine ulasmada zorluk yasanan denklemlerde denklemin yaklasik

sonuglarini elde etmek i¢in niimerik yontemler ve iterasyon yontemleri kullanilabilir.

Bu calismada, bahsettigimiz lineer olmayan  Riccati ve Bernoulli denklem
cesitlerinin ¢oziimlerine farkli yaklagimlar uygulandi elde edilen sonuglarin gercek
¢oziimle karsilagtirmalar1 tablo ve grafiklerle yapildi. Lineer olmayan bu
denklemlere modifiye edilmis Ishikawa iterasyonu ile niimerik yontemler olan Euler,
Picard ve Runge-Kutta yontemleri uygulandi. Modifiye edilmis Ishikawa yontemiyle
elde edilen sonuglarin diger yontemlere gore daha iyi sonuclar verip vermedigi

incelendi.

Ornek 4.1 de incelenen Riccati tarzi denklem ile Ornek 4.2 'de incelenen Bernoulli
tarzi denkleme tiim yontemler uygulandiktan sonra elde edilen sonuglarin
karsilastirmas1 Tablo 4.3., Tablo 4.7. ile Sekil 4.1., Sekil 4.2., Sekil 4.3. ve Sekil
4.4.'te yapilmistir. Tablo 4.3. ve Tablo 4.7.'de denklemlerin ¢ozumlerinin incelendigi
aralikta belirlenen bazi noktalarda uygulanan yontemlerin denklemin gergek
¢oziimiine gore mutlak hatalar1 verilmistir. Secilen tim noktalarda en az hata ile
gercek ¢ozlime yaklasim Runge -Kutta yontemiyle saglanmistir. Riccati denkleminde
gercek ¢oziime ikinci en az hata ile yaklasim galisilan aralikta segilen noktalarda
Euler ile Picard yontemi arasinda degisim gostermistir, Bernoulli denkleminde ikinci

en az hata ile yaklasim ise Picard ydntemiyle saglanmustir. Iki denklemde de
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modifiye edilmis Ishikawa iterasyon yonteminde diger sayisal yontemlerden daha
yakin sonugclar elde edilememistir.

Modifiye edilmis Ishikawa iterasyon yonteminin adimlarinda yer alan 0 < 4, y <1
sabitlerinin bu araliktaki farkli degerleri i¢in elde edilen yedi farkli yaklagimin
sonuglar1 kendi icerisinde incelendiginde bu sabitlerin (0,1) araliginda aldig degisik
degerler sonucu c¢ok fazla degistirmemis hepsinin sonuglarinda elde edilen mutlak
hata degerlerinin birbirine yakin ¢iktigi gozlenmistir. Ornek 4.1.'de Ishikawa
iterasyon yontemi onbirinci adima kadar ilerletilmis, Ornek 4.2.'de ise kendisinden
sonraki adimlara gore en iyi yaklasimi veren iiglincii adima kadar ilerletilmistir.
Fakat iki denklemde de diger yontemlerle karsilastirildiginda modifiye edilmis
Ishikawa iterasyon yOnteminde diger yontemlere gore daha yakin bir sonug elde

edilememistir.

Riccati denkleminde baslangig noktasi 1 se¢ildiginden her bir yontem (0,1)
araliginda 1'den baslatilip geriye 0'a dogru uygulanmis, Bernoulli denkleminde ise
ayni aralikta 0'dan 1'e dogru uygulanmistir. Riccati denkleminde 1'den 0'a dogru
yaklasildiginda tiim yontemlerde de yaklasik ¢éziimler X=0.5 ve X=0.4 noktalarindan
itibaren gercek ¢6zimden uzaklasmistir. Bernoulli denkleminde O'dan 1'e¢ dogru
yaklasildiginda da yine yaklagik olarak ayni noktalardan itibaren tiim yontemlerde

gercek ¢oziimden uzaklasildigi gozlenmistir.

Bu tezde yapilan c¢alismalarin sonucunda lineer olmayan diferansiyel denklem
tiplerinden olan Riccati ve Bernoulli denklemleri i¢in modifiye edilmis Ishikawa
yonteminin diger sayisal yontemlere alternatif olarak kullanilabilecek bir yontem

olmadig1 sonucuna varilmistir.
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