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OZET

Anahtar kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Integral Dontisiim, Laplace Dontistimi,
Sumudu Doniisiimii,

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup Sumudu
Déniisiimii ile ilgili yapilan calismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde
calismamiza yardimer olacak temel tanim ve teoremler verildi. Ugiincii  béliimde
Sumudu doéniisiimiiniin tanimi, doniisiimiin varligi, dontisiimiin 6zellikleri ve Ters
Sumudu doniisiimii verildi. Dérdiinci  béliimde Sumudu déniisiimii sabit katsayili
lineer diferansiyel denklemlere ve degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlere
uygulandi. Besinci boliimde ise genel bir degerlendirme ve sonug verildi.
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SUMUDU TRANSFORM AND ITS APPLICATION TO
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Differential Equations, Integral Transforms, Laplace Transform,Sumudu
Transform

This study is made up of the five chapters. In chapter one, It has been given
information about the studies of Sumudu Transform. In chapter two, it has been
given fundamental definitions and theorems which will help to us. In chapter three,
Sumudu Transform method that is technique which will be applied has been given.
In chapter four, the method has been applied to ordinary differential equations with
boundary value problems. In chapter five, it has been given a conclusion under the
terms of the obtained results in this study.
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BOLUM 1. GIRIS

Diferansiyel denklemleri ve integral denklemleri ¢ozmek i¢in c¢esitli integral
doniistimleri vardir. Watugala yeni bir integral doniislim tanimladi [1]. Daha
sonrasinda Sumudu Doniisiimii olarak isimlendirilen bu doniisiim diferansiyel
denklemlerin ¢o6ziimiinde ve kontrol miihendisligi problemlerinin ¢6ziimi i¢in

kullanildi.

Basit formiilasyonu sayesinde ve faydali ozellikleriyle Sumudu doniisiimii {imit
vericidir. Miihendislik matematigi ve uygulamali bilimlerdeki karisik problemlerin
coziimiinde bu sayede yardimci olacagi ortaya cikmistir. Bu dontisiim kismi
diferansiyel denklemlerin ve integral denklemlerin uygulanmasi ve tasavvur

edilmesinde birgok ilging 6zellige sahiptir.

Watugala’nin ¢alismalari, Sumudu doniistimiiniin adi diferansiyel denklemlerin
cozlimiinde etkili bir sekilde kullanilabilecegini gosterdi. Bazi 6zellikler Weerakoon
([2],[3]) tarafindan ortaya konulmus olmakla birlikte, diger temel 6zellikler Asiru [6]
calismalarinda olusturuldu. Weerakoon Kompleks Ters Sumudu doniistim formiiliine
yer verdi [3]. Watugala ise daha sonra Sumudu doniistimiinii iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in uyguladi [4].

Sonralart Kiligman ve Eltayeb Sumudu donilisiimiine daha da genis yer veren
Ozellikler lizerine ¢aligsmalar ortaya koydu ([7],[18]). Yakin zamanda ise bu doniisiim

diferansiyel denklem sistemlerini ¢ozmek i¢in kullanild1 [8].

Sumudu doniigiimiiniin ilging bir 6zelligi; fonksiyonun kendisi ile taylor acilimi —

katsayilardaki faktoriyel ¢arpanlar hari¢ - aynidir.



Boylece;
F©=3a,
oldugundan

F(u) = Z:n lau"

seklindedir.

Fonksiyon ve Sumudu doniisiimii arasindaki benzerlik goze c¢arpmaktadir [20].

Benzer sekilde bu doniisim kombinasyonu C(m,n), permiitasyona P(m,n)

cevirmekte ki bu da Discrete sistemlerde kullanishidir.
Sumudu doniisiimii;

I

=< f(t):3M 7,7, <Me" ,t e (-1)’ x[0,00) fonksiyonlar  kiimesi

uzerinde

F(u)= Sf(t)u l.Te“f(t)a’t

<

seklinde tanimlanmustir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. Bir y = f'(x) fonksiyonunun, X serbest degiskeni, ) bagimli degiskeni

ve bunun sonlu herhangi bir mertebeye kadar olan tiirevleri arasinda kurulmus bir

bagintiya diferansiyel denklem denir.

Bu tanima gore bir diferansiyel denklemin genel ifadesi,

2 3 n
F[x dy d’y d’y dy]:

s Vo ) ooy 2.1
Y dx de’ de’ T dx” @1)
veya tamamen benzer sekilde,

F(x,y,y',y",y'"...,y(”)):O (2.2)

seklindedir [9].

Tanmm 2.2. Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ) ve bagimsiz

degisken X olmak iizere,

0, b () LT by ()L b () D, (1) =5 () (2.3)
veya;
Zb X 4y (x)y =g () 2.4)

biciminde yazilabiliyorsa bu diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir.

Burada b, (x), (j=0,1,2,..,n) ve g(x) bilinen ve yalmiz ¥ degiskenine bagh

fonksiyonlardir [11].



Laplace dontisiimii bir integral doniisiimii olup, fizik, mekanik, miithendislik, tip ve
bazi diger bilim dallarinda kullanilan 6nemli bir doniisiimdir. Bu doniisiim,
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde biiylik kolayliklar sagladigi gibi, fizigin
matematiksel denklemlerinin ¢oziimiinde de yararlanilabilen bir doniistimdiir. Bu
doniisiimle ¢oziimi elde edilen denklemlerin baslangi¢ sartlarin1 da ihtiva ettigi

gortlr.

Tamm 2.3. F(¢),¢>0"m pozitif degerleri igin tanimli f reel degiskeninin bir
fonksiyonu olsun. (7 <0i¢in F(z)=0 kabul edilebilir); s>0 reel veya kompleks

bir parametre olmak iizere, t reel degiskeninin bir fonksiyonu e ise,
j e F(t)dt (2.5)
0

(2.5) integrali var olacak sekilde § parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin

oluyorsa bu integrale F(¢) fonksiyonunun Laplace dontisiimii denir. Bu doniisiim

L{F(t)}veya f(s) ifadeleri ile gdsterilir. Bu doniistimii

F(s)=L{F(1)) = Ie“”F(t)dt,

seklinde de yazabiliriz [11].

Tanim 2.4. n>0ise gama fonksiyonu,

F(n) = J.u”’le’”du (2.6)

0

esitligi ile tanimlanir [12].

Tamm 2.5. m>0 ve n>0ise Beta fonksiyonu
1

B(m,n)=[u"" (1-u)"" du (2.7)
0

esitligi ile tanimlanir [12].



Tanim 2.6. Bir f fonksiyonuna ¢>7igin ‘ f (t)‘SMe” olacak bigimde

c,M >0 ve T >0sabitleri mevcut oldugunda Ciistel mertebelidir denir [13].

Tamm 2.7.  Bir w= f(z)kompleks fonksiyonu z,noktast ve bunun bir

komsulugundaki her noktada tiirevli ise f ye z,da analitik fonksiyon denir [13].

Tanmmm 2.8. Bir f fonksiyonu bir D bdlgesinin her noktasinda analitik ise f ye D
bolgesinde analitiktir denir. D de analitik olan f* fonksiyonuna holomorfik ya da

regiiler fonksiyon denir [13].

Tanim 2.9. Bir f fonksiyonu bir D bélgesinde, belki D deki kutuplar disinda, her

yerde analitik ise f meromorfiktir [13].

Tanim 2.10. Bir f fonksiyonun bir D bolgesindeki aykiriliklar1 sadece kutup

noktalari ise f* fonksiyonu D de bir meromorf fonksiyondur [14].

Tanmm 2.11. Bir f° kompleks fonksiyonu bir z =z noktasinda analitik degilse bu

noktaya fonksiyonun tekilligi ya da tekil noktas1 denir [13].

Teorem 2.1. (Laurent Teoremi)

/> r<|z—z,|<Rile tammli D halka bdlgesinin i¢inde analitik olsun. Bu durumda

f.r<|z—z,| < Rigin gegerli
f(z)= i a, (z—zo)k (2.8)

k=—o0

seri gosterilise sahiptir. @, katsayilar1 ise

RS
o Sf>C(S_ZO mds  k=0,£1,%2,.. 29

)

ile verilmektedir. Burada C tamamen D iginde yer alan ve z, a i¢c nokta olarak

sahip basit kapali bir egridir [13].



Teorem 2.2. z=z,, f kompleks fonksiyonunun bir ayrik tekil noktas1 olsun ve

f@=3 a,(z-z,) :ia_k (z—z,)" +iak (z—z,)" (2.10)

k=—0

0 <|z—2z,| < R delinmis acik daire igin gegerli f nin Laurent seri gosterilisi olsun.

(2.10) serisinin z-z, 1 negatif kuvvetlerinden olusan kismi yani,

Z“—k(z‘zo)fk :i—afk (2.11)

serinin esas kismudir. Esas kisimdaki terim sayisina gore z =z, ayrik tekil noktasina

farkli isimler verilir [13].

o0

Tamm 2.12. (2.10) serisinin esas kismi olan Z i
Z(z-z,)

katsayilari sifir ise z =z, noktasina kaldirilabilir tekil nokta denir [13].

a

sifir ise, yani a_,

o0

Tamm 2.13. (2.10) serisinin esas kismi olan Z — i
Z(z-z)

sayida terimler igeriyorsa bu durumda z =z, noktasina bir kutup denir [13].

sifirdan farkli sonlu

0

Tanmm 2.14. (2.10) serisinin esas kismi olan Z = i
k=1 (Z _ZO)

katsay1 n>1olmak lizere a_,ise z =z, noktasina 7. mertebeden kutup denir [13].

stfirdan farkli olup son

o0

a
Tamm 2.15. (2.10) serisinin esas kismi olan Z -4 i
Z(z-z)

katsayili tek bir terim iceriyor ise z=z, noktasi 1. mertebeden kutup olarak

sifirdan farkli olup a_,

isimlendirilir ve 1. mertebeden kutba ¢ogunlukla basit kutup denir [13].



o a
Tanmm 2.16. (2.10) serisinin esas kismi olan Zﬁ sifirdan farkli sonsuz
=1(z2—2z,

sayida terimler igeriyorsa z = z,noktasina esasl tekil nokta denir [13].

Teorem 2.3. (n. Mertebeden Kutup )

Delinmis bir 0<|z-z,| < R diskinde analitik bir /" fonksiyonu z =z, noktasinda n.

mertebeden bir kutba sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f nin
#(2)

(z-2z,)

olarak yazilabilmesidir, burada ¢ , z =z, da analitiktir ve ¢(z,)=0dr [13].

f(z)= (2.12)

Teorem 2.4. g ve hfonksiyonlar1 z =z, da analitik ve /1, z=z,da 7. mertebeden
bir sifira sahip ve g(z,)=0 ise bu durumda f(z)=g(z)/h(z)fonksiyonu z =z,

da 7. mertebeden bir kutba sahiptir [13].

Tanmm 2.17. Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ayrik tekillige sahipse

bu durumda f z, dolayindaki her zicin yakinsak olan

0

f(Z):Zak(Z_Zo)k:"‘+ = 7T = +a,+a,(z-2))+.. (2.13)
k=—o (Z_Z()) Z_ZO

Laurent seri gosterilisine sahiptir. f  kompleks fonksiyonunun Laurent seri

1

zZ—Z

gosterilisinde i  a_ katsayisina f fonksiyonunun <z, ayrik tekil

0

noktasindaki rezidiisii denir. f* nin z,daki rezidiisii a , =Res(f(z),z,) seklinde

gosterilir [13].

Teorem 2.5. (Basit Kutupta Rezidii )

f ,z=z,da bir basit kutba sahipse bu durumda

Res(f(z),z,)=lim(z-2z,) f(2) (2.14)

Z*)ZO

seklindedir [13].



Teorem 2.6. (n. Mertebeden Bir Kutupta Rezidii )

f ,z=1z,da N.mertebeden bir kutba sahipse bu durumda

1 . d"! n
Res(/(2)-20) = oy tim | (=20 (2) 2.15)

seklindedir [13].

Teorem 2.7. (Cauchy Rezidii Teoremi)
D basit baglantili bir bolge ve C, tamamen D iginde yer alan basit kapali bir ¢evre

olsun. ', Clizerinde ve i¢inde , C iginde sonlu sayida z,z,,...,z, ayrik noktalar

disinda, analitik bir fonksiyon ise bu durumda

(j-)Cf(Z).dZ=27Z'ii:ReS(f(z),zk) (2.16)

olmaktadir [13].

Teorem 2.8. I iizerinde (s = Re" dir)

M
£ ()] < 2 2.17)

olacak bigimde M >0, k>0 sabitlerini bulabilirsek I boyunca hesaplanan ¢ 1 (s)

nin integrali R — ocoigin sifira yaklagir.

lim| e” (S)ds=0.

R—w0dI’

P
f(s)= (S) ve P(s)ile O(s), P(s)nin derecesi Q(s) nin derecesinden kiigiik olan

0(s)

polinomlar ise teoremdeki kosul daima gerceklenir [12].



BOLUM 3. SUMUDU DONUSUMU VE TERS SUMUDU
DONUSUMU

3.1. Sumudu Doniisiimiiniin Tanim

i

Tamm 3.1 A=4f(@):3IM, 7,7, >0, f(t)| < MeT",t e (=1)’ x[0,00) ¢ fonksiyonlar

kiimesi {lizerinde

G(u)=S[f(t);u]=[e"f (ut)at (3.1)
0

doniisiimiine Sumudu doniisiimii denir [16].

3.2. Bazi Temel Fonksiyonlarin Sumudu Doniisiimleri

Oncelikle (3.1) de w= ut(t =w/u)donigtimi yapilirsa dr = aw olacagindan sag
u

taraf,
1
G(u)-;!e f(w)aw (3.2)

haline  dontisir.  Dolayisiyla  f(z)  fonksiyonunun =~ Sumudu  doniigiimii,

t

G(u):S[f(t);u]:i]ge:‘f(t)dt (3.3)

seklinde de ifade edilebilir. Bu kullanim fonksiyonlarin Sumudu déniisiimiinii

bulmada kolaylik saglar.
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Ornek 3.2.1. 7 () =1 fonksiyonunun Sumudu déniigtimi

A t t A

lje “dt = lim — j udt—hmlile « |2 :lim[l—e"):]
0 Aoy A—wo 1y A—w©

<

u

olacagindan S[1]=1bulunur.

Ornek 3.2.2. 7 (z) =t fonksiyonunun Sumudu doniistimi

SI»—‘

I e “tdt = lim — f ;tdt:hm{—ure; / +Tue;dt}:i[0+uq:u

A—0 1y A—0 0

olacagindan S|[¢]=u seklindedir.

Ornek 3.2.3. dbir reel sabit olmak iizere £ (t)=e" fonksiyonunun Sumudu
doniistimii,
1
4 ! 1 e{a_;)

S[e :lT u “’dt:limlfe{a_” dt =lim| —
0 u()

A A—o| 1y au—1

<

u 0

olur. Burada a — 1 < 0 i¢in yakinsaklik saglanir. Bu durumda
u

A A
(o) {a-t)
" le' . lev ™ 1 1
S[e }_}g{i ;au 1 :}113}0 au—1 :O_au—lzl—au
u 0 0
olmaktadir.

Ornek 3.24. 7 (t) =cos(at) fonksiyonunun Sumudu doniigtimii

- -

ITe cos(at)dt—lhm cos(at).(-u).e" | j (—u). e_“t( —a)sin(at)dt
u 0



I A 4
= lllim cos(ad).(—u)e" +u—au j e sin(at)a’t}
Uy A->» 0

= 1 lim| cos(ad).(— u) e' +u—au [sm(at)(—u)e I( u)e" ta cos(at)dtﬂ

Y A->x

=—1lim| cos(ad).(— u)e” +u—au
Uy A-»

sin(ad)(— u)e + aufe“t cos(at)dtﬂ

0

1| 4
=—lim| u —azque“ cos(at)dt
Uy A-» 0

= l—azqu[cos(at)]
S[cos (at)} =1-a’u’S [cos(at)]

1
1+a*u’

S [cos (at)] =

seklindedir.

Ornek 3.2.5. 7 (z) =sin(ar) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

0

17 = R NI TN
S[f(t)]—; e sm(at)dt—;}ll_rg{sm(at).( w)e" | ! (-u)e acos(at)dt}

u A—0

i 44
:llim sin(ad).(—u).e" +au I e cos(at)dt}
0

=—lim| sin(aA). (—u) e +au [cos(at)(—u)e u —J. (—u)e )sm(at)dtﬂ

Yy A->x

=—lim| sin(aA). (—u) e’ +au (cos(aA)(—u)e_”A +u—au j e% sin(at)dt]:l

A—>©
u 0

11



A4 —t

l.. — .
=~ lim| au’ —azuzje“ sin(at)dt
Uy A-» 0

S[sin(at)] =au —azqu[Sin(at)]

S[Sin(at)] = ﬁ

seklindedir.
Ornek 3.2.6. sinh (at) fonksiyonunun Sumudu doniigimii

at —at

—¢ dt olur.

at —at

sinh(at) = -

ve S[sinh(at)] = lTe:’t ¢
u 0

o [au— 0 au+l
S[sinh (at)] =i{j A i~ e_t[“)dt}:i e—
0 0

—1<au <1 olmak tlizere;

. 1 1 1 au
S[s1nh(at)]=5|:l_au _1+au}= 1—a’u’

S[lsinh(at)}z -

a 1—au
seklindedir.

Ornek 3.2.7. cosh (at) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii

dt olur.

a —at © 71‘
cosh (at) = e” +2€ ve S[cosh at = lf u
u 0

au—1

=) A=
jarz+j A l] dt | =] im & +1im ¢ 4

A
S[cosh(at)]—z _([e 5| Wim [WT%] A_WW'O

u

12



—1 < au <1 olmak iizere;

S[cosh(at)]=%|: L, 1 }— !

l—au 1+au 1—a’u’

esitligi gerceklenir.

3.3. Sumudu Déniisiimiiniin Varhg:

Teorem 3.3. f(r) fonksiyonu [0,0) araliginda pargal

13

surekli ve >¢, i¢in

a —tistel mertebeden bir fonksiyon olsun. 1 > o olmak tizere S [ d (t)] mevcuttur.
u

t

. 17
Ispat: —je “f (t)dt integralinin 1 > ¢ i¢in yakinsak oldugu gosterilmelidir. Bunun
usy, u

icin integral,

0 t

Uy

1 1 gl 17 4
~fe f(t)dtz;!e f(t)dt+;;[e f(t)dt

seklinde parcalanir. e “ f (t) ifadesi [0,7,]araliginda parcali stirekli oldugundan sag

taraftaki birinci integral mevcut yani yakinsaktir. Buna gore ikinci integralin

yakinsak oldugu gosterilmelidir. Has olmayan integraller i¢in karsilastirma kurali

kullanilir.

f(¢) fonksiyonu « —iistel mertebeden oldugu i¢in 7>, i¢in ‘ f (Z)‘SMea' ve tiim

t 2 t, degerleri igin,

yazilabilir. ! > a i¢in,
u
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0 0 o) *(%*0-’)’0
jMe’(“’%)dr = MV g =m [ V= —— <
Iy ty 5} ——

u

t

L L {1-al
olur béylece ¢>1, igin |e * f(¢)| < Me "e™ = Me {” j oldugundan ve daha biiyiik bir

fonksiyonun has olmayan integrali l>ocig:in yakinsak oldugundan karsilastirma
u

kural1 geregince,

0 t

Ie “f (t)df integrali i>a icin yakinsaktir. Boylece her iki integral mevcut

)

oldugundan S [ b (t)] mevcuttur.

3.4. Sumudu Déniisiimiiniin Ozellikleri

Teorem 3.4.1. f(z)e Afonksiyonunun Laplace doniisimi F(s), Sumudu

doniigiimii G(u) olmak tizere,

G(u)=———= (3.4)

olacak sekilde bir bagint1 vardir [15].

Ispat: f(¢)fonksiyonunun Laplace doniisiimii

o0

F(s)= j e F(t)dt (3.5)

0

olup (3.5) de s 1 alinirsa sag taraftaki integral kismin F(l) oldugu agiktir .
u

u



esitligi gerceklenir.

Sonu¢ 3.4.1. G(1)=F(1).

u =s =1 almirsa ve sirastyla (3.3) ve (2.5) de yerine yazilirsa

1% = . 4 » . i . F
G(1):5[1]:I£e1.1.dz=}11£2 e d’ﬂ‘i&‘e |0A=}11£§O—€A‘(‘1):1
. A
F(l)=L{1}= je-“.l.dz =lim | e”dt =lim—¢™ [j=lim—¢™" —(~1) =1

0

oldugundan, esitlige ulagilir [15].

Sonuc 3.4.2. x>0ve u=1olmak iizere ' fonksiyonunun Sumudu doniisiimii
G(u)=S[r"]=T(x)u"" (3.6)

seklindedir.

Ispat: x>0igin I'(x)= It“e*’dt

0

dir ve bu ifadenin s=1 igin ' fonksiyonunun Laplace doniisiimii oldugu goriiliir.

L{r'} =T (x) (3.7)

15
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dir ve u=s=1 i¢in Sumudu ve Laplace doniisiimlerinin esitligi saglanmalidir.
Dolayistyla integralin her iki tarafi u =1olmak iizere u*" ile garpilirsa;

F(x)ux_] = Iu"_ltx_le_’dt = J.(ut)x*1 e’'dt
0

0

olur . Sag tarafin ' fonksiyonunun Sumudu déniisiimii oldugu gériiliir [15].

Sonu¢ 3.4.3. f(r) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii ve Laplace donistimii

sirastyla G(u)ve F(s) olmak iizere,

F(s)= G(Vs) (3.8)
dir.

Ispat: Teorem 3.4.1 de :l alinarak bu esitlige ulasilir. Dolayisiyla bu iki sonug
S

sayesinde iki donlistimden birisi bilindigi takdirde diger doniisiime ulasilabilir [15].

Ky |
5 5 dir. —=g

Ornek 3.4.1. coswf fonksiyonunun Laplace doniisiimii F(s)=
ST +w u

alinirsa,

elde edilir.

Teorem 3.4.2. Sumudu doniistimii lineerdir. C,, C, keyfi sabitler ve f,, f, de

Sumudu doniisiimii mevcut iki fonksiyon ise

SICAO+CAO]=CSLAM]+CSLA O] 3.9)

seklindedir.



Ispat: Integral 6zelliklerinden,

SIGAO+CADI= o7 (GA0O+C )

o0 —

:lJ.e“tle,(t)d‘H
u

0

S |~

Te”C £t

—t

:clljﬁf(r)duczl et fo(1)dt
uo u

S ey 8

= CS[/O]+CS[ A 0]

seklinde Sumudu doniistimiiniin lineer oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 3.4.3. 7 (¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G(u) olmak tizere

sle“f(1)]= l—lau G(l_” )

au

gegerlidir.

Ispat: S l ]E e e f( i Ie_{”_an (1)dt

t[l_aujzw doniisiimii yapilirsa t=1uw ve dt(l_‘""j:dw ,d;:[
—Aau

u

olacaktir.

s[e ()] =+

]iewf(l auj(l—uaujdwzl—lau Tewf(lf:ujdw

i)
1—au 1—au

(3.10)

17
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seklindedir [15].

Ornek 3.4.2. 1(¢) =cost olmak iizere S[e ™ cost] degerini bulalim.

1% = 1% (’71—3}
cost —Ie”e costdt:—je costdt
u

(=]

:llim cost. ! e[_;li}} | T ! (iﬂ (—sint)dt

SR o)
u u

o0 17

1+ ! 5 lJ.e(“ 3Jtcostdt— !
(1 ) usy, +3u
—43
u

diizenlenirse,

o (-1
lje(” 3]tcostaft: 1+32u
uy, (1+3u) +u’

ifadesine ulasilir. Ya da, 6zellik uygulandiginda da,

S0 = STeos 1= G(w) =

olmak tizere,

S[e*cost] = ! G| X
1+3u 1+3u
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olacagindan,

1 ~ 14+3u
1+ 3u ( u jz (1+3u)” +u’
1+
1+3u

S[e ¥cost] =

esitligine ulasilir.

Teorem 3.4.4. f(¢)fonksiyonunun Sumudu donigtimii ve Laplace doniisimi

sirastyla G(u) ve F(s) olmak iizere,

B(s) = 0,0<t<a
(t)_ f(t—a),t>a

fonksiyonunun Sumudu déniigiimii S[h(t)]= eng(u) dur.
. 1§

Ispat: S| h(t =—e Odt+ ta

st S[H()]- e oare L oo

dir. Burada ¢ —a = w doniisimii yapilirsa, df =dw olur.

(w+a) a o w

S[h(t)] =l'|.e_“f(t—a)dt = Te_”f(w)dw:e_“ije_”f(w)dw

olacagindan,

S[h(e)]=e “G(u)
gerceklenir.

Ayrica L{h(t)} =e “F(s)
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oldugundan Teorem 3.4.1 geregince,

1
S[h(t)]=e i“j — e G (u)

esitligi gerceklenir.

Teorem 3.4.5. f(s) fonksiyonunun Laplace doniigiimii ve Sumudu dénisimii

sirasiyla F(s)ve G(u) olmak tizere,

S[f(at)]zG(au) (3.11)

seklindedir.

o0

Ispat: S [ f (at)] = J. f (uat)e‘t dt integralinde Ud =W doniistimii yapilirsa;
0
S[f (at)] =] 1 (we)e"'dt = G(w) =G (au)
0
esitligine ulasilir [15].

Ayrica Sumudu doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile olan iligkisinden yararlanilirsa

Teorem 3.4.1 geregince,

L7 (a)}=2r(2)

a

oldugu i¢in,

]:lF(l/au) _ F(1/au)

a u au

S[ f (at)
olur ve au =W doniisiimii yapilirsa,

S[f(at)]= WW) = G(w)=G (au)
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esitligi gerceklenir.
Teorem 3.4.6. [ (¢)fonksiyonu [0,0)aralifinda siirekli, iistel mertebeden ve f'(¢)

[0,0) araliginda pargali stirekli olsun. 1 > o 1¢1n
u

S -7(0
SFAGIE [f(t)g ) (3.12)
seklindedir.
ispat: S[f(z)]:ije“f*@)dz:}gije“f'(z)dt

yazilabilir. f'(¢) fonksiyonu her sonlu 0 <7< Rkapali araliginda en ¢ok sonlu

saylda siireksizlik noktalarina sahiptir. Bu noktalar 0 <7 <¢, <...<t, <R olsun. Bu

takdirde,

J'le”f'( t—hmﬂ[—e f(t)dt+ _[ L€ f t)dr+...+ -[ _eilf (r)d ]

-0
u f +g t, +g

yazilabilir. Sag taraftaki integrallerin her birinde integrand siireklidir. Bundan dolay1

her birine kismi integrasyon yontemi uygulanabilir ve esitligin sag tarafi

&0
u 0+e t +&

1iml[euf g;§+ jef £)dt +.. +ef ,+5+ jef }

halini alir ve bu ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki ifadeye doniisiir.

&0y

liml _f(0)+i{’1jf if dt+J‘e f dt+ +Ie f dt}+e f( )

O+e t+e t,+e

bu ifadede gerekli diizenleme yapilarak esitlik yeniden yazildiginda,
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-t

Rl - ' i lR - j
Je (0= =r (0, [ (e 5 (R

halini alir. " fonksiyonu o —1iistel mertebeden oldugundan ! > o 1¢in,
u

-R

. .15
lim e f(R)=0 ve 1131330;];

e%f(t)dt = S[f(t)} olacaktir. Bdylece,

s L1

esitligine ulasilir. Daha yiiksek mertebeden tiirevlere devam edilirse,

u u u2 u

S[A(1)]=s[(1'(2)]= S[s(0)]-1(0) _ S[fz(t)]_ £(0) 7(0)

u u3 u2 u

str]=s{(r)]- LU0 O] 070 110

olacaktir. Bunu genellestirirsek,

s[ro(]- LSO 1O 0

u u u" u

sonucuna ulasilir. Sumudu doniisiimii ile Laplace doniistimii arasindaki baginti

yardimt ile de tiirev fonksiyonunun Sumudu doniisiimii hesaplanabilir.

Teorem 3.4.7. F(s)ve G(u) siwrastyla f(r)fonksiyonunun Laplace ve Sumudu
donitigiimleri olmak tzere F(s)ve G (u) f(¢)fonksiyonunun birinci tirevinin

sirastyla Laplace ve Sumudu doniisiimleri olsun. Buna gore,

G, (u)= G(u)-1(0)

u

seklindedir.
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Ispat: 7 (¢) fonksiyonunun tiirevinin Laplace dontigtiimii

Fi(s)=sF(s)=1(0)

G, ()= F (;/u) _F(lu)/u—1(0)

u

G, (u)= G(u)-1(0)

u
olacaktir [15].

Ornek 3.4.3. sint fonksiyonunun tiirevi c0S¢ dir dolayisiyla,

S[sint]= 1+uu2 ve S|[cost]= 1+1u2 olacaktir.

Teorem 3.4.8. f(¢) fonksiyonunun 7. tirevi /) (¢)olsun. G, (u), n>1 igin

/" (¢) nin Sumudu doniistimii olmak tizere,

/0 (.13)

1
k=0 U

6, ()=

gecerlidir [15].

/(0)

u

Ispat: Tiimevarim yontemi kullamilir. n=1 igin G (u)= S|: f'(t):| - M_
u

olacaktir. ig¢in dogrulugunu kabul ederek n+1 i¢in ispatlamaya calisirsak,

olup yerine yazdigimizda,
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G — 0y G w5 (0
GnH(”): "(u) uf ( ): MSZ)—k_O unH(_k)

olur ve dolayisiyla ispat tamamlanir.

Ayrica asagidaki teorem yardimiyla da Sumudu doniisiimii ve Laplace doniisiimii
arasindaki iliskiden yiiksek mertebeden fonksiyon tiirevlerinin Sumudu doniisiimiine

ulasilabilir.

Teorem 3.4.9. n>1 olmak iizere f(¢)fonksiyonunun n. tiirevi ) (7) olsun. G, (u)
ve F (s) " (r)fonksiyonunun sirasiyla Sumudu ve Laplace déniisiimleri olmak

lizere ;

B n=1 f(k) (0)

k=0 U
gecerlidir [15].

Ispat: s (z) fonksiyonunun Laplace dontisimil tanimindan;

F,(s)=s"F(s)- 2 " £ (o)

F[l) l/u Z; M

u

G, (u)=F, (1/u)/u olmak lizere 0<k <n igin,

u

n-1 (k)
SO ot)-Er0)

elde edilir [15].

Ornek 3.4.4. Verilmis bir £ (¢) fonksiyonunun ikinci tiirevinin sumudu dontigtimi
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G, ()= ()= CW L0 _11O)

olacaktir ve bunu sin# fonksiyonu i¢in uygularsak,
S[f"(t)|=S[-sint]=-G(u)

olmasi gerekecektir.

6, ()~ O _1(0)_/1(0)_G(w) 1

u u u u u

G(u) 1

—G(u)z

T/l2
esitligine ulasiriz ki burada gerekli sadelestirmeler ile

_u
1+u?

G(u)

olacaktir.

Teorem 3.4.10. S[ f(z)] = G(u) olmak iizere,

S[yf(z)]=u2diG(u)+uG(u) (3.14)
u
gecerlidir [17].
Ispat:
dG(u) _ oy AT g = 10 L = Lo Ly
— —=Gw=— j —e f(0)dt = j e f(t)dr—! et ()i ju—e ()t
dG(u) 1 1
"o = S (O] ST/ (0]
u u u

elde edilir ve bu esitlik diizenlenirse,
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ST (0] =1 L G(u) + uGu)
du

esitligi gerceklenir.
Teorem 3.4.11. S| f(¢)] = G(u) olmak iizere,

2

S £ (O] = Gy + 4 L G + 20> G (3.15)
d du

2
u

gecerlidir [17].

. d? d 712 To 1= d
Ispat: Gw)=G"(u) =— “fdt = | ——e* f(t)dt =—G
pat: — = G(u)=G'(u) = !;e £@) j e [(Odl =—-G'(u)

d 1~ 1 to1 to1
:Eq et (i (1)di - j e fodr]= j S ()= [ ——ev f(t)di

=[P rndr+ [Lev aropan+ [Zev pri- [Ler i s
ol oY o U ol

= 2 L1 stron+ L st ran
u u u

S[zf'(¢)] yerine Teorem 3.4.10 daki esiti yazilirsa,

d2
du’

Gu) = u%S[f(r)] —L:ig(uz j—u G(u) +uG(u)) + M%S[rzfa)]

esitligine ulasilir. Boylece,

T Guy== (u)—%%G(u)—%G(uHu%S[ﬂf(z)]

2 2
du u

elde edilir ve S[¢’ £(¢)] yalniz birakilirsa,

2

S[EEf(]=u’ d G(u)+4u3iG(u)+2u26(u)
d du

2
u
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gerceklenir.

Teorem 3.4.12. f(¢)fonksiyonunun Sumudu dniisiimii G (u) olsun. G*) (), G(u)

nun Uya gore k.tiirevi olmak iizere, " f'(¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimi

S[t"f(t)] = u”ZH:aZukG(k) (u) (3.16)
k=0

a) =nl,a' =l,a' =n'n,a’  =n" ve k=2,3,...n—2

a; =a; | +(n+k)a;”

seklindedir [16].

Ispat: f (¢) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii G(u) olduguna gore a, =1. Ayrica,
Teorem 3.4.10 geregince ¢ (¢) fonksiyonunun Sumudu déniisimii »G(u)+ 1> G'(u)
oldugundan @) =1,4/ =1 dir. W(u) =S [l” f (t)} seklinde belirlenirse Teorem
3.4.10 ve katsayilar vasitasiyla;

dW(u)

s[etr ()| =s[e[er ()] =uw (u)+u?

—ul (u) + W ()= GO (1) + 1L GO (1)
du =

- u"”kzn(;a,:'ukG(k) () +u2k"zoa; [(n+ k)G (u) w6 (u) ]
_ u"“kzn(;a,fukG(k) () +u"+1k§"0;a; [(n+ k) G () + G (u) ]
— Z(n k1) afut G () ga;'uk”G(k”) (u)

k<0yada k>n i¢in a; =0olup son esitligi yeniden diizenlersek;

s[e (1)) = uZ(n k1)t G (u)+u"+1:§+;a,zlukc;<k> (u)

_ uz[(n rhr1)al +al, BHGY (u) = u“'gagﬂuk(;“) (u)

seklinde ispat tamamlanmis olur [16].
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Teorem 3.4.12 de yer alan ¢ katsayilarmi belirlemek i¢in e fonksiyonunun

Sumudu doniisiimii alinirsa,

S [e’] =G(u)= 1 ve Sumudu déniisiimiiniin tiirevleri ¥ (-1,1)araliginda olmak

1—u
uzere,
(k) k! . o
G (u)zw olur ve n>01i¢in katsayilar ile birlikte
—u
n uk
S|t'e |=u") kla| ——— 3.17
e J=u) e (3.17)

haline doniisiir. Asagidaki teorem vasitasiyla ulasacagimiz sonuca dayanarak

katsayilar hesaplanabilir.

Teorem 3.4.13. f(¢)fonksiyonunun Sumudu doniisimi G(u)ve U (-1,1)araliginda

olmak tizere,

G(u/(l—u))

S[etf(t)J: r—

(3.18)

gerceklenir [17].

Ispat: S[etf(t)] = Tf(ut)e”’etdt =Tf(ut)e(]”)’dt

0

olur ve w=(1—u)r degisken doniisiimii yapilirsa dw=(1-u)dt olur. Boylece,

gerceklenir [17].

Sonu¢ 3.4.4. n=>0i¢in Teorem 3.4.12 deki a; katsayilari i kla' =n12" esitligini
0
saglar.

n=>0 ve Ul (-1,1)araliginda olmak tizere,

S[t”]zG(u)zn!u”
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oldugundan
S[e7e' | =ntu (1-u) (3.19)

esitligi saglanir.

(3.17) ve (3.19) ifadelerinin esit olmasi gerektiginden,
|: :| Zk'ak )1 _n u (1 u) (1+n)

esitligi elde edilir.
a’ =1 oldugundan esitlik asagidaki sekilde diizenlenebilir.
k

nlu" (l—u)_(m) e u";k!a,’f (I—MW

k

(1-u)' (1-u)
a(1—u)" =Y kla! [lijk S k! (%}k +n!(£jn

k=0 —u k=0 u

1-u" & u )
n! => kla/| —
L(l—u)nJ kz—;' k(l—uj

1 . .
u= 3 alinirsa, n=>0i¢in a, katsayilari,

1+n Zk'ak

ik!a}j =nl2" (3.20)
0

esitligini saglar.
Sonug 3.4.5. Teorem 3.4.12 deki n >k >0 olmak iizere a; katsayilar

—CP" (3.21)

n—k

esitligini saglar [17].

ispat: S p1qr =12 =i =Y m1cy
k=0 k= =0
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Zn:k!az =in!C,f
k=0 k=0

_n!lC;}
k!

n
a

_ n pn
- Ck Pnfk

gerceklenir [17].

Teorem 3.4.14. 7 (¢)fonksiyonunun Sumudu doniisiimii  G(u) olsun. s () f(¢)
nin 7 ye gdre n. tiirevi; G (u), G(u) nun Uya gbre 7.tiirevi olmak iizere

¢" " (¢) fonksiyonunun Sumudu déniisiimi,

s[e s (6)|=wG" (u) (3.22)
seklindedir [16].

Ispat: r (¢) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii G (u) olmak tizere,

G(u)=[f(utledt. n=1,23,.. icin

0

" (u)= j’: (et = 17 1 (ur e

1

u

(ut)" £ (e d =817 £ (1)

ul’l

O ey 8

S| (e) |=ura™ (u)
elde edilir.

Teorem 3.4.15. f(z) € A olmak {izere lil’l(’)l f(t) veya lim f(¢) limitinin var oldugu
t—> {—>®©

kabul edilirse,

ling G(u)= lllnol f() (3.23)
limG(u) = }im f(@) (3.24)
olacaktir.

ispat: 1im G(u) = lim [ f(ur)e™dt = [ling f(ut)}e”dt = [lirré f(w)}e”dt
0 0 0
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= lim f(w)Te’dt = lim /().
lim G(u) = lggof F(ut)e'dt =T[£i§2 f(ut)}e’tdt :TDEE‘O f(w)}e”dt

= lim f(w)Te’dt = lim £ (w)

gerceklenir [15].

Benzer sekilde;
lim G(u) = lim f(¢)
dir.

Bunlar baglangic deger ve ortalama deger teoremleri olarak bilinir. Alternatif olarak

Sumudu doniisiimii ile Laplace doniisiimii arasindaki iliskiden de asagidaki sekilde

elde edilebilir.

F[lj
imG(u) = lim—%2 =lim sF(s)
u—0 u—0 u §—>00

o0

limsF(s) = 1imsj e f(t)dt = j lims.e™ £(t)dt
0 0

§—>0

St =w dontisiimi yapilirsa ¢ = V—V, § —>®iken t — 0 dir.
N

sdt = dw ve integralin sinirlar1 yeniden belirlenirse,
T . —st i . —W dw i . -w
[lims.e™ fde = [limse ™ r() ™ = | [hm f(t)]e dw
0 §—>0 0 t—0 Ky 0 t—0
=lim £ () e™"dw = lim 1 (¢)

t—0 0 t—0

lim G(u) = lim /(¢)

esitligi gerceklenmis olur.
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)
lim G(u) = lim—2%< = lim 7 (s)
u—>0 U—>0 u §—>!
limsF (s) = lirrols.[ e f(t)dt = j lims.e™ f(1)dr
0 0

St=w donligimil yapilirsa 1= s>0iken w0 ve dt:d—w olmak {izere
S S

integralimizin sinirlarint da f — ®0iken W—> @ geklinde belirleriz.

Jiims.e peye = [imse £y 2 = [[im £ (1) "aw
0 = 0 i— Ky 0 t—00

=1lim £ (¢) j e dw=1lim f(¢).
0

Teorem 3.4.16. f(¢)e A, T periyotlu bir fonksiyon olsun. f(z) fonksiyonunun

Sumudu doniistimii;

e f(ut)dt
S[f@O]=*——— (3.25)

l—e*

S Sl

seklindedir [15].
Ispat: f(¢)fonksiyonu periyodik bir fonksiyon oldugu igin;

f@+T)=f(), T7>0.

(n+1)T

0 t T t 2T t ) t
S| f(z)]zi j e f(t)dtzi j e f(z)dt+J' e " F(O)dt+...+ j e " f(t)dt+...

nT
t=w+nT n=1,2,... donlisiimii yapilirsa;

n=ligin, t=w+T, dt =dw

Tt T (w)
je ”f(t)dtzje “ f(w+T)dw

0

n=2igin, t =w+2T, dt =dw

KV T (w+27)

j e " f(t)dt = j e f(w+2T)dw

2T 0
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seklinde devam edilip yerine yazilirsa,

T (W+T) T (w+nT)

S[f(f)]%f ‘ (t)dt+j “ f(wH+T)dw+.. +j

L0

f(w+nT)dw+.. }

S(w+T)=f(w), f(w+2T)= f(w+T+T)= f(w+T)=f(w) vb. olacaktir,

w 2T

je “f(wydw+ e_“.[e_:‘vf(w)dw+...+e_n“Tje_Zf(w)dw+..1

0

S[f(0)] :5 j e “f(H)dt+e "

0

S[f(t)]:— l+e " T+e_7+ ]j.e_:f

elde edilir.

olacaktir.

Ie “ f(w)dw integralinde w=ut déniisiimii yapilirsa dw = udt

(=]

S[f(t)]:i lr]l‘e_tf(ut)udtz

elde edilir.

Teorem 3.4.17. f(t)ve g(¢)fonksiyonlarinin Laplace dontigiimleri F(s) ve G(s),

Sumudu doniistimleri M(u)ve N(u) olmak iizere,



34

(f*)O) =] f(t)gt-7)dr

S *g))]=uM )N (u) (3.26)
gerceklenir [15].

Ispat: (f*g) i¢in Laplace doniisiimii,

L((f *g)) =F(s)G(s)

S[(f *g)D)]= iL((f *g))

G(1/u)

, N(u) = ——= oldugundan
u

ve M(u) = /W)
u

(f * g)icin Sumudu doniistimii,

S gy = TSR

_, F1/w Gt/

u u
SICf *g)D)] = uM ()N (u)

olacaktir [15].

3.5. Kompleks Ters Sumudu Doniisiimii

Teorem 3.5. G(u) f(¢) fonksiyonunun Sumudu Déniisiimii olmak iizere;
(i) G(1/s)/s, Re(s)<y olacak sekilde tekil noktalara (singiileriti) sahip bir
meromorfik fonksiyon,

(ii) M ve k sayilar pozitif sabitler ve R yarigapli bir I gevresi igin
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<MR™*

‘M

N

olmak tizere f(r) fonksiyonu

y+ioo 1
S [G(u)] = 2%[1.7% e”GGj% = residues {es’ G(S/S)} (3.27)
seklinde verilir [16].

Ispat: F(S) = L[f(t)] ve G(u) = S[f(t)] sirastyla f'(¢) fonksiyonunun Laplace
ve Sumudu Déniistimleri olsun. # >0 olmak iizere Laplace Dontisiimii i¢in Kompleks
Ters Dontisiim Formiilii vasitasiyla f'(¢) su sekilde verilir;
| 7
f(t)=L'[F(s)]==— | ¢"F(s)ds. (3.28)
27i 2
s =x+iy kompleks bir deger olmak iizere integrasyon kompleks diizlemde s=y
dogrusu boyunca hesaplanir. s =y dogrusu tekil noktalarin (kutup, dallanma ve esas
tekil noktalar) tamaminin saginda yer alacak bi¢cimde bir ¥ reel sayist secilir. ( Bu
teoremdeki birinci durumdur) .
(3.14) integrali ¢evre integrali yardimiyla hesaplanir. BC Bromwich c¢evresi §=y

dogrusunun [AB]=[y—iT,y+iT] parcasi ile merkezi orijinde bulunup yarigapt R

olan ¢emberin [4B] ile birlesen yayindan ibarettir. Bu yay1 I'ile gosterirsek

T= «/R2 —7* oldugundan,

BC =[4B]uT dir.

Sabit bir yreel sayisi i¢in §=y dogrusunun , F(s)fonksiyonunun sadece kutup
noktalarindan ibaret olan tekil noktalarinin tamaminin saginda kaldigini diisiinelim.

Boylece

limL' e"F(s)ds=0
R0 D grf T

elde edilir. Sonug olarak
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y+ioo

f(ny=r" [F(S)} = ll?i—{l}OZLﬁiy_iw ¢"F(s)ds = Ilzl_r)rolozim " (s)ds
Rezidii teoremi vasitasiyla da,

y+ioo
f(e)=L" [F(s)] = 2%” 7:[00 e"F(s)ds = residues [e”F (s)]

elde edilir ve son olarak Laplace ve Sumudu Doniisiimleri arasindaki

F(s):—G(;/S)

bagintidan yararlanarak ispat tamamlanmis olur [16].

3.6. Sumudu Doniisiimii Verilen Bazi1 Fonksiyonlarin Kompleks Ters Sumudu
Formiilii ile Bulunmasi
Kompleks Ters Sumudu formiilii,
17 1\ds e"G(1/s)
ST[Gu)=— | e"G| - |—=") residues| ———=
(G ()] 2m.y_jm [Sjs 2 { ;
seklindedir. Burada rezidiiler hesaplanarak doniisiimii verilen fonksiyon bulunabilir.

Ornek 3.6.1. Sumudu doniisiimii G («) = 10lan fonksiyon;

S [G)]= Zresidues {M}

S

s=01¢in res(f,0)=1lim

st
w:eo =1ve f(¢)=1dir.
s—0 Ky

Ornek 3.6.2. S[f(¢)] = G(u) = u olan fonksiyon;

ST[GW]=f(t)= Zresidues {M}

S

G [lj _1 S7[G)]= z residues {e—ﬂ}

S S.8
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s =0¢ift kath oldugundan,

1 S|
res(f,0)= o 1)' {(S—O) s}

. d )
=lim— {es’} =limte” =¢
s—0 dS 50

£ (t) =t bulunur.

olan fonksiyon i¢in ;

Ornek 3.6.3. Sumudu déniisiimii S| £ ()] = G(u) = 1 ! -
+u

1 1 ?
G(—] == > oldugundan,
I+s

§ s +1).s

[G()] = residues {M} = residues [est % } v

f(s)= ( 1) olacak sekilde s =ive § =—ii¢in rezidiiler;
+

e’.s Loes :e.l:i
res(f(s), 1)—11m{(s )m}—lﬂ}—(s”) T

res(f(s),_i):hm{(ﬁl.) e.s } ._es e ,_l):e_

o) | meo) T 2 2

[G)]= f(t) = Zreszdues[e (S::l) ]—%ﬁ+%ﬁ

ti

—ti
elde edilir ve % + % = cost oldugundan;

S™'[G()]= f(¢) =cost olacaktir.
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u
1+ 12

fonksiyonunu, Ters Sumudu formiiliinii kullanarak bulmak istersek dncelikle,

Ornek 3.6.4. Sumudu déniisimii S[ f(¢)] = G(u) = olmak {lizere f(r)

elde edilir.

ST[G(w)] =D residues {%} :

S

- Zresidues [e” (1 :Sz ) %] - zreSidueShl -iz J

olup, s +1=(s+i).(s—i)

ifadesinden s=1i,s =—i degerleri igin rezidiiler hesaplanir ve rezidiiler toplam1 bize

£ (¢) fonksiyonunu verecektir.

T

res(f(s),~1) = A}Lmi{(s + i)m} = lim (Se_ i) izl B _%

st i —ti 1 ) ]

STGW = residues| — A N P

[Gl]=2 [ ] ST )
elde edilir.

%(e” — e’”) =sint
i

oldugundan
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S [G(w)] = f(t) =sint
fonksiyonuna ulagilir.

Ornek 3.6.5. Sumudu déniisimii S[7(7)] = G(u) = olan fonksiyonu bulmak

1—au

icin Ters Sumudu formiilii uygulanmalidir. Bunun i¢in 6ncelikle,

elde edilir.

ST[G()] =) residues {e“ G _Sa) B } =) residues { (Seja)}

olup, § =digin rezidii hesaplanirsa;

res(f(s),a)= lvl_{l}{(s —a) (Se_sta)} =lime" =e“

s—a

sonucu elde edilir ve,

STGW]=f(t)=e"

gerceklenir.



BOLUM 4. SUMUDU DONUSUMUNUN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERE UYGULAMASI

4.1. Sumudu Doéniisiimiiniin Sabit Katsayih Adi Diferansiyel Denklemlere ve

Baslangic Deger Problemlerine Uygulamasi

Bu boliimde Sumudu Doniisiimiinii sabit katsayili adi diferansiyel denklemlere ve
baslangic deger problemlerine uygulayacagiz. Doniisim bu diferansiyel

denklemlerin ¢ozliimiinde etkili bir sekilde kullanilabilmektedir.

LX 2
Ornek 4.1.1. ‘; g’ +16y =5sint, ¥(0)= @ =0 baslangi¢ deger probleminin
t ¢

sumudu doniisiimii ile ¢oziimii su sekildedir:

LL60)-(0) - 0] 1660 =
uizG(u)+l6G(u) = lib;z

1 Su
G(u)l:u—2+16J=1 :

+u

Su u’ Au+B Cu+D
G( ): 2 2 = 2 + 2
1+u” 1+16u 1+u 1+16u

Basit kesirlere ayirma yontemi ile 4= % ,B=0,C= _?1 ,D =0 degerlerine ulasiriz.

G(u)— u _ 4u
3A+u®) 3.40+16u)
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u B 4u
3.(1+u2) 3.4.(1+16u2)

G(u) = S[ y(t)] = denklemine ters sumudu doniisiimi

uygulanirsa,

1 1
t)=—sint——sin4t
y(@®) 3 5

bulunur.

2 d’y dy _ dy(0)
Ornek 4.1.2. =2 2> Ly, —s, y(0)=1, =——<L=2
dt* 7R 0 dt

baslangi¢ deger problemini Sumudu Doniistimiinii kullanarak ¢ézelim.

Bu baslangi¢ deger probleminde Sumudu Doniisiimiinii uygulanirsa;

L ~ .. G(u)—y(O) _u
uz[G(u) y(0)—uy (0)]+2{—u }G(u)_(ml)2
1 u_i_z 26(u) 2 e Y
uzG() u’ u+ u u+G() (1+u)2
G(u) %+z+l}—ﬂ—i— -

Lu u u u (1+u)

Glu) = 12+ 4u2+ u34
(u+l) (u+l) (1+u)

elde edilir.

Ters Sumudu doniisiimii alinarak

t3 —t
y(t)=e ' +3te’ + 36'

¢Ozimii bulunur.
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Ornek 4.1.3. y"—y"+) =¢ *sint, t>0, »(0)=1, y'(0)=4, »"(0)=1

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiiniic Sumudu Dontistimii ile bulalim.

m

. f(/) (())
— um_j

6, ()=

~

esitligi kullanilarak oncelikle tiirev fonksiyonlarinin Sumudu doniisiimleri bulunur.

(-2 3 0

u

6. (=2

/00 60 [0, /0] o) (14

6. ()~ G _2(0)_Gw) 1

u u u u

Sumudu Déniisiimiiniin - konvoliisyon 6zelligi kullanilirsa:

A 1 u u’
S[e’*smt}:wl_u.l_l_uz = (1—u)(l+u2)

elde edilir. Simdi denklemin her tarafina Sumudu Doniisimi uygulanirsa

if)—{%+i2+l}—$f)+%+i+£(u)—i—4G(u)=L
u wouw oul o uw W u ou w (1—u)(1+u2)
veya
243 2 2
G(u){l u+4:3t 4u }:(l_u)u(l+u2)+l+3;t3+u
veya
’ 143u+u’

G(u)= - +
(1—u)(1+u2)(l—u+4u2—4u3) (1—u+4u2—4u3)
elde edilir.

Burada u degiskeni yerine 1 yazilirsa,
s
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i 1+§+i
G(ljz S5 S S2
N 1 1 1 4 4 1 4 4
T DR R S A e S &
( S]( Szj S S2 SBJ ( S S2 S3j
veya

1 s +S(S2+3s+l)
G() (S—l)z(S2+l)(s2+4) (S—l)(S2+4)

N

elde edilir.

P(u)S(v)(u)=S(f)(u)+Mp(u)p(y.n)

oldugundan;

[%_%J_atjs(y)(u)=us[ef].s[smz]+Mp(u)¢(y,n)
TN

elde edilir.

oA 05 T ofla]-L 2.t
r oL uuz u3 1 0 0 | u Uz u3

ifadesinin sonucu iistteki esitlikte yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

u . u'+3u+1
(l—u)(l+uz)(1—u+4u2 —4u3) (1—u+4u2 —4u3)

Y(u):

elde edilir ve u kompleks degiskeni yerine 1 yazilirsa,
S

Y(EJ: g s(s2+3s-|-1)

s (s—l)2 (s2 +1)(s2 +4)+(S—1)(S2 +4)

sonucuna ulasilir. Ters Sumudu Dontisiimii uygulanirsa;

;/+iw
S_I[Y(S):I:L e~S‘tY l)ézzresidues{est M:|

27l e S) S K

= Z residues

I e e” (S2 +3s+l)}

(17 (2 +1)(s*+4) " (s—D)(s" +4)

yazilir.

s =1 noktasinda dolanim sayis1 2 olmakla birlikte, s =—i,s =+i,s =-2i,5 =+2i
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i¢in rezidiiler hesaplanirsa,

lim (S+i) ’ =lim e =iﬁ
=i (s - 12(s +1)(S2+4)s H"'(s—l)z(s—i)(s2+4) 12
(

lim s — l)es lim e _e
SA(s1) (P +1)(2 4 4)s (1) (s +i) (7 44) 12

(s-(-20)¢"s e (B

slin}i(s_l)Z(s 1)( +4)s _}in},(s (s +1)(s—2) 2512

(S 2l~)ests ‘ est (_3+4I-)e—2ti
lim = lim - =
2 (5 — 1) (s2 +1)(s2 +4)s 2 (5 -1) (s2 +l)(s+2i) 25-(—12i)

sonuclarina ulagilir.

e—ti eti 1 e—ti eti 1
—+—=—| —+— |=—cost
12 12 6\ 2 2 6

Ve

(—3—41')672”- (—3+4i)e+2ﬁ _i[e+2ti_e—2tiJ_ 7 [ e 4o n) 1
2i

. 2
+ =—sin 2t ——cos 2t
25.12i 25.(-12i) 50 75\ 2 75

50

olacaktir.

s =ligin rezidli hesaplanirsa,

BTN (s=1) s _lim L e
(2-1)1 s>t ds (s—l)2 (32 +1)(s2 +4)s sl ds (SZ +1)(S2 +4)
olup tiirev alinarak;

te* (s2 +1)(s2 +4)—{[2s (s2 +4)+2S(S2 +1)] e”} 10ze' —14€" 1
m - B : t

5ol |:(S2 +1)(S2 +4)T 100 10 10°

elde edilir. Toplamin ikinci kismi i¢in rezidiiler hesaplanirsa,

_1 st 2 3 1
o 11(;11,1 hm(S )e (S +35 + ):

=1 (s=1)(s7+4)

(s—2i)e" (S2 +3s+1) 3¢
s =2ii¢in lim . = =—
s=2i (s—l)(s—2l)(s+2l) 4i
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‘ (s+2i)e” (s2 +3s+1) 3
s=-2ii¢in lim . A
s—>-2i (s—l)(s—2z)(s+2z) 4i

sonuglarma ulasilir.

362ti _3ef2li 3 (eZﬁ _eZZi] 3 .
+ =— = B sin 2t

4i 4i 2 2i

olmaktadir. Ters Sumudu Doniisiimii alinirsa,

5 [Y(S)]=Zresidue{e” M}

S

=lcost+Lsin2t—£cos2t+itet —le’ +é +§sin2t
6 50 75 10 50 2

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda
y(1)= lcost+Lte’ +£e’ —30052t+§sin2t
6 10 50 75 25

seklinde diferansiyel denklemin ¢oziimii elde edilir.

Ornek 4.1.4. y"—3y"+3y'—y=r¢ diferansiyel denklemine Sumudu doniisiimii

uygulayalim.

Diferansiyel denklemin sol tarafinin Sumudu doniisiimii,

G(u) _y(O)_y'(O)_y"(O)_3 G(”)_y(O)_y'(O)}+3{M—m}_G(”)

u u u u u u u : :

u u

seklinde olup diferansiyel denklemin sag tarafinin Sumudu doniisiimii olan,

ifadesine esit olacaktir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

SR
u u+u u3+u2 (l—u)3

133}11 2u?
2



2’ 1 u

G(u): + -

(1=u) (1-u) (1-u)

sonucuna ulasilir ve » =- doniistimii yapilirsa,
S

1 2s s s
Y\ —|= T 37 3

s (s—l) (s—l) (s—l)
elde edilir.

s =1icin rezidiiler hesaplanir.

st _ 6
@ 2 571 (s : ) :lhmis{e“}
(6—1)' =1 s (S—l) S S5Vs-1 ds

1 . ] 5t
—lim2¢°e" = re
120 s>

3 st _ 3
Llimiz M :ilimiz{sze“"}
(3—1)' s>l ds (S—l) S 21 5ol ds

1 lim{ZeS’ +4ste” + sztze”} = % {2e’ +4te' + tze’}

2 sl

2 st _ 3
_Llimi{M} - _iﬁmi{sest}

(3-1)r=tds® | (s-1)'s

_%lsiirll{Zte‘” + st2e‘"} = —% {2te’ +t7e }

46
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Ters dontlistim alinirsa,

1
()
S [Y(s)] = Zresidues e SS = t;f)t +%{2et +4te' +tze’} —%{ZIe’ +t2et}

(1)=¢ +te +t5—et—ef 1+t+£
Y 60 60

¢Oziimi bulunur.

Ornek 4.1.5. ' —) +4y —4y= 2cos(2¢)—sin(2¢),y(0) =1 Y (0)=4,y(0)=1

diferansiyel denklemine Sumudu doéniisiimii uygulanirsa:

1 1 4 ;
(_3 s —4j S(»)(u)=2.S[ cos(2¢) |- S[sin(2¢) ]|+ M ,w)e(y,3)

u

elde edilir. Burada

-1 1)1
111 1 3 1
Mp(u)¢(y73):(__2_3j -1 1 01} 4 =—+S+—
uu u u u u

1 0 O)\1

seklinde hesaplanir. Bu sonu¢ yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

1 1 4 ) 1 3 1
(F—u—2+;—4j5(y)(u) = 2.S[cos(2t)]—S[sm(zz)]+;+u—2+u—3
elde edilir.

1
S[cos(2t):| = Tra
ve
. 2u
S[sm(Zt)] “Tras

oldugundan bu sonuglar yukaridaki esitlikte yerlerine yazilirsa;

2 2u 1+3u+u’
2 ;T 3
1+4u~ 1+4u u

[1—u+4:3t —4u ]S(y)(u):



(1-u).(1+447) 2(1-u) 1+3u+is’

S(»Y)u)=
u’ (M) 1+ 442 u
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
2.(1-u)a’ (uz+3.u+1).u3
Y(U): 2 2 T 3 2
(1+427)(1-u).(1+ 427 ) . (1-u).(1+427)
elde edilir ve u :l dontistimii yapilirsa,
N
2.(1—1].13 (12+3+1j.13
1 s) s s° s s
Q)= 1 1 N1 (1 1
s
1+4. = (| 1-= || 1+4.— | —.|1-=||1+4.—
) G S I B )
veya
Y(l) 25 s.(s2+3.s+l)
R +
s (S2+4)2 (s—l).(s2+4)

bulunur. Ters Sumudu doéniisiimii uygulanirsa,

S~ [Y(s)]

1
' ')
y+i©
I ey (ljé = Zresidues et 5
s

1
2.7 )

y =i

2 . (s2+3.s+l)
(5,2_‘_4)2 (s—l).(s2+4)

= Zresidues e’.
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(4.1)

sonucuna ulasilir. Yukaridaki toplamin ilk kismi i¢in  s=2i,s=-2i,s=1 olmak

tizere rezidiiler hesaplanir.

s = 2i i¢in rezidii hesaplanirsa,

I d] (s=2i)e"2s Cd] 26
lim — 2 7— (= lim— 2
(2-1)t=2ds | (s—20) (s +2i) s | =¥ ds | (s+2i)
g 2 (s 2) —2.55 +2i).2.¢"
s (s+2i)




d| 2" | 24e".(4i) -24i2e" 3216 ~16ic™
s—>2i ds

lim — 5 7
(5-+2i) (40) 256
bulunur.

s =—2i i¢in rezidii hesaplanirsa,

1 o d (s+2i)2 e’ 2s d | 2e"
123y h{n.— 2 N[ h{n_ 2
(2 l)ﬂ—’ 2 ds (s—2l) .(S+2l) S| sods (S—2l)

i (S _ 21)4
pod ) 2e" | 2087 (~4i) —4.(~4i)e™  -32te +16ie "
s—>—2i ds (S_zl')z (_41)4 256

—32.te™ —16.4.e™ N —32te +164e" -2t ﬂ .\ e .\ e ~ e
256 256 8 2 2 160 16J

~ _—t(£+ ez"’J 1 (ez” efz‘” ] 4 —t.cos (2t) A sin (2¢)

42 2 4 8

bulunur.
Simdi (4.1) ifadesinde toplamin ikinci kismi i¢in rezidiiler hesaplanir.

s =1igin rezidii hesaplanirsa,

4

_ st (2 st o2 t
(s—1).se .(S +3.s+1) e .(s +3.s+1)_e,5:e

lsi—r}? (s—l).(s2 +4).s ) lslgll (s2 +4) 5

bulunur.

s = 2i i¢in rezidii hesaplanirsa,

' (S—Zi).s.e‘".(s2 +3s+1) _ e‘”.(s2 +3s +1) ez"’.(4i2 +6i+1)
lim =lim =
2 (s=1).(s=2i).(s+2i).s 2 (s—1).(s+2i) (2i—1).(2i+2i)

C3(-1420).(2i+ 1) (201447 +2i) € 3(=5) 3

4.(47 1) 4i.(-5) 4i.(-5) 4

elde edilir.

s =—2i i¢in rezidi hesaplanirsa,

49
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' (s+2i).s.e”.<s2 +3s+1) ' es’.(s2+3s+1) efz”.(4i2+6i+1)
lim = lim =
S—>—2i(S—l).(s—2i).(s+2i).s s—>-2i (s—l).(s+2i) (—2i—1).(—2i—2i)

(-3).(1+2i).(2i-1).®  (3)(2i-1+4° =2i) " (=3).(-5).e (-3).™

4.(4*-1). B 4i.(-5) © 4i(-5) 4i
bulunur. Rezidiiler toplanirsa,

3™ . (—3).62” 3 (ezit et ] B 3.sin(2t)

20 2

4i 4i 2 2
elde edilir. Diferansiyel denklemin ¢6ziimii
—t.cos(2r) N sin(2¢) N 3.sin(2r) Lo —t.cos(2r) . 13.sin(2¢) L
4 8 2 4 8

()=

—t. cos(2t) . 13.sin (2¢) A
e

()= P r

seklinde bulunur.

Ornek 4.1.6. Kiitlesi 2 gr olan P parcacigi X ekseni iizerinde hareket etmekte ¢ O
orijinine dogru niimerik degeri 8X olan bir kuvvet tarafindan c¢ekilmektedir.
Baslangicta X =10da hareketsiz olarak durdugu kabul edilen bir cismin iizerine
baska herhangi bir kuvvet etki etmiyorsa herhangi bir ¢ aninda cismin bulundugu

yeri bulunuz.

Saga dogru olan yonii pozitif olarak alirsak, X >0ise kuvvetin yonii sola dogrudur
ve —8X ile verilmelidir. X <0ise kuvvetin yonii saga dogrudur ve —8X ile verilir.

Oyleyse her durumda kuvvetin degeri —8X dir. Newton Kanununa gore;
(Kiitle).(jvme) = Kuvvet

Dolayisiyla problemin diferansiyel denklemini olusturursak,

2X"=-8X
veya
X"+4X =0

yazilir.
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Her iki tarafin Sumudu DOniigiimiinti alirsak elde edecegimiz denklem asagidaki

sekilde olacaktir.

G()_2(0)_Y'0) 46300

u u u
G(u)[i+4}=—
uz u2

veya

10
1+4u°

G(u)

elde edilir. u :l doniisiimii yapilirsa

§
2
Y(lj: 10s2
s) 4+s

ifadesine ulasilir. Ters Sumudu doniisiimii i¢cin s=2i ve s=-2i olmak iizere

rezidiiler asagidaki bicimde hesaplanir.

2 Y
lim e 10s (s 21) _ s i
s (s—2z')(s+2i)s
2 .
lim ¢ 10s* (s +2i) _ 5o

s>-2i (s—2i)(s+2i)s

Ters Sumudu dontisiimii alinirsa,

N [Y(S):I = ZL 7J‘ e”Y[ : jé = Zresidues
7T
/4

S) S

—io

i i e2it +e—2it
=5¢"+5" =10 T =10cos 2t

X(t) =10cos 2t

¢Oziimii elde edilir.
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Ornek 4.1.7. 2 henry lik bir indiiktér, 16 ohm luk bir rezistans ve 0,02 faradlik bir
kondansator £ voltluk bir e.mk ile seri olarak baglanmaktadir. =0 aninda
kondansatoriin yiikii ve devredeki akim sifirdir. £ =100sin3¢ volt ise >0 aninda
yiikii ve akimi bulun.

¢t anindaki yiik ve akim sirasiyla Q ve [ olsun. Kirchhoff kanununa gore

24 61+ 2 —f
dr 0,02

2
denkleminde 7 = LY oldugundan denklem ZQ + 16£ + 2 =F

dt dt’ dt 0,02
0(0)=0,7(0)=0'(0)=0 seklinde yazilabilir.
2
d—2Q+8d—Q+25Q:SOSin3t
dt dt

denklemine Sumudu donilistimii uygulanirsa

G(u)_Q(O)_Q’(O)+8{G<u>_Q<o>}2SG(u):ﬂ

u’ u’ u u u 14+9u°
1500’

Olu)= (1496 ) (250 +8u+1)

veya

Gﬁl) _ 150s
s (32 +9)(52 +8s+25)
elde edilir.

s =13ive s =—413i icin rezidiiler asagidaki bicimde hesaplanir.

i (s+3i)e"150s e"150 257 75

1m = = — )

=3 (5+30)(s—=3i)s(s” +85+25) (=6i)(-9-24i+25) 520 104 (+2)
(s—3i)e"150s e"'150 25¢" 75"

m , N == , = (4.3)

o3 (s+37)(s—3i)s(s” +85+25)  6i(-9+24i+25) 52 104

(4.2) ile (4.3) ifadelerinin toplamu,

3t 3t 3t 3t
25¢ + 25¢ - 73e - 73e =§2sin3t—zcos3t =2[25in3t—3cos3t]
—52i 52i 104 104 52 52 52
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olacaktir.

. (s+4+3i)e"150s 7567430 503

lim . = - (44)
o (s +4+30) (s +4-30) s +9]s 104 1047

. (s+4-3i)e"150s 7564 5043
lim . 5 = + : (4.5)
o (5 +4430) (s+4-30)[ s +9]s 104 104i

(4.4) ile (4.5) ifadelerinin toplama,

756(41—3i)t B 506(41—3i)t N 756(—4+3i)t . 506(41+3i)t B 264”
104 1047 104 104i 52

[3cos3r+2sin 37|
Dolayistyla rezidiiler birlestirildiginde
0= 2[2 sin37 —3cos 3¢ +ge_4t [3cos3t+2sin 3¢]

sonucuna ulasilir.

Burada 7 :% :7—2[20053t+3sin3t]—%e‘4’ [17sin3t+6cos3t]

elde edilir.

4.2. Sumudu Doéniisiimiiniin Degisken Katsayih Diferansiyel Denklemlere

Uygulamasi

Sumudu Doniisiimiinii bazi degisken katsayili diferansiyel denklemlere de
uygulayabilmekteyiz. Degisken katsayili  diferansiyel denklemler gerekli
doniistimler yapilarak sabit katsayili diferansiyel denklem haline getirilip ardindan
doniisim uygunlandigi gibi direkt Sumudu Doniisiimii ile de ¢o6ziim elde
edilebilmektedir. Fakat Sumudu doniisimii tiim degisken katsayili difarensiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kullanabilir seklinde bir genellemeye ulagsamamaktayiz. Su
asamada Sumudu Donilisiimii ile ¢dziilemeyen bu tiir denklemlerden c¢ok sayida

mevcuttur.

Ornek 4.2.1. x’y"+4xy'+2y=x"degisken katsayilh  diferansiyel denklemini

Sumudu doniistimii ile ¢ozelim.
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x=¢' doniisimii yapilirsa,

2

ol d d
y'=e’ % ve y'=e” (Wy_?);j elde edilir.

2
et'e™ 4y f L +4e'e” @ +2y=e"
de’  di dt

olacagindan  diferansiyel denklem y"+3y'+2y=¢” seklinde sabit katsayil

diferansiyel denkleme doniigiir. Her iki tarafa Sumudu Doniistimii uygulanirsa

S[y"]+38[y]+2S[y]=5]€" ]

G _2(0)_»'(0) 3G _3(9) H5y- L
u 1-2

2 2

u u u u —
0 0 (0
G(u){iz+§+2}= ! +y(2)+3y( )+y( )
u  u 1-2u  u u u
2 '
Gu) = — u 1 +3y(0)u+2y (O)u+y(0)
u +3u+11-2u 2u” +3u+1
3y(0 (0
Y(_J: T 3 2 (23
s (2++1)(1—j (2++1)
sT s s s° s

s (s2+3s+2)s—2 (S2+3S+2)

Y(lj L s [(0)s+r(0)+3v(0)]
elde edilir. s=-2,5=-1 ve s=_2i¢in rezidiiler
e"s(s+2) e

Sli—>rg(s+2)(s+l)s(s 2) 4

_ e's(s+1 X
lim (

)
> (s+2)(s+1)s(s-2) -3

, e"s(s—2) e
lé'lil;(sz +3s+2)s(s—2) :E

seklinde hesaplanir. x =e¢' oldugundan
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2
- ¢ T ¢ _X esitlikleri elde edilir.
2 12

b €L (0)s+°(0)+33(0) (s +2) _ e[ -2v(0)+3"(0)+31(0)]

o (s+2)(s+1)s ]
@+ (0)]

- s[p(0)s+5'(0)+33(0)](s+1) e [-5(0)+3'(0) +3y(0)]
s (s+2)(s+1)s 1

=e"[-3(0)+'(0)+3y(0)]

elde edilir. Rezidiiler toplandiginda denklemin ¢6zlimii

»(x) {%1+2y(0)+y'(0)E+B—y(0)—y'(o)}iz+"_2

x- 12

seklinde yazilir. Burada

C :_?1+2y(0)+y'(0)

C, =%—y(0)—y'(0) almirsa
y(x)=C1+C L+x_2
" x X212

genel ¢oziimiine ulasilir.

Ornek 4.2.2. x"+(1-x)y' +ny=0, y(0)=0
diferansiyel denklemini Sumudu doniisiimii ile ¢ozelim.
G (u) ,S[0']=uG'(u) ve S[xy"]|=G"(u)- G(u) olmak iizere yukaridaki

u

S[y]=

denklemin Sumudu doniisiimii

S[xy"]+S[(1—x)y'}+nS[y]:O

G'(u)—M+?—uG'(u)+nG(u) =0

u

G'(u)—uG'(u)+nG(u) =0



G'(u)(1—u)+nG(u)=0
seklindedir. Bu denklemin ¢oziimii

G'(u) _ n

G(u) u-—1

veya

1nG(u)=nln(u—1)+lnC

G(u)=lu-1"C
G(u)=(u-1)
bulunur.

4.3. Hermite Diferansiyel Denklemine Sumudu Doéniisiimiiniin Uygulamasi

Hermite Diferansiyel denklemi diye adlandirilan ,

y"-2xy'+2py=0

56

denkleminin katsayilari (—oo,00) arahiginda tanimlidir. y(0)=c¢,, y'(0)=c, kabul

ederek ¢oziimii,

> cxt

k=0

kuvvet serisi seklinde ararsak;

Hermite denkleminin genel ¢6ziimii olan

2 22p(p_2)x4

2
y(x)zco[l—z—l!?x + a1 +...

e 2kp(p_2()2,,].€()ia—2k+2)x2k N

2(p_1)x3 +22 (p—l)(p—3)x5

ralx=— 51

1) 2(p-1)(p-3)..(p—2k+1) h,

(2k+1)!
ifadesine ulagiriz . Genel ¢6ziim

)/'(x) =Co (x) +cy, (x)

+...
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seklinde yazilir. Hermite Diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii Sumudu doniisiimii ile
bulalim.

y"—2xpy'+2ly =0 seklindeki 2. mertebeden hermit diferansiyel denklemi i¢in
baslangi¢ kosullart y(0)=a,y'(0)=5ve [ bir sabit olmak lizere Sumudu

doniistimii uygulandiginda

S[y"]-28[xy']+2iS[y]=0

esitligine ulagilir.

G(u)=Y(u) alinirsa,

M—i—s—zuy'(u)un/(u):o

2 2
u u

Y(u)(%+2lj—2uY'(u)—%—é =0

u

, 1 / a b
Y (u)—Y(u)(zu3 +—j+2u3 +2u2 =0

u

dY—{Y(u)(%JriJ—i—i}du:O

3 A2
wo o u) 2u 2u

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklemin ¢oziimii



seklinde olacaktir.

Ozel olarak a =0ve [=1segilirse

Y(u)eﬁu’l = beﬁ

veya

Y(u)zbu

bulunur. u = ! doniistimii yapilirsa
N

Y[lj _2
S S
yazilir.

Ters Sumudu Doniistimii uygulanirsa

y(t) =bt c¢oziimii elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Sumudu Déniisiimiinii adi diferansiyel denklemlerin ve 6zellikle baslangic deger
problemlerinin ¢oziimiinde etkili sekilde kullanabilmekteyiz. Laplace Doniisiimii ile
olan baglantis1 dolayisiyla bu doniistimle ¢oziilebilen problemlere ek bir ¢éziim
yontemi olarak uygulanabilir. Degisken katsayili diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinde sayica az olmakla birlikte degisken doniistiirme yapilarak ya da direkt
uygulanarak bu doniisiim kullanilabilir. Degisken katsayili 6zel denklemlerden olan
Hermite diferansiyel denklemini Sumudu Doniisiimii ile ¢ozerken 06zel kosullar

dikkate alinmistir ve bu kosullar altinda denklemin  ¢6ziimiine ulasilmistir.



Tablo 1.1. Sumudu Déniisiimiiniin Bazi Temel Ozellikleri

Ozellik

Ozellik Adi

G (u)= F(Lll/u) ve F(s)= G(1/s)

S[af +bg ] aS[f ]+bS[g ]

G(u) f(O) _G) 1(0)

G (u)=S[f'(1)]=

G(u) _/(0) s(9)

(u)=8[s"(1)]=

u

S[f(at)] =G(au)

S{t df(t)}:udG(u)

dt du

s o

1—au

E}(}G( u)=lim f(7)

t—0

lim G(u) = lim f(¢)

u—>*o0 t—>+0

)

Sumudu Doniisiimiiniin Laplace
Doniistimii ile iliskisi

Lineerlik Ozelligi

Fonksiyon Tiirevlerinin Sumudu

Dontistimii

Fonksiyonun Integralinin Sumudu

Doniistimii

Birinci Dereceden Koruma Teoremi

ikinci Dereceden Koruma Teoremi

Birinci Oteleme Teoremi

Baslangi¢c Deger Teoremi

Ortalama Deger Teoremi

T-periyotlu Bir Fonksiyonun

Sumudu Doniigiimii




Tablo 1.2. Bazi Temel Fonksiyonlarin Sumudu Déniistimleri

61

Fonksiyon Sumudu Doniistimii
1 1 1
2 t u
! .
3 —.,n=12, u"!
(n — 1)!
1
4 e”
1—au
sin at u
5 2.2
a 1+au
1
6 cosat >
1+a‘u
sinh at u
7 2. 2
a 1-a’u
1
8 cosh at -
1—-au
9 e"'s  at
a
u
2
(l — bu) —a’u’®
10 e cosh at

1—bu
1-bu)’ —a’u?
(1-bu)
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