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OZET

Anahtar kelimeler: Siirekli Bagimlilik, Suspension Bridge Denklemi

Bu tezde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin katsayilara siirekli
bagimlilig1 ele alinmistir. 6 boliimden olusan bu ¢alismanin birinci béliimiinde kismi
tiirevli diferansiyel denklemler ile ilgili yapilan ge¢mis calismalar hakkinda bilgi
verilmistir. Ikinci bélimde bu tezde kullanilan temel tanim ve kavramlara yer
verilmistir. Uciincii boliimde, A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. Ugurlu tarafindan
yazilan “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman—Forchheimer
eqations” adli makale incelenmistir. Dordiincii bolimde, G.N. Aliyeva ve V.K.
Kalantarov tarafindan yazilan “Structural stability for Fitzhugh-Nagumo equations”
adli makale incelenmistir. Besinci boliimde ise daha once c¢alisilmamis olan asma
koprii denkleminin ¢oziimlerinin katsayilarina siirekli bagimliligi ayrintili olarak
incelenmistir.



CONTINUOUS DEPENDENCE OF SOLUTIONS OF PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Continuous Dependence, Suspension Bridge Equation

In this paper, the continuous dependence of the solutions of partial differential
equations to the coefficients is discussed. In the first part of this study consisting of 6
chapters, information about previous studies on partial differential equations is given.
In the second chapter, the basic definitions and concepts used in this thesis are given.
In the third chapter, the article “On continuous dependence on coefficients of the
Brinkman Forchheimer equations”, written by A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D.
Ugurlu, was examined. In the fourth chapter, the article “Structural stability for
Fitzhugh-Nagumo equations” written by G.N. Aliyeva and V.K. Kalantarov was
examined. In the fifth part, continuous dependence on the coefficients of the solutions
of the Suspension bridge equation, which has not been studied before, has been
examined in detail.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Kismi tiirevli denklemler uygulamali matematik alaninda genis bir kullanim alanina
sahiptir. Mihendislik, fizik, kimya, biyoloji gibi bircok alanda problem kismi
diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir [1]. Son yillarda, miihendislerin
performans ve verimlilik konulariyla daha fazla ilgilenmeye baslamas1 matematiksel
optimizasyon yordamlarmin miihendislik tasarim tekniklerine dahil edilmesine yol
acmustir. Ornegin, uzay aracinda 1stya duyarli bilesenlerin kullanilmasi, enerjiyi
verimli kullanan ve ancak uygulanabilir calisma sicakliklarini koruyan sistemler
tasarlama sorununu giindeme getirmektedir. Bu tasarim problemleri, durum
kisitlamalar1 olan optimal kontrol problemleri ile modellenebilir [2]. ikinci
mertebeden kismi diferansiyel denklemler teorisi, akiskanlar mekanigi, gbzenekli
ortamlarda akis, katilarda 1s1 iletimi, gozenekli ortamlarda yayilan kimyasallarin
yayilisi, tellerde ve zarlarda dalga yayilimi ve katilarin mekanigindeki sorunlarin
aragtirilmasinda kapsamli uygulamalar bulmustur. Ozellikle katilarin mekanigindeki
caligmalar ile ilgili olarak yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemler
gelistirilmistir [3]. Parabolik tipte kismi diferansiyel denklemlerin belirli bir sinifi
tarafindan tanimlanan Cauchy probleminin agik ¢6ziimlerini elde etmek igin yeni bir
algoritma Onerilmektedir. Algoritma, kismi diferansiyel denklemleri siradan bir matris
diferansiyel denklemine doniistiirmek i¢in problemin cebirsel yapisini kullanir ve daha
sonra lie cebirsel tekniklerle ¢oziilir[4]. Eliptik kismi diferansiyel denklem

problemlerinin ¢oziimii igin értiismeyen bir alan ayrisma metodu irdelenmistir [5].

Kismi diferansiyel denklem problemlerinin ¢oziimiiniin denklemlerdeki katsayilar
tizerine slirekli bagimlilig1 sorunu, son yillarda ¢esitli problemler i¢in yogun olarak
calisilmistir. Buna bazen yapisal kararlilik sorunu denir. Yapisal kararhilikta vurgu,

kismi  diferansiyel denklemlerin  katsayilarindaki  degisikliklerin,  yapisal



parametrelerdeki degisikliklerle fiziksel olarak yansitilabilecegi anlamina gelir. Ote
yandan, siirekli bagimlilik sonuglari, hem sayisal hesaplamada hem de verilerin
fiziksel 6l¢liimiinde ortaya c¢ikan kacinilmaz hata nedeniyle 6nemlidir. Bu hatalarin
¢oziimlere etkisinin blyiikliigiinii bilmek 6nemlidir. [6]. Siirekli bagimlilikla ilgili
bircok sonucu Ames ve Straughan [7] ele almistir. Baglangig-zaman geometrisine
stirekli bagimlilik ¢aligmasi, Knops & Payne (1969) tarafindan baglatildi. Baslangig-
zaman geometrisine ek olarak dogrusal elastodinamikte yanlis ortaya ¢ikan problemler
icin siirekli bagimlihgin cesitli yonlerini arastirdr ve gelistirdi. Ozellikle kismi
diferansiyel denklemler icin yanlis zamanlama problemlerinde baslangig-zaman

geometrisi problemlerinin ne kadar 6nemli oldugunu vurguladi [7].

Biz bu tezde siirekli bagimlilig1 asma koprii denkleminde uygulayacagiz. Asma koprii

denklemi olarak,

U + A%u + kut + Su, + f(u) = h(x)
u(x,0) = uy(x), u(x,0) = uy(x) x €Q,
u=0, Au=0 x€dNt>0

lineer olmayan baslangi¢ ve sinir-deger problemini ele alacagiz. Burada u(x,t) yol
diizleminin diisey diizlemdeki sapmasini temsil eden bilinmeyen fonksiyonu, k > 0
baglantinin yaylanma sabitini ve & > 0 sabiti ifade eder. u* = max{u, 0} v’ nun

pozitif kismini temsil eder. Q, R™’de sinirli bir bolgedir.

Literatiirde arastirma yapildiginda, 1968 yilindan itibaren Suspension Bridge
denklemiyle ilgili ¢esitli ¢alismalar yapilmistir. Suspension Bridge sapma
denklemlerinin sayisal ¢oztimleri tizerine Dickey, R. W. [8], Suspension Bridge
denklemlerinin periyodik ¢oziimleri tizerine Choi, Q-Heung (KR-INHA); Jung,
Tacksun (KR-INHA) [9], Humphreys, Lisa Doolittle [10], An, Yukun; Zhong,
Chenkui [11], Wang, Shanshan; An, Yukun [12] tarafindan kapsamli g¢alisma
yapilmustir.

Bu tez calismasi {li¢ ana boliimden olusmaktadir.
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Birinci boliimde, 2005 yilinda A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. Ugurlu’ nun birlikte
hazirladiklar1 “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman—
Forchheimer eqations” [13] isimli makale detayli olarak incelenmistir. Bu makalede
Brinkman Forchheimer denklemlerinin ¢oziimlerinin Brinkman ve Forchheimer

katsayilarina siirekli bagimlilig1 incelenmistir.

Ikinci béliimde, G.N. Aliyeva ve V.K. Kalantarov’ un birlikte hazirladiklar1 “Structural
stability for Fitzhugh-Nagumo equations” [14] isimli makale ayrintili olarak
incelenmistir. Bu makalede c¢ok boyutlu Fitzhugh-Nagumo denklemleri igin
baslangigta siir deger probleminin gii¢lii ¢oziimlerinin difiizyon katsayisi {lizerine

siirekli bagimlilig1 belirlenmistir.

Uciincii boliimde ise asma koprii denkleminin ¢dziimlerinin katsayilara siirekli

bagimlilig1 incelenmistir.



BOLUM 2. TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar
2.1.1. Tamm( LP Uzay):

X = [a, b] c R sinirli kapali aralig1 iizerinde

1,
LP(X) =< f: f olgiilebilir ve (jlflpdu> <o, 1<p<oo
X

seklinde tanimlanan uzaya LP (X) uzay1 denir. Bu uzay tizerindeki norm

l/p
I =< Ifl”du>
al

seklinde tanimlanir [15].
2.1.2. Tamim (Banach Uzay):

(X, || ID) bir normlu uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya normlu

tam uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir [16].
2.1.3. Tamm (i¢c Carpim Uzay):

X bir kompleks veya reel vektor uzay ve (.,.), X tizerinde bir i¢ carpim ise (X, (.,.))

ikilisine bir i¢ carpim uzay1 ad1 verilir [15].



2.1.4. Tamm (Hilbert Uzay1):

Bir i¢ carpim uzayi, i¢ ¢arpimin indirgendigi normdan indirgenen metrige gore tam ise

bu uzaya bir Hilbert uzay1 denir. L? () uzayz,

(u,v) = J.uvdx

Q

i¢c carpimu ile Hilbert uzayidir [15,17].

2.1.5. Green Ozdesligi

ou
vAudx = v—ds — | VvVudx
on
Q a0 Q

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve Z—Z =n.Vu dir [17].

2.2. Kullanilan Egsitsizlikler

2.2.1. Cauchy — Schwarz Esitsizligi

(X,{.,.)) bir i¢ ¢carpim uzay1 ise her x,y € X i¢in

(e, )12 < (6, x Xy, y)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik normlu i¢ ¢arpim uzayinda

1) < Hlxllllyll

seklinde yazilir [18].



2.2.2. Young Esitsizligi

ab=0vep>1 igin%+ % = 1 olsun. Bu durumda

aP b4
ab < —+—
q
1 Y
dir. Burada a = (ep)?X ve b = — alinirsa,
(ep)P

XY < eXP + C(e)Y1

-1
e-Young esitsizligi elde edilir. Burada C (&) = (ep) pq~1 dir [17].
2.2.3. Holder Esitsizligi

p>1,g>1 ve 1/p + 1/q =1 olacak sekilde secilsin. f(x) € LP ve g(x) € L9

oldugunu kabul edelim. Bu halde, fg € L seklindedir ve

b b Yor b Y
]f(x)g(x)dx < jlf(x)lpdxw lJ|g(X)|qu

esitsizligi saglanir [19].
2.2.4. Sobolev — Poincare Esitsizligi

2<g<ow(n=12)ve2<q <% (n = 3) olsun. Budurumdau € H}(Q) vec =

c(£, p) olmak iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir [17].

llullg < cllVull,



2.2.5. Interpolasyon Esitsizligi

1<p<qg<rve0<60<1igin g+1;—9=%015un. Eger u € LP(Q) N L7 (Q) ise

u € L1(Q) ve

llullg < Nuligllull=®

dir [17].

2.2.6. Aritmetik - Geometrik Ortalama Esitsizligi

x,y € R" ve (x — y)? = 0 olmak iizere,
X2 y?
< +2
V=g
esitsizligi saglanr.

2.2.7. Gronwall Esitsizligi

u(t),[0,T] araliginda negatif olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢(t) ve Y (t)

negatif olmayan [0, T] {izerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere,

u'(t) < p(Oult) +y(t)

esitsizligi saglansin. Bu durumda 0 < ¢ < T igin

t
u(t) < elo®@ar [ (0 + f Y(r)dt
0

yazilabilir [17].



BOLUM 3. BRINKMAN-FORCHEIMER DENKLEMLERININ
KATSAYILARINA SUREKLi BAGIMLILIGI

Bu boliimde A.O. Celebi, V K. Kalantarov, D. Ugurlu tarafindan 2005 yilinda yazilan
“On continuous dependence on coefficients of the Brinkman—Forchheimer equations”
[17] adl1 calisma ele alinarak detayli bir sekilde incelenmistir.

3.1. Giris ve Problemin ifadesi

Bu c¢alismada, Brinkman—Forchheimer denklemleri i¢in

u; = yAu — au — by|u|%u — Vp, Vu=0x€eQt>0, (3.1)
u(x,0) = uy(x), X €EQ, (3.2)
u=020, x €€ot>0 (3.3)

baslangig-sinir deger problemi incelenmistir. Burada u = (uq,u,,uz) akis hiz
vektorli, y > 0 Brinkman katsayisi, a > 0 Darcy katsayisi, b > 0 Forchheimer
katsayisi, p basing, a € [1,2] verilen bir say1, Q; 0Q smir1 C? smifindan olan R3’iin

sinirlt bir bolgesidir.

(3.1) — (3.3) probleminin ¢dziimlerinin L? normunda b ve y katsayilarma siirekli
bagimliligi ele almmstir. Asagida HE(Q,R3) = {u € H}(Q,R3):V.u = 0} ve
L2(Q,R3) deki HI(Q,R®) nin kapamisi olan [2(Q,R3) fonksiyon uzaylari

kullanilacaktir.



3.2.  Forchheimer Katsayisina Siirekli Bagimhihk

Bu béliimde (3.1) — (3.3) probleminin H! normunda b Forchheimer katsayisina

stirekli bagimlilig1 ispatlanmistir.

Teorem 3.2.1. Farzedelim ki 1 < a < 2 olsun. O halde herhangi bir u, € H}(Q)
i¢in, (3.1) — (3.3) probleminin tek bir u € C([0, T]; H}(Q)) ¢oziimii vardir. Ayrica,
herhangi bir T > 0 i¢in

sup |[|[Vu(t)|| £ D ve fllut(t)llzdt <D (3.4)

O<t<T

esitsizlikleri saglanir, burada D (3.1)’ in baslangig verilerine ve parametrelerine bagh

olan pozitif bir sabittir.

Ispat. (3.1) denklemi L?(Q)’da (u; + w) ile ¢arpilirsa,

fut (u; + w)dx = fyAu (u; + w)dx — f au (u; + u)dx
Q Q Q

- J blul*u (us + u)dx — J Vp (u; + u)dx (3.4)
o) o)

elde edilir. (3.4)’teki her bir ifade ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

fut(ut+u)dx—futut dx+fufudx—f(ut)2dx+f—udx
Q Q

Q

f(u )de+f1du dx = ||lu ||2+1—||u||2
t 2d t 2dt



fyAu (us +w)dx =y fAu utdx+f Au u dx
Q Q

Q

0 Q 0

[ d
=y —fVu —Vudx—] Vu Vudx]

dt
Q Q
- _1df<v>2d [ wwra
=V 3% u)“dx u)*dx
L Q Q
— Zi 2 _ 2
= 2dIIVuII ylIVull
fau(ut+u)dx=a<fuutdx+fuudx>
Q Q
d
=a u—udx+ju2dx>
dt
Q

1d
E—uzdx+]u2dx
Q

]blul“u (us+u)dx=» <J|u|“uut dx + JIuI“uu dx)
Q Q

Q

=b IuI“u—u dx + flul“uu dx)

=b

<f[

1 d
<j ) d—lul‘”zdx + Jlul‘)‘+2 dx)
0 !

b

d
Zajlu|“+2dx+bjlu|“+2 dx
Q

=y (Au.utlag—fVu Vutdx>+ u.VuIaQ—f Vu Vu dx

Q

)

10



11

—

Vp utdx+pr udx
Q

ut.pIaQ—fVutpdx>+<u.p|aQ—fVupdx)

Q Q

pr (up +u) dx =
Q

Il
S —~ o

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (3.4)’te yerine yazilirsa,

eI +5 @I = X L Ivul -5 S Iu@I? - Alvu]?

b
—allu (O ~ — T u(Ol“*dx — b f U, 6)1+2 dx

d
20 O + | VITUOIE + (@ + Dl + - f el t)l‘“zdx]

+ 2allu(®)|? + 2y||Vu(®)||* + 2b flu(x, t)|**2dx = 0. (3.5)

elde edilir. Bu esitsizlikten yola ¢ikarak,

@) = IVl + (@ + DI + - j ux,6)|+2dx

fonksiyonunun % Dd(t) + % ®(t) < 0 esitsizligini sagladigi goriiliir. Bu esitsizligin

¢Oziimii yapilirsa,

2a , d 2a 2a
e e
ea+tl” — P(t) + ea+1
dt (©) a+

2a,
T ®(t) < 0.ea+1
t

d 2a

f—[eaHTCD(T) dt <0

dt

0

2a,
ear1 ®(t) —P(0) <0

_2a,
D(t) < e at1 d(0)



2a
PRI + (@ + DI + -2 f [ux, )1+ 2dx < Dye !

elde edilir, burada

— 2 2 - a+2
Dy = VIVuoll? + (a + Dluoll? + +2dtflu ()1 2dx

seklindedir. (3.6) esitsizliginden

2a

AT + (@4 DIOIF + 755

X0

@ (t)'nin smirliligr ve dolayisiyla her bir teriminin sinirliligi, buradan da

sup ||Vu()|| <D
0<t<T

elde edilir. Bu (3.4)’teki birinci kestirimdir.

(3.5) esitliginin 0°dan T"ye integrali alinirsa ve @ (t)’nin sinirliligt kullanilirsa,

T

T T T
d
zjllutllzdt+ ja¢(t)dt+ 2yj||Vu(t)||2dt+ Zafllu(t)llzdt
0 0 0 0

siirl sinirlt sinirlt

T
o [ ([t ax) s -
Y

sinurlt

elde edilir. Buradan

lu(x, t)|%+2dx < Dye a+1t

12

(3.6)



13

T
f g (D112 dt < D
0

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Bu (3.4)teki ikinci kestirimdir.
Simdi,

u; = yAu — au — by |u|*u—Vp, V.u=0, x €Q, t>0
u(x,0) = uy(x), x €N

u=0, x€4Q0, t>0,
probleminin ¢6zimi (u, p) ve

vy = YAv — av — b,|v|*v — Vg, V.v =0, X € Q, t>0
v(x,0) = uy(x), x €N

v=20, x€d), t>0

probleminin ¢éziimii (v, q) olsun. w = u — v ve m = p — q alalim. O halde,

wy = yAw — aw — by |u|®*u + by|v|*v —Vr, V.w =0, x€Q, t >0 (3.7)
w(x,0) =0, x EQ (3.8)
w =0, x€0Q, t>0 (3.9

probleminin ¢oziimii (w, ) olur.

Teorem 3.2.1. (3.7) — (3.9) probleminin ¢éziimii w olsun. O zaman w,

Vw12 + Iw(@©NI? < K(by — by)?, Ve >0 (3.10)

esitsizligini saglar, burada K, (3.1)’in parametrelerine bagli pozitif bir sabittir.

Ispat. (3.7) denklemine b, |u|*u ifadesi eklenip ¢cikarilirsa,
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w; = YAw — aw — by |u|®u + b, |v|*v + by |u|*u — b, |u|*u — Vrr

w, = yAw — aw — blu|®*u — b,(|u|*u — |v|%*v) — Vi (3.11)

elde edilir. Burada b = b; — b, dir. (3.11) denklemi L?(Q)’de w ile ¢arpilirsa,

fwtwdx=ywawdx—afwwdx—fBIuI“uwdx
Q Q Q Q

—sz(lulau— lv|*v) w dx — an w dx (3.12)
Q Q

elde edilir. (3.12) deki ifadeler ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d 1d
jwtwdx = jEWde = j——wz dx = =—||w||?
Q

2dt 2dt
Q Q
y]Awwdx = y(V.wwIaQ - jVW dex> = —y||lVw]|?
Q 0 Q
afwwdx = af(w)2 dx = a|lw||?
Q Q

]ISIuI“u wdx=hb JIuI“uW dx = b{|u|%u, w)

Q Q

j by (Julu — [v|*v) w dx = b, j (Jul ™ — [v]%v) w dx = by Jul ™ — [v|%v, w)
Q Q

an de:ﬂ.WlaQ_fT[ Vwdx =0
Q Q

elde edilir. Elde edilen ifadeler (3.12)’de yerine yazilirsa,

1d ~
S= Iw@®OII? + yIIVw®II? + allw@®II? = =b(lu(®)]“u(®), w(®))

2dt
—by([u(@®|*u®) — lv®OI*v(©),w(®)  (3.13)

bulunur. T: R 3 - R 3tamimlanan T (u) = |u|%u operatdrii monotondur ve
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(lu@]*u@) = [vO“v(©),w(t)) 2 0 (3.14)

esitsizligi saglanir. Boylece (3.13)' ten

55 Iw®II* +ylIvw@II* + allw®II* < [b{lu(®)|*u (), w(®))] (3.15)

esitsizligi elde edilir. (3.15) esitsizliginin sag tarafindaki ifadeye Holder, Sobolev ve

aritmetik-geometrik ortalama esitsizlikleri uygulanilirsa,

|b{lu(®)|*u(®), w(®)| < [B|I{lu(®)|*u(®), w()
< [B[lu@®)]* [u@®Iw(®)]

<1l[| (uorerad] | | e | | o]

< b llu@NgNu@®llglw®ll,

= [B[llu®) 15 llu®llslw(®lls
< |b|do* IVu(®)1%do IVu () lldo VW (D) |
= [b]do " [IVu@® I+ |[Vw (@)

= |b|d “”IIVu(t)II““IIVw(t)II— 14
| | 0 \/7\/—

72 2a+4

< T IVu@I***2 + 5 IIVW(t)II2 (3.16)

esitsizligi elde edilir, burada d,, Vv € H}(Q, R3) igin gegerli
Ivll, < dollVoll, 1<p<6 (3.17)

Sobolev esitsizligindeki bir sabittir. (3.15)’te (3.4) ve (3.16) kullanilirsa

= llw (O +yIvw ()12 + 2allw ()] < Zdo ™ gu () |24+
<D
< b%dy****p2at2y -1 < g p2 (3.18)
Ko
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elde edilir, burada K, = D?**2d3%**y~1 dur.

(3.11) denklemi L?(Q)’de w; ile garpilirsa,

fwt wy dx = fyAw w; dx—fa ww, dx—sz(lulau—lvl‘xv)wt dx
Q Q o) Q

—fBIuI“uwt dx an w; dx (3.19)
Q o)

elde edilir. (3.19)’daki ifadeler ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

fwt w, dx = thz dx = |lw||?
Q Q

]yAw Wy dx = y(wt.VWIaQ — ij Vw; dx)
Q 0 Q

2dt
Q
_—yd 2
=2 Jowi
I dr=a[wlar=a 2 =2 L w2
aWWt X =4 w " X =a 2dW X Zdtw
Q Q Q

]bz(lul"‘u — [v|*v) we dx = b, j(IuI“u — V) wy dx = by(lul“u — [v|*v, wy)
Q Q

fBIuI“u w,dx =b flul“u w, dx = b{|u|%u, w,)
Q Q

anWtdxznwtlaQ—fn Vw;dx =0
Q Q
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elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.19)’da yerine yazilirsa,

2 _ —_)/ i 2 _ E i 2
w117 = = = IVw®I? =5 = Iw®ll

= by{[u(®)u(®) = [v(®)*v (), w, (£)) — b{lu(®)|*u(t), w, ()

1d
Iwe(ON* +5 = [YlvwOII* + allw (O]

= —by([u(®)|*u(t) — [w(O)|*v (&), w(£)) — b{lu(®)|*u(t), we (1))

1d
lwe(O1* + > T [y IVw(®II? + allw(@®)]I?]
< b (lu(®)*u(t) — [v(®)|*v(E), w ()] + |b{lu(®)|“u(t), w.(t))|
(3.20)

elde edilir. (3.20)’nin sag tarafindaki ilk terime Ortalama Deger teoremi ve Holder

esitsizligi uygulanirsa,

[(lu@*u(®) — v *v(e), we () < j(lu(t)l"“r1 + (O [w ()] dx
Q

<3(a+1D f(lu(t)I“ + v w®] lw (®)] dx
Q

1/p l/q 1/Z
<3(@+1) ( f (u(®1® + v(O]9P dx) ( f W) dx) ( f we(©)]? dx)
Q Q Q
< 3(a + D@l + 1w @O1%] Iw©l lIwe Ol
< 3(a + D@l + VOS] IwOlslw @Il (321)

bulunur. 1 < a < 2 olmak iizere Sobolev esitsizligi kullanilirsa

< 3(a + Ddo“IIVu®l* + do“ Ve O11*] do VWO llw (D)l

< 3(a + Dd“™ <|IVu(t)II“ + IIVV(t)II“> IVw (@O lIwe (Ol

<D% <D«
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< 6(a + D D [Vw () [l w, (D)

1
=6(a+ 1)d0a+1Da”VW(t)””Wt(t)”\/b_z\/_b—

< 18(a + 1)2dy D2 b, VW (O 1” + o Zb Iwe (E)117 (3.22)
2

bulunur. Benzer sekilde (3.20)’nin sag tarafindaki ikinci terime ayni esitsizlikler

uygulanirsa,
[{lu(O]“u®), we ()] < flu(t)I““IWt(t)I dx
Q

p Yq
< || (u@®|*+HP dx] [ |Wt(t)|qu]
J J

< lu@®Ilz w4
< Jlu@®I* Hiw @Il

< do "IV 1+ lwe (D)

— 1
< Vb do™ [[Vu(®) 1% — lw (O
—— b

~ 1
b dy* A2 4 — |lwi (D)1

IA
N =

15 d2“*2 D242 4 (25) 7 [lw, (D12 (3.23)

AN

esitsizligi bulunur. Daha sonra (3.20)°de (3.22) ve (3.23) yerine yazilirsa

1d
lwe(ON* +5 = [YIvwOII* + allw (O]

< b (271 b dy>***D2**2 + (25) " ||wt(t)||2)
+ by (18(a + 1?dy™ 2D b [Tw(O) 12 + 3 ||wt(t>||2)
2

BZ
< 5 (doD)*e*2 +— IZAGIE

1
+ 18b," (@ + V2™ D2 Ww (DI + 5 Iwi (I
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2llw (O + 4 [VIVw©OII? + allw(®)I?]

dt
< b% (doD)?**2 + |lw (®)II? + 36b,° (e + 1)2do*“ D2 ||Vw (D) ||?
+ w1
d 2 2
T [y IIVwW(®II* + allw(®)]|*]
< b2 (dyD)2**2 + 36b,%(a + 1)2dy** D2 ||[Vw(t)||
Kl KZ
< K;b% + K, ||[Vw(t)||? (3.24)

esitsizligi elde edilir, burada K; = (dyD)2**2 ve K, = 36b,°(a + 1)2dy*“** D2 dir.
Buradan (3.24) ifadesi # ile carpilip (3.18)’e eklenirse:
2

d 2 0 K1I32]' Y
__] vwi(t 2+_] Ol2] < ———+ = ||[Vw(t)||?
dt lZK2 IVw(@l 2K, lw (el l - 2K, 2 IVw(ll

d ~
2 IWOI + Vw17 + 2allw®II* < Kob®

d [y? , , ay + 2K, Y
= |ors ———lw®II*[+ = IVw(OII* + 2 B
de [21{2 IPwOI* + == Iw @I + 7 IVwOI* + 2allw @Il
Kiy\ ~
= T LE 3.25
_<K0+2K2) (3.25)

esitsizligi bulunur. (3.25) esitsizligi

Y'(t) + Y (t) < K3b? (3.26)
esitsizligini ifade eder, burada
K3 = Ky + 2K;Kqoy ™%,

B = K,min(y ™1, 4a(ay + 2K,)™1)
Y(®) = y2IVw(@®II* + (ay + 2K)Ilw(®)II?
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seklindedir. (3.26) esitsizliginin ¢oziimii yapilirsa

Y'(t) + BY(t) < K;b?
eBty’(t) + ePIBY () < Kyb%eft

[ePty (8)] < K;b%ePt

t T
d ~
fE[eﬁfY(T)]dr < K3b2feﬁf dr
0

0

ePty (6) — Y(0) < K3b?(ePt — 1)

ePty (t) < K3b?(ePt — 1)

Y(t) < K3f71(1 — e Bt)b?

elde edilir. Buradan t > 0, b — 0 iken ||[Vw(t)|| = 0 oldugu goriiliir.

3.3. Brinkman Katsayisina Siireklilik Bagimhihk

Bu béliimde (3.1) — (3.3) probleminin ¢dziimiiniin H*(Q) normunda y Brinkman

katsayisina siirekli bagimliligini gosterelim.

u; = y;Au — au — blu|*u—Vp, V.u=0, X €Q, t>0 (3.27)
u(x,0) = uy(x), X EQ (3.28)
u=0, x€AQ t>0 (3.29)

probleminin ¢éziimiinii (u,p) ve

v = yY,Av —av — b|v|*v —Vq, V.v =0, x €, t>0 (3.30)
v(x,0) = uy(x), x €N (3.31)
v =0, x€A, t>0 (3.32)
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probleminin ¢oziimiinii (v, q) olarak alalm. w =u—v, t=p—qvey =y, — V>

olsun. O halde (w, )
wy = y1Aw + YAv — aw — b(Ju|*u — |v|*v) = Vr,V.w =0, x € Q,t > 0 (3.33)
w(x,0) =0, x €Q (3.34)

w=0, x €9Q,t>0 (3.35)

probleminin ¢6zliimii olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.1. (3.33) — (3.35) probleminin ¢dziimi (w, ) ise o zaman asagidaki

kestirim bulunur:;

IVw(II? + w1 < Lyy —v2)? (3.36)

burada L , (3.1)’deki parametrelere bagli pozitif bir katsayidir.

Ispat. (3.33) denklemi L?(Q)’ de w ile carpilirsa,

fwt dezfylAwwdx+f)7Av de—faw w dx

Q Q Q
—Jb(lul“u— lv|*v) wdx — an w dx (3.37)
Q Q

elde edilir. (3.37)’teki her bir ifadeyi ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

f 4 f w _(1d 2 4 _1d” T
Q
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y1 Aw wdx = ylf Aw wdx =y, <W Vw|aq — J Vw Vw dx) = —y,[IVw(®)]|?
Q 0 Q

y Av deszAv de=]7<WVW|aQ—fVWVvdx)=—?(VW,VU)
Q 0 Q

D"’ b\ ::)v"

aw wdx = af w? dx = a||lw(®)||?
Q
fb(lul“u — |v|*v) wdx = b{|u|*u — |v|*v, w)

fVT[WdX=WT[|aQ—fT[VW dx =0

Q 0 Q
|

0

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.37)’de yerine yazilirsa,

T IIW(t)ll2 = -1 IVw@®II? = 7(Vw, Vv) — a [lw (I — b{lul*u — [v|*v, w)
d 2 2 2 72 a a
57 WO+ rllvw®OI* + a llwOl* = =¥ (Vw, V) = b{lulu — |[v|%v, w)

1d
57 WO + 1 IVw©I* + a WO < [7Vw, Vo)l + [b(lul*u — [v|*v, w)]

(3.38)
elde edilir. (3.38) esitsizliginin sag tarafindaki ilk ifade hesaplanirsa,
[V (Yw, V)| < 7 lIVw(llIVv]l = \/——IIVWII\/ﬁIIVUII < —IIVVII2 IIVWII2
(3.39)

elde edilir. (3.39) ve (3.12) esitsizlikleri (3.38)’te yerine yazilirsa,

~2

V

V1
vul|? + = ||Vw]|?
3y 190l + S v

= WO + yllVw@OII* + a llw@®I* <

Q.lg_‘

1
2
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d 2 2 , TV° 2 2
2¢ WOI" + 2y, [IVw O + 2a [lw(Ol* < o Vol + y1 IVwl|
1

d 2 2 2 2., 1— 2
7 WO+ rllvwOI” + 2Za [lwONI* < 7%y, Vvl (3.40)

elde edilir. Diger yandan (3.33) denklemi L?(Q)’de w, ile carpilirsa,

fwt wtdx=fy1Aw Wtdx+f)7Av Wtdx—faw w; dx
Q Q Q Q

—fb(lul“u— |lv|*v) w, dx—an w; dx (3.41)
Q Q

elde edilir. (3.41) deki ifadeler ayr1 ayr1 hesaplanirsa,
[ we we dx = el
Q

]ylAW wrdx =y, f Aw wy dx =y, (wt VWlaa — ij Vw, dx)

Q Q 0 Q
dw 1d -y d
= — —_ —_ — —_— 2 _ 2
yleWth dx ylfz dt(Vw) dx > dt”VW”
Q Q
f}’/‘Av w; dx = y{Av, w;)
Q
f d_f dwd_fld 2d_ad” I
aw wedx =a | w—-dx=a 2dt(W) x=o— w(t)

Q Q Q

fb(lul“u — |v|*v) w; dx = b(|u|*u — |v|%v, wy)
Q

an WtdeWtTtlag—fT[VWthZO

Q 0
R S —
0

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.41)’de yerine yazilirsa,
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)4
lwell*> = 21 T IVwll* = 7{Av, wy) — = — IIW(t)II2 b{lu|*u — |v|*v, wy)
"1 2 ad 2 2 _ a a
0 aIIV wl| +§ T lw(ON*+lIwe |l = —=7{Av, we) — b{Jul*u — |v|*v, w)

d
EE(MIIVWII2 +allw®O?)+lIwell? = =7(Av, we) — b{lul*u — [v|%v, w,)

1d
57 VallVWIE + a W@ +HlIwell® < [7¢Av, wo)l + [b{ulu — [v]*v, wp)l.

(3.42)

esitsizligi bulunur. (3.42) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim (3.22)’ye benzer

sekilde hesaplanirsa,

|b(|u|®u — |v|*v,w )| < b f(lul"‘+1 — [v]|** ) |we| dx

<3(a+ Db j(|u|“ ol |wllw,]
Q
<3(a+1)b j(lul“ + |v|9)|w]|w| dx

l/p 1/q
<3(a+ 1)b< (lul® + |v|*)P dx> ( Iqudx> ( IWtIde>
I Jrres) (]

< 3(a + Db(llullg + Ivlig) Iwligliwll,

Yz

< 3(a + Db(llullze + lIvlis)llwllsllwell
< 3(a+ Db “IIVull® + do“IIVol| ) do VWl [lw
< 6(a + 1)bdy™ " D¥[|Vw]|[lw |

1
<35 lwell? + 18[(a + 1)bd0“+1D“] [Vw]|? (3.43)
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elde edilir. (3.42) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terimi i¢in (3.27) ve Cauchy-

Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

A

[7(Av, we)| = l;/—l [(ve + av + b|v|*v, wy)|
2

171
< —llve + av + b|v[*v||[[w|
2
1 2 72 012
< slwell* + = llve + av + blv|*v|
2 2y,
1 2 72 2 2 2 2 2a+2
SEIIWtII +2y s [lvell® + a®llvll* + b*|[vll3532] (3.44)
2

elde edilir. 2a + 2 < 6 olmak tizere, (3.38)’de (3.4) ve (3.15) kullanilirsa

1 5’)]\/2 g}\/Z
< —||lw,||I? + v ||? + a?d,?||Vvl|? + b2d, 2%t ||vy||2et2
2II ell 2, vl 2y22[ o IVl o 2|Vl 2e+2]
1 g?,Z §]72
=3 Iwell? + == llvell> + —= [(ad,D)* + b*(d,D)?**?] (3.45)
2y, 2y,

bulunur. (3.44) ve (3.45) esitsizlikleri (3.42)’de yerine yazilirsa,

1d
577 VallVwi® + a lw (O +lw[I*

1 2 1
=3 Iwel|? + 18[(a + 1)bdo* " D] |[Vw]|? + 3 llwI?

3y 3y
+ —— vl + — [(adoD)? + b*(d,D)***?]
2y, 2y,
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1d
Ea(hllvwll2 + a llw®)*)
a+1l 2 2 37/2 2
< 18[(a + Dbd* ' D] [[Vwl|2 + — ||l
2y,
3’\2
+ =X [(adoD)? + b?(dyD)?*+?]
2y,
d 2 2 A2 37/2 2 2
E(nllvwll +a|lw(®ll?) < K,7 +?|Ivtll + LollVwl| (3.46)

esitsizligi elde edilir, burada

K4_ = 3]/2_2[(ad0D)2 + bz(doD)2a+2] ve

Lo = 18[(a + Dbdy** D]’

dir. (3.13) esitsizligi n = 2Lyy, ! ile carpilip (3.46)’ya eklenirse,

2L, d 4al, 2L,y7?
S22 WO + 2L Tl + =2 [w(®)I> < =2 [vv]P
Y1 dt ° Y1 ¥1?
d 2L 4al
[tz + (@ + =2) Iw@1] + Lollowll? + =2 w11
dt Y1 Y1
3 2L
<7 Ky + = el + =22 011?| (3:47)
V2 V1

elde edilir. ky = min{Lyy; ™%, 2na(a + 1)~} olmak iizere,

Lollvwli? + 2anllw(OI? = kolya IVWII* + (a + 1) lw(®II1?],

yazilabilecegi goriiliir. Boylece (3.47) ’den

z(@®) = 71 llVwll* + (a + ) lIw(OI?

fonksiyonunun
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Z'(t) + koz(t) <77 | Ky + y—llvtll2 + 1y, IVYl|? (3.48)

esitsizligini sagladig1 goriliir. (3.4) ve (3.6) dikkate alinarak (3.48)’in integralini
alalim,
kot Kot kot 2 3 2 -1 2
e 0z (t) + e koz(t) < €7 |K, +F”vt” +ny, Vvl
2

3
[ 2(O)' < 092 |Ky +— el + v Tl

t t

t
d 3
[ Stk ar < [ exop? [ S lmlle 4y 190l ar + [ K, ey
dr Y2

0 0 0

ekotz(t) < ko 77 [—D 17,71 (et — 1)+ ko KPP (R — 1)
Z(t) < ko2 [FD +ny, 71D + K4] (1 — e Fot)
2

e[ 3 ] i
PITWIE + (ot m) IO < ko772 |25 D a0 + Ky | (1 — e7Hor)
2

elde edilir.



BOLUM 4. FITZHUGH-NAGUMO DENKLEMLERININ
YAPISAL KARARLILIGI

Bu boéliimde G.N. Aliyeva ve V.K. Kalantarov tarafindan yazilan “Structural stability
for Fitzhugh-Nagumo equations” [18] calismasi ele alinarak detayli bir sekilde
incelenmistir.

4.1. Giris

Fitzhugh-Nagumo denklemi i¢in asagidaki baslangi¢ sinir deger problemini ele alalim:

ou—Au+ glulPu+cu?+au—v =0, X €G, t>0, (4.1
0;v —kAv +dv+ bu =0, x € G, t>0, (4.2)
u(x,0) = uy(x), v(x,0) = vy(x), x €QG, (4.3)
u(x,t) =0, v(x,t) =0, X € 0G, t>0 (4.4)

buradaa > 0,b > 0,d > 0,g > 0,p = 2 ve ¢ € R! sayilar;, G € RV(N < 4) 9G ile
sinirlandirilmig yeterince diizgiin sinirli bir alani, uy, v, fonksiyonlar: ifade eder. Bu
calismanin amaci, (4.1) — (4.4) probleminin ¢6ziimlerinin k difiizyon katsayisi

tizerine stirekli bagimliligini incelemektir.

4.2. Kestirimler

Teorem 4.1. Varsayalim ki ug, vy € Hi(G) olsun. O halde (u,v), (4.1) — (4.4)

probleminin giiclii bir ¢dziimii olur. Ayrica asagidaki kestirimler dogrudur.
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t t
vu@ll, Vel f IVu(olizde,  k f Vo @)lldz,
0 0
t t
flIAu(T)”ZdT, kJ”AU(T)”ZdT <(, vt € R* (4.5)
0 0

Ispat. (4.1) denklemini L?(G)’de bu ile garpilirsa,

G
=0

f ubudx — f Aubudx + f glulPubudx + f cu’budx + J aubudx — J vbudx
G

G G
(4.6)

elde edilir. (4.6) denklemindeki her bir ifade ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

] b d—jd b d—bjld 2d —bd” &
ubudy=|—ubudx= S Wdx =S llu

G G G

fAu budxzbfAuudxzb u.VuIaG—fVuVudx = —b||Vul|?
G G 0 G

fglulpu budx = bgflulp+2 dx
G G

]cuzbu dx=chu3dx
G G

jaubu dx = ab Juzdx=ab||u||2
G G

jvbu dx=bjuvdx
G

G

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.6) denkleminde yerine yazilirsa,
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b 2 2 2 3
Ed_”u” + b||Vul| +bgf|u|p+ dx+bcfu dx + ab||ul|? —bf uvdx =0

G

(4.7)
bulunur. (4.2) denklemi L?(G)’de v ile carpilirsa,

f vevdx — f kAvvdx + f dvvdx + f buvdx =0 (4.8)
G G

elde edilir. (4.8) esitligindeki her bir ifade ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

f d_]d d—jld 24 _1dj S
vevdx = | rvvdr= | o vide =S _Zdt v
G

G G G

kavvdx = kavv dxijvv dx =k v.VvIaG—vaVv dx | = —k||Vv||?
0 G

f dv v dxzdf vZdx = d||v]|?

f buvdx=bj uv dx

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (4.8) esitliginde yerine yazilirsa,

1d
Ed—llvll2 + k||Vv||? + d||v||? + bJ uvdx =0 (4.9)

bulunur. (4.7) ve (4.9) esitlikleri toplanirsa,

d
[l + 3 1112] + abllull + allol? + blTul + kTl + bg f|u|P+2dx

= —bcfu:"' dx (4.10)

G



esitligi elde edilir. (4.10) esitliginin sag tarafindaki terime € = 9w+2)

young esitsizligi uygulanirsa,

bc f uddx
G

Sbcf|u|3.1dx
G

G ep-1
3¢ p—
=bf<—||1f’+2 ——.—— | dx
J p+2 + 2 P
/ 1 1 \
Sbcj %Iul’”z p+2_ — |dx
G (g(p + 2)>p—1
6c
b — 1
S7gj|u|“2dx+jp+2 —dx
; P (g(p + 2)>v—1
6c
b -1 1
S7gj|u|p+2dx+p+2. —. |G|
: P (g(p + 2))v—1
6c
Co

esitsizligi bulunur. (4.10) esitliginde (4.11) esitsizligi kullanilirsa,

d
77 [DIull® + 11wlI*] + 2abllull® + 2dl|v]l® + 2b]IVull® + 2k]IVv]I®

+ ngIqu+2 dx < C,
G

31

olmak tzere ¢-

(4.11)

(4.12)

elde edilir. Burada ve sonrasinda C, ve Cysayilart a,b,c,d, g,|G|’ye ve baslangig

verilerine bagli olan sabiti belirtir.
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(4.12)’den asagidaki esitsizlik elde edilir:

d
77 [DIull® + 11wlI*] + 2abllull® + 2d||v]l* + 2b]IVull® + 2kIIVvI®
=0 =0

+ bgflulp+2 dx < C,

G
[ —
=0

d
¢ [DIull® + 11vlI*] + abllull® + dllvll® < Co

d
7 [DIull® + 1wl + vy [bllll® + [IvII*] < Co.

Burada v; = min{a,d} seklindedir. Bu esitsizligin K(t) = b||u||? + ||v||> olmak

lizere ¢Oziimii yapilirsa,

d
ZK® + K <G

eVt — d vyt vyt
I K(t) + e V1K (t) < Cye

t t
d
fa e’ 'K (t)]d j 1t C, dt
0 0

1

eVitK (t) — K(0) < U—O (e”1t — 1)
0

C
K <21 —e"1t)
&!

R —
Cq

bllull?> + |lvlI? € Cy, vt € R. (4.13)

elde edilir. (4.12) denklemi 0’dan t’ye gore integrali alinip (4.13) esitsizligi

kullanilirsa,
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t
d
f& [bllull® + llv]I*]dt + 2abf||u||2d7+ 2df||v||2dr+ 2bf||Vu||2dT
o

t

+2kf||Vv||2dT+ngJ|u|p+2 dx dt SJCodr
0

o G o

K(t) —K(0) + Zabfllullzdr + 2df||v||2dr + 2bf||Vu||2dT + 2kf||Vv||2dT

t

+bgff|u|p+2 dx dt < Cy|G|

K(t) + Zabj lull? dt + 2df |lv]|? dT+2bJI|Vu||2dT+ 2kJ||Vv||2dT
<C1 <C1 <C1

t

+bgff|u|p+2 dx dt < Cy|G|

o G C1
elde edilir bu da,
b]IIVullsz, kJIIVvIIZdT, bgfjlulp+2 dxdt < C; (4.14)
oG

(4.7)’deki kestirimlerin bazilarini verir. Daha sonra (4.1) denklemi L?(G) de (—bAu)

ile ¢arpilirsa,

f—u( bAu) dx — f Au(—bAu) dx + f g lulPu(—bAu) dx + f cu?(—bAu) dx

+ f au(—bAu) dx — f v(—bAu)dx =0 (4.15)
G G

elde edilir. (4.15) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,
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d d
J.E u(—bAu) dx = —bfd—t u Au dx
G G

=—b d \Y Jd Vud
dtu u 7 Vu Vu dx
G
- 2
—bdet(Vu) dx
———IIVuIIZ

2 dt
f Au (—bAu) dx = —b f (Aw)2dx = —bl|Au?

fg |ulPu (—bAu) dx = —bg flulp+1 Au dx
= —bg | |ulP*1.Vulye — f(p + 1)|ulP Vu Vu dx
0

= bg(p+1) j [ulP (Vu)? dx

fcuz(—bAu) dx = —bcfu2 Au dx

= —bc| u?. Vulyg —JZuVuVudx
0 G

= ZbCJuIVulzdx
G

jau (=bAu) dx = —ab j uAudx = —ab | u.Vuly; — f VuVudx | = ab||Vul|?
G 0 G

fv(—bAu)dx = —bvau dx = —b| v.Vul,g —vaVu dx | = bvaVu dx
G 0 G

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.15)’te yerine yazilirsa,
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bd
EEIIVuII2 + b||Au||?> + bg(p + 1) flulp (Vu)? dx + 2bc f u|Vu|?dx
G G

+ ab||Vul|?> = b f VoVudx =0 (4.16)
G

esitligi bulunur. (4.2) denklemi L?(G)’de —Aw ile carpilirsa,

J.ditv(—Av)dx—kav(—Av)dx+fdv(—Av)dx+fbu(—Av)dx =0 (417)
G G G G

elde edilir. (4.17) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

fd(A)d— dv| deVd
dtv v X = dtv UaG dt vV ax
G — G

0

1d 1d

_ | == 2 - 2

= jZdt (Vv)“ dx ¥T |Vv|
G

kav(—Av) dx = —k f AvAv dx = —k||Av||?
G G

fdv (—Av)dx = —dvav dx = —d | v.Av]yg —vaVv dx | = d||Vv||?
G G 0 G

N ———

fbu (-Av)dx = —b f uAvdx = —b| u.Avl|ge — | VuVvdx | =b f VuVv dx
G G 0 G G

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.17)’de yerine yazilirsa,

1d
¥ IVv||? + k||Av||? + d||Vv||> + b f VuVvdx =0 (4.18)
G
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esitligi bulunur. (4.16) ve (4.18) esitlikleri toplanirsa,

d
12 IIVuII2 > IIVVIIZ] + ab||Vull* + dl|Vvl|? + bllAv]|? + kllAv||?

+bg(p+1) [ lulP (V)? dx = ~2be [ ululdx (4.19)
G

pg(p+1)

esitligi elde edilir. (4.19)’un sag tarafindaki terime € = olmak iizere young ve

interpolasyon esitsizligi uygulanirsa,

2p—2

2
< ZbcfluIIVuI2 dx = 2bcf|u||Vu|5|Vu| P dx

14 2 _ 2
<2bf elulP. [Vul +(p 1)|Vul dx
P p.g /p-1

2bcfu|Vu|2 dx
G

+ D|ul?. |Vul? — 1) |Vul?
glp + Dlul?.| |+ (r — D|Vu| | dx

) 2chf k e . (pg(Z: 1)>1/10—1 /

b +1 2bc(p — 1
=Mj|u|p.|w|2dx+ p- 1

y JIVuIzdx
pg(p + 1)\ /P-1
p.(P) e

bg(p + 1 2bc(p — 1
= Mﬁuﬁ’. |Vu|?dx + @ )1/ [IVu|?
(pg(p + 1)) p-1
p- 4c
bg(p + 1) 2be(p — 1)
<29 tl) ] [P, |Vu|?dx + T lIvulllaul
(pg(p + 1)) p-1
p- 4c
ba(p + 1 2bc(p — 1
Lbop+ 1) [ vua + ®=D sl

pg(p + 1)) /o1
”'( 4c )
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2¢(p—1)
. (Pg(p + 1)>1/P‘1

bglp +1 b
< %Ilulp. |Vu|?dx + 5 lAul|> + b [|ael|?

4c
Co

b +1 b
= %[Iulp. |Vu|?dx + > |Au]|? + Collull? (4.20)

esitsizligi elde edilir. (4.20) esitsizligi (4.19)’da kullanilirsa,

d
a [bllVul|? + [IVV||2] + 2ab||Vull? + 2d||Vv||? + b||Aul|* + 2k||Av||?

+bg(p+1) jlulp (Vu)? dx < COIIull2 (4.21)

<C1

<C;

esitsizligi elde edilir. V, = 2min{a, d} olmak iizere,

d
2z IVl + 1VolP] + Vo [blIVull® + [IVoll*] < €

esitsizligi yazilir. E,(t) = b||Vu||? + ||Vv]|? olmak iizere son esitsizligin ¢dziimii
yapilirsa,
d
EEz(t) + V,E,() < G
d
2t —FE,(t) + eV2tv,E, (t) < e"2tC;

dt
[eV2tE,(t)] < e"2t(C,

t t
d

fd_ [eV2"E,(1)]dT < fe"zTC1 dt

0 0

c, t
ez E,(t) — Ez (O) < _QVZT

Gy
= (et 1)
0 V2



38

C
E({)<2(1-e)<c(
Z

blvull® + 1Ivv]|? < G

esitsizligi bulunur. (4.21) esitsizliginin 0’dan t’ye integrali alinirsa,

t
d
f& (bIIVull? + Vo] ]dt+2abf||Vu||2dr+2df||Vv||2dT+bJ||Au||2dr
0

t
+ ZkfIIAUII2 dt+bg(p+1) f flulp (Vu)?dx dt < C f dr
0

b||Vul|? + ||[Vv||? + ZabeIVuII2 dr + 2df||Vv||2 dt+b fIIAuIIZ dt

<C;

+ ZkJIIAvII2 dt+bg(p + 1) j flulp (Vu)? dx dt < ¢,
0

>0

elde edilir. Buradan,
fIIAuIIZ dt, kfIIAUII2 dt < (4

gorliir.

4.3. Siirekli Bagimhilik Sonucu

Bu bolimde (4.1) — (4.4) probleminin ¢oziimiiniin k difiizyon katsayisi tizerine

siirekli bagimliligiyla ilgili asagidaki teorem ispatlanmistir.
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Teorem 4.3.1.

Oeu; — Auy + |u|Pu; + cu? +au; —v; =0, t>0, (4.22)
0.v; — kiAv; + dv; + bu; = 0, X € G, t>0, (4.23)
u;(x,0) = ugy, v;(x,0) = vy, X €QG, (4.24)
u;(x,t) = v;(x,t) =0, X € 0G, t>0 (4.25)

[u;, v;], i = 1,2 igin (4.22) — (4.25) probleminin gii¢lii ¢6ziimii olsun. O zaman

asagidaki onemli kestirimin dogrulugu gegerli olur:

lu; — u,|| < kCiett, vt € RY. (4.26)

Ispat.

i=1li¢in  Opuy — Auy + |uy|Puy + cuy? +auy — v, =0

[=2i¢in  Ouy — Auy + |uy|Puy + cuy? +au, —v, =0

W = Uy — Uy, Z = V; — U, olmak lizere,

0w — Aw + |uq|Puy — |up|Puy, +c(uy +uy ) w+aw —z =0

elde edilir.

i=1 lgln atvl — klAvl + dvl + bul =0
i=2 lgln atvz — szvz + dvz + buz =0

k = k; — k, olmak iizere,

0z — kiAz + dz + bw = kAv,

elde edilir. Yani
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0w — Aw + |uq|Puy — |up|Puy, +c(uy +uy ) w+aw —z=0,x € G, t > 0, (4.27)

0:z — kiAz + dz + bw = kAv,, x€G,t>0,(4.28)
w(x,0) =0, z(x,0) =0, x €QG, (4.29)
w(x,t) =0, z(x,t) =0, x € 0G,t > 0,(4.30)

[w,z] = [uy — uy, v; — v,] fonksiyon ¢iftinin (4.27) — (4.30) probleminin bir

¢Oziimii oldugunu gérmek kolaydir.

(4.27) denklemi L?(G)’de bw ile garpilirsa,

fatw bw dx — jAW bw dx + flullpul bw dx — Jluzlpuz bw dx
G

G G G
+jc(u1+u2 Jw bw dx—jzbwdx= 0 (4.31)
G G

elde edilir. (4.31) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d bd
f@twbw dx = faw bw dx = bJ——w2 dx = ——||w||?

2dt 2dt
G G G
jAW bwdx =b| w.Vw|yzs — J Vw Vw dx | = —b||Vw||?
G 0 G

flullpul bw dx = bflullpﬂwdx
G G

fluzlpuz bw dx = bfluzlp‘“lwdx
G G

fc(ul + u, )w bw dx = bcf(ul + u, )w? dx
G G

jaw bw dx = ab f w?dx = ab||w||?
G G

jzbwdx=bfzwdx
G

G



elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.31)’de yerine yazilirsa,

bd
¥ llw|l? + b||Vw||? + b flullp’r1 wdx — bf|u2|p+1 w dx
G G

+bcf(u1+u2 Yw? dx + ab||w]|? — bfzwdxz 0,
G G

esitligi bulunur. (4.28) denklemi L?(G)’de z ile ¢arpilirsa,

fatzzdx—fklAzzdx+dede+fbwzdx=kavzzdx
G G G G G

elde edilir. (4.33) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d 1d
f@tzzdx= jazzdx= j——zz dx = =—||z||?
G G

2dt 2dt
G
fklAzzdx = klfAzzdx =ki| 2.Vz|5 —jVZ Vzdx | = —k,||Vz||?
G G 0 G

fdzzdxzdfzzdxz d||z||?
G G

fbwzdxzbfwzdx
G G

kavzzdxzkavzzdx
G G

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.33)’te yerine yazilirsa,

1d
E%Hzllz + k,||Vz||? + d||z]|*> + b f wzdx =k f Av, zdx
G G

esitligi bulunur. (4.32) ve (4.34) esitlikleri toplanirsa,

41

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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d [b

1
7z +5 IIZIIZ] +dllzII* + DIVWII* + k4 |IVz]|* + b fIWI”+2 dx + ab|lw||?
G

= k(Av,, z) — bc f(ul + uy )w?dx (4.35)
G

elde edilir. (4.35) esitliginin sag tarafindaki ilk terim diizenlenirse,

Vd d. . k? )
[k{Avy, 2)| < [kll|Av,|lllz]] = IkI\/—EIIAvZIIIIZII <7 lizll* + = llAv, i (4.36)

esitsizligi bulunur. (4.35) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in Holder,Sobolev

esitsizligi ve (4.13) kullanilirsa,

](ul + u, )w? dx
G

< jlul + u,||w|? dx
G

1/2

v,
< flul + u,|? dx . J|W|4 dx
G G

2
(u1 - u2 ) 2 O

U2 +uy? — 2ugu, =0
U2+ uy? = 2uqu,

(g +uy)? = uy?2 + uy? + 2uquy < 2wy + uy?)

1/2

2
1/4

/2
< <J 2|us? + uy?| dx : flwl4 dx
G G
=2

1,
flulz + uy?| dx . f|W|4 dx
G G

2

1 1
2 /2 /4—
=2 [flulz +u22|1/2 dx] . flwl“ dx
G G
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< V2 || Va2 + 2| Iwli3
<VZ juulnz T lull2 . w2
~——— ~———

= 2C|Iwliz
llulls < collVull oldugundan,
< 261(302||VW||2
2C,cy? = C, denirse,
< G,||Vw]|? (4.37)

esitsizligi elde edilir. (4.36) ve (4.37) esitsizlikleri (4.35) esitliginde yerine yazilirsa,

d
b IIWII2 IIZIIZ] +dliz|I”> + bllVwII? + k4 [IVz|* + b JIWI’”+2 dx + abllwl|?

d k?
< S lzll* + = 118, [I* = Gl Vwll?

d
2z [IWIZ +11zI%T + dlizll* + 2bIVwIl® + 2k, V211 + 2b fIWI”+2 dx

>0
>0
k2
FIIszll2 — 2G|Ivwll?
>0

d 2 2 2 2 k2 2
E[bIIWII + lIzII*] + dllz[I* + 2b]|Vw|| SgIIszII
d 2 2 k2 2 2 2
E[bIIWII + izl ]SF”AUZH — 2b||Vvw||* —d||z]| (4.38)

elde edilir. Buradan E;(t) = b|lw||? + ||z||? ve v; = max{—2, —d} olmak iizere,

d k2o
EE3(t) < 7”&72” + v3E3(t)



esitsizligi yazilir. Son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

t t
t k2 k
Ey(t) < elo?97| E,(0) +f7||Av2||2dT = e¥st| E5(0) +E.kf||Av2||2dT
0 0 0

Cik
bllwll® + llz]|* < —= ¥t

elde edilir.

N~——— ———
<C;

\
)
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BOLUM 5. ASMA KOPRU DENKLEMLERININ
COZUMLERININ KATSAYILARA SUREKLI
BAGIMLILIGI

Bu boliimde stirekli bagimlilik ile ilgili literatiir taramasi yapilarak, daha once
calisilmamis olan asma koOprii denkleminin ¢oziimlerinin katsayilara siirekli

bagimlilig1 incelenmistir.

5.1. Giris

Bu ¢alismada asagidaki asma koprii denklemi igin lineer olmayan baslangi¢ ve sinir

deger problemini ele alalim:

Uee + A%u + kut + Su, + f(u) = h(x) (5.1)
u(x,0) = uy(x), ur(x,0) = u;(x) x €Q, (5.2)
u=020, Au=0 x € 0Q,t > 0. (5.3)

Burada u(x, t) yol diizleminin diisey diizlemdeki sapmasin1 temsil eden bilinmeyen
fonksiyonu, k > 0 baglantinin yaylanma sabitini ve &§ > 0 sabiti ifade eder. u* =
max{u, 0} u’ nun pozitif kismudir. Q, R™’de sinurlt bir bdlgedir. h(x) € L2(Q) x’e

bagli bir fonksiyondur. f(u) fonksiyonu k; = 0 olmak tizere,
-k, <F(uw) < f(uwu, u€R (5.4)

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. Burada F(u) = [* f(s)ds dir.
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5.2. On Kestirimler

Teorem: k>% olsun ve (5.4) esitsizligi saglansin. Bu durumda (ug,u;) €

H2(Q) x L2(Q) i¢in (5.1) — (5.3) probleminin ¢dziimii olan u(x, t),
lull®> < M, lAull* < M, ull> <M (5.5)

esitsizliklerini saglar. Burada M pozitif sabiti, (5.1) denkleminin baslangig verilerine

ve parametrelerine baghidir.

Ispat: (5.1) denklemi L?(Q)’de u, ile carpilirsa,

]ututtdx+ jutAzudx+ futku+dx+ futSutdx+ fut[f(u) — h(x)]dx =
Q Q Q o) o)

(5.6)

elde edilir. (5.6) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d ., 1d,
[ e dr = [ e uedr = [ 5 @ dv =5l

Q Q

Q
]ut Audx = U V(Au)|og V(Aw)|pq — JVut V(Aw)dx = — J Vu, V(Au)dx
Q 5 Q Q

d
—<Vut Aulyq — fAu Au, dx) = fAuE Au dx

0 Q Q
—f1d<AVd-—1|mu2
= | g Qw*dx u
k d
+ _ el + - 2
u; ku dx—kjdtuu dx 2dt”u”

U Sup,dx = 8 f(u,f)2 dx = 6 |Jugl|?

|
l



47

ue [ f(w) —h(x)] dx

D

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (5.6)’ da yerine yazilirsa,

d 1 2 1 2 k 2 2
T el + 5 1wl 5 1l?] + 8 el + [ e [ = hGO =0 (57)
Q

esitligi elde edilir. (5.6) esitligi E3(t) = 2 llul|? +3 llAul|? + S llull? olmak iizere

0’dan t’ye integre edilirse,
t

d t t
faE3(t) dt+6j||ut||2dt +fjut [f(u) —h(x)]dxdt =0
0 0 0

E5(t) — E3(0) + 8 f leeli2de + f j w [fW) — h(0)] dx de = 0
0 0 Q

t t d
E5(t) +5]||ut||2dt +ffau[f(u)—h(x)] dx dt = E5(0)
0 00

E;(t)+6 jllutllzdt + j [ f(uwu — h(x)u] dx = E5(0) (5.8)
0

Q

bulunur. (5.8) esitliginin sol tarafindaki tiglincii terim (5.4) kullanilarak diizenlenirse,

f [ f(wu — h(x)uldx = f [ F(u) — h(x)u]dx

Q Q
=lp(u)dx—lh(x)u dx
> —kll‘dx—![h(x)u dx (5.9)

elde edilir. Ayrica (5.9) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime &€ = % , D=2,
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q = 2 olmak lizere, e-young esitsizligi uygulanirsa,

h(x)u < ﬁ + O
p qe

1
< Zuz + [h(x)]? (5.10)
esitsizligi bulunur. Elde edilen (5.10) esitsizligi (5.9) esitsizliginde yazilirsa,

| Uraou - heuldr =k, [ dx- : [ ax~ [ ax
Q Q

Q Q

1
= —k11Q] — 2 llull® = IhC)I? (5.11)
bulunur. (5.11) esitsizligi (5.8) esitsizliginde yazilirsa,
g 1
E5(t) + 6.f||ut||2dt — k] -7 lull? = 1h()II* < E3(0)
0
t
1 2, 1 kK 2 2 1 2 2
S utcl? + S 100l 4+ 2 ull? + 8 | ulde = 7 ull? < E3(0) + k9] + A
0

t
1
luell® + NAull? + kllull? + 25f||utllzdt =5 Ilull® < 2(E5(0) + Ky Q] + 1RGO
0

t
1
lel? + 14l + (ke = 5) Nl + 26 [ llPde < 20550) + ka0l + [AGOI)
0

M
~—_———————

=0

elde edilir. M = 2(E3(0) + k1 || + [R()[1?) ve k — = > 0 olmak iizere,

lucll® < M, NAull? < M, flull> <M

seklinde elde edilir.
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5.3. 8 Katsayisina Siirekli Bagimhlik

Bu béliimde (5.1) — (5.3) probleminin ¢oziimlerinin 6 katsayisina siirekli bagimlilig

incelenecektir.

Uee + A%u + kut + Su + f(w) = h(x) (5.12)
u(x,0) = uy(x), u(x,0) = uy, (x) x €EQ, (5.13)
u=0, Au=20 x€dt>0 (5.14)

probleminin ¢éziimii u,

Ve + A% + kvt + 8,0, + fF(v) = h(x) (5.15)
v(x,0) = uy(x), v:(x,0) = uy(x) x €Q, (5.16)
v=20, Av =20 x €€00,t>0 (5.17)

probleminin ¢éziimii v olsun. w = u — v olmak iizere, (5.12)’den (5.15) ¢ikarilirsa

Wee + A%w + kwt + Su — v + f(w) — fF(w) =0 (5.18)
w(x,0) =0, wi(x,0) =0 x €Q, (5.19)
w =0, Aw =0 x €dt>0 (5.20)

bulunur. (5.18) denklemine &,u, ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,

Wyt + AZW + kW+ + 61ut - Szvt + Szut - Szut + f(u) - f(v) =0

elde edilir. § = §;—8, > 0 olmak iizere,

Wi + AW+ kwt + 8up + 8w + f(w) — fF(w) =0 (5.21)
w(x,0) =0, we(x,0) =0 x €Q, (5.22)
w =0, Aw =0 x€eodt>0 (5.23)

problemi elde edilir.
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Teorem: f fonksiyonu asagidaki sart1 saglasin:
lf(w) — fW)| < ko1 + [u|? + [v|P)|lu—v| u,veER. (5.24)
Bu durumda, (5.21) — (5.23) probleminin ¢oztiimii olan w(x, t),

~

M
Iwell? + 1Awl]l? + lIwll? < fﬂ(l —e~Gt)
1

esitsizligini saglar. Burada M pozitif sayisi, (5.21)’deki baslangi¢c verilerine ve

parametrelere baglidir.

Ispat: (5.21) denklemi L2(Q)’de w, ile ¢arpilirsa,

fwt Wy dx + thAzwdx+ fwtkw+dx+ fwt(?utdx+ fwt6zwtdx
Q Q Q Q Q

+ fwt[f(u) —f(w)]dx =0 (5.25)

Q
elde edilir. (5.25) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d_ . 1d.
[wew dx = [we Zwedx= [ 5 Zw? dx =5 Ziwl
Q Q Q

2 dt
]Wt A’w dx = we. A(VW)| g0 — JVWt A(VW)dx
Q 0 Q

= — f Vw; A(Vw)dx
Q

= — (th.AWIaQ - J Aw; Aw dx)

0 Q

—JA Ad—fdAAd—Jld(A)zd EELNTNE
= We AW AX = dtWW.?C— > dt w X—Zdt w
Q

Q Q
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f kwt d —kfd d —kfld 2d —kd” ||
we kw?t dx = wwdx = S W A =5 llw
o) QO QO

th Sut dx = S(Wt, ut)
Q

fwt S,w, dx = 6, f w2 dx = 8, we|?
Q

we [f (W) = fFW)] dx = (wy, f(w) — fF(V))

D— ©

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (5.25)’te yerine yazilirsa,

el 5wl 45w
2 ac " Tza N T
= =8, lwell? = §we, ue) — (we, f (W) = f(v))
drt oo 1. ko . s
=[5 Iwell? + 5 Nawli2 + S wil?] + 8, lwell? = =8owe, ) = (e, £ ) = )
drt. o1 ko s
=[G well? + S 1wl + S 1wl | + S lhwel? < [8we, )| + 1w, £ ) = )

(5.26)

esitsizligi elde edilir. (5.26) esitsizliginin sol tarafindaki ilk terime Cauchy-Schwarz

ve Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizlikleri uygulanir ve diizenlenirse,

A A A A \/—A 1
[Swe,ur)] < j 8] 1wel luel die < 8 lwell luell = 18] llwell el V8 . —=
8 V6
o (1 6 1 62
< 14| (5 well® + = lluell” ) < = lwell” + = luel? (5.27)

elde edilir. (5.26)’daki ikinci terime (5.24) kullanilip sirasiyla Holder, Sobolev-

Poincare ve Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizlikleri uygulanirsa,

[(we, f(W) = fF(W))] < JIWtI | f(w) = f(v)] dx
Q



< f|wt| ko (14 [ulP + [v[P)[u — v] dx
Q

- f|wt| ko (14 [ul? + [v[P)|w] dx
Q
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pr
< ko (01207 4l ) + 1012y ) 1l el

< ko <|Q|2<P+1> + lul? + MP) Iwil 1wl
VM VM

< ko (1212@+D + M2+ M"/2) |wl] llw

K

= Kllwl liwel
2 1
< < lIwll? + 3 lwe 2

2 2

do 1

< = 19wl + 5 llwll?
2 2
do 1

< lAw]1? + > [lweI?

- 22 2

(5.28)

esitsizlikleri elde edilir. (5.27) ve (5.28) esitsizlikleri (5.26) esitsizliginde yerine

yazilirsa,
d 1 1 k
—|= 24— 2 . ° 2 2
=[5 well? + 2 14wl + 2 2| + 8, wel
1 52 24,2 1
< S Iwell? + - luell2 + = lawl2 + 5 w1

d 1 1 k
2[5 well2 S Hawi? + 2 w2 + w2
A2 2 2

s :
< Iwell? + =l +—5

lAw||?

bulunur. ||u,||? < M kestirimi kullanlirsa,

2 2
0

22

1 1 k K
= |5 IWell? + S 1awli? + 5 Iwli2| + (6, = Dlw 12 -

law||? <

M .
— 52
2
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2 2

O lAw||? < Mé?

d
gz el + AW + KllwlI*] + 2(8; = Dllwell* ~

esitsizligi bulunur. Son esitsizligin sol tarafindan ||w||? > 0 ifadesi ¢ikarilirsa,

2 2
0
Aw||? = ||w]|?
7 [Aw (| — [[wl]]|

d
gz el + AW + KllwlI*] + 2(8; = Dllwell* ~

< Mé§?

2
bulunur. Burada C; = min {2(62 -1),—- (szo ),— %}, E () = |lwell? +

lAw||? + k||w]|? olmak iizere,

d A

esitsizligi yazilir. (5.29) esitsizliginin ¢ozimii yapilirsa,

d A
Cltd—El(t) + Ce“E (1) < Mb2e4t

t

t
d
ja e TE, (1)] d‘L’<M52] e dr
0 0

M
e“E (t) — E;(0) < C—62( et — 1)
0 1

M
E (t) £ =—06%(1 —e “1h)
&}

elde edilir. Burada § — 0 ise E;(t) — 0 olur.

5.4. k Katsayisina Siirekli Bagimhhik

Bu béliimde (5.1) — (5.3) probleminin ¢ézlimlerinin k katsayisina siirekli bagimlilig

incelenecektir.
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U + A%u + kut + Sup + f(u) = h(x) (5.30)
u(x,0) = uy(x), u:(x,0) = uy(x) X € Q, (5.31)
u=0, Au=0 X €00,t> 0 (5.32)

probleminin ¢6ziimii u,

Ve + A% + kvt + 6v, + f(v) = h(x) (5.33)
v(x,0) = uy(x), v:(x,0) = uy(x) x € Q, (5.34)
v=0, Av=0 x€dt>0 (5.35)

probleminin ¢éziimii v olsun.w = u — v olmak iizere, (5.30)’dan (5.33) cikarilirsa,

Wyt + AZW + k1u+ - k2v+ + 6Wt + f(u) - f(v) = 0 (536)
w(x,0) = 0, w,(x,0) = 0 X€Q, (5.37)
w =0, Aw = 0 X €30,t> 0 (5.38)

bulunur. (5.36) denklemine k,u* ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,

Wyt + AZW + k1u+ - k2v+ + k2u+ - k2u+ + SWt + f(u) - f(v) =0

elde edilir. k = k;—k, > 0 olmak iizere,

Wee + A2w + kut + kowt + 6w, + f(w) — f(v) =0 (5.39)
w(x,0) =0, wi(x,0) =0 x €Q, (5.40)
w =0, Aw =0 x€00t>0 (5.41)

problemi bulunur.

Teorem: § — 1 < 0 kosulu ve |u®| < |u| esitsizligi saglansm. (5.24) yardimiyla

(5.39) — (5.41) probleminin ¢6ziimii olan w(x, t),
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M
lwell? + law1? < = k2 (e ~ 1)

esitsizligini saglar. Burada M ve C,, (5.39) baslangi¢ verilerine ve parametrelerine

bagli pozitif sabitlerdir.

Ispat: (5.39) denklemi L?(Q)’de w, ile garpilirsa,

fwtwttdx+fthzwdx+fwtku+dx+fwtkzw+dx+fwt(SWtdx
Q Q ) Q Q

+ f we (f(w) — f(v))dx =0 (5.42)

Q

elde edilir. (5.42) esitligindeki her bir terim ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

d 1d 1d 5
fwtwttdx:fwtawtdx:ffa dx = Zdt_]-Wt dx—i%llwtll
Q Q Q

th A*w dx = w,. V(AW)'@Q - fVWt V(Aw)dx
Q Q

= f Vw; V(Aw)dx
Q

<th Aw|zq — VW Awtdx>

—J Aw.d jV dAd fld(A)zd
= w Awdx = wrdwdx = | 5 (Aw)® dx
Q

Q
1d 1d
_ - % 2 __-4 2
=5 j(Aw) dx = 2dtIIAWII
Q

2dt 2 adt
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w; 5w, dx = & f w2 dx = Sllw, 12
Q

we (f(w) = f(v)) dx = (w, f(w) = fF(v))

|
J

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (5.42)’de yerine yazilirsa,

d 1 1 k ~
=[5 el + S 18wl + ZZ1wil?] + Sllwe 12 = ~Fiwe, u) = we, f0) = )

d 1 2 1 2 ka 2 2 A +
=[5 Il + S 18wl + ZZ1wil?] + Sllwell? < [Rwe )]+ we, @) = )]

(5.43)
esitsizligi bulunur. (5.43) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terime sirasiyla Cauchy-

Schwarz, Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizlikleri uygulanirsa,

|k(we, ut)| <

fl?wtuJ“dx
o)

< f|lAc||Wt||u+| dx < lAcflthIuI dx
Q Q

- - 1
= kllwellllull < k <Ilwtllllullﬁﬁ>
[k 1
< k|| =lu 2+—,\ w,||?
| |<2”;79* |l tn)
< [k| s L) =M+ e (5.44)
2T 2t 2 2t -

elde edilir. (5.43) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim (5.28) esitsizligine benzer

sekilde yapilirsa,

(Kdo)*
22

1
lwe, f(W) = f(W)] < 1AWl + 5 llw]I? (5.45)

_P p
esitsizligi elde edilir. Burada K = |Q[2@+D) + 2M2 dir. (5.44) ve (5.45) esitsizlikleri

(5.43)’te yerine yazilirsa,
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drl k
Sl S w4 22 w2 + 61w

dt 12
<2k o Dt + LD iz L
L2 el + 3 Nl + 1] 4+ 65 = Dl - LD e < M g
w2+ Nl + k2] + 265 = D2 = LK e <
(5.46)

elde edilir. (5.46) esitsizliginin sol tarafindan ||w||? ifadesi ¢ikarilirsa,

d (koKdy)?
E[ Iwell> + 1Aw]1? + ko llwlI?] + 2(8 — D) [lwelI? —% lAaw]|? — [lw]|?
< Mk?
bulunur. Burada
6-1)<o0,
_ , _ _ (koKdg)?
C, = 2min {(6 1), — },
E>;(t) = lwell® + [[Aw]|? + K, [l
olmak tizere,
d
I —E,(t) + C,E,(t) < Mk? (5.47)

esitsizligi yazilir. (5.47) esitsizliginin ¢oziimii yapilirsa,

d
EEZ(t) + C,e%tE,(t) < e®2tMk?

¢ t
d

fd_ [eC2E, (7)]d f C2T qr

0 0



M .
e E,(t) — E»(0) < C—kz(eczt -1
— 2
0

M M .
E,(t) < —k?(1—e %) < —k?
G, G,

bulunur. Bu da k — 0 iken E,(t) — 0 demektir.
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BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman—Forchheimer
eqations” ve “Structural stability for Fitzhugh-Nagumo equations” adli makaleler
detayli bir sekilde incelenmistir. Asma koprii denkleminin ¢oziimlerinin katsayilara

stirekli bagimliligi lizerine tez ¢aligmasi yapilmstir.

Diger kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in de benzer islemler yapilabilir.
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