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∇2= ∆                : Laplace operatörü 

∇     :Gradiant operatör 

Ω     : 𝑅𝑛 ‘de düzgün sınıra sahip sınırlı bölge 

𝑢(𝑥, 𝑡)    : Bilinmeyen fonksiyon 

𝐻1(Ω),𝐻0
1(Ω)             : Sobolev uzayı 

(𝑢, 𝑣)     : ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑥
Ω
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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Yapısal Kararlılık, BBMB Denklemi, OBBMB Denklemi 

 

Bu tezde, kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözümlerinin katsayılara sürekli 

bağımlılığı incelenmiştir. Giriş bölümünde kısmi türevli diferansiyel denklemlerde 

yapısal kararlılık ile ilgili bilgiler verilmiştir. Ayrıca incelediğimiz problem tanıtılmış 

ve benzer tipteki problemler üzerine diğer yazarların yapmış oldukları çalışmalardan 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde bu tezde kullanılan temel tanım ve kavramlara yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde, lineer olmayan dalga denkleminin yapısal kararlılığını 

inceleyen “Structural Stability for a Class of Nonlinear Wave Equations” adlı makale 

detaylı bir şekilde ele alınmıştır. Dördüncü bölümde, Marine Riser denkleminin 

yapısal kararlılığı ve azalma kestirimlerini inceleyen “Structural Stability and Decay 

Estimate for Marine Riser Equations” makale ayrıntılı olarak irdelenmiştir. Beşinci 

bölümde ise özgün bir çalışma olarak Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers 

denkleminin çözümlerinin katsayılara sürekli bağımlılığı ayrıntılı olarak incelenmiştir. 
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STRUCTURAL STABILITY ANALYSIS OF PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

SUMMARY 
 

Keywords: Structural Stability, BBMB Equation, OBBMB Equation  

 

In this thesis, the continuous dependence of the coefficients on partial differential 

equation solutions are examined. In introductory chapter, information on structural 

stability is given in partial differential equations. In addition to the problem we studied 

are introduced and some studies done on the type of similar problems are mentioned. 

In the second chapter, general and specific informations which were used in this study 

are given. In the third chapter, the article entitled “Structural Stability for a Class of 

Nonlinear Wave Equations” is investigated. In the forth chapter, the article entitled 

“Structural Stability and Decay Estimate for Marine Riser Equations” is examined. In 

the fifth chapter, as an original study the continuous dependence of the solutions of the 

Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers equation on the coefficients are 

examined in detail. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Yapısal kararlılık, modelin kendi kararlılığının incelenmesidir. Kararlılığın klasik 

tanımı, başlangıç verilerindeki değişikler üzerine çözümün sürekli bağımlılığını içerir. 

Hirsch ve Smale [1] yapısal kararlılık fikrini tanıtan öncülerdendir. Kitaplarında, 

diferansiyel denklemlerin çözümlerini değiştiren etkinin ne olduğu sorusunu sorup 

bunun yapısal kararlılık sorunu olduğunu dile getirmişlerdir.  

 

Ancak zaman geçtikçe modelde, sınır değerlerinde ve hatta kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerde, katsayılardaki değişikliklerin sürekli bağımlılığının fark edilmesiyle bu 

durumun daha önemli olduğu anlaşılmıştır. Kararlılık ya da sürekli bağımlılığın bu 

yönü yapısal kararlılık olarak adlandırılır [2]. 

 

Denklemlerin çözümlerinin katsayılara sürekli bağımlılığı bir tür kararlı yapı 

olduğundan katsayılardaki küçük değişikliklerin çözümlere etkisini yansıtır. Benzer 

birçok sonucu Ames ve Straughan [3] incelemiştir. Darcy ve Brinkman sistemlerinde 

temsil edilen akışkanın geçirgen ortamdaki akışının yapısal kararlılığını Ames ve 

Payne [4] , Payne ve Straughan [5-8] incelemiştir.  Literatürdeki sürekli bağımlılık için 

[9-13] çalışmaları incelenebilir.   

 

Kısmi türevli diferansiyel denklemler birçok Matematik, Fizik ve mühendislik 

problemlerinde karşımıza çıkmaktadır. Doğanın temel kanunlarının matematiksel 

olarak ifade edilebilmesi için lineer olmayan modellere ihtiyaç duyulur. Bu yüzden de 

bu modeller lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemlere dayanmaktadır. 

Lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemler, bilimin çeşitli alanlarındaki 

birçok dinamik sistemde özellikle de akışkanlar mekaniği, katı hal fiziği, plazma fiziği 

ve lineer olmayan optikleri tanımlamak için yaygın olarak kullanılmaktadır.  
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1830’lu yıllardan itibaren birçok fizikçi ve matematikçi lineer olmayan dalga kuramı 

ile ilgilenmiştir. Korteweg-de Vries denklemi (KdV) ilk defa 1895’te [14] küçük 

genlikli ve uzun dalga boylu su dalgalarının tek yönlü yayılım modeli olarak karşımıza 

çıkmıştır ve tekil dalgaların çözümlerini temsil etmektedir. 

 

Düzenli uzun dalga denklemi ilk olarak Peregrine [15] tarafından 1966 yılında, KdV 

denklemine bir alternatif olarak önerilmiştir. Daha sonra bu denklem Benjamin, Bona 

ve Mahony [16] tarafından çalışılmış ve geliştirilerek BBM denklemi olarak 

adlandırılmıştır. BBM denklemi, 

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0 ,           𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Dalganın bozulmasına yol açan mekanizmaları hesaba katmak amacıyla 𝑢𝑥𝑥 dağıtıcı 

terimini içeren  

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝜈𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0   ,       𝜈 ∈ 𝑅
+ 

modeli Amick, Bona ve Schonbek [17] tarafından çalışılmıştır. Eklenen bir Burgers 

tipi dağıtıcı terimi ile düzenli uzun dalga denklemi daha çok Benjamin-Bona-Mahony-

Burgers (BBMB) denklemi olarak adlandırılır [18]. 

 

Zamana göre birinci mertebeden türevli denklemlere psedoparabolik denklem denir 

[19]. Küçük genlikli uzun dalgaların yayılımı, termodinamik,  

ikinci mertebeden akışkanlarda kesme, kil konsolidasyonu gibi matematik ve fiziğin 

pek çok alanında kullanılır. Bunlar hakkındaki ayrıntılı bilgiler için [20-23] çalışmaları 

incelenebilir. 

Psedoparabolik tip denklemlerin önemli bir özel durumu da genelleştirilmiş BBMB, 

 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝑔(𝑢)𝑥 = 0 ,           𝑡 ≥ 0,       𝑥 ∈ 𝑅  

denklemidir. Burada 𝛽 bir reel sayı ve 𝛼 pozitif sabittir. 𝑔(𝑢) ise 𝐶2 de düzgün lineer 

olmayan fonksiyondur. Genelleştirilmiş BBMB denkleminde 𝑔(𝑢)𝑥 = 𝜃𝑢𝑢𝑥 alınırsa, 

 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝜃𝑢𝑢𝑥 = 0 
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Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (OBBMB) denklemi elde edilir. 

OBBMB denklemi lineer olmayan, tek boyutlu ve psedoparabolik denklemdir. Ox 

ekseni boyunca yayılan lineer olmayan dalga yüzeylerini tanımlar [24-25]. 

 

Literatürde OBBMB denkleminin çoklu soliton çözümlerini türetmek için ters saçılma 

metodu kullanılmıştır [26-31]. Psedoparabolik dalga denklemlerinin çözümlerinin 

elektrik potansiyelleri, dış elektrik alanları olması durumunda OBBMB dalga 

denklemine rastlanır  [19]. 

 

Bu tez çalışması üç ana bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, 2009 yılında Ülkü Dinlemez’in hazırladığı “Structural Stability for a 

Class of Nonlinear Wave Equations” [32] isimli makale ayrıntılı olarak ele alınmıştır. 

Bu makalede lineer olmayan bir dalga denkleminin yapısal kararlılığı incelenmiştir. 

 

İkinci bölümde, 2011 yılında A.O. Çelebi, Ş. Gür ve V. K. Kalantarov ‘un birlikte 

hazırladıkları “Structural Stability and Decay Estimate for Marine Riser Equations” 

[33] isimli makale ayrıntılı olarak irdelenmiştir. Bu makalede Marine Riser 

denklemleri için yapısal kararlılık ve azalma kestirimleri incelenmiştir. 

 

Üçüncü bölümde ise OBBMB denkleminin yapısal kararlılığı incelenmiştir.  



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR  

 

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı tanımlara ve eşitsizliklere yer 

verilmiştir. 

 

Tanım ( Banach Uzayı ) 

 

Bir (𝑋, ‖. ‖) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi , 𝑋 içinde bir limite yakınsıyorsa bu 

(𝑋, ‖. ‖) normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir. Ya da başka 

bir deyişle bir normlu vektör uzayı, normdan indirgenen metrik ile tam ise bir Banach 

uzayı olarak adlandırılır [36]. 

 

Tanım ( İç Çarpım Uzayı ve Hilbert Uzayı )  

 

İç çarpım uzayı, üzerinde bir iç çarpım tanımlanmış vektör uzayıdır. Bir Hilbert uzayı 

ise, üzerindeki iç çarpımla tanımlanmış metriğe göre tam olan bir iç çarpım uzayıdır 

[37]. 

 

Teorem ( İç Çarpım Formülü) 

 

𝐿2(Ω) Hilbert uzayıdır ve bu uzay üzerindeki iç çarpım, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω) olmak üzere 

(𝑓, 𝑔)𝐿2(Ω) = ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

Ω

 

biçiminde tanımlanır [37]. 
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Tanım  ( 𝑳𝒑(Ω) Uzayı ) 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 bir bölge ve 𝑝 > 0 bir reel sayı olmak üzere, Ω üzerinde 

∫|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 < ∞
Ω

 

koşulunu sağlayan 𝑢 ölçülebilir fonksiyonlarından oluşan uzaya  𝐿𝑝(Ω) uzayı adı 

verilir. 𝐿𝑝(Ω) bir normlu lineer uzaydır ve bu uzay üzerindeki norm  

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) = (∫|𝑢(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑝

 

biçiminde tanımlanır. 𝑝 ∈ [1,∞] için 𝐿𝑝(Ω) Banach uzayıdır [37]. 

 

Teorem (Kısmi İntegrasyon Formülü) 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 açık, sınırlı bir küme ve 𝜕Ω sınırı 𝐶1 sınıfından olmak üzere 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω̅) 

olsun. O zaman, 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 

∫𝑢𝑥𝑖𝑣

Ω

𝑑𝑥 = −∫𝑢𝑣𝑥𝑖𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑣𝜂
𝑖𝑑𝑠

ΩΩ

 

eşitliği sağlanır. Burada 𝜂𝑖, 𝜕Ω sınırının dış yönlü normal vektörünün 𝑖. bileşenidir 

[38]. 

 

Teorem ( Hölder Eşitsizliği ) 

 

1 ≤ 𝑝, 𝑞 < ∞ ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. Eğer Ω ⊂ ℝ𝑛 ‘de açık bir bölge, 𝑢 𝜖𝐿𝑝(Ω), 

𝑣 𝜖𝐿𝑞(Ω) ise 

∫|𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑝

(∫|𝑣(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑞

=

Ω

‖𝑢(𝑥)‖𝑝‖𝑣(𝑥)‖𝑞 

eşitsizliği sağlanır [38].   
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Lemma ( Cauchy – Schwarz Eşitsizliği ) 

 

𝑋 bir iç çarpım uzayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|〈𝑥, 𝑦〉|2 ≤ 〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉. 

𝑋 bir iç çarpım uzayı olmak üzere,  ‖𝑥‖ = 〈𝑥, 𝑥〉
1

2 ile tanımlı olan ‖. ‖ ∶  𝑋 → ℝ 

fonksiyonu 𝑋 üzerinde bir norm belirttiğinden Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

|〈𝑥, 𝑦〉| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

olarak da yazılabilir [35]. 

 

Teorem (Young Eşitsizliği) 

 

𝑎 ve 𝑏 negatif olmayan reel sayılar, 1 ≤ 𝑝, 𝑞 < ∞  ve   
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere,  

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+ 
𝑏𝑞

𝑞
 

eşitsizliği sağlanır [38]. 

 

Teorem (𝜺-Young Eşitsizliği) 

Young eşitsizliğinde 𝑎 = (𝜀𝑝)
1

𝑝 𝑋 ve 𝑏 =
𝑌

(𝜀𝑝)
1
𝑝

 alınırsa, 

                                                          𝑋𝑌 ≤ 𝜀𝑋𝑝 + 𝑐(𝜀)𝑌𝑞        

eşitsizliği elde edilir. Burada 𝑐(𝜀) = (𝜀𝑝)
−
𝑞

𝑝𝑞−1 dir [34]. 

 

Lemma ( Gronwall Eşitsizliği ) 

 

𝜂(𝑡), [0, 𝑇] aralığında sürekli, negatif olmayan bir fonksiyon, 𝛷(𝑡) ve 𝛹(𝑡), [0, 𝑇] 

aralığında integrallenebilen, negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere  

𝜂′(𝑡) ≤ 𝛷(𝑡)𝜂(𝑡) + 𝛹(𝑡) 

eşitsizliği geçerli ise her 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 için  



7 
 

 
 

𝜂(𝑡) ≤ 𝑒𝑥𝑝(∫𝛷(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

) [𝜂(0) + ∫𝛹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

] 

olur [38]. 

 

 Tanım (Sürekli Gömülme) 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu lineer uzaylar olsun. Bu durumda, 

             (𝑖) 𝑋 ⊂ 𝑌  

             (𝑖𝑖) Her 𝑓 𝜖 𝑋 için ‖𝑓‖𝑌 ≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝑋 olacak şekilde 𝐶 > 0 vardır. 

koşulları sağlanıyorsa 𝑋 uzayı 𝑌 uzayına sürekli gömülür denir ve 𝑋 → 𝑌 ile gösterilir 

[37].   

 

Tanım (Sobolev Uzayı) 

 

Ω, 𝑅𝑛 de bir bölge, 𝑚 negatif olmayan herhangi bir tamsayı ve 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere 

               𝑊𝑚,𝑝(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω): 𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 0 ≤ |𝛼| ≤ 𝑚 }  

şeklinde tanımlanan uzaya Sobolev Uzayı denir [34]. 

  

Teorem  (Poincare Eşitsizliği) 

 

𝑢 ∈ 𝑊0
1,2 (𝑎, 𝑏) için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

‖𝑢‖2 ≤ 𝑐‖𝑢
′‖2                      

Burada  𝑐 =
𝑏−𝑎

√2
 dır [34]. 

 

 



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 3. LİNEER OLMAYAN DALGA DENKLEMLERİNİN     

                    BİR SINIFININ YAPISAL KARARLILIĞI                                                                                            

 

Bu bölümde Ülkü Dinlemez tarafından yazılan “Structural stability for a class of 

nonlinear wave equations” [32] isimli çalışma ele alınmış ve detaylı bir şekilde 

incelenmiştir. 

 

3.1. Giriş ve Problemin İfadesi 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝛼𝑢𝑢𝑥 = 𝛽𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥    𝑢 ∈ 𝐶0
4,1(𝑅 × 𝑅+),   0 < 𝑡 < 𝑇 ,            (3.1)                                                                                                       

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ,       𝑥 ∈ ℝ ,                 (3.2) 

problemini ele alalım. Burada,  𝛼 , 𝛽 > 1 olan sabitler ve 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ 𝑅+  olan 

değişkenlerdir. 𝐶0
4,1(𝑅𝑥𝑅+), 𝑥 e göre dördüncü ve 𝑡 ye göre birinci dereceden türevli 

kompakt destekli fonksiyonlar uzayıdır.    

 

Teorem 3.1. 

 𝑢 ∈ 𝐶0
4,1(𝑅𝑥𝑅+) olmak üzere 𝑢 fonksiyonunun kendisi ve türevleri bir D sabiti ile 

sınırlıdır. Buna bağlı olarak aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır:     

{
 
 

 
 
|𝑢| ≤ 𝐷,               
|𝑢𝑥| ≤ 𝐷,             
|𝑢𝑥𝑥| ≤ 𝐷,           
|𝑢𝑥𝑥𝑥| ≤ 𝐷,         
|𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥| ≤ 𝐷.       

                                                                                                  (3.3) 

Burada, 𝐷 pozitif sabiti (3.1) in başlangıç verilerine ve parametrelerine bağlıdır. 

 

İspat 3.1.  (3.1) denklemi  𝐿2(Ω) da 𝑢 ile çarpılırsa, 

∫𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑢𝑢𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼∫𝑢𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 = 𝛽∫𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥           (3.4)

ΩΩΩΩΩ
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elde edilir. 

 

(3.4) teki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2                                                                                                                

Ω

 

−∫𝑢𝑢𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥 =

Ω

− [ 𝑢𝑢𝑡𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥𝑑𝑥

Ω

 ] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥‖

2                                                 

𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑢𝑑𝑥 =

Ω

𝛼 ∫𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥 = 𝛼 ∫
1

3

𝑑

𝑑𝑥
𝑢3𝑑𝑥 = 0                                                              

ΩΩ

 

𝛽 ∫𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 = 𝛽∫
1

2
𝑢𝑥𝑥

𝑑

𝑑𝑥
𝑢2𝑑𝑥 =

𝛽

2
[𝑢2𝑢𝑥𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢

2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

]                      

ΩΩ

       

                   = −
𝛽

2
∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.4) te yerlerine yazılırsa 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢‖2 + ‖𝑢𝑥‖

2} = −
𝛽

2
∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

                                         (3.5) 

olur. 

 

(3.1) denklemi  𝐿2(Ω) da 𝑢𝑥𝑥 ile çarpılırsa, 

∫𝑢𝑥𝑥𝑢𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑢𝑥𝑥𝑢𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 = 𝛽∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥

ΩΩΩΩ

                                   

+∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥    

Ω

                                                                                                           (3.6) 

elde edilir. 
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(3.6) daki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 = [𝑢𝑡𝑢𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥𝑑𝑥

Ω

] = −
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥‖

2                                                      

Ω

 

−∫𝑢𝑡𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 =

Ω

−
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥𝑥‖

2                                                                                              

𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 = 𝛼 ∫
1

2
𝑢𝑥𝑥

𝑑

𝑑𝑥
𝑢2𝑑𝑥 =

𝛼

2
[𝑢2𝑢𝑥𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢

2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

]                            

ΩΩ

 

                    = −
𝛼

2
∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 

Ω

 

∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = ∫
1

2
𝑢
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 =

1

2
[𝑢𝑢𝑥𝑥

2 |𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑥
2 𝑢𝑥𝑑𝑥

Ω

] =
−1

2
∫𝑢𝑥𝑥

2 𝑢𝑥𝑑𝑥    

ΩΩΩ

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.6) da yerlerine yazılırsa  

−
1

2

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥‖
2} =

𝛼

2
∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛽∫𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥)

2𝑑𝑥    

ΩΩ

                                    

−
1

2
∫𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥)

2𝑑𝑥                                                                                                                 (3.7)

Ω

 

olur. 

   

(3.1) denkleminin 𝑥 e göre türevini alırsak,  

 𝑢𝑡𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝛼(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥) = 𝛽(𝑢𝑥𝑥

2 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥) + (𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢)            (3.8)   

elde edilir. 

 

(3.8) eşitliği 𝐿2(Ω) da  𝑢𝑥𝑥𝑥  ile çarpılırsa, 
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∫𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼 ∫(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 =                                          

ΩΩΩ

 

𝛽 ∫(𝑢𝑥𝑥
2 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + ∫(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                    (3.9)

ΩΩ

 

elde edilir. 

 

(3.9) daki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = [𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑥𝑢𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

] = −
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥𝑥‖

2                                        

Ω

 

−∫𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = −
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2                                                                                        

Ω

 

𝛼 ∫𝑢𝑥
2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = 𝛼 ∫𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼 ∫𝑢𝑥 [

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥) − 𝑢𝑥𝑥

2 ] 𝑑𝑥

Ω

                        

ΩΩ

 

= −𝛼∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 + 𝛼 ∫𝑢𝑥

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥)𝑑𝑥                                                                             

ΩΩ

 

= −𝛼∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 + 𝛼 [𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥|𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

]   = −2𝛼 ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 

Ω

 

Ω

               

𝛼∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

= 𝛼∫
1

2
𝑢
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 =

𝛼

2
[𝑢𝑢𝑥𝑥

2 |𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑥
2 𝑢𝑥𝑑𝑥

Ω

]                              

Ω

 

= −
𝛼

2
∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

2 𝑑𝑥

Ω

                                                                                                                          

𝛽 ∫𝑢𝑥𝑥
2 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 =

𝛽

3
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑥𝑥
3 𝑑𝑥 = 0                                                                                  

ΩΩ

 

∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = ∫
1

2
𝑢
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑥𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 =

1

2
[𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥

2 |𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑥𝑥
2 𝑢𝑥𝑑𝑥

Ω

]

ΩΩ
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 = −
1

2
∫𝑢𝑥𝑥𝑥

2 𝑢𝑥𝑑𝑥                                                                                                                       

Ω

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.9) da yerlerine yazılırsa, 

−
1

2

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2} =

𝛼

2
∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

2 𝑑𝑥 + 2𝛼 ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 + 𝛽 ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 𝑑𝑥         

ΩΩΩ

 

      −
1

2
∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥
2 𝑑𝑥                                                                              (3.10)

ΩΩ

 

olur. 

 

(3.5), (3.7) ve (3.10) taraf tarafa toplanırsa,  

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖

2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2} = (2 − 𝛽 − 𝛼)∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                      

Ω

 

+(1 − 2𝛽 − 5𝛼)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 − (2𝛽 + 1)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 𝑑𝑥                                           (3.11)

ΩΩ

 

elde edilir. 

 

(3.11) in sağ tarafındaki terimlere Cauchy ve Hölder eşitsizliklerini uygulayalım. 

Buna göre ilk terimden: 

 (2 − 𝛽 − 𝛼)∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 ≥ (2 − 𝛽 − 𝛼)∫𝑚𝑎𝑥𝑢|𝑢||𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                        

ΩΩ

 

≥ (2 − 𝛽 − 𝛼) [
𝑚𝑎𝑥𝑢2‖𝑢‖2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2

2
] ≥ (1 −

𝛽

2
−
𝛼

2
 )(𝑚𝑎𝑥𝑢2‖𝑢‖2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2 ) 

eşitsizliği elde edilir. İkinci terimden: 

 (1 − 2𝛽 − 5𝛼)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 ≥ (1 − 2𝛽 − 5𝛼)∫𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥|𝑢𝑥𝑥||𝑢𝑥|𝑑𝑥                           

ΩΩ
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≥ (1 − 2𝛽 − 5𝛼) [
𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥

2 ‖𝑢𝑥𝑥‖
2

2
+
‖𝑢𝑥‖

2

2
]                                                                        

≥ (
1

2
− 𝛽 −

5

2
𝛼 ) (𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥

2 ‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥‖

2 )                                                                        

eşitsizliği elde edilir. Üçüncü terimden: 

−(2𝛽 + 1)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 ≥ (−2𝛽 − 1)∫𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑢𝑥|𝑑𝑥                                   

ΩΩ

 

≥ (−2𝛽 − 1) [
𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2

2
+
‖𝑢𝑥‖

2

2
]                                                                           

≥ (−𝛽 −
1

2
 ) (𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥‖

2 )                                                                            

eşitsizliği elde edilir. 

 

Elde edilen eşitsizlikler (3.11) ifadesinde yerlerine yazıldığında, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖

2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2} ≥ (1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
 )𝑚𝑎𝑥𝑢2‖𝑢‖2  

+2(−
5

4
𝛼 − 𝛽)‖𝑢𝑥‖

2  +2( 
1

4
−
𝛽

2
−
5

4
𝛼)𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥

2 ‖𝑢𝑥𝑥‖
2 

+[1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
− (𝛽 +

1

2
)𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2  ] ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2                           (3.12)   

olur. 

 

Buradan, 

𝜇 = max {(1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
 )𝑚𝑎𝑥𝑢2, (−

5

4
𝛼 − 𝛽 ) , ( 

1

4
−
𝛽

2
−
5

4
𝛼)𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥

2  , { 1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
−

(𝛽 +
1

2
)𝑚𝑎𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 }  

ve  𝑌(𝑡) = ‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2 olmak üzere, 

𝑑𝑌(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜇𝑌(𝑡) ≥ 0                 (3.13) 

diferansiyel eşitsizliği elde edilir. 
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(3.13) diferansiyel eşitsizliğini çözmek için her terimini  𝑒−∫ µ𝑑𝑡
𝑡
0 = 𝑒−µ𝑡  ile 

çarpalım: 

𝑑𝑌(𝑡)

𝑑𝑡
. 𝑒−µ𝑡  − µ𝜑(𝑡)𝑒−µ𝑡 ≥ 0  

 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑌(𝑡). 𝑒−µ𝑡) ≥ 0   

𝑌(𝑡). 𝑒−µ𝑡 ≥ 𝑌(0)   

𝑌(𝑡) ≥ 𝑌(0). 𝑒µ𝑡                

elde edilir.  

 

Burada µ ≤ 0 olacak şekilde  𝑌(𝑡) = ‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2 yerine 

yazılırsa: 

 𝑒µ𝑡{‖𝑢(𝑥, 0)‖2 + 2‖𝑢𝑥(𝑥, 0)‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥(𝑥, 0)‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 0)‖
2} ≤ ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2 

+2‖𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)‖
2                                                (3.14) 

elde edilir. 

 

Bu eşitsizlik enerjinin alt sınırını verir. 

 

Şimdi de enerjinin üst sınırını bulmak için, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖

2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2} = (2 − 𝛽 − 𝛼)∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                      

Ω

 

+(1 − 2𝛽 − 5𝛼)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 − (2𝛽 + 1)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥

2 𝑑𝑥                                           (3.11)

ΩΩ

 

ifadesini ele alalım. 

 

(3.11) in sağ tarafındaki tüm terimlere Cauchy ve Hölder eşitsizliklerini uygulayalım. 

Buna göre ilk terimden: 
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(2 − 𝛽 − 𝛼)∫𝑢2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |2 − 𝛽 − 𝛼| ∫𝑢
2|𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                                      

ΩΩ

 

≤ 2 |1 −
𝛽 + 𝛼

2
|∫|𝑢||𝑢||𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 ≤ 2 |1 −

𝛽 + 𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢| ∫|𝑢||𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                    

ΩΩ

 

≤ 2 |1 −
𝛽 + 𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢| ( 

‖𝑢‖2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2

2
 )                                                                       

≤ |1 −
𝛽 + 𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢| (‖𝑢‖2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2)                                                                               

eşitsizliği elde edilir. İkinci terimden: 

(1 − 2𝛽 − 5𝛼)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 ≤

Ω

2 |
1

2
− 𝛽 −

5

2
𝛼|∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑢𝑥𝑥|𝑑𝑥                                   

Ω

 

≤ 2 |
1

2
− 𝛽 −

5

2
𝛼|  𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥| ∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

                                                                            

≤ 2 |
1

2
− 𝛽 −

5

2
𝛼|  𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥| ( 

‖𝑢𝑥‖
2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥‖

2

2
 )                                                                

≤ |
1

2
− 𝛽 −

5

2
𝛼|  𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥|(‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥‖
2)                                                                        

eşitsizliği elde edilir. Üçüncü terimden: 

−(2𝛽 + 1)∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 ≤ 2 |𝛽 +

1

2
|∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                           

ΩΩ

 

≤ 2 |𝛽 +
1

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥| ∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                                                               

Ω

 

≤ 2 |𝛽 +
1

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥| ( 

‖𝑢𝑥‖
2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2

2
 )                                                                    

≤ |𝛽 +
1

2
|  𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥|(‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2)                                                                            

eşitsizliği elde edilir. 
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Elde edilen eşitsizlikler  (3.11) ifadesinde yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖

2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2} ≤ |1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢|‖𝑢‖2  

 +2 {|
1−5𝛼−2𝛽

4
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥| + |

𝛽

2
+
1

4
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥|}‖𝑢𝑥‖

2 

+2 |
1

4
−
𝛽

2
−
5

4
𝛼|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥|‖𝑢𝑥𝑥‖

2  

+{|1 −
𝛽

2
−
𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢| + |𝛽 +

1

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥|} ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2                                           (3.15) 

olur. 

 

Buradan, 

⍴ = max {|1 −
𝛽+𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢|, |

1−5𝛼−2𝛽

4
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥| + (

𝛽

2
+
1

4
)𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥|,   

|
1−5𝛼−2𝛽

4
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥|, |1 −

𝛽+𝛼

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢| + |𝛽 +

1

2
|𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑥𝑥𝑥|}  

ve   𝑌(𝑡) = ‖𝑢‖2 + 2‖𝑢𝑥‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2  olmak üzere, 

𝑑

𝑑𝑡
𝑌(𝑡) − ⍴𝑌(𝑡) ≤ 0                                      (3.16) 

diferansiyel eşitsizliği elde edilir. 

 

(3.16) diferansiyel eşitsizliği, (3.13) eşitsizliği ile aynı şekilde çözüldüğünde 

𝑌(𝑡) ≤ 𝑌(0). 𝑒⍴𝑡                   

elde edilir.   

 

Buradan  

‖𝑢(𝑥, 𝑇)‖2 + 2‖𝑢𝑥(𝑥, 𝑇)‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑇)‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑇)‖
2 ≤ 𝑒⍴𝑡{‖𝑢(𝑥, 0)‖2  

+2‖𝑢𝑥(𝑥, 0)‖
2 + 2‖𝑢𝑥𝑥(𝑥, 0)‖

2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 0)‖
2}            (3.17) 

olur. 

Böylece (3.3) teki eşitsizlikler elde edilir. 
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3.2.  (𝟑. 𝟏) − (𝟑. 𝟐) Probleminin Yapısal Kararlılığı 

 

(𝑢, 𝛼1, 𝛽1) ve (𝑣, 𝛼2, 𝛽2) sırasıyla aşağıdaki problemlerin çözümleri olsunlar: 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝛼1𝑢𝑢𝑥 = 𝛽1𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 ,   𝑢 ∈ 𝐶0
4,1(𝑅𝑥𝑅+) , 0 < 𝑡 < 𝑇 ,          (3.18)        

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅 .                                                                                                (3.19)                                                                                               

ve                                                                                              

𝑣𝑡 − 𝑣𝑡𝑥𝑥 + 𝛼2𝑣𝑣𝑥 = 𝛽2𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥 ,    𝑣 ∈ 𝐶0
4,1(𝑅𝑥𝑅+) , 0 < 𝑡 < 𝑇 ,          (3.20) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅 .                                                                                                (3.21)                

Bu problemlerde 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 > 1 sabitlerdir. 

 

𝑤 = 𝑢 − 𝑣 ,   𝛼 = 𝛼1 − 𝛼2  ,   𝛽 = 𝛽1 − 𝛽2 ve 𝛼1 > 𝛼2  , 𝛽1 > 𝛽2 olacak şekilde 

çözümler farkını tanımlayalım. 

(𝑤, 𝛼, 𝛽),  (3.22) - (3.23) başlangıç değer problemini sağlar: 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑡𝑥𝑥 + 𝛼𝑢𝑢𝑥 + 𝛼2(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥) − 𝛽𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝛽2(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)             

−(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥) = 0 ,                                                                                                (3.22) 

  𝑤(𝑥, 0) = 0 .                                                                                                                    (3.23)                                                                                                    

 

Teorem 3.2.  𝑤 , (3.22) − (3.23) probleminin çözümü olsun. 

𝐾1, 𝐾2 ve 𝛾 pozitif sabitler ve T sabiti için, 

‖𝑤‖2 + 2‖𝑤𝑥‖
2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2 ≤ (𝛼𝐾1 + 𝛽𝐾2) (

𝑒𝛾𝑇 − 1

𝛾
)                 (3.24) 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat 3.2.  (3.22) denklemi 𝐿2(Ω) da 𝑤 ile çarpılırsa, 
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∫𝑤𝑡𝑤𝑑𝑥

Ω

− ∫𝑤𝑡𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥

Ω

+ 𝛼∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥      

ΩΩ

                           

−𝛽∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 − 𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥

ΩΩ

                                                                     

−∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                     (3.25)

Ω

 

elde edilir.        

                                              

(3.25) teki ilk iki integral hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2       ,                                                                                                       

Ω

 

−∫𝑤𝑤𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥 = − [ 𝑤𝑤𝑡𝑥|𝜕Ω −∫𝑤𝑥𝑤𝑡𝑥𝑑𝑥 ] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥‖

2                                            

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.25) te yerine yazıldığında, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[  ‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥‖

2] = −𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 − 𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥                               

ΩΩ

 

+𝛽∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥 + ∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥     (3.26)

ΩΩΩ

 

olur.  

 

(3.26) nın sağ tarafındaki ilk terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

−𝛼∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 ≤ |𝛼| |∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥

Ω

| ≤ 𝛼 ∫|𝑢||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ 𝛼 ∫𝐷|𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥     (3.27)

ΩΩΩ

 

elde edilir.  

(3.27) ye Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 
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𝛼∫𝐷|𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤

Ω

𝛼𝐷 (∫|𝑢𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

 ≤ 𝛼𝐷 [
‖𝑢𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
]              

                                  ≤ 𝛼
𝐷

2
[‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑤‖2] ≤ 𝛼𝐶[‖𝑢𝑥‖
2 + ‖𝑤‖2]                      (3.28)   

olur. 

 

(3.26) nın sağ tarafındaki ikinci terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

−𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥 ≤ |𝛼2| |∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥

Ω

|                                                      

Ω

 

 ≤ 𝛼2 [∫|𝑤||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥 + ∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                              

≤ 𝛼2 [𝐷 ∫|𝑤|
2𝑑𝑥 + 𝐷

Ω

∫|𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥

Ω

]                                                                          (3.29) 

elde edilir. 

 

 (3.29) da Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

𝛼2 [𝐷 ∫|𝑤|
2𝑑𝑥 + 𝐷

Ω

∫|𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥

Ω

] ≤ 𝛼2𝐷 [‖𝑤‖
2 + (∫|𝑤𝑥|

2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]      

 ≤ 𝛼2𝐷 [‖𝑤‖
2 +

‖𝑤𝑥‖
2

2
+
‖𝑤‖2

2
] ≤ 𝛼2𝐷 [  

3

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2]                                        

≤ 𝛼2𝐶[‖𝑤‖
2 + ‖𝑤𝑥‖

2]                                                                                                   (3.30) 

olur. 

 

(3.26) nın sağ tarafındaki üçüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽 ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 ≤ |𝛽| |∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥

Ω

| ≤ 𝛽 ∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                           

Ω

 

Ω
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≤ 𝛽 ∫𝐷|𝑢𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥

Ω

                                                                                                       (3.31) 

elde edilir. 

 

(3.31) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

𝛽 ∫𝐷|𝑢𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ 𝛽𝐷 (∫|𝑢𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

≤ 𝛽𝐷 [
‖𝑢𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
]         

Ω

 

≤ 𝛽𝐶[‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑤‖2]                                                                                                   (3.32)  

olur. 

 

(3.26) nın sağ tarafındaki dördüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥 ≤ |𝛽2| |∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥

Ω

|                                          

Ω

 

≤ 𝛽2 [∫|𝑤𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥 + ∫|𝑣𝑥||𝑤𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                        

≤ 𝛽2𝐷 [∫|𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                    (3.33)   

elde edilir. 

 

(3.33) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝛽2𝐷 [(∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]                           

≤ 𝛽2𝐷 [
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
]  ≤ 𝛽2𝐷 [

1

2
‖𝑤𝑥𝑥‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤‖2]   

≤ 𝛽2𝐷 [
1

2
‖𝑤𝑥𝑥‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤‖2]                                                                                      
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≤ 𝛽2𝐶[‖𝑤‖
2 + ‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]                                                                                (3.34) 

olur. 

 

(3.26) nın sağ tarafındaki son terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥 ≤ |∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑑𝑥

Ω

|                                                        

Ω

 

≤ [∫|𝑤||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥 + ∫|𝑣||𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                             

≤ 𝐷 [∫|𝑤|2𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                               (3.35)  

elde edilir. 

 

(3.35) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝐷 [‖𝑤‖2 + (∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

] ≤ 𝐷 [‖𝑤‖2 +
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
]           

≤ 𝐷 [ 
3

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]  ≤ 𝐶[‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                               (3.36) 

olur. 

 

(3.28), (3.30), (3.32), (3.34), (3.36) eşitsizlikleri (3.26)da yerlerine yazılırsa: 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥‖

2} ≤ 𝐶{𝛼‖𝑢𝑥‖
2 + 𝛽‖𝑢𝑥𝑥‖

2} + 𝐶{𝛼 + 𝛼2 + 𝛽 + 𝛽2 + 1}‖𝑤‖
2 

+𝐶{(𝛼2 + 𝛽2)‖𝑤𝑥‖
2 + 𝛽2‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2}                                                         (3.37)                                                    

elde edilir. 

 

 Benzer şekilde (3.22), 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑥𝑥 ile çarpılırsa, 
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∫𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑤𝑡𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥     

ΩΩΩΩ

             

−𝛽∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

ΩΩ

                                                             

−∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 = 0                                                                                 (3.38)

Ω

 

elde edilir. 

 

(3.38) teki ilk iki integral hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 =

Ω

𝑤𝑡𝑤𝑥|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑡𝑥𝑑𝑥 =

Ω

−
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥‖

2 ,                                                     

−∫𝑤𝑡𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 = −
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥𝑥‖

2                                                                                            

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.38) de yerlerine yazıldığında, 

−
1

2

𝑑

𝑑𝑡
[  ‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2] = −𝛼∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥                

ΩΩ

 

+𝛽∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥                                                            

ΩΩ

 

+∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥                                                                                          (3.39)

Ω

 

olur. 

 

(3.39) un sağ tarafındaki ilk terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa, 

𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |𝛼| |∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

| ≤ 𝛼 ∫|𝑢||𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥                                            

Ω

  

Ω
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≤ 𝛼∫𝐷|𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥                                                                                                        (3.40) 

Ω

 

elde edilir. 

 

(3.40) a Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

𝛼 ∫𝐷|𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

≤ 𝛼𝐷 (∫|𝑢𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

  ≤ 𝛼𝐷 [
‖𝑢𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
]        

≤ 𝛼
𝐷

2
[‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]  ≤ 𝛼𝐷[‖𝑢𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]                                                 (3.41) 

olur. 

 

(3.39) un sağ tarafındaki ikinci terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

−𝛼2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |𝛼2| |∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                              

Ω

 

 ≤ 𝛼2 [∫|𝑤||𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 +

Ω

∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

]                                                                       

≤ 𝛼2𝐷 [∫|𝑤||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                  (3.42)  

elde edilir. 

 

(3.42) ye Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝛼2𝐷 [(∫|𝑤|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]                       

≤ 𝛼2𝐷 [
‖𝑤‖2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
]                                                                        

≤ 𝛼2𝐷 [
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]                                                                                     
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≤ 𝛼2𝐶[‖𝑤‖
2 + ‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]                                                                                (3.43) 

elde edilir. 

 

(3.39) un sağ tarafındaki üçüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽 ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |𝛽| |∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|  ≤  𝛽 ∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥                              

Ω

  

Ω

 

≤ 𝛽 ∫𝐷|𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥                                                                                                     (3.44)

Ω

 

olur. 

 

(3.44) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

𝛽 ∫𝐷|𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 ≤ 𝛽𝐷(∫|𝑢𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

                                               

Ω

   

≤ 𝛽𝐷 [
‖𝑢𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
]  ≤ 𝛽𝐷[‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2]                                             (3.45)  

elde edilir. 

 

(3.39) un sağ tarafındaki dördüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤

Ω

|𝛽2| |∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                     

≤ 𝛽2 [∫|𝑤𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑣𝑥||𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                

≤ 𝛽2𝐷 [∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫‖𝑤𝑥𝑥‖
2𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                      (3.46) 

olur. 
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(3.46) ya Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝛽2𝐷 [(∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ ‖𝑤𝑥𝑥‖
2 ]                                                              

≤ 𝛽2𝐷 [
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
+ ‖𝑤𝑥𝑥‖

2]                                                                                        

≤ 𝛽2𝐷 [
3

2
‖𝑤𝑥𝑥‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑥‖

2]  ≤ 𝛽2𝐶[‖𝑤𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖

2]                                     (3.47)   

elde edilir. 

 

(3.39) un sağ tarafındaki son terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |∫(𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                                

Ω

 

≤ [∫|𝑤||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑣||𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                     

≤ 𝐷 [∫|𝑤||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥 + 𝐷∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥  

ΩΩ

]                                                              (3.48) 

olur. 

 

(3.48) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝐷 [(∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]                        

 ≤ 𝐷 [
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥𝑥‖

2 +
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
]                                                                  

≤ 𝐷 [
1

2
‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2 ]                                                                                     

≤ 𝐶[‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]                                                                                (3.49)  
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elde edilir. 

 

(3.41), (3.43), (3.45), (3.47), (3.49) eşitlikleri (3.39) da yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖
2} ≤ 𝐷{𝛼‖𝑢𝑥‖

2 + 𝛽‖𝑢𝑥𝑥‖
2} + 𝐶{(𝛼2 + 1)‖𝑤‖

2                                                                        

+(𝛼2 + 𝛽2)‖𝑤𝑥‖
2} + {𝐶(𝛼2 + 𝛽2 + 1) + 𝐷(𝛼 + 𝛽)}‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + 𝐶‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2       (3.50)        

olur. 

 

(3.22) nin 𝑥 e göre türevi alalım:   

𝑤𝑡𝑥 − 𝑤𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝛼(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥) + 𝛼2(𝑤𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥)   

−𝛽(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥
2 ) − 𝛽2(𝑤𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 +𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥)      

−(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥) = 0                                                        (3.51)                                                

 elde edilir.                                                                            

 

(3.51), 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑥𝑥𝑥 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑡𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑤𝑡𝑥𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛼 ∫(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                            

ΩΩΩ

 

+𝛼2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛽∫(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥
2 )𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 

ΩΩ

            

−𝛽2∫(𝑤𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                      

Ω

 

−∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0                                           (3.52)

Ω

 

elde edilir. 

 

(3.52) de ilk iki integral hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑡𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = 𝑤𝑡𝑥𝑤𝑥𝑥|𝜕Ω −∫𝑤𝑥𝑥𝑤𝑡𝑥𝑥𝑑𝑥 = −
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥𝑥‖

2 ,                                      

Ω
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−∫𝑤𝑡𝑥𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 = −
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2                                                                                      

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (3.52) de yerlerine yazılırsa: 

−
1

2

𝑑

𝑑𝑡
[  ‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2] = −𝛼 ∫(𝑢𝑥

2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                

Ω

 

−𝛼2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛽∫(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥
2 )𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥           

Ω

 

Ω

 

+𝛽2∫(𝑤𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                      

Ω

 

+∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                              (3.53)

Ω

 

olur. 

 

(3.53) ün sağ tarafındaki ilk terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

−𝛼∫(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

≤ |−𝛼| |∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

ΩΩ

|                           

 ≤ 𝛼 [∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑢||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                                  

≤ 𝛼𝐷 [∫|𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                               (3.54) 

elde edilir. 

 

(3.54)te Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 
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≤ 𝛼𝐷 [(∫|𝑢𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑢𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]                  

≤ 𝛼𝐷 [
‖𝑢𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
]                                                                   

≤ 𝛼𝐶[‖𝑢𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                                                             (3.55) 

olur.                         

       

(3.53) ün sağ tarafındaki ikinci terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

−𝛼2∫(𝑤𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                                     

Ω

 

 ≤ |−𝛼2| |∫(𝑤𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                                          

≤ 𝛼2 [∫|𝑤𝑥||𝑢𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑣𝑥||𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                       

ΩΩΩ

 

 +∫|𝑣||𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

]                                                                                                                      

≤ 𝛼2𝐷 [∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                          

ΩΩΩ

 

+∫|𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

]                                                                                                        (3.56)  

elde edilir. 

 

(3.56) ya Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝛼2𝐷 [(∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2
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+(∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

]                                                                                                    

≤ 𝛼2𝐷 [
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
]                              

≤ 𝛼2𝐷 [
1

2
‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥‖

2 +
3

2
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]                                                                                   

≤ 𝛼2𝐶[‖𝑤‖
2 + ‖𝑤𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                                                            (3.57)   

olur. 

 

(3.56) da dördüncü terim: 

∫|𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

= ∫
𝑑

𝑑𝑥
|𝑤𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

= 0                                                                                     

olmaktadır. 

 

(3.53) ün sağ tarafındaki üçüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽 ∫(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥
2 )𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 ≤ |𝛽| |∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

ΩΩ

|                   

Ω

 

≤ 𝛽 [∫|𝑢𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑢𝑥𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                           

≤ 𝛽𝐷 [∫|𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

ΩΩ

]                                                           (3.58) 

elde edilir.  

 

(3.58) e Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa: 

≤ 𝛽𝐷 [(∫|𝑢𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑢𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

 ]              
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≤ 𝛽𝐷 [
‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑢𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
]                                                                

≤ 𝛽𝐶[‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                                                        (3.59) 

olur. 

(3.53) ün sağ tarafındaki dördüncü terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

𝛽2∫(𝑤𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                         

Ω

 

≤ |𝛽2| |∫(𝑤𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                                

≤ 𝛽2 [∫|𝑤𝑥𝑥||𝑢𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑣𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥          

Ω

 

ΩΩ

 

+∫|𝑣𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

]                                                                                                                  

≤ 𝛽2𝐷 [∫|𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 +

Ω

∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                       

ΩΩ

 

+∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

]                                                                                                        (3.60) 

elde edilir. 

 

(3.60) a Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa:  

≤ 𝛽2𝐷 [(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

                  

+(∫|𝑤𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ ∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

]                                                              
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≤ 𝛽2𝐷 [
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+ ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2] 

≤ 𝛽2𝐷 [‖𝑤𝑥𝑥‖
2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 +
5

2
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]                                                                                

≤ 𝛽2𝐶[‖𝑤𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                                                           (3.61)  

olur. 

 

(3.53) ün sağ tarafındaki son terime (3.3) eşitsizliği uygulanırsa: 

∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥                                                              

Ω

 

≤ |∫(𝑤𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑤𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥𝑑𝑥

Ω

|                                                        

≤ ∫|𝑤𝑥||𝑢𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤||𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑣𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥    

ΩΩΩ

               

+∫|𝑣||𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥                                     

Ω

                                                                           

≤ 𝐷 [∫|𝑤𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 + ∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥 

ΩΩΩΩ

]  

                  (3.62) 

elde edilir. 

 

(3.62) ye Cauchy ve Hölder eşitsizlikleri uygulanırsa:  

≤ 𝐷 [(∫|𝑤𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

+ (∫|𝑤|2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

)

1
2

                          

+∫|𝑤𝑥𝑥𝑥|
2𝑑𝑥

Ω

]                                                                                                                             
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≤ 𝐷 [
‖𝑤𝑥‖

2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+
‖𝑤‖2

2
+
‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2

2
+ ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]                                                    

≤ 𝐷 [
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 + 2‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2]                                                                                      

≤ 𝐶[‖𝑤‖2 + ‖𝑤𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2]                                                                                   (3.63)                                                                     

olur. 

(3.62) de dördüncü terim: 

∫|𝑤𝑥𝑥𝑥||𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

= ∫
𝑑

𝑑𝑥
|𝑤𝑥𝑥𝑥|𝑑𝑥

Ω

= 0                                                                               

olmaktadır. 

 

(3.55), (3.57), (3.59), (3.61), (3.63) eşitsizlikleri (3.53) te yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2} ≤ 𝐶{𝛼‖𝑢𝑥‖

2 + 𝛼‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + 𝛽‖𝑢𝑥𝑥‖

2 + 𝛽‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖
2}                                                                                          

+𝐶{(𝛼2 + 1)‖𝑤‖
2 + (𝛼2 + 𝛽2 + 1)‖𝑤𝑥‖

2 + (𝛼2 + 𝛽2)‖𝑤𝑥𝑥‖
2} 

 +𝐶(𝛼 + 𝛼2 + 𝛽 + 𝛽2 + 1)‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2                                                                            (3.64) 

elde edilir. 

 

(3.37), (3.50), (3.64) eşitsizliklerini bir araya getirirsek, 

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑤‖2 + 2‖𝑤𝑥‖

2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2}   

≤ 𝛼[(2𝐶 + 𝐷)‖𝑢𝑥‖
2 + 𝐶‖𝑢𝑥𝑥‖

2] + 𝛽[(2𝐶 + 𝐷)‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + 𝐶‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2]                

+𝛾{‖𝑤‖2 + 2‖𝑤𝑥‖
2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2}                                                           (3.65)                                

olur. 

 

(3.65)i  𝐾1 = (2𝐶 + 𝐷)‖𝑢𝑥‖
2 + 𝐶‖𝑢𝑥𝑥‖

2 , 𝐾2 = [(2𝐶 + 𝐷)‖𝑢𝑥𝑥‖
2 + 𝐶‖𝑢𝑥𝑥𝑥‖

2]  ve  

𝛾 = 𝐶𝑚𝑎𝑥{(𝛼 + 𝛽 + 3𝛼2 + 3 + 𝛽2), (3𝛼2 + 1 + 3𝛽2), (𝛼 + 𝛽 + 2𝛼2 + 3𝛽2 + 1), 

(𝛼 + 𝛽 + 𝛼2 + 𝛽2 + 3)} olacak şekilde düzenlersek, 



33 
 

 
 

 
𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑤‖2 + 2‖𝑤𝑥‖

2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2}   

≤ 𝛼𝐾1 + 𝛽𝐾2 + 𝛾{‖𝑤‖
2 + 2‖𝑤𝑥‖

2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖
2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖

2}                                (3.66)         

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

(3.66) eşitsizliğinde 𝜑(𝑡) = ‖𝑤‖2 + 2‖𝑤𝑥‖
2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2 olmak üzere 

𝑑

𝑑𝑡
𝜑(𝑡) − 𝛾𝜑(𝑡) ≤  𝛼𝐾1 + 𝛽𝐾2                                                                                     (3.67)                                  

diferansiyel eşitsizliği elde edilir.  

(3.67) diferansiyel eşitsizliği (3.13) eşitsizliğine benzer şekilde çözüldüğünde 

𝜑(𝑡) ≤ (𝛼𝐾1 + 𝛽𝐾2)
(𝑒𝛾𝑡−1)

𝛾
  

elde edilir.  

Buradan  

‖𝑤‖2+2‖𝑤𝑥‖
2 + 2‖𝑤𝑥𝑥‖

2 + ‖𝑤𝑥𝑥𝑥‖
2 ≤ (𝛼𝐾1 + 𝛽𝐾2)

(𝑒𝛾𝑡−1)

𝛾
                          (3.68)    

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 4. MARINE RISER DENKLEMLERİ İÇİN YAPISAL   

                    KARARLILIK VE AZALMA KESTİRİMLERİ 

 

Bu bölümde A. O. Çelebi, Ş. Gür, V. K. Kalantarov tarafından yazılan “Structural 

stability and decay estimate for marine riser equations” [33] isimli çalışma ele alınmış 

ve detaylı bir şekilde incelenmiştir. 

 

4.1. Giriş ve Problemin İfadesi 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢 + 𝑎∆𝑢 + �⃗�. ∇𝑢𝑡 + 𝑏|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                               (4.1)        

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                         (4.2)        

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                                 (4.3)     

şeklinde tanımlanmış başlangıç değer problemini ele alalım. 

Burada Ω ⊂  ℝ𝑁 dir.  𝑁 ≤ 3 için 𝜕Ω yeterince düzgün sınırlı bir bölgedir. 𝜈 , sınırda 

dış birim normal vektördür. 𝑘 > 0 , 𝑝 ≥ 1 , 𝑏 > 0 , 𝑎 ∈  ℝ  ve  �⃗� = (𝑔1, … , 𝑔𝑁 ) ∈ ℝ
𝑁 

dir. 

 

4.2. Ön Kestirimler 

Teorem 4.2.1.  

𝑢, (4.1) − (4.3) probleminin çözümü olsun. 

(𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝐻
2(Ω) ∩ 𝐻0

1(Ω) × 𝐿2(Ω) ve 𝑘 − 𝛼𝜆1
−1 > 0 olacak şekilde, 

‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2 ≤ 𝐷1 , ‖∆𝑢(𝑡)‖

2 ≤ 𝐷1 , ∫∫|𝑢𝑠(𝑥, 𝑠)|
𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠 ≤ 𝐷1  , ∀𝑡 > 0,             (4.4)

Ω

𝑡

0

 

eşitsizlikleri sağlanır.  
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𝐷1 , (4.1) − (4.3)ün parametrelerine ve başlangıç verilerine bağlı pozitif sabittir. 

İspat 4.2.1. (4.1), 𝐿2(Ω) da 𝑢𝑡 ile çarpılırsa, 

∫𝑢𝑡𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 + 𝑘 ∫∆
2𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 + ∫ �⃗�. ∇𝑢𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥

ΩΩΩΩ

                                               

+𝑏∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 = 0

Ω

                                                                                                      (4.5) 

elde edilir. 

 

(4.5) teki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑢𝑡𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑡‖

2   ,                                                                                                        

Ω

 

𝑘 ∫∆2𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 = 𝑘 [𝑢𝑡∆∇𝑢|𝜕Ω − ∫∆∇𝑢∇𝑢𝑡𝑑𝑥

Ω

]

Ω

                                                                     

= −𝑘 [∇𝑢𝑡∆𝑢|𝜕Ω − ∫∆𝑢∆𝑢𝑡𝑑𝑥

Ω

]  = 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑢‖2   ,                                                            

𝑎 ∫∆𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑢𝑡∇𝑢|𝜕Ω − ∫∇𝑢∇𝑢𝑡
Ω

𝑑𝑥] = −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖2  ,                                       

Ω

 

∫�⃗�∇𝑢𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                                                                         

Ω

 

elde edilir.  

 

Elde edilen ifadeler (4.5) te yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
[ 
1

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
𝑘

2
‖∆𝑢‖2 −

𝑎

2
‖∆𝑢‖2] + 𝑏 ∫|𝑢𝑡|

𝑝+2

Ω

𝑑𝑥 = 0                                       (4.6) 

olur.  
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Buradan 𝐸𝑢(𝑡) = ‖𝑢𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢‖2 − 𝑎‖∇𝑢‖2 olmak üzere, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑢(𝑡) + 2𝑏 ∫|𝑢𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥 = 0                                                                                       (4.7)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.7) de  𝑏 ∫ |𝑢𝑡|
𝑝+2

Ω
𝑑𝑥 ≥ 0 olduğundan, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑢(𝑡) ≤ 0                                                                                                                                   

𝐸𝑢(𝑡) ≤ 𝐸𝑢(0)                                                                                                                      (4.8) 

elde edilir. 

 

Şimdi 𝐸𝑢(𝑡)   ≥ 0 olduğunu gösterelim: 

‖∇𝑢‖2 ≤ ‖𝑢‖. ‖∆𝑢‖  olduğundan ve Poincare eşitsizliğinden 

‖∇𝑢‖2 ≤ 𝜆1
−1‖∆𝑢‖2                    

−‖∇𝑢‖2 ≥ −𝜆1
−1‖∆𝑢‖2                   (4.9)        

eşitsizliği yazılabilir. 

 

𝑑0 = 𝑘 − 𝛼𝜆1
−1

  ve  𝐸𝑢(𝑡) = ‖𝑢𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢‖2 − 𝑎‖∇𝑢‖2 eşitliklerini ve (4.9)        

eşitsizliğini kullanarak, 

𝐸𝑢(𝑡) = ‖𝑢𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢‖2 − 𝑎‖∇𝑢‖2 ≥ ‖𝑢𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑢‖2 −
𝑎

𝜆1
‖∇𝑢‖2  

                                      𝐸𝑢(𝑡)   ≥ ‖𝑢𝑡‖
2 + (𝑘 −

𝑎

𝜆1
) ‖∆𝑢‖2               

                                                 𝐸𝑢(𝑡)   ≥ ‖𝑢𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑢‖

2  ,∀𝑡 ≥ 0                   (4.10)              

elde edilir.       

           

(4.8) den, 

‖𝑢𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢‖2 − 𝑎‖∇𝑢‖2 ≤ 𝐸𝑢(0) eşitsizliğine ulaşılır. Buradan, 
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‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2 ≤ 𝐷1  ve  ‖∆𝑢(𝑡)‖2 ≤ 𝐷1 olduğu görülür. 

Böylece (4.4)ün ilk iki eşitsizliği elde edilir. 

 

(4.7) , (0, 𝑡) aralığında integre edilirse, 

∫
𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑢(𝑠) + 2𝑏∫∫|𝑢𝑠|

𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠 = 0

Ω

𝑡

0

𝑡

0

                                                                                    

𝐸𝑢(𝑡) − 𝐸𝑢(0) + 2𝑏∫∫|𝑢𝑠|
𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠 = 0

Ω

𝑡

0

                                                                             

olur. 

 

𝐸𝑢(𝑡) ≥ 0 olduğundan, 

2𝑏∫∫|𝑢𝑠|
𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠 < 𝐸𝑢(0)                                                                                                    

Ω

𝑡

0

 

∫∫|𝑢𝑠|
𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠 < 𝐷1                                                                                                                

Ω

𝑡

0

 

elde edilir. 

 

Böylece (4.4)ün son eşitsizliğine ulaşılır. 

 

Teorem 4.2.2.  

𝑢, (4.1) − (4.3) probleminin çözümü olsun. 

 𝑢0 ∈ 𝐻
4(Ω) ∩ 𝐻0

2(Ω) , 𝑢1 ∈ 𝐻
2(Ω) ∩ 𝐻0

1(Ω) ve 𝑘 − 𝛼𝜆1
−1 > 0 olacak şekilde, 

‖𝑢𝑡𝑡(𝑡)‖
2 ≤ 𝐷2 ,  ‖∆𝑢𝑡(𝑡)‖

2 ≤ 𝐷2 , ‖∆2𝑢(𝑡)‖2 ≤ 𝐷2  ,  ∀𝑡 > 0                       (4.11)  

eşitsizlikleri sağlanır.  

𝐷2 , (4.1) − (4.3)ün parametrelerine ve başlangıç verilerine bağlı pozitif sabittir. 
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İspat 4.2.2. (4.1) in  𝑡 ye göre türevini alalım: 

𝑢𝑡𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢𝑡 + 𝑎∆𝑢𝑡 + �⃗�. ∇𝑢𝑡𝑡 + 𝑏(𝑝 + 1)|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0  .       (4.12)   

 

(4.12) , 𝐿2(Ω) da 𝑢𝑡𝑡 ile çarpılırsa, 

∫𝑢𝑡𝑡𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥 + 𝑘 ∫∆
2𝑢𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑢𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥 + ∫ �⃗�. ∇𝑢𝑡𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥                                  

ΩΩΩΩ

 

+𝑏(𝑝 + 1)∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                                    (4.13)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.13) teki integraller ayrı ayrı hesaplandığında,                        

∫𝑢𝑡𝑡𝑡𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑡𝑡‖

2  ,                                                                                                      

Ω

 

𝑘 ∫∆2𝑢𝑡𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑥 = 𝑢𝑡𝑡. ∆∇𝑢𝑡 |𝜕Ω − ∫∆∇𝑢𝑡∇𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥                                                              

ΩΩ

 

= −𝑘 [∇𝑢𝑡𝑡 . ∆𝑢𝑡 |𝜕Ω − ∫∆𝑢𝑡 . ∆𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

]                      

= 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑢𝑡‖

2     ,                                                             

𝑎 ∫∆𝑢𝑡 . 𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑢𝑡𝑡. ∇𝑢𝑡 |𝜕Ω − ∫∇𝑢𝑡 . ∇𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

] = −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢𝑡‖

2  ,                   

Ω

 

∫�⃗�. ∇𝑢𝑡𝑡  .  𝑢𝑡𝑡 𝑑𝑥 = 0                                                                                                                 

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (4.13) te yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑢𝑡𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑢𝑡‖
2 − 𝑎‖∇𝑢𝑡‖

2] + 2(𝑝 + 1)𝑏 ∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡𝑡

2 𝑑𝑥 = 0                    (4.14)

Ω

 

olur. 
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(4.14) ten  𝐸𝑢𝑡(𝑡) = ‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢𝑡‖

2 − 𝑎‖∇𝑢𝑡‖
2 olmak üzere, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑢𝑡(𝑡) + 2(𝑝 + 1)𝑏 ∫|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥 = 0                                                                    (4.15)

Ω

 

yazılabilir. 

 

(4.15) eşitliğinde, 

2(𝑝 + 1)𝑏 ∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡𝑡

2 𝑑𝑥 ≥ 0                    

Ω

                                                                                   

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑢𝑡(𝑡) ≤ 0  

𝐸𝑢𝑡(𝑡) ≤ 𝐸𝑢𝑡(0)                                                                                                    (4.16)      

elde edilir. 

 

Şimdi 𝐸𝑢𝑡(𝑡) ≥ 0 olduğunu gösterelim: 

‖∇𝑢‖2 ≤ ‖𝑢‖. ‖∆𝑢‖ olduğundan ve Poincare eşitsizliğinden, 

‖∇𝑢𝑡‖
2 ≤ 𝜆1

−1‖∆𝑢𝑡‖
2  

−‖∇𝑢𝑡‖
2 ≥ −𝜆1

−1‖∆𝑢𝑡‖
2                (4.17)      

yazılabilir. 

𝑑0 = 𝑘 − 𝛼𝜆1
−1

  ve 𝐸𝑢𝑡(𝑡) = ‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢𝑡‖

2 − 𝑎‖∇𝑢𝑡‖
2 eşitliklerini ve (4.17)     

eşitsizliğini kullanarak, 

𝐸𝑢𝑡(𝑡) = ‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑢𝑡‖

2 − 𝑎‖∇𝑢𝑡‖
2 ≥ ‖𝑢𝑡𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑢𝑡‖
2 −

𝑎

𝜆1
‖∇𝑢𝑡‖

2  

                                          𝐸𝑢𝑡(𝑡)   ≥ ‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + (𝑘 −

𝑎

𝜆1
) ‖∆𝑢𝑡‖

2 

                                                     𝐸𝑢𝑡(𝑡)   ≥ ‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑢𝑡‖

2                         (4.18)                 

 elde edilir. 

 

(4.10) dan, 

‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑢𝑡‖

2 ≤ 𝐸𝑢𝑡(𝑡) ≤ 𝐸𝑢𝑡(0)  
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‖𝑢𝑡𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑢𝑡‖

2 ≤ 𝐾1               (4.19) 

yazılabilir. Buradan  

‖𝑢𝑡𝑡(𝑡)‖
2 ≤ 𝐷2 ve  ‖∆𝑢𝑡(𝑡)‖

2 ≤ 𝐷2 olduğu görülür. 

 

Böylece (4.11) in ilk iki eşitsizliği elde edilir. 

 

𝐻2(Ω) ↪ 𝐶(Ω̅) sürekli gömülmesinden dolayı ve  𝜈 ∈ 𝐻2(Ω) ∩ 𝐻0
1(Ω) olmak üzere, 

max
𝑥𝜖Ω̅

|𝜈(𝑥)| ≤ 𝑐0‖∆𝜈‖                (4.20) 

eşitsizliği elde edilir.  

 

(4.19) kestirimi ve (4.20) eşitsizliğinden,                                           

∫|𝑢𝑡|
2(𝑝+1)𝑑𝑥 ≤ |Ω|max

𝑥𝜖Ω̅
 |𝑢𝑡|

2(𝑝+1)                                                                                       

Ω

 

≤ |Ω|𝑐0
2(𝑝+1)‖∆𝑢𝑡‖

2(𝑝+1)                                                   

                            ≤ |Ω|𝑐0
2(𝑝+1) (

𝐾1

𝑑0
)
𝑝+1

= 𝐷2    ∀𝑡 > 0,                                            (4.21)                     

elde edilir. 

(4.21), (4.19) ve (4.4) ten  

‖∆2𝑢(𝑡)‖2 ≤ 𝐷2  ,  ∀𝑡 > 0  olduğu görülür. 
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4.3. 𝒂 Katsayısına Sürekli Bağımlılık  

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin çözümlerinin 𝑎 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin zayıf çözümleri olsun: 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢 + 𝑎∆𝑢 + �⃗�. ∇𝑢𝑡 + 𝑏|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                              (4.22)        

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                         (4.23)             

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                                 (4.24)            

ve 

𝑣𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑣 + (𝑎 + 𝛼)∆𝑣 + �⃗�. ∇𝑣𝑡 + 𝑏|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                         (4.25) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                           (4.26)             

𝑣 =
𝜕𝑣

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                                   (4.27)   

          

Bu problemlerin çözümleri farkı olan 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 , (4.28)-(4.30) problemini sağlar: 

𝑤𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑤 + 𝑎∆𝑤 − 𝛼∆𝑣 + �⃗�. ∇𝑤𝑡 + 𝑏(|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡) = 0,           

   𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                                                                                                      (4.28) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,   𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0 ,                                                          (4.29)             

𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                                (4.30)    

 

Teorem 4.3. 𝑤 , (4.28)-(4.30) probleminin çözümü olsun. 

𝐷1, (4.1)in parametrelerine ve başlangıç verilerine bağlı pozitif sabit olmak üzere, 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤(𝑡)‖

2 ≤ 𝐷1(1 + 𝑒
𝑡)𝛼2, ∀𝑡 > 0,           (4.31)   

eşitsizliği sağlanır.  
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İspat 4.3. (4.28), 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑡 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑘∫∆
2𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 − 𝛼 ∫∆𝑣𝑤𝑡𝑑𝑥 −

Ω

∫�⃗�. ∇𝑤𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥            

ΩΩΩΩ

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                              (4.32)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.32) deki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡 𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2 ,                                                                                                         

Ω

 

𝑘 ∫∆2𝑤𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑘 [𝑤𝑡. ∆∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∆∇𝑤∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]                                                            

Ω

 

= −𝑘 [∇𝑤𝑡 . ∆𝑤 |𝜕Ω − ∫∆𝑤 . ∆𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]   = 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑤‖2 ,                                                   

𝑎∫∆𝑤 . 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑤𝑡. ∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∇𝑤 . ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

] = −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2 ,                         

Ω

 

∫�⃗�. ∇𝑤𝑡 .  𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 0                                                                                                                   

Ω

 

ifadeleri elde edilir.  

 

Elde edilen ifadeler (4.32) de yerlerine yazılırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2] − 𝛼 ∫∆𝑣.𝑤𝑡𝑑𝑥                                                           

Ω

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                              (4.33)

Ω

 

olur. 
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(4.33) ten 𝐸𝑤(𝑡) = ‖𝑤𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2 olmak üzere, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) − 𝛼 ∫∆𝑣.𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑏∫(|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 = 0                         (4.34)

ΩΩ

 

 yazılabilir. 

 

( |𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 ≥ 0                               (4.35)   

olduğunu gösterelim. Buradan, 

|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡  

=
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 +
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡 −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡  

=
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 + 𝑣𝑡) +
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑣𝑡 − 𝑢𝑡 + 𝑢𝑡) −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡  

 =
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 + 𝑣𝑡) +
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 +
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 − 𝑢𝑡) −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡 

=
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑤𝑡 + 𝑣𝑡) +
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡𝑤𝑡 +
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑤𝑡 − 𝑢𝑡) −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡  

=
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑤𝑡 + 𝑣𝑡 + 𝑢𝑡) +
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑤𝑡 − 𝑢𝑡 − 𝑣𝑡)  

=
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡𝑤𝑡 +
1

2
|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑣𝑡 + 𝑢𝑡) +
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡𝑤𝑡 −
1

2
|𝑣𝑡|

𝑝𝑤𝑡(𝑢𝑡 + 𝑣𝑡)  

=
1

2
𝑤𝑡𝑤𝑡(|𝑢𝑡|

𝑝 + |𝑣𝑡|
𝑝) +

1

2
𝑤𝑡(𝑢𝑡 + 𝑣𝑡)[|𝑢𝑡|

𝑝 − |𝑣𝑡|
𝑝]  

=
1

2
𝑤𝑡
2(|𝑢𝑡|

𝑝 + |𝑣𝑡|
𝑝) +

1

2
(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡)(𝑢𝑡 + 𝑣𝑡)[|𝑢𝑡|

𝑝 − |𝑣𝑡|
𝑝]  

elde edilir. 

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑎𝑛−3𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑏𝑛−2 + 𝑏𝑛−1) kullanılarak, 

=
1

2
𝑤𝑡
2(|𝑢𝑡|

𝑝 + |𝑣𝑡|
𝑝) +

1

2
(𝑢𝑡 − 𝑣𝑡)

2(𝑢𝑡 + 𝑣𝑡)(|𝑢𝑡|
𝑝−1 +⋯+ |𝑣𝑡|

𝑝−1)                       

( |𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 ≥ 0                   

olduğu görülür. 
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(4.34) ve (4.35) ten 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) − 𝛼 ∫∆𝑣.𝑤𝑡𝑑𝑥 ≤ 0                                                                                                

Ω

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ |𝛼|∫|∆𝑣|. |𝑤𝑡|𝑑𝑥                                                                                    (4.36)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.36) eşitsizliğinin sağ tarafında Cauchy eşitsizliği uygulanırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ |𝛼|∫|∆𝑣|. |𝑤𝑡|𝑑𝑥 ≤

|𝛼|2

2
‖∆𝑣‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2                                     (4.37)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.37) eşitsizliğinde (4.4) kestirimini kullanılırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤

|𝛼|2

2
𝐷1 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2                         (4.38) 

olur. 

 

(4.10) eşitsizliğinden,  𝐸𝑤(𝑡)   ≥ ‖𝑤𝑡‖
2 olduğu görülmektedir. Buradan, 

  
𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ |𝛼|

2𝐷1 + 𝐸𝑤(𝑡)                                                                                  

  
𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡)  − 𝐸𝑤(𝑡)   ≤ |𝛼|2𝐷1               (4.39)  

 diferansiyel eşitsizliği elde edilir. 

 

(4.39) eşitsizliğini çözmek için her terim  𝑒−∫ 𝑑𝑡
𝑡
0 = 𝑒−𝑡  ile çarpılırsa, 

𝑒−𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡)  − 𝐸𝑤(𝑡)𝑒

−𝑡 ≤ |𝛼|2𝐷1𝑒
−𝑡  

 (𝐸𝑤(𝑡). 𝑒
−𝑡)′ ≤ |𝛼|2𝐷1𝑒

−𝑡   

𝐸𝑤(𝑡). 𝑒
−𝑡 ≤ |𝛼|2𝐷1(1 − 𝑒

−𝑡)   
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𝐸𝑤(𝑡) ≤ 𝐷1(𝑒
𝑡 − 1)𝛼2    

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 + 𝑘‖∆𝑤(𝑡)‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2 ≤ 𝐷1(1 + 𝑒

𝑡)𝛼2                                         (4.40) 

elde edilir. 

 

(4.40) ve (4.10) dan,  

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤(𝑡)‖

2 ≤ 𝐷1(1 + 𝑒
𝑡)𝛼2             (4.41) 

elde edilir. 

 

4.4. 𝒃 Katsayısına Sürekli Bağımlılık   

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin çözümlerinin 𝑏 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin zayıf çözümleri olsun: 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢 + 𝑎∆𝑢 + �⃗�. ∇𝑢𝑡 + 𝑏|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                            (4.42) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω  ,                                                      (4.43) 

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                               (4.44) 

 ve                                     

𝑣𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑣 + 𝑎∆𝑣 + �⃗�. ∇𝑣𝑡 + (𝑏 + 𝛽)|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                  (4.45) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                       (4.46) 

𝑣 =
𝜕𝑣

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                               (4.47) 

 

Bu problemlerin çözümleri farkı olan 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 , (4.48)-(4.50) problemini sağlar. 

𝑤𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑤 + 𝑎∆𝑤 + �⃗�. ∇𝑤𝑡 + 𝑏(|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡) + 𝛽|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡 = 0,           

   𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                                                                                                    (4.48) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,   𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0 ,                                                           (4.49) 
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𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .               (4.50)      

                                                                         

Teorem 4.4. Eğer 𝑢, 𝑣 sırasıyla (4.42)- (4.44) ve (4.45)- (4.47) problemlerinin zayıf 

çözümleri ise, 𝑤 aşağıdaki eşitsizliği sağlar: 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤(𝑡)‖

2 ≤ 𝑀1|𝛽|
𝑝+2

𝑝+1  .                                                   (4.51) 

Eğer 𝑢, 𝑣 bu problemlerinin kuvvetli çözümleri ise, 𝑤 aşağıdaki eşitsizliği sağlar: 

‖𝑤𝑡𝑡(𝑡)‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤𝑡(𝑡)‖

2 ≤ 𝛽2𝑀2𝑒
𝑀3𝑡 .                          (4.52) 

𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 , (4.1)in parametrelerine ve başlangıç verilerine bağlı pozitif sabitlerdir. 

 

İspat 4.4. (4.48), 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑡 ile çarpılırsa,  

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑘 ∫∆
2𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 + ∫ �⃗�. ∇𝑤𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝛽∫|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥    

ΩΩΩΩΩ

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                              (4.53)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.53) teki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa,  

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡 𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2  ,                                                                                                        

Ω

 

𝑘 ∫∆2𝑤𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑘

Ω

[𝑤𝑡. ∆∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∆∇𝑤. ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]                                                           

= −𝑘 [∇𝑤𝑡 . ∆𝑤 |𝜕Ω − ∫∆𝑤 . ∆𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]  = 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑤‖2  ,                                                   

𝑎∫∆𝑤 . 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑤𝑡. ∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∇𝑤 . ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

] = −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2  ,                         

Ω
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∫�⃗�. ∇𝑤𝑡 .  𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 0                                                                                                                   

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (4.53) te yerlerine yazılırsa,  

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2] + 𝛽 ∫|𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥                                                     

Ω

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 = 0                                                                                   (4.54)

Ω

 

olur. 

 

(4.54) ten 𝐸𝑤(𝑡) = ‖𝑤𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2 olacak şekilde, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[𝐸𝑤(𝑡)] + 𝛽 ∫|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑏 ∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 = 0                      (4.55)

ΩΩ

 

elde edilir. 

 

𝑑1(𝑝), 𝑝’ye bağlı bir sabit olmak üzere;  

𝑏 ∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 ≥ 𝑏𝑑1(𝑝)∫|𝑤𝑡|
𝑝+2𝑑𝑥                                              (4.56)

ΩΩ

 

eşitsizliği yazılabilir. 

 

(4.55) ve (4.56) dan, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) + 𝑏𝑑1(𝑝)∫|𝑤𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥 ≤

Ω

|𝛽|∫|𝑣𝑡|
𝑝+1|𝑤𝑡|𝑑𝑥                                      (4.57)

Ω

 

elde edilir. 
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(4.57) eşitsizliğinin sağ tarafında Hölder ve 𝜀-Young eşitsizlikleri uygulanırsa, 

|𝛽| ∫|𝑣𝑡|
𝑝+1|𝑤𝑡|𝑑𝑥 ≤ |𝛽| (∫|𝑤𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑝+2

(∫|𝑣𝑡|
𝑝+2𝑑𝑥

Ω

)

𝑝+1
𝑝+2

Ω

                                     

≤ 𝜀 ∫|𝑤𝑡|
𝑝+2𝑑𝑥 + 𝑐(𝜀)|𝛽|

𝑝+2
𝑝+1∫|𝑣𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥                                                               (4.58)

ΩΩ

 

olur. 

Burada 𝑐(𝜀) = (𝜀(𝑝 + 2))
−1

𝑝+1. (
𝑝+1

𝑝+2
) dir. 

(4.57) ve (4.58) eşitsizliklerinden, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) + (𝑏𝑑1(𝑝) − 𝜀)∫|𝑤𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥 ≤ 𝑐(𝜀)|𝛽|
𝑝+2
𝑝+1∫|𝑣𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥                   (4.59)

ΩΩ

 

ve burada 𝜀 yeterince küçük seçilirse,  

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ 𝑐(𝜀)|𝛽|

𝑝+2
𝑝+1∫|𝑣𝑡|

𝑝+2𝑑𝑥                                                                          (4.60)

Ω

 

elde edilir.  

 

 (4.60) denklemi (0, 𝑡) de integre edilirse, 

𝐸𝑤(𝑡) ≤ 2𝑐(𝜀)|𝛽|
𝑝+2
𝑝+1∫∫|𝑣𝑠|

𝑝+2𝑑𝑥𝑑𝑠                                                                       (4.61)

Ω

𝑡

0

 

olur. 

  

Buradan (4.4), (4.10) ve (4.61) eşitsizliklerinden, 

‖𝑤𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤‖

2 ≤ 𝐸𝑤(𝑡) ≤ 2𝑐(𝜀)|𝛽|
𝑝+2

𝑝+1𝐷2                        (4.62) 

elde edilir.   

Böylece (4.51) eşitsizliği sağlanmıştır. 
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(4.45) in 𝑡 ye göre türevini alırsak, 

 𝑣𝑡𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑣𝑡 + 𝑎∆𝑣𝑡 + �⃗�. ∇𝑣𝑡𝑡 + (𝑏 + 𝛽)(𝑝 + 1)|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑡 = 0          (4.63) 

elde edilir.  

 

(4.12) den (4.63) ü çıkarırsak, 

𝑤𝑡𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑤𝑡 + 𝑎∆𝑤𝑡 + �⃗�. ∇𝑤𝑡𝑡 + 𝑏(𝑝 + 1)|𝑢𝑡|

𝑝𝑤𝑡𝑡 − 𝛽(𝑝 + 1)|𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡𝑡  

+𝑏(𝑝 + 1)(|𝑢𝑡|
𝑝 − |𝑣𝑡|

𝑝)𝑣𝑡𝑡 = 0                             (4.64) 

olur.  

    

(4.64) 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑡𝑡 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑡𝑡𝑡
Ω

𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 + 𝑘 ∫∆
2𝑤𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑤𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 + ∫ �⃗�. ∇𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥                             

ΩΩΩ

 

+𝑏(𝑝 + 1)∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 − 𝛽(𝑝 + 1)∫|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥                                                  

ΩΩ

 

+𝑏(𝑝 + 1)∫(|𝑢𝑡|
𝑝 − |𝑣𝑡|

𝑝)𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 = 0                                                                 (4.65)

Ω

 

elde edilir. 

 

(4.65) teki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑡𝑡𝑡
Ω

𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡𝑡‖

2 ,                                                                                                     

𝑘 ∫∆2𝑤𝑡𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥 = 𝑘 [𝑤𝑡𝑡. ∆  ∇𝑤𝑡 |𝜕Ω − ∫∆ ∇𝑤𝑡∇𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥 

Ω

]

Ω

                                              

= −𝑘 [∇𝑤𝑡𝑡 . ∆𝑤𝑡 |𝜕Ω − ∫∆𝑤𝑡 . ∆𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

]  = 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑤𝑡‖

2 ,                                            

𝑎∫∆𝑤𝑡 . 𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑤𝑡𝑡. ∇𝑤𝑡 |𝜕Ω − ∫∇𝑤𝑡 . ∇𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥

Ω

] = −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤𝑡‖

2 ,                 

Ω
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∫�⃗�. ∇𝑤𝑡𝑡 .  𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥 = 0                                                                                                                

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilenler ifadeler (4.65) te yerlerine yazılırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑤𝑡‖
2 − 𝑎‖∇𝑤𝑡‖

2] + 𝑏(𝑝 + 1)∫|𝑢𝑡|
𝑝𝑤𝑡𝑡

2 𝑑𝑥                                     

Ω

 

= 𝛽(𝑝 + 1)∫|𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥 − 𝑏(𝑝 + 1)∫(|𝑢𝑡|

𝑝 − |𝑣𝑡|
𝑝)𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥                   (4.66)

ΩΩ

 

olur. 

 

(4.66) nın sağ tarafındaki terimlerden (4.11) ve (4.20) eşitsizlikleri kullanılarak, 

 𝛽(𝑝 + 1)|∫ |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥Ω

| ≤ 𝛽(𝑝 + 1)𝑐0
𝑝‖∆𝑣𝑡‖

𝑝‖𝑣𝑡𝑡‖‖𝑤𝑡𝑡‖                                        

                                     ≤
1

2
𝛽2(𝑝 + 1)2𝑐0

2𝑝‖∆𝑣𝑡‖
2𝑝‖𝑣𝑡𝑡‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑡𝑡‖

2 

                                                   ≤
1

2
𝛽2(𝑝 + 1)2𝑐0

2𝑝𝐷2
𝑝+1 +

1

2
‖𝑤𝑡𝑡‖

2                     (4.67) 

ve 

|∫(|𝑢𝑡|
𝑝 − |𝑣𝑡|

𝑝)𝑣𝑡𝑡𝑤𝑡𝑡𝑑𝑥

Ω

| ≤ 𝑝∫(|𝑢𝑡|
𝑝−1 + |𝑣𝑡|

𝑝−1)|𝑣𝑡𝑡||𝑤𝑡||𝑤𝑡𝑡|𝑑𝑥                        

Ω

 

≤ 𝑝2𝑐0
𝑝−1𝐷2

𝑝−1
2 ∫|𝑣𝑡𝑡||𝑤𝑡||𝑤𝑡𝑡|𝑑𝑥

Ω

≤ 𝑝2𝑐0
𝑝−1𝐷2

𝑝−1
2 max

𝑥𝜖Ω̅
|𝑤𝑡| ‖𝑣𝑡𝑡‖‖𝑤𝑡𝑡‖                 

≤ 𝑝2𝑐0
𝑝𝐷2

𝑝
2‖𝑤𝑡𝑡‖‖∆𝑤𝑡‖  ≤ 𝐷3[‖∆𝑤𝑡‖

2 + ‖𝑤𝑡𝑡‖
2]                                                  (4.68) 

elde edilir. 
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(4.66), (4.67) ve (4.68) den, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤𝑡(𝑡) ≤ 𝐿0𝛽

2 + 𝐷4𝐸𝑤𝑡(𝑡)                (4.69) 

elde edilir. Burada 

𝐸𝑤𝑡(𝑡) = ‖𝑤𝑡𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑤𝑡‖

2 − 𝑎‖∇𝑤𝑡‖
2  ,   𝐿0 =

1

2
(𝑝 + 1)2𝑐0

2𝑝𝐷2
𝑝+1

   ve 

𝐷4 =
2𝐷3+1

min (1,𝑑0)
 dir.                                                            

(4.69) eşitsizliği çözülürse, 

𝐸𝑤𝑡(𝑡) ≤
1

𝐷4
𝐿0𝛽

2𝑒𝐷4𝑡                          (4.70)    

elde edilir. 

 

4.5. �⃗⃗⃗� Katsayısına Sürekli Bağımlılık  

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin çözümlerinin �⃗�  katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin kuvvetli çözümleri olsun: 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢 + 𝑎∆𝑢 + �⃗�. ∇𝑢𝑡 + 𝑏|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                              (4.71) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                         (4.72) 

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0,                                                                                 (4.73) 

ve              

𝑣𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑣 + 𝑎∆𝑣 + (�⃗� + �⃗�)∇𝑣𝑡 + 𝑏|𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                      (4.74) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ,                                                        (4.75) 

𝑣 =
𝜕𝑣

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                                                                  (4.76) 

 

Bu problemlerin çözümleri farkı olan 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 , (4.77)- (4.79) problemini sağlar: 

𝑤𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑤 + 𝑎∆𝑤 + �⃗�. ∇𝑤𝑡 − �⃗�∇𝑣𝑡 + 𝑏(|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡) = 0,                  (4.77) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,   𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0 ,                                                           (4.78) 
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𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝜈
= 0,   𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                                    (4.79) 

(4.77), 𝐿2(Ω) da 𝑤𝑡 ile çarpılırsa,   

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑘 ∫∆
2𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑎 ∫∆𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 + ∫ �⃗�. ∇𝑤𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥 − ∫ �⃗�∇𝑣𝑡𝑤𝑡𝑑𝑥           

ΩΩΩΩΩ

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 = 0                                                                                   (4.80)

Ω

 

elde edilir. 

 

 (4.80) deki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑡𝑡𝑤𝑡 𝑑𝑥 =

Ω

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2 ,                                                                                                          

𝑘 ∫∆2𝑤𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑘 [𝑤𝑡 ∆∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∆∇𝑤∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]                                                             

Ω

 

= −𝑘 [∇𝑤𝑡∆𝑤 |𝜕Ω − ∫∆𝑤∆𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]  = 𝑘
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑤‖2 ,  

𝑎 ∫∆𝑤𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 [𝑤𝑡 ∇𝑤 |𝜕Ω − ∫∇𝑤  ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

]

Ω

= −𝑎
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2 ,                               

∫�⃗�. ∇𝑤𝑡𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 0                                                                                                                       

Ω

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilenler ifadeler (4.80) de yerlerine yazılırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡‖

2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2] − �⃗� ∫∆𝑣𝑡. 𝑤𝑡𝑑𝑥                                                          

Ω

 

+𝑏∫(|𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 = 0                                                                                   (4.81)

Ω
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olur. 

 

(4.81) de 𝐸𝑤(𝑡) = ‖𝑤𝑡‖
2 + 𝑘‖∆𝑤‖2 − 𝑎‖∇𝑤‖2 olmak üzere, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) − �⃗� ∫∆𝑣𝑡. 𝑤𝑡𝑑𝑥 + 𝑏 ∫(|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|
𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡𝑑𝑥 = 0                        (4.82)

ΩΩ

 

yazılabilir. 

 ( |𝑢𝑡|
𝑝𝑢𝑡 − |𝑣𝑡|

𝑝𝑣𝑡)𝑤𝑡 ≥ 0 olduğundan (4.82) den, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) − �⃗� ∫∆𝑣𝑡 . 𝑤𝑡𝑑𝑥 ≤ 0                                                                                               

Ω

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ |�⃗�|‖∇𝑣𝑡‖‖𝑤𝑡‖                                                                                          (4.83) 

elde edilir. 

 

(4.83) eşitsizliğinin sağ tarafında Cauchy eşitsizliği uygulanırsa, 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ |�⃗�|‖∇𝑣𝑡‖‖𝑤𝑡‖ ≤

|𝛾|2

2
‖∇𝑣𝑡‖

2 +
1

2
‖𝑤𝑡‖

2                                          (4.84) 

elde edilir. ∀𝑡 > 0 için, 

‖∇𝑣𝑡‖
2 ≤ 𝐷2 olduğundan, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑤(𝑡) ≤ 𝐷2|𝛾|

2 + 𝐸𝑤(𝑡)                (4.85) 

elde edilir. 

 

(4.85) eşitsizliğinin çözümünden, 

𝐸𝑤(𝑡) ≤ 𝐷2|𝛾|
2𝑒𝑡                            (4.86) 

ulaşılır. Buradan 

‖𝑤𝑡‖
2 + 𝑑0‖∆𝑤‖

2 ≤ 𝐸𝑤(𝑡) ≤ 𝐷2𝑒
𝑡|𝛾|2              (4.87) 

olmaktadır.



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 5. OSKOLKOV-BENJAMİN-BONA-MAHONY- 

                    BURGERS DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN   

                    KATSAYILARA SÜREKLİ BAĞIMLILIĞI 
 

Bu bölümde sürekli bağımlılık ile ilgili literatür taraması yapılarak, daha önce 

çalışılmamış olan OBBMB denkleminin çözümlerinin katsayılara sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

5.1. Giriş ve Problemin ifadesi  

 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝜃𝑢𝑢𝑥 = 0 ,                                     (5.1) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑥 ∈ Ω ,                                    (5.2) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω , 𝑡 > 0 ,                           (5.3) 

başlangıç ve sınır değer problemini ele alalım. Burada Ω ⊂ ℝ𝑛 sınırlı bir bölge ve 𝛼, 

𝛾, 𝜃  katsayıları pozitif sabitlerdir. 

 

5.2. Ön Kestirimler 

Teorem 5.2.1. 𝑢0 ∈ 𝐻0
1(Ω) olsun. (5.1)- (5.3) probleminin çözümü olan 𝑢, aşağıdaki 

eşitsizlikleri sağlar: 

 ‖𝑢‖2 ≤ 𝐷1,                                                                                                    (5.4) 

           ‖𝑢𝑥‖
2 ≤ 𝐷1,                  (5.5) 

Burada 𝐷1 pozitif sabiti (5.1) denkleminin başlangıç verilerine ve parametrelerine 

bağlıdır. 

 

İspat 5.2.1.  (5.1),  𝐿2(Ω) da 𝑢 ile çarpılırsa, 
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∫𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 − 𝛼 ∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛾 ∫𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑢𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 = 0            (5.6)

ΩΩΩΩΩ

 

elde edilir. 

 

(5.6) daki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2,                                                                                                                

Ω

 

−∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 = − [𝑢𝑢𝑥𝑡|𝜕Ω − ∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡𝑑𝑥

Ω

] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑥‖

2 ,                                                

Ω

 

−𝛼∫𝑢𝑢𝑥𝑥𝑑𝑥 = −𝛼 [𝑢𝑢𝑥|𝜕Ω −∫𝑢𝑥𝑢𝑥𝑑𝑥

Ω

] = 𝛼‖𝑢𝑥‖
2 ,                                                    

Ω

 

𝛾 ∫𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 =
𝛾

2
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑢2𝑑𝑥 = 0 ,                                                                                               

ΩΩ

 

∫𝑢𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 = ∫𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥 =
1

3
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑢3𝑑𝑥 = 0                                                                        

ΩΩΩ

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (5.6) da yerlerine yazılırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
[  
1

2
‖𝑢‖2 +

1

2
‖𝑢𝑥‖

2] + 𝛼‖𝑢𝑥‖
2 = 0                  (5.7) 

eşitliği elde edilir. 

 

𝐸1(𝑡) =
1

2
‖𝑢‖2 +

1

2
‖𝑢𝑥‖

2 olmak üzere (5.7), 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸1(𝑡) + 𝛼‖𝑢𝑥‖

2 = 0                             (5.8) 

şeklinde yazılabilir. 

𝛼‖𝑢𝑥‖
2 ≥ 0 olduğundan son eşitlikten, 
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𝑑

𝑑𝑡
𝐸1(𝑡) ≤ 0                                                    (5.9) 

elde edilir. 

 

(5.9) eşitsizliği (0, 𝑡) aralığında integre edilirse, 

𝐸1(𝑡) ≤ 𝐸1(0)  

1

2
‖𝑢‖2 +

1

2
‖𝑢𝑥‖

2 ≤ 𝐸1(0)   

‖𝑢‖2 + ‖𝑢𝑥‖
2 ≤ 𝐸1(0)   

olur. 

Buradan,  ‖𝑢‖2 ≤ 𝐷1  ve  ‖𝑢𝑥‖
2 ≤ 𝐷1 olup böylece (5.4) ve (5.5) kestirimleri elde 

edilmiş olur. 

 

5.3. 𝜶 Katsayısına Sürekli Bağımlılık 

 

Bu bölümde (5.1)-(5.3) probleminin çözümlerinin 𝛼 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin çözümleri olsun. 

 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼1𝑢𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝜃𝑢𝑢𝑥 = 0 ,                                                                   (5.10) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑥 ∈ Ω,               (5.11) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                                              (5.12) 

ve 

𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥𝑡 − 𝛼2𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑣𝑥 + 𝜃𝑣𝑣𝑥 = 0 ,                (5.13) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ,   𝑥 ∈ Ω,               (5.14) 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                         (5.15) 
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𝑢 − 𝑣 = 𝑤   ,   𝛼1 − 𝛼2 = 𝛼  olmak üzere (5.10)- (5.12) ve (5.13)- (5.15) 

problemlerinin farkını alalım. Burada 𝛼1 > 𝛼2 dir. O zaman 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼1𝑢𝑥𝑥 + 𝛼2𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0,           (5.16) 

𝑤(𝑥, 0) = 0  ,  𝑥 ∈ Ω,                           (5.17) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                         (5.18) 

olur. 

(5.16) ya 𝛼1𝑣𝑥𝑥 terimi eklenip çıkarılırsa, 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡+𝛼1𝑣𝑥𝑥 − 𝛼1𝑢𝑥𝑥−𝛼1𝑣𝑥𝑥 + 𝛼2𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0  

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼1𝑤𝑥𝑥 − 𝛼𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0             (5.19) 

olur. 

(5.19) da 𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥 ifadesine 𝑣𝑢𝑥 terimi eklenip çıkarılırsa, 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼1𝑤𝑥𝑥 − 𝛼𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥) = 0,             (5.20) 

𝑤(𝑥, 0) = 0 ,       𝑥 ∈ Ω,                            (5.21)  

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.              (5.22) 

problemi elde edilir. 

 

Teorem 5.3.  (5.20)- (5.22)  probleminin çözümü olan 𝑤(𝑥, 𝑡), aşağıdaki eşitsizliği 

sağlar: 

 𝐸2(𝑡) ≤  
𝐷1

2

𝑒𝑀1 𝑡

𝑀1
|𝛼|2.                                                                     (5.23) 

 

Burada, 𝐷1 pozitif sabiti (5.1) denkleminin başlangıç verilerine ve parametrelerine 

bağlıdır.    
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İspat 5.3.  (5.20), 𝐿2(Ω) da 𝑤 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 − 𝛼1∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛼∫𝑤𝑣𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝛾 ∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥                       

ΩΩΩΩΩ

 

+𝜃∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                          (5.24)

Ω

 

elde edilir. 

 

(5.24) teki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥

Ω

=
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 ,                                                                                                              

−∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 = − [𝑤𝑤𝑥𝑡|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡𝑑𝑥

Ω

] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥‖

2,                                             

Ω

 

−𝛼1∫𝑤𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 = −𝛼1 [𝑤𝑤𝑥|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑑𝑥

Ω

] = 𝛼1‖𝑤𝑥‖
2,                                            

Ω

 

−𝛼∫𝑤𝑣𝑥𝑥𝑑𝑥 = −𝛼 [𝑤𝑣𝑥|𝜕Ω − ∫𝑣𝑥𝑤𝑥𝑑𝑥

Ω

] = 𝛼 ∫𝑤𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 ,                                           

ΩΩ

 

𝛾 ∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥 =
𝛾

2
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑤2𝑑𝑥 = 0                                                                                             

ΩΩ

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (5.24) te yerlerine yazılırsa,  

𝑑

𝑑𝑡
[  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2] + 𝛼1‖𝑤𝑥‖
2 + 𝛼∫𝑤𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑤𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥                             

ΩΩ

 

+𝜃∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                                           (5.25)

Ω

 

eşitliği elde edilir. 
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𝐸2(𝑡) =  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 olmak üzere (5.25), 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼1‖𝑤𝑥‖

2 + 𝛼∫𝑤𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑤𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0        (5.26)

ΩΩΩ

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(5.26) eşitliğinin sol tarafındaki 3. , 4. ve 5. terim eşitliğin sağ tarafına atılıp mutlak 

değeri alınırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼1‖𝑤𝑥‖

2 ≤ |𝛼|∫|𝑤𝑥||𝑣𝑥|𝑑𝑥 + |𝜃| ∫|𝑤||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                       

ΩΩ

 

+|𝜃|∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                                                                                          (5.27)

Ω

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

(5.27) eşitsizliğinin sağ tarafındaki tüm terimlerde (5.4)-(5.5) kullanılarak Cauchy-

Schwarz ve aritmetik-geometrik eşitsizlikleri uygulanırsa,  

|𝛼| ∫|𝑤𝑥||𝑣𝑥|𝑑𝑥 ≤ |𝛼|‖𝑣𝑥‖‖𝑤𝑥‖ ≤
1

2
‖𝑤𝑥‖

2 +
|𝛼|2

2
‖𝑣𝑥‖

2,                                              

Ω

 

|𝜃| ∫|𝑢𝑥||𝑤|
2𝑑𝑥 ≤ |𝜃|‖𝑢𝑥‖‖𝑤‖

2 ≤ |𝜃|𝐷1‖𝑤‖
2,                                                                 

Ω

 

|𝜃| ∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ |𝜃|‖𝑣‖‖𝑤‖‖𝑤𝑥‖ ≤ |𝜃|𝐷1
‖𝑤𝑥‖

2

2
+ |𝜃|𝐷1

‖𝑤‖2

2
 ,                        

Ω

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen eşitsizlikler (5.27) de yerlerine yazılırsa ve 𝛼1‖𝑤𝑥‖
2 ≥ 0 olduğundan 

ihmal edilirse, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) ≤

|𝛼|2

2
‖𝑣𝑥‖

2 +𝑀1 𝐸2(𝑡)               (5.28) 
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olur. Burada, 

𝑀1 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{ 
|𝜃|𝐷1+1

2
,
3|𝜃|𝐷1

2
} dir. 

 

(5.28) diferansiyel eşitsizliği  𝑒−𝑀1𝑡 ile çarpılırsa, 

𝑒−𝑀1𝑡 [
𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) − 𝑀1𝐸2(𝑡)] ≤

|𝛼|2

2
‖𝑣𝑥‖

2𝑒−𝑀1𝑡                                                      (5.29) 

elde edilir. 

 

(5.5) yardımıyla, (5.29) eşitsizliği  

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡)𝑒

−𝑀1𝑡 −𝑀1𝐸2(𝑡)𝑒
−𝑀1𝑡 ≤

|𝛼|2

2
𝐷1 𝑒

−𝑀1𝑡                                                    (5.30) 

şeklinde yazılabilir. 

 

Burada, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡)𝑒

−𝑀1𝑡 −𝑀1𝐸2(𝑡)𝑒
−𝑀1𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑀1𝑡𝐸2(𝑡))                                                            

 

olduğu görülür. 

 

(5.30), son eşitsizlik kullanılarak (0, 𝑡) üzerinde integre edilirse, 

∫
𝑑

𝑑𝑠
(𝑒−𝑀1𝑠𝐸2(𝑠))𝑑𝑠 ≤  

|𝛼|2

2

𝑡

0

 𝐷1∫𝑒
−𝑀1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

                                                                         

 

𝑒−𝑀1𝑡𝐸2(𝑡) ≤
|𝛼|2

2
𝐷1
(1 − 𝑒−𝑀1𝑡)

𝑀1
 

 

𝐸2(𝑡) ≤
|𝛼|2

2
𝐷1
(𝑒𝑀1𝑡 − 1)

𝑀1
 

 

𝐸2(𝑡) ≤
𝐷1
2𝑀1

|𝛼|2𝑒𝑀1𝑡                                                                                                     (5.31) 

 

elde edilir. 
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(5.31) eşitsizliğinden; 𝛼1 ve 𝛼2 birbirine ne kadar çok yaklaşırsa, 𝑢 ve 𝑣 çözümlerinin 

birbirine o kadar yaklaştığı görülür. 𝛼1 − 𝛼2 = 0 olursa 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 = 0 olur. Böylece 

𝑢 ve 𝑣 çözümlerinin 𝛼 katsayısına sürekli bağımlılığı gösterilmiş olur. 

 

5.4. 𝜸 Katsayısına Sürekli Bağımlılık 

 

Bu bölümde (5.1)-(5.3) probleminin çözümlerinin 𝛾 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin çözümleri olsun: 

 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛾1𝑢𝑥 + 𝜃𝑢𝑢𝑥 = 0 ,                   (5.32) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ,                     (5.33)   

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                         (5.34) 

ve               

𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑣𝑥𝑥 + 𝛾2𝑣𝑥 + 𝜃𝑣𝑣𝑥 = 0 ,                   (5.35) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ,                   (5.36)  

𝑣(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                          (5.37) 

 

𝑢 − 𝑣 = 𝑤   , 𝛾1 − 𝛾2 = 𝛾 olacak şekilde (5.32)- (5.34) ve (5.35)- (5.37) 

problemlerinin farkını tanımlayalım. Burada 𝛾1 > 𝛾2 dir. O zaman 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾1𝑢𝑥 − 𝛾2𝑣𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0,            (5.38) 

𝑤(𝑥, 0) = 0  ,  𝑥 ∈ Ω,                           (5.39) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                         (5.40) 

olur. 
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 (5.38) e  𝛾2𝑢𝑥 terimi eklenip çıkarılırsa, 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾1𝑢𝑥−𝛾2𝑢𝑥+𝛾2𝑢𝑥 − 𝛾2𝑣𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0  

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝛾2𝑤𝑥 + 𝜃(𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥) = 0             (5.41) 

olur. 

 

(5.41) de 𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑣𝑥 ifadesine 𝑣𝑢𝑥 terimi eklenip çıkarılırsa,  

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝛾2𝑤𝑥 + 𝜃(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥) = 0,                        (5.42) 

𝑤(𝑥, 0) = 0  ,      𝑥 ∈ Ω ,                          (5.43) 

 𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.                             (5.44) 

problemi elde edilir. 

 

Teorem 5.4.  (5.42)- (5.44)  probleminin çözümü olan 𝑤(𝑥, 𝑡), aşağıdaki eşitsizliği 

sağlar: 

  𝐸2(𝑡) ≤  
𝐷1

2

𝑒𝑀1 𝑡

𝑀1
|𝛾|2.                                                                   (5.45)  

Burada, 𝐷1 pozitif sabiti (5.1) denkleminin başlangıç verilerine ve parametrelerine 

bağlıdır. 

 

        

İspat 5.4.  (5.42),  𝐿2(Ω) da 𝑤 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 − 𝛼∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛾 ∫𝑤𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝛾2∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥                         

ΩΩΩΩΩ

 

+𝜃∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                         (5.46) 

Ω

 

elde edilir. 
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(5.46) daki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 ,                                                                                                             

Ω

 

−∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 = − [𝑤𝑤𝑥𝑡|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡𝑑𝑥

Ω

] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥‖

2 ,                                            

Ω

 

−𝛼∫𝑤𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 = −𝛼 [𝑤𝑤𝑥|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑑𝑥

Ω

] = 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 ,                                                

Ω

 

𝛾 ∫𝑤𝑢𝑥𝑑𝑥 = 𝛾 [𝑤𝑢|𝜕Ω − ∫𝑢𝑤𝑥𝑑𝑥

Ω

] = −𝛾∫𝑤𝑥𝑢𝑑𝑥 ,                                                      

ΩΩ

 

𝛾2∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥 =
𝛾2
2
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑤2𝑑𝑥 = 0                                                                                           

ΩΩ

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (5.46) da yerlerine yazılırsa,  

𝑑

𝑑𝑡
[  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2] + 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 − 𝛾∫𝑤𝑥𝑢𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑤𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥                                 

ΩΩ

 

+𝜃∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                                           (5.47)

Ω

 

eşitlği elde edilir.  

 

𝐸2(𝑡) =  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 olmak üzere (5.47), 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼‖𝑤𝑥‖

2 − 𝛾∫𝑤𝑥𝑢𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑤𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝜃 ∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0            (5.48)

ΩΩΩ

 

şeklinde yazılabilir. 
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(5.48) eşitliğinin sol tarafındaki 3. , 4. ve 5. terim eşitliğin sağ tarafına atılıp mutlak 

değeri alınırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼‖𝑤𝑥‖

2 ≤ |𝛾|∫|𝑤𝑥||𝑢|𝑑𝑥 + |𝜃| ∫|𝑤||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                           

ΩΩ

 

+|𝜃|∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                                                                                              (5.49)

Ω

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

(5.49) eşitsizliğinin sağ tarafındaki tüm terimlerde (5.4)-(5.5) kullanılarak Cauchy-

Schwarz ve aritmetik-geometrik eşitsizlikleri uygulanırsa,  

|𝛾|∫|𝑤𝑥||𝑢|𝑑𝑥 ≤ |𝛾|‖𝑢‖‖𝑤𝑥‖ ≤
1

2
‖𝑤𝑥‖

2 +
|𝛾|2

2
‖𝑢‖2,                                                    

Ω

 

|𝜃| ∫|𝑢𝑥||𝑤|
2𝑑𝑥 ≤ |𝜃|‖𝑢𝑥‖‖𝑤‖

2 ≤ |𝜃|𝐷1‖𝑤‖
2 ,                                                                

Ω

 

|𝜃| ∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ |𝜃|‖𝑣‖‖𝑤‖‖𝑤𝑥‖ ≤ |𝜃|𝐷1
‖𝑤𝑥‖

2

2
+ |𝜃|𝐷1

‖𝑤‖2

2
                          

Ω

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen eşitsizlikler (5.49) da yerlerine yazılırsa ve 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 ≥ 0 olduğundan 

ihmal edilirse, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) ≤

|𝛾|2

2
‖𝑢‖2 +𝑀1 𝐸2(𝑡)               (5.50) 

olur. Burada, 

𝑀1 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{
|𝜃|𝐷1+1

2
,
3|𝜃|𝐷1

2
} dir. 
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(5.50) diferansiyel eşitsizliği  𝑒−𝑀1𝑡 ile çarpılırsa, 

 

𝑒−𝑀1𝑡 [
𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) − 𝑀1𝐸2(𝑡)] ≤

|𝛾|2

2
‖𝑢‖2𝑒−𝑀1𝑡                                                      (5.51) 

 

elde edilir. 

(5.4) yardımıyla, (5.51) eşitsizliği  

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡)𝑒

−𝑀1𝑡 −𝑀1𝐸2(𝑡)𝑒
−𝑀1𝑡 ≤

|𝛾|2

2
𝐷1 𝑒

−𝑀1𝑡                                                    (5.52) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

Burada, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡)𝑒

−𝑀1𝑡 −𝑀1𝐸2(𝑡)𝑒
−𝑀1𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑀1𝑡𝐸2(𝑡))                                                            

 

olduğu görülür. 

 

(5.52), son eşitsizlik kullanılarak (0, 𝑡) üzerinde integre edilirse, 

∫
𝑑

𝑑𝑠
(𝑒−𝑀1𝑠𝐸2(𝑠))𝑑𝑠 ≤  

|𝛾|2

2

𝑡

0

 𝐷1∫𝑒
−𝑀1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

                                                                         

 

𝑒−𝑀1𝑡𝐸2(𝑡) ≤
|𝛾|2

2
𝐷1
(1 − 𝑒−𝑀1𝑡)

𝑀1
 

 

𝐸2(𝑡) ≤
|𝛾|2

2
𝐷1
(𝑒𝑀1𝑡 − 1)

𝑀1
 

 

𝐸2(𝑡) ≤
𝐷1
2𝑀1

|𝛾|2𝑒𝑀1𝑡                                                                                                     (5.53) 

 

elde edilir. 

(5.53) eşitsizliğinden; 𝛾1 ve 𝛾2 birbirine ne kadar çok yaklaşırsa, 𝑢  ve 𝑣 çözümlerinin 

birbirine o kadar yaklaştığı görülür. 𝛾1 − 𝛾2 = 0 olursa 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 = 0 olur. Böylece  

𝑢 ve 𝑣 çözümlerinin 𝛾 katsayısına sürekli bağımlılığı gösterilmiş olur. 
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5.5. 𝜽 Katsayısı için Sürekli Bağımlılık 

Bu bölümde (5.1)-(5.3) probleminin çözümlerinin 𝜃 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenmiştir. 

 

𝑢 ve 𝑣 sırasıyla aşağıdaki problemlerin çözümleri olsun: 

 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 + 𝛾𝑢𝑥 + 𝜃1𝑢𝑢𝑥 = 0 ,                 (5.54)                 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)   ,      𝑥 ∈ Ω ,              (5.55)       

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 ,                   (5.56) 

ve 

𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑣𝑥𝑥 + 𝛾𝑣𝑥 + 𝜃2𝑣𝑣𝑥 = 0 ,                    (5.57) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)   , 𝑥 ∈ Ω ,               (5.58) 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                    (5.59) 

 

𝑢 − 𝑣 = 𝑤   , 𝜃1 − 𝜃2 = 𝜃  olacak şekilde (5.54)- (5.56) ve (5.57)- (5.59) 

problemlerinin farkını tanımlayalım. Burada 𝜃1 > 𝜃2dir. O zaman 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃1𝑢𝑢𝑥 − 𝜃2𝑣𝑣𝑥 = 0                        (5.60)  

𝑤(𝑥, 0) = 0   𝑥 ∈ Ω                                                          (5.61) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0                      (5.62) 

olur. 

(5.62) de 𝜃2𝑢𝑢𝑥 ve 𝜃2𝑣𝑢𝑥 terimleri eklenip çıkarılırsa, 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 − 𝛼𝑤𝑥𝑥 + 𝛾𝑤𝑥 + 𝜃𝑢𝑢𝑥+𝜃2(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥) = 0 ,                                  (5.63)     

𝑤(𝑥, 0) = 0 ,   𝑥 ∈ Ω ,                                                          (5.64) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,        𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 .                      (5.65)  
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problemi elde edilir. 

 Teorem 5.5.  (5.63)- (5.65)  probleminin çözümü olan 𝑤(𝑥, 𝑡), aşağıdaki eşitsizliği 

sağlar. 

  𝐸2(𝑡) ≤  
𝐷1

2

𝑒𝑀2 𝑡

𝑀2
|𝜃|2.                                                                      (5.66)   

Burada 𝐷1 pozitif sabiti (5.1) denkleminin başlangıç verilerine ve parametrelerine 

bağlıdır.         

 

 İspat 5.5. (5.63),  𝐿2(Ω) da 𝑤 ile çarpılırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 − ∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 − 𝛼 ∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑑𝑥 − 𝛾∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥 + 𝜃∫𝑤𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥                        

ΩΩΩΩΩ

 

+𝜃2∫(𝑤𝑢𝑥 + 𝑣𝑤𝑥)𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                        (5.67)

Ω

 

elde edilir. 

 

(5.67) deki her bir integral ayrı ayrı hesaplanırsa, 

∫𝑤𝑤𝑡𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2,                                                                                                              

Ω

 

−∫𝑤𝑤𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥 = − [𝑤𝑤𝑥𝑡|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡𝑑𝑥

Ω

] =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑥‖

2,                                             

Ω

 

−𝛼∫𝑤𝑥𝑥𝑤𝑑𝑥 = −𝛼 [𝑤𝑤𝑥|𝜕Ω − ∫𝑤𝑥𝑤𝑥𝑑𝑥

Ω

] = 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 ,                                                

Ω

 

−𝛾∫𝑤𝑤𝑥𝑑𝑥 = −
𝛾

2
∫
𝑑

𝑑𝑥
𝑤2𝑑𝑥 = 0                                                                                       

ΩΩ

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Elde edilen ifadeler (5.67) de yerlerine yazılırsa, 
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𝑑

𝑑𝑡
[  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2] + 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 + 𝜃∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝜃2∫𝑢𝑥𝑤𝑤𝑑𝑥                            

ΩΩ

 

+𝜃2∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0                                                                                                         (5.68)

Ω

 

eşitliği elde edilir. 

 

𝐸2(𝑡) =  
1

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑥‖

2 olmak üzere (5.68), 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼‖𝑤𝑥‖

2 + 𝜃∫𝑢𝑢𝑥𝑤𝑑𝑥 + 𝜃2∫𝑢𝑥𝑤𝑤𝑑𝑥 + 𝜃2∫𝑣𝑤𝑥𝑤𝑑𝑥 = 0    (5.69)

ΩΩΩ

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(5.69) eşitliğinin sol tarafındaki 3. , 4. ve 5. terim eşitliğin sağ tarafına atılıp mutlak 

değeri alınırsa, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝛼‖𝑤𝑥‖

2 ≤ |𝜃|∫|𝑢||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥

Ω

+ |𝜃2| ∫|𝑤||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                   

Ω

 

+|𝜃2| ∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥                                                                                                       (5.70)

Ω

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

(5.70) eşitsizliğinin sağ tarafındaki tüm terimlerde (5.4)-(5.5) kullanılarak Cauchy-

Schwarz ve aritmetik-geometrik eşitsizlikleri uygulanırsa,   

|𝜃| ∫|𝑢||𝑢𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ |𝜃|𝐷1‖𝑢𝑥‖‖𝑤‖ ≤
𝐷1

2

2
‖𝑤‖2 +

|𝜃|2

2
‖𝑢𝑥‖

2 ,              

Ω

                        

|𝜃2| ∫|𝑢𝑥||𝑤|
2𝑑𝑥 ≤ |𝜃2|‖𝑢𝑥‖‖𝑤‖

2 ≤ |𝜃2|𝐷1‖𝑤‖
2,                                                           

Ω

 

|𝜃2| ∫|𝑣||𝑤𝑥||𝑤|𝑑𝑥 ≤ |𝜃2|‖𝑣‖‖𝑤𝑥‖‖𝑤‖

Ω

≤ |𝜃2|𝐷1
‖𝑤𝑥‖

2

2
+ |𝜃2|𝐷1

‖𝑤‖2

2
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eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Elde edilen eşitsizlikler (5.70)de yerlerine yazılırsa ve 𝛼‖𝑤𝑥‖
2 ≥ 0 olduğundan ihmal 

edilirse, 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) ≤ |𝜃|2𝐷1

1

2
+𝑀2 𝐸2(𝑡)               (5.71)    

olur. Burada, 

𝑀2 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{
|𝜃2|𝐷1

2
,
3|𝜃2|𝐷1+𝐷1

2

2
} dir. 

 

(5.71) diferansiyel eşitsizliği  𝑒−𝑀2𝑡 ile çarpılırsa, 

 

𝑒−𝑀2𝑡 [
𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) − 𝑀2𝐸2(𝑡)] ≤

𝐷1
2
|𝜃|2𝑒−𝑀2𝑡                                                             (5.72) 

 

elde edilir. 

 

(5.72) eşitsizliği (0, 𝑡) üzerinde integre edilirse, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑠
(𝑒−𝑀2𝑠𝐸2(𝑠))𝑑𝑠 ≤  

|𝜃|2𝐷1
2

𝑡

0

 ∫ 𝑒−𝑀2𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

                                                               

 

𝑒−𝑀2𝑡𝐸2(𝑡) ≤
|𝜃|2𝐷1
2

(1 − 𝑒−𝑀2𝑡)

𝑀2

 

 

𝐸2(𝑡) ≤
|𝜃|2𝐷1
2

(𝑒𝑀2𝑡 − 1)

𝑀2

 

 

𝐸2(𝑡) ≤
|𝜃|2𝐷1
2𝑀2

𝑒𝑀2𝑡                                                                                                         (5.73) 

 

elde edilir. 
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(5.73) eşitsizliğinden; 𝜃1 ve 𝜃2 birbirine ne kadar çok yaklaşırsa, 𝑢  ve 𝑣 çözümlerinin 

birbirine o kadar yaklaştığı görülür. 𝜃1 − 𝜃2 = 0 olursa 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 = 0 olur. Böylece  

𝑢 ve 𝑣 çözümlerinin 𝜃 katsayısına sürekli bağımlılığı gösterilmiş olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Yapılan bu çalışmada OBBMB denkleminin çözümlerinin katsayılara bağımlılığı 

çeşitli makaleler ele alınarak incelenmiştir. Her bir bölümde katsayılara sürekli 

bağımlılık incelenmiş ve son bölümde özgün bir çalışma olarak OBBMB denkleminin 

çözümlerinin katsayılara sürekli bağımlılığı üzerine tez çalışması yapılmıştır. 

 

Aynı şekilde kısmi türevli denklemlerin yapısal kararlılığını inceleyen benzer 

çalışmalar yapılabilir.  
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