T.C.
SAKARYA UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

SUMUDU DONUSUMLERININ BAZI KISMi TUREVLI
DENKLEMLERE UYGULANMASI

YUKSEK LiSANS TEZi
Fatma KAYA
Enstitii Anabilim Dah : MATEMATIK
Tez Danismani . Dog¢. Dr. Yal¢in YILMAZ

Ocak 2019



T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUMUDU DONUSUMLERININ BAZI KISMi TUREVLI
DENKLEMLERE UYGULANMASI

YUKSEK LiSANS TEZi

Fatma KAYA

Enstitii Anabilim Dal MATEMATIK

Enstitii Bilim Ad1 Uygulamalh Matematik

Bu tez 10/01/2019 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oybirligi / oyc¢oklugu ile
kabul edilmistir.

Dog. Dr. Dog. Dr. Dr. Ogit. Uyes
Yal¢in YILMAZ Metin YAMAN Engin|CAN

Uye
Ve

/\M




BEYAN

Tez i¢indeki tiim verilerin akademik kurallar ¢ergevesinde tarafimdan elde edildigini,
gorsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, baskalarinin
eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu iiniversite veya baska bir iiniversitede

herhangi bir tez ¢alismasinda kullanilmadigini1 beyan ederim.

Fatma KAYA
10.01.2019



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca her konuda bilgi ve destegi ile yanimda olan, her
soru ve sorunuma c¢Oziimler {iireterek destegini eksik etmeyen, bu calismanin
planlanmasindan yazilmasina kadar tiim asamalarda yardimini esirgemeyen, tesvik
eden, ayni hassasiyetle, beni yonlendiren degerli danisman hocam Dog. Dr. Yal¢in
YILMAZ’a tesekkiirlerimi sunarim. Ders aldigim dénem boyunca ve sonrasinda
bilgi ve deneyimleri ile yanimda olan ayni zamanda samimiyetle tiim sorunlarimi
dinleyen, ¢dziim bulmaya calisan Prof. Dr. Sevket GUR ile birlikte degerli
bilgilerinden yararlandigim tiim hocalarima, Sakarya Universitesinin tiim personeline

ve 0grencilerime tesekkiir ederim.

Tiim egitimim boyunca maddi ve manevi destekleri ile yanimda olan hayallerimin
kalbinden tutmayi, pes etmemeyi Ogreten basta annem Alya KAYA ve babam

Hiiseyin KAYA olmak {izere aileme tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

TESEKKUR ...ttt i
ICINDEKILER ......ooiiiiiiii e i
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI ..o iii
TABLOLAR LISTEST ... v
OZET .. vi
SUMM A R o Vii

BOLUM 2.
ON BILGILER ..o 2

BOLUM 3.
SUMUDU DONUSUMUNUN TANIMI VE OZELLIKLERI......................... 30

BOLUM 4.
SUMUDU iLE LAPLACE DONUSUMU ARASINDAKI ILISKI .................. 37

BOLUM 5.
SUMUDU DONUSUMUNUN TUREVI, INTEGRALI VE KONVOLUSYON... 48

BOLUM 6.
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SUMUDU DONUSUMU iLE COZUMU.. 63



BOLUM 7.

KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SUMUDU DONUSUMU ILE

COZUMU . ..o, 69
BOLUM 8.

SONUC VE TARTISMA . ... .o, 85
KAYNAKLAR ..o 90
OZGECMIS .o e, 92



SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

FON)
F(s)
F.(u)
f*g
G(u)
G f(t)
G'(u)
G,(u)
LLF(t)]
L f(t)
S f(t)
Sy(x,1)]

I'(p)
Y(x,u)

:Karakteristik polinom

: Bir fonksiyonun Laplace doniigiimii

: Laplace doniislimiiniin n. mertebeden tlirevi

: f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

: Bir fonksiyonunun Sumudu doniistimii

: Sumudu doniisiimiiniin ters doniistimi

: Sumudu doniigiimiiniin integrali

: Sumudu doniistimiiniin N. mertebeden tiirevi
: f fonksiyonunun Laplace doniisiimii

: Laplace doniisiimiiniin ters doniistimii

. f fonksiyonunun Sumudu doniistimii

: y(x,t) fonksiyonun Sumudu dontigiimii

: Gama fonksiyonu ya da genellestirilmis faktoriyel fonksiyon

: Bir fonksiyonun Sumudu doniisiimii



TABLOLAR LiSTESI

Tablo 1.1. Ozel baz1 fonksiyonlarin Laplace ve Sumudu doniisiimleri................

Tablo 1.2. Sumudu doniisiimiiniin baz1 temel 6zellikleri



OZET

Anahtar kelimeler: Laplace dontisiimii, Sumudu doniisiimii, Sumudu doniisiimiiniin
tirevi, Sumudu donilisiimiiniin integrali, integral doniisiim, diferansiyel denklem,
kismi diferansiyel denklem, konvoliisyon.

Bu calisgmada integral doniisiimii olan Sumudu doniisimiiniin 6zellikleri ve
uygulandigi alanlar anlatilmigir. Ayrica Laplace doniisiimii ve 6zellikleri ele alinarak;
Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasindaki iliski incelenmis, bu iliskiyi gosteren
teorem ile lemmalar verilmistir.Sumudu doéniisiimii [5] makalesi ile G.K. Watugala
tarafindan 1993 yilinda sunulmus bir doniisiim olup, konrol miihendisliginde baz1 adi
diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesinde nemli yere sahiptir.Bu ¢alismada Sumudu
doniistimii adi diferansiyel denklemlere ve kismi diferansiyel denklemlere
uygulanarak  denklem  sistemleri daha basit bir sekilde c¢ozildigi
goriilmiistiir.Calismanin ilk boélimlerinde integral doniisiimleri i¢in gerekli temel
bilgiler, Laplace ve Sumudu doniisiimlerinin temel 6zellikleri ile aralarindaki iliskiye
yer verilmistir. Sumudu doniisiimiin tiirevi ve integralleri alinmistir.Sonraki
boliimlerde Sumudu donilisiimii uygun adi diferansiyel denklemlere ve kismi
diferansiyel denklemlere uygulanarak denklem sistemlerin  ¢oziimleri elde
edilmistir.Ozellikle birinci ve ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlere
Sumudu doniisiimii uygulanilarak ¢alismanin amacina uygun hareket edilmistir.

Vi



APPLICATIONS OF SUMUDU TRANSFORMATION TO SOME
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Laplace transform, Sumudu transform, derivative of Sumudu transform,
integral of Sumudu transform, integral transforms, differential equation, partial
differential equation, convolution.

In this study, the properties of Sumudu transform and its applications are explained.
In addition, the Laplace transform and its properties are considered; The relationship
between Sumudu and Laplace transformations is examined and the theorem which
shows this relation is given. Sumudu transform with the article [5], it is a
transformation presented by Watugala in 1993 and has an important role in solving
some ordinary differential equations in control engineering. In this study, Sumudu
transformation is applied to ordinary differential equations and partial differential
equations and equations systems are solved in a simpler way. In the first parts of the
study, the basic information for the integral transformations, the basic properties of
the Laplace and Sumudu transformations are given Derivatives and integrals of
Sumudu transformation were taken. In the following chapters, the solution of
equation systems was obtained by applying the Sumudu transform to appropriate
ordinary differential equations and partial differential equations. Particularly the first
and second order partial differential equations were applied to Sumudu
transformations and they were carried out for the purpose of the study.

vii



BOLUM 1. GIRiS

Adi diferansiyel ve kismi tiirevli denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde integral doniistim
metotlarinin 6nemi Laplace ve Fourier doniisiimleri ile ortaya ¢ikmistir. Sumudu,
Elzaki vs. integral doniisiimleri ise bu donilisimler baz alinarak tanimlanmis
doniistimlerdir. Bu doniisiimler ile verilen diferansiyel denklem sistemleri cebirsel
sistemlere doniistiiriilerek ¢oziilmeye c¢alisilmistir. 1993°te Watugala’nin  [5]
makalesi ile tanimladig1 yeni bir doniisiim olan Sumudu doniigiimii ile diferansiyel ve
kismi diferansiyel denklem sistemlerin ¢0zlimiinde kullanilmaya baglamistir.
Ozellikle kontrol miihendisliginde énemli bir yere sahip olan Sumudu déniisiimii bu
calismada kismi diferansiyel denklem ve adi diferansiyel denklem sistemlerindeki
bazi 6nemli problemlere uygulanmistir. Bazi problemlerde diger doniisiimlerin
caresiz kaldig1 durumlarda Sumudu doniisiimiiniin kisa ¢oziimlere sahip oldugu, ayni
zamanda bazi problemlerde ise ¢oziime ulasilamadigi problemlerin oldugu durumlar
vardir. Ozellikle kontrol miihendisliginde yer alan adi diferansiyel denklemlerde
Sumudu doniisiimiiniin Laplace doniisiimiine gore daha pratik sonuglar vermektedir.
Bu ¢alismada Sumudu doniisiimii hem adi hem de kismi diferansiyel denklemlere

uygulanarak ¢oziimler elde edilmistir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, ilerde problemler ¢oziiliirken kullanilacak 6n bilgilere yer verilecektir.

Tamm 2.1. ACR, f:A—R ve pcA olsun. Verilen her c€R" sayisina

|x—p|<6 kosulunu saglayan her X €A igin |f(x)—f(p)|<€ olmak {izere bir

deR" sayisi karsilik getirebilirse, f fonksiyonu p noktasinda siireklidir denir.
sayist € ve P ye baghdir. f fonksiyonu A tanim kiimesinin her noktasinda stirekli

ise, T fonksiyonun A kiimesi tizerinde siireklidir denir [17].

Teorem 2.2. ACR, f:A—R ve p€ A olsun. f fonksiyonu p noktasinda siirekli

olmasi icin gerek ve yeter kosul limf(x) =f(p) olmasidir [17]-
X—p

Ispat. f fonksiyonu p noktasinda siirekli olsun. Limit tanimindan

Ve>0 jein 30>0 . 0<|X—p|<6 XeA = |f(X)—f(p)|<€ olur. Limit tanimina

gore bu esitsizlik ¢ifti, limf(x) =f(p) bigiminde yazilir.
X—p

Tersine, |X|LTF] f(X) =f(p) olsun. Limit tanimindan,

Ve>0 jcin 3>0: 0<|x—p|<d xeA = [f(x)—f(p)|<c

yazilabilir. Son esitsizlik ¢ifti, f nin p noktasinda siirekli oldugunu ifade eder.

Sonu¢ 2.3. ACR , f:A—R ve p€A olsun.f nun p noktasinda siirekli olmasi

i¢in asagidaki kosullar gerceklenmelidir.

1)f , p noktasinda tanimli olmahidir



2)f fonksiyonunun p noktasinda limitinin var olmalidir.

3)f(p) ve limf(x) =f(p) degerleri birbirine esit olmalidir [17].
X—p

Teorem 2.4. ACR , f:A—R ve peA olsun.x, €A ve (X,) —p olma iizere

her (x,) dizisi i¢in limf(x,) =f(p) ise f fonksiyonu p noktasinda siireklidir [17].

Teorem 2.5. f:A— R ve p€ A olsun. f fonksiyonu p noktasinda siireksiz olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul, A kiimesinde p ye yakinsayan bir (X,) dizisi var fakat

(f(x,)) dizisinin f(p) ye yakinsamamasidir [17].

Teorem 2.6.ABCR, f:A—R, f:B—R ve f(A)CB olsun. f fonksiyonu
a €A noktasinda siirekli ve ¢ fonksiyonu b=f(a) € B noktasinda siirekli ise

gof:A— R bileske fonksiyonu a noktasinda siireklidir [17].
Ispat. (x,) — a olsun. Varsayima gére limf(x, ) ="f(a) ve boylece,
lim gof (x,)=limg(f(x,)) =9(f(a)) = gof (a) .

Tanim 2.7. ACR, f:A— R ve p€A olsun.

a)x>p ve limf(x,)=F(p) ise f fonksiyonu p noktasinda sagdan siireklidir
x—p

denir.

b) x<p ve limf(x,)="f(p) ise f fonksiyonu p noktasinda soldan siireklidir denir
X—p

[17].

Bir f fonksiyonunun X =p noktasindaki siireksizligi varsa, iki durumla karsilagilir.
Tamim 2.8.

1.f(p") ile f(p ) var ve f(p) tanimsiz ise p noktasinda I.tlirden siireksizlik vardir.

a) limf(x) var ve limf(x) =f(p) ise siireksizlige kaldirilabilir siireksizlik denir.
X—p X—p



b) f(p") =f(p) ise siireksizlige sigramali siireksizlik denir.

2. f(p") veya f(p ) limitleri yoksa ya da oo ise siireksizlige 2.tiirden siireksizlik
(kesin siireksizlik) denir [17].

p
Lemma 2.10. Eger herhangi bir p reel sayisi i¢in A varsa lima = lima, =A"

n—oo n—oc

dir [19].

Lemma 2.11. Eger herhangi bir p reel sayis1 i¢in p* varsa limp* = p“"*rTlan =p*

n—oo

dir [19].

Lemma 2.12. f fonksiyonu (n+1) boyutlu uzaym bir B bolgesinde tanimli olsun.

y nin t ye gore k. mertebeden tirevi y*, (k=1,2,..n) ve n. basamaktan

diferansiyel denklemi

y(n) :f(t,y, y"y"’m’y(nﬂ)) (21)

verilmis olsun. Asagidaki ti¢ kosul gergeklediginde y = y(t) fonksiyonuna, | araligi

tizerinde (2.1) denkleminin ¢oziimiidiir denir.

()Her t €1 igin y(t),y (t),y (t),...,y™(t) fonksiyonlar: tanimlidur.
(i) Her t€ 1 icin (t,y(t),y (1),y (1),...,y" (1)) noktas1 B dedir.

(iii) Her t€ I icin y™ =f(t,y(t),y (t),y (1),...,y" V(1)) gerceklenir.

Bu kosullar kisaca “| araligi izerinde y = y(t), (1.2) denklemini saglar.” Bigiminde
ifade edilebilir. Buna gore n. basamaktan bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii denince
bir aralik {izerinde en az Nn.mertebeden tiiretilebilen ve verilen denklemi saglayan bir

fonksiyon anlagilir [18].



Omegin y 45y +4y =0 diferansiyel denkleminde f(t,y,y)=—-5y —4y dir.
—00<t<oo araligidaki t’ler icin y(t) =e " verilen denklemin bir ¢6ziimiidiir. y

nin ii¢ kosulu sagladigi agiktir.
Genel olarak diferansiyel denklemin bir¢ok ¢oziimii vardir. Denklemin bir ¢oziimii
elde edilmek istenirse denklemle birlikte baslangi¢ kosullar1 olarak adlandirilan bir

takim kisitlamalarin da verilmesi gerekir ve baslangi¢ kosullar1 verilen denklem bir

baslangi¢ deger problemi olusturur.

Lemma 2.13. a,,a,,a, bir | aralig: iizerinde siirekli fonksiyonlar ve her t&l icin

a,(t) =0 olsun. O halde,

a,(1)y (1) +a,(t)y (1) +a,(t)y(t) =0 (2.2)

diferansiyel denkleminin, aralig1 tizerinde tanimli ve lineer bagimsiz y,y, olmak

tizere iki ¢oziimi vardir. y = y(t) (2.2) denkleminin bir ¢6ziimi ise her t €| igin,

y(t) =CY: (t) +CY, (t) (2.3)

olacak bi¢imde tek tiirlii ¢, ve c, sabiti vardir [18].

Lemma 2.14. a,,a,,a, bir | aralig: iizerinde siirekli fonksiyonlar ve her t& | igin

a,(t) =0 olsun.

a,()y (1) +a,(t)y (1) +a,(t)y(t) =0 24

denkleminin y, ve Yy, gibi ¢dziimiinin | araliginda lineer bagimsiz olmasi igin

gerek ve yeter kosul her t €| igin



Yi¥o

Yi¥,

W(y,, Y,)(t) = =0 (2.5)

olmasidir [18].

Ornek 2.15. y' —4y =0 denkleminin €' ve e * fonksiyonlar1 lineer bagimsiz

¢Oziimidiir. Gergekten,

2t -2t

€ e
W(eZI , e72t) — 2 ” 2 i
e —Z€

=—-4=0

dir. O halde denkleminin genel ¢6ziimii,

y(t)=ce” +c,e

olarak yazilir.

Homogen diferansiyel bazi denklemlerin ¢Ozlimleri asagida bazi yoOntemlerle

bulunmustur.

Ornek 2.16. y —5y +6y =0 denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Verilen denklemin karakteristik polinomu

FO\) =X\*—5X\+6

ve karakteristik kokleri \; =2 ve X\, =3 dir. Buna gore, verilen denklem i¢in
y, =€, y, =e" ¢oziimleri W(y,,y,)=¢€" =0 oldugundan, lineer bagimsizdir ve

denklemin genel ¢oziimii C,,C, sabit katsayilar1 olmak iizere,

y(t) =ce* +c,e*



bigimindedir.

Ornek 2.17. y" —3y + 2y =0 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Verilen denklemin karakteristik denklemi

FOO =X -3+2=-DN\*+X—2)=0

ve karakteristik kokleri X\, =X\, =1, X\;=—2 dir. Buna gore, denklemin genel

t

¢oziimleri, y, =e', y, =te', y, =€ > ve W(e',te',e *') =0 oldugundan, bulunan

0zel ¢coziimleri lineer bagimsizdir. Denklemin genel ¢6ziimii,

y=cpe' +c,te' +ce .

Ornek 2.19. y' +2y —3y =3t —t+5 denklemini ¢oziiniiz.

Karakteristik denklemi,

FOO =X +2x—3=\+3)(A\—1) =0

Kokleri N\, =—3, X\, =1 olup homogen kismin ¢6ziimii

y, (t)=ce * +c.e'

bigimindedir. Verilen diferansiyel denklemin sag yam f(t)=3t>—t+5 ikinci

dereceden bir polinom oldugundan;

y,(t) =at* +bt+c

bigiminde bir 6zel ¢dziim aranir. y,(t)=2at+b, y,(t)=2a degerleri verilen

diferansiyelde yerine yazilirsa

—3at® +(4a—3b)t +2a+2b—3c=3t> -2t +5



katsayilar esitliginden a=—1, b=—1 ¢ =—3 bulunur. Buna gore 6zel ¢6ziim

Yo(t)=—t>—t—3

oldugundan verilen denklemin genel ¢ozliimii,
y(t) =Ys TYn= Cleist ‘*’Czet —t*—t-3
bulunur.

Ornek 2.20. y —y —2y=2e " denklemini ¢oziiniiz.

Karakteristik denklemi,

FOO =X -X—2=A\—-2)(\+1) =0

Ve kokleri N\, =—1, X\, =2 dir. Buna gore,
y, =Ce ' +C.e”

olur. Ozel ¢coziimii,

y, =ate
bigiminde alinip, y =a(l—t)e ", y, =a(t—2)e " degerleri yerine yazilirsa
(a(t—2)—a(l—t)—2at)e ‘' =2e"

den a=— % olur. Boylece ozel ¢6ziim Yy, = —% te" ve genel ¢oziim

Y=Y, +Y, =Ce ' +C,e” — % te .



Dogrusal diferansiyel denklemler, integral doniisiimleri yardimiyla da ¢oziilebilir.
verilen bir f fonksiyonundan integral yardimi ile yeni bir fonksiyonun tanimlanmasi

bir integral doniisiimiidiir. Ornegin, f bilinen bir fonksiyon olmak iizere,

Fe) = [ "K(s. O (t)dt

bigiminde tanimlanan F fonksiyonu, f nin doniisiimidiir. K fonksiyonuna dontigiim
cekirdegi denir [18]. Donilisiimde amag¢ f bilinmeyen fonksiyonuna bagli olan bir
diferansiyel denklemi, daha kolay ¢oziilebilen ve F ye bagl olan bir probleme
donistirmektir [18]. Asagida integral doniisiimlerinden Laplace doniigimi
incelenecektir. Laplace doniisliimii ile ilgili baz1 tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Laplace doniisiimii gibi Sumudu doniisiimii de bir integral doniistimii olup benzer

yanlar1 daha agik goriilmesi saglanacaktir.

Lemma 2.21. t>0 i¢in tanimlanan f(t) fonksiyonunun L[f(t)] veya F(S) ile

gosterilen Laplace doniistimii (s> 0)

L[f ()] = F(s) = fo Te S ()t (2.6)

denklemi ile tanimlanir [18].

Tanim 2.22.Bir f(t) fonksiyonu (t>T) igin

efut

f()|<M 2.7)

gergeklenmek tizere o, M ve T sabitleri (M>0,T >0) bulunabilirse, f(t)

fonksiyonuna t — o0 i¢in o.mertebeden listel mertebelidir denir ya da kisaca iistel

mertebelidir denir [18].
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Teorem 2.23. f(t) kismi siirekli ve tistel mertebeli ise

F(s) = L[f ()] = fo Te S (t)dt 2.8)
ile tanimlanan F(S) Laplace doniisiimii var ve mutlak yakinsaktir denir [18].
Ispat. Teoremin ispat1 igin
b b
: —st T —st
lim fo e *F (©)]dt = lim fo [f(t)|e dt 2.9)

integralinin varlig1 gosterilmelidir. f(t) tstel mertebeli oldugundan M, ve T keyfi

pozitif sabitleri ve keyfi bir o sayist, her t > T i¢in

eftv'[

f(t) <M, (2.10)

gergeklenmek tizere vardir. f(t) kismi siirekli oldugundan, 0 <t <T sonlu araligi

tizerinde sinirlidir. Boylece, 0 <t <T i¢in
[f(t)| <M, =(Me *)e (2.11)

esitsizligini gergekleyen bir M, pozitif tamsayisi vardir. max{M,,M,,M,e “}=M
ise her t>0 igin [f(t)] < Me* gergeklenir ve

_ b —st b at —st _ b —(s—a)t _ M A (s—a)b
I_j;|f(t)|e dtgfo Me"'e dt_MJ;e dt=——(-e ") (2.12)

olur.| integrali b nin artan bir fonksiyonudur.s>« ig¢in son ifade artandir ve

b — oo igin

degerine yakinsar. Bu nedenle,
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1§i, (s>aw) (2.13)
dir ve b — 00 i¢in | sonlu bir limite yakinsar. Elde edilen sonuca gére

b —st b —st M
UO f(t)e dt‘ < j; [f (D dt < — (2.14)

olur. Bu teoremin sonucu olarak asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.24. f(t) kismi siirekli ve tistel mertebeli ise her S ve « igin,
M

|LLF ()] gs—, (s>a) (2.15)
—Q

dir. Burada M sabiti S e bagli degildir [18].

Sonug 2.25. f(t) kismi siirekli ve tistel mertebeli ise lim L[f(t)]=0 dir [18].

Ornek.2.26. f(t) =1 (t>0) olsun. O halde,
LIF] = L0 = [ e = ! >0
0 S

Ornek.2.27. f(t) =e*, (t>0) olsun. Tanimdan, s> a igin,

1

LIf(H)]=L[e"|= fo T ele gt = j; Te At — —

Ornek.2.28. f(t) =cosat, t >0 olsun. Laplace doniisiimii tanimindan
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L[f(t)] = L[cosat] = fo " e cosatdt

dir. Kism1 integrasyonla

o —st |*°  a—st ) 1 ~ )
L[cosat]:w —f € asin atdt:——gf e * sinatdt
S o s s sJo
1 —sinate *|" %0
L[cosat]—gli 42 f e ™ cosatdtl
S s s , S0

2
[1 + a_z] L[cosat] = L
S S
dir. Buradan,

L[cosat] = 2; (s>0) bulunur.
S+

a’’

Ornek.2.29. f(t)=t, (t>0) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz.

Laplace doniisiimii tanimindan,

%S _tp St x ¢
L= [ te“dt[ t: +§ [ te“dt]Si2
0

Teorem 2.30. f, ve f, sirasiyla s>, ve S> «, igin Laplace doniisiimleri var olan

iki fonksiyon olsun.s > max(cy, ), C; ve C, keyfi sabitleri i¢in

L[c,f,(t) +c,f, ()] =c,L[f, (O] +c,LIf, (1)] (2.16)

dir [18].
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Tanmim 2.31. Gama fonksiyonu ya da genellestirilmis faktoriyel fonksiyon adi verilen

fonksiyon p> 0 i¢in,

I(p) = j; P lett

(2.17)

integrali ile tanimlanir [18]. Bu genellestirilmis integral her p>0 i¢in yakinsaktir.

Gamma fonksiyonunun gercekledigi temel bagintiy1 elde etmek icin (2.17) ye kismi

integrasyon uygulanirsa,

tP
I(p)=—e"
p

+1 f " tPetdt
p 0
0

I'(p) = ﬁr(p 1)

veya
L(p+D)=pl'(p). ©>0)

bulunur [18]. Ornegin,

r@) = fo Teldt=1

r'(2) = fo Ttetdt=—te | + j; Tetdt=1

bulunur ve (2.19) dan

I'(n+1) =n!

(2.18)

(2.19)

(2.20)

elde edilir.f(t) =t bigimindeki fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri, Gamma

fonksiyonunun ozelliklerinden yararlanarak hesaplanir.p>—1 ve s> 0 igin, sSt=u

doniistimii yapilirsa,



) o' (o @] p
L[t°]= L tPe 't = fo tPe S'dt = j; [E] e”%du

1+1 j;x we tdy =L P+D

Sp Sp+1

bulunur. Ozel olarak p = n pozitif tamsay ise (2.20) den
n n!

olur.n =0 i¢in L[1] 6rnekten bulunmustu.
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(2.21)

(2.22)

Teorem 2.32. Herhangi bir [0,A] araligy iizerinde f siirekli ve f ' tiirevi kismi

stirekli olsun. M, a ve T sabitleri, t>T igin |f (t)| <Me" gerceklenmek iizere var

olsun. (M >0, T >0). Bu kosullar altinda s > a i¢in L[f (t)] vardir ve

LIf ()] =sLIf ()] - (0)
bagntisi ile verilir [18].

Ispat. f tiirevinin [0, A] arahigindaki siireksizlik noktalar1 t,t,,...,t_ olsun.

Integrali alinip daha sonra kismi integrasyon uygulanirsa,

_ A —Stp b —st LY —st A —st
|_fo f(t)e dt_fof(t)e dt+j;f(t)e dt—i—...—l—ftnf(t)e dt

=f(t)e™ (D)

t
4

" (e

A
tﬂ
ts [Mfwedt+ [CFe sdt .+ [ " (tye it

elde edilir. f siirekli oldugundan,

| =4 (A)~F(0) +s | “f e dt

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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lim e *f(A) =0 (s>a) (2.26)

oldugundan, A — oo i¢in (2.25) nin limiti alinirsa, (S>> a)

lim OAf'(t)e‘S‘dt —lim & “f(A)—f(0)+s | " (te st 2.27)
veya
L[ (t)] =sL f(t) —F(0) (2.28)
olur

Teorem 2.33. Bir [0,A] araliginda f(t) ve f(t) siirekli ve iistel mertebeli f (t)

kismi siirekli ise s >a igin f (t) tiirevinin Laplace doniisiimii vardir ve
LI (t)] = SLIF ()] — sF (0) — (0) (2.29)
ile verilir [18].

Bu teorem, genel halde n. mertebeden f™ tiirevinin Laplace doniisiimii igin

asagidaki gibi verilir.

Sonu¢ 2.34. Herhangi bir [0,A] araliginda f,f,f',..,f"? fonksiyonu siirekli ve

f™ kismi siirekli olsun. Bundan, t>T igin [f(t)|<Me¥,

fl<met, ...,

foy (t)‘ <Me* gergeklenmek iizere M, T ve a sabitleri var olsun. Bu kosullar

altinda s> a igin L[f™ (t)] doniisiimii vardir ve

L[F™ ()] = s"L[f (£)] —s" % (0) —... —sF " 2(0) —F " 9(0) (2.30)
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bagmntisi ile verilir [18].

Lemma 2.35. f ve g fonksiyonlarinin [0, T] bigimindeki her aralik tizerinde kismi
stirekli ve tistel mertebeli olduklar1 varsayilacaktir. Bu kosullar altinda f ve g
fonksiyonlarinin Laplace doniisiimleri vardir. Bu doniistimler sirasiyla F(S) ve G(S)

ile gosterilirse Laplace doniistimiiniin baz1 6zellikleri asagida verilmistir:

(A) L[e*f(H)]=F(s—a), (s>a)

0 ,0<t ) )
B) g(t)= {f (t—a) .t ia <8 ise L[g(t)] =e *F(s) dir.
(C) L[f(at)] = § F[g] (a>0) (2.31)

(D) L[t"f(t)]=(-D)"F"(s) (n=12,..)

(E) L{ﬁtf(u)du]:@

gerceklenir [18].

Ornek.2.36. L[t?’e‘] dontistimiinii hesaplayimiz.

Oncelikle f(t)=t> fonksiyonunun Laplace doniisimii Tablo 1.1.’den

I
F(s) =L|t*] :% . (A) dzelligi kullamlarak

3!

L[e*t’|=F(s—1) =6

bulunur. Ayni1 zamanda (D) 6zelliginden yararlanarak da bulunabilir.
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Ornek.2.37. L[e’2t sin 3t] doniisiimiinii hesaplaymiz.

f(t) =sin3t alinip Laplace doniisiimii bulunursa,
F(s) = L[f(t)] = L[sin3t] = _3 (s>0)
S

oldugundan, (A) 6zelligine gore,

3

L[efztf (t)] — |_[e’2t sin 3t] =F(s+2)= m ’

(s>0).

Simdi ters Laplace dontisiimii ile ilgili bilgilere yer verilsin. Laplace dontsiimi F(S)

olan f(t) fonksiyonuna, F(S) fonksiyonunun ters Laplace dontisiimii denir [20]. Ters

Laplace doniisimii L'

ile gosterilir. Ters Laplace donilisimi de lineerdir. Ters
Laplace doniisiimii incelenirken fonksiyonun F(S) Laplace doniisiimii biliniyorsa
F(s) nin ters Laplace dontistimii nasil hesaplanacagi ve F(S) nin ters doniisiimiiniin

tek olup olmadig1 gibi sorularla karsilasilir. Asagida bu sorular i¢in agiklama

yapilmistir.
Lemma. 2.39. Teorem 2.24 sonucuna gore f kismu siirekli ve iistel mertebeli ise

limF(s) =0 (2.32)

S—00

dur. Bu artan S ler ile birlikte sifira giden F fonksiyonlarmin bir ters Laplace

dontisiimii oldugunu ifade eder [16].
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Ornegin; F(s) = S(f i_i) fonksiyonu ele alinsin. Burada bu foksiyonun limiti
S

limF(s) = lim [S(ZS 1—?] =1 islemleri yapilarak cikan sonug; F fonksiyonun ters
S—00 S—0X S

doniistimiiniin olmadigini gosterir.

Teorem 2.40. (Lerch Teoremi) f fonksiyonu, her sonlu [0, N] aralig1 i¢inde pargali

stirekli ve t> N i¢in tistel mertebeli ise F(S) fonksiyonunun ters Laplace doniigiimii

tektir [20].

Ters Laplace doniisimii daha oOnce verilen elemanter fonksiyonlarin Laplace
dontisiimleri ve Laplace doniisiimii i¢in verilen 6zelliklerden yararlanarak bulunur.

Dolayisiyla, bazi elemanter fonksiyonlarin ters Laplace dontigiimleri,

a0 1 t"
Ll Sn+l :m y (n:0,1,...)
L é =" , (s>a) (2.33)
1 1.
L ==sinat, (s>0
s+a’| a =>0)
L T =cosat , (s>0)

bicimindedir. Laplace doniisiimii icin verilenlerin sonucu olarak ters Laplace
doniisiimiiniin 6zellikleri hemen yazilabilir. Ornegin, L '[F(s)]=f(t)ile (A) ve (B)

ozelliklerinden

L *[F(s—a)] = e™f(t)
(2.34)
L[F™(s)] = (—1)"t"f (1)
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gibi  oOzellikler yazilabilir [18]. Asagida Laplace doniisiimi bilinen bazi

fonksiyonlarin ters Laplace doniistimii bulunacaktir.

Ornek.2.41. F(s) = 2; nin ters Laplace doniisiimiinii bulunuz.
S°+3s+2

Verilen fonksiyon basit kesirlere ayrilirsa

S 2 1
F(s) = = —
§°+35+2 s+2 s+1

olur. Her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,

1

= 2e72t _eft
s+1

~1 o 71i_ -1
L F(@©)] =L LHl L

elde edilir.

Tanim 2.43. f veg her sonlu [0,N] kapali aralig1 tizerinde kismi siirekli ve istel

mertebeli iki fonksiyon olmak iizere,

[ “f(t—u)g(u)du

Integrali ile tanimlanan ve fxg ile gosterilen fonksiyona f veg fonksiyonlarmin

konvolusyonu denir [18].

Lemma 2.44. * islemi, bayagi carpma isleminin bazi 6zelliklerine sahiptir [18].
1)fx(gxh)=Ffxgxh
2)fxg=gxf (2.35)

3)fx(g+h)=Fxg+Tfxh
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Teorem 2.45. (Konvolusyon Teoremi) f veg fonksiyonlarmin s> a igin Laplace

dontistimleri var olan iki fonksiyon ise
L[f].L[g] = L[f «0] (2.36)
dir [18].

Ispat. f ve g fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri i¢in Laplace doniisiimii

tanimindan F(s) = J; Te g (x)dx ve G(s) = J; h e *g(z)dz alinirsa

F(s).G(s) = j; "o (x)dx. fo “eg(2)dz) (2.37)

olur. Bu ¢arpim,

F(s).G(s) = j; “9(2) [ j; Te e (x)dx]dz - fo “9@2) [ fo " gsteag (x)dx]dz

biciminde yazilabilir. Bu integralde X =t—2z doniistimii yapilirsa,

F(s).G(s) = f Xog(z)[ ft :Ze’“f (t—z)dt]dz (2.38)
elde edilir. Buradan

F(s).G(s) = j: :Oe*“ [ f :f(t—z)g(z)dz]dt — L fxg (2.39)
bulunur.

Orne.2.46. L' [ doniisiimiinii hesaplaymiz.
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Ters doniistimii alinacak fonksiyon carpanlar seklinde yazilir ve denk gelen Laplace

doniigiimii yazilirsa,

11 1
(SZ +32)2 (SZ _|_32)'(SZ +32)

1sin3t L

3

=L 1sin3t
3

elde edilir. Buradan f(t) =g(t) = %Sin 3t alinarak konvolusyon teoremine gore,

1 (e Ll 1
—(32+32)2]—(f*g)(t)—fof(t u)g(u)du_?)f0 sin3(t u)3sm3udu
:i t cos(6u — 3t) —cos 3t du:i{lsin3t—tc053t}
18Jo 18 |3
bulunur.

Lemma 2.48. X, Y bagimsiz; z bagimlh degisken olmak iizere birinci basamaktan

lineer kismi tiirevli denklemin genel sekli

A, Y)z, +B(x,y)z, +C(x,y)z=G(X,y) (2.40)

formundadir [18]. Burada A,B,C<cC D], A>+B’=0, GeC[D] ve D, R? nin

smirl1, basit irtibatli bir alt bolgesi veya yerine gore R”nin tamamudir. Eger,

L:A(x,y)%JrB(x,y)%JrC(x,y) (2.41)

operatoriinii kullanilirsa (2.40) denklemi

L, =G(x,y) (2.42)
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seklinde yazilabilir. (2.41) ile verilen L operatérii, c;,c, € R keyfi sabitler ve

f,geC'[D]

keyfi fonksiyonlar olmak iizere

I—[le + ng] = ClL[f] +C, L[g]

lineerlik kosulunu saglar [16].

Tanim 2.49. (2.40) denkleminde G(X,y)=0 ise o zaman ortaya ¢ikan denklemine,
(2.42) denklemine iliskin homogen denklem denir.z=¢(X,y) fonksiyonu (2.40)

denkleminin bir 6zel ¢oziimii ise

Ap, +Byp, +Cp=GC (2.44)

Ozdesligi saglanir [16].

Tanim 2.50. (2.40) denklemini saglayan en az birinci basamaktan siirekli tiiretilebilir

z=¢(X,y) fonksiyonuna (2.40) denkleminin bir integral yiizeyi denir [16].
Tamim 2.51. Bir tiiretilebilir keyfi fonksiyon kapsayan ve keyfi fonksiyonunun her
secimi i¢in (2.43) denklemini saglayan bir ylizey ailesine homogen denkleminin

genel ¢oziimii denir [16].

Tanmim 2.52. (2.43) homogen denkleminin genel ¢oziimii z, ve (2.42) homogen

olmayan denklemin bir 6zel ¢ozimii z, ise

z2=12,+z, (2.45)
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yiizey ailesine (2.42) ile verilen homogen olmayan denklemin genel ¢6ziimii denir

[16].

Ornek.2.53. z +2z=x denklemi goz oniine almsmn. Bu denkleme karsi gelen

homogen denklem z, +z =0 dir. Bu denklemin her iki tarafi €* ile ¢arpilirsa
ez, +e'z= Q(exz) =0
0z

elde edilir. Buradan her iki tarafin X e gore integralinin alinmasiyla homogen

kisminin genel ¢oziimii

e’z=f(y)

yada

z, =e *f(y) f €C'[D]

olarak bulunur. Buna homogen denklem igin bir integral ylizeyi de denir.

Lemma 2.54. Ikinci basamaktan, iki bagimsiz degiskenli hemen-hemen lineer

denklemin en genel sekli

A, Y)z,, +B(x,y)z,, +C(X,y)z,, +H(X,y,2,2,,2,) =0 (2.46)

dir. Burada A, B,C € C*[D] dir. Diger yandan
A(x,Y):= B(x,y)  —4A(X,y)C(x.Y) (2:47)

fonksiyonunu tanimlayalim [16].

Tanim 2.55. (2.46) denklemine
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1) A(X,y) >0 esitsizliginin saglandigi noktalarda hiperbolik,

2) A(X,Y) =0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda parabolik (2.48)
3) A(X,Y) <0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda eliptik,

tiptendir denir [16].

Ornek.2.56. (x* +y*)z,, —3z,, +2,, +2, +2, =0 denkleminin tipini belirtiniz.

A(X,y) =x>+Vy?*, B(X,y)=—-3, C(X,y) =1 oldugundan A(X,y) fonksiyonu

Ax,y) = (=3)* —4(x* +y*)(1) =9 —4(x" +Y°)

seklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem

D, = {(x, y) X2y < % X, Y € ]R} bolgesinde hiperbolik,

v 2 2 9 [ . .
D, = {(X, y):X 4y = 7 X,y € ]R} ¢cemberi iizerinde parabolik,
D, = {(x, y) X2 +y’ > %,x, yE R} acik diskinde eliptik tiptendir.

Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden olan A Laplace operatorii

2 2 2 2 2 2
N0 AL 80D

) ) 2.49
ox® ox>  oy* ox? * oy? * 0z° (249)

seklinde tanimlanir ve bunlar sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace

operatorii denir. Benzer sekilde n-boyutlu Laplace operatorii de tanimlanabilir [16].

Tanmim 2.58. A operatorii, (2.49) daki gibi olmak tizere hiperbolik tipten bir denklem

olan
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2
%—c%u —0 (2.50)

seklindeki bir denkleme A nin 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna goére sirastyla 1,2,3-

boyutlu dalga denklemi denir [8,18].

(2.50) denkleminde C pozitif bir reel sabit ve genellikle aksi sdylenmedik¢e t zaman
degiskenini gostermektedir. Ayrica Au, t y gore tiirev igermemektedir. Buna gore

1,2,3-boyutlu dalga denklemleri sirasiyla,

u,—c’u, =0 (2.51)
Uy —C*(U, +U,)=0 (2.52)
U, —C* (U, Uy, +U,)=0 (2.53)

formundadir [8,18]. Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi,

elastisite ve kuantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.

Tanim 2.59. Dalga denklemlerinin u ¢oziimlerine dalga fonksiyonu denir [16].
Tamim 2.60.

u, —c*’Au=F (2.54)
seklindeki denkleme homogen olmayan dalga denklemi denir [18]. (2.54) deki F

fonksiyonu sadece bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olup bu bilinen bir dis

kuvveti veya bir dalga kaynagini ifade eder. Yine (2.54) daha genel bir hali olan

U, +~Uu, —C°Au=F, (~sabit) (2.55)

hiperbolik denklemi soniimlii dalga denklemi olarak bilinir.
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Tanim 2.61. t zaman degiskenini ve u da aranan fonksiyonu gostermek iizere, t =0

icin U ve U, degerlerinin denklemle birlikte verilmesi halinde bu probleme

baslangi¢ deger problemi denir [16].
Tamim 2.62. Denklemle birlikte aranan fonksiyonun, tanimli oldugu bdlgenin siniri
tizerindeki degerinin 6nceden verilmesi halinde buna da bir smir deger problemi

denir [16].

Tanmim 2.63. Denklemle birlikte baslangic ve sinir degerlerinin 6nceden verilmesi

halinde buna da bir baglangi¢ ve sinir deger problemi denir [16].

Cogu zaman her {i¢ probleme Cauchy problemi de denir.

Lemma 2.64. Asagida dalga ve 1s1 denklemleri 6rnek olarak verilsin.

u,—cu, =0 , —oco<x<oo , t>0
u(x,0)=Ff(x) , —oco<x<oo (2.56)
u(x,00=9g(x) , —co<x<

seklinde bir Cauchy problemi verilsin. Burada u(X,t), t anindaki X yer degiskenine
gore dalganin konumunu; f(X) dalganin t=0 anindaki baslangi¢ durumunu, ise

dalganin baslangi¢ hizin1 gostermektedir.

Ayrica, burada f(X) in tanimli oldugu yerde en az iki defa tiiretilebilir ve ikinci
basamaktan tiirevinin siirekli, g(X) in en az birinci basamaktan tiireve sahip ve bu

tirevinin de siirekli oldugu kabul edilir. Cozlimlerin varligi i¢cin bu hipotezler

gereklidir [16].

Lemma 2.65. Uzunlugu L olan bir metal ¢ubugun, X ekseninin bir [O,L] alt

araligina yerlestirildigi varsayilsin. Cubuk boyunca zamana bagl bir 1s1 yayilmasi
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oldugu diisiiniilstin. Eger ¢ubuk iizerinde 1s1 lireten bir kaynak yoksa ve ¢ubugun ug
noktalarinda 1s1 sifir ise bu takdirde ylizeyi izole edilmis ¢ubuktaki 1s1 yayilmasi t

zaman degiskenini gdstermek iizere,

u —ku,=0 , 0O<x<L , t>0

u(0,t)=0 , t>0 ,  (smnir kosulu)
2.57)
u(L,t)=0 , t>0 ,  (smir kosulu)

ux,0)=f(x) , 0<x<L , (baslangi¢kosulu)

seklinde bir Cauchy problemidir. Burada u(X,t), herhangi t aninda gubugun
tizerindeki bir X noktasinda mevcut olan 1s1 miktarini, f(X) ise baslangi¢ 1sisini

veren fonksiyonlardir. K ise gubugun termal gegirgenligi ile ilgili bir sabittir [16].

Tanim 2.66. U bagimli; X,Y,Z bagimsiz degiskenler olmak iizere,

Au=u, +u, =0
(2.58)
Au=u,, +u, +u, =0

denklemleri sirastyla iki ve ti¢ boyutlu Laplace denklemleri olarak isimlendirilir. A
ya ise Laplace operatorii denir. Bu sekilde daha yiiksek boyutlu Laplace denklemleri

benzer bi¢cimde verilebilir [16].

Teorem 2.67. f:[a,b] =R sinirh ve integrallebilir ise F:[a,b]—>R,

F(x) = J; Xf(t)dt fonksiyonu [a,b] de siireklidir [19].

Teorem 2.68. (Diferansiyel ve Integral Hesabimin Esas Teoremi) f :[a,b] — R
stirekli bir fonksiyon ise F:[a,b] =R, F(x):= f Xf(t)dt fonksiyonu tiirevlidir ve

her x €[a,b] icin F(x) =f(x) dir [19].
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Tamim 2.69. F:[a,b] — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. F =f ise F

fonksiyonuna f :[a,b] — R fonksiyonunun ilkel fonksiyonu denir [19].
Teorem 2.70. (Diferansiyel ve integral Hesabinin Esas Teoreminin 1.Versiyonu)

f:[a,b] — R siirekli ve G:[a,b] — R, f fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu ise

asagidaki esitlik gerceklenir.

[ "F(t)dt = G(b) — G(a) = G(X)|_, (2.59)

Teorem 2.71. (Esas Teoreminin 2.Versiyonu) f:[a,b] >R sirekli,

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise asagidaki esitlik gerceklenir [19].

[ £ (t)dt = F (b) —F (a) (2.60)

Sonu¢ 2.72. f:[a,b] — R sirekli, diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise her

X €[a,b] i¢in fxf'(t)dt =f(x)—f(a) gergeklenir [19].

Teorem 2.73. (Kismi Integrasyon) f,g:[a,b] — R siirekli tiiretilebilir ise

1099 )ax =F (g0 — [T (x)g(x)dx (2.61)
dir[19].

Eger integral bolgesi [a,b] sonlu degilse veya f(Xx) [a,b] nin bir veya daha gok
noktalarinda tanimli degil ya da sinirli degilse o zaman bu bolge tizerinden f(X) in

integrali bir genellestirilmis integral olarak adlandirilir. Aligilmig limit islemleri ile

bu sekildeki integraller tanimlanabilir.
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oo o0 - M - -
Ornek.2.74. f dx = lim f dx = lim arctan x|M = lim arctan M = T
0 14+x> M-xJo 14X? 0 Mox 2

M—oc

bulunur.

Lemma 2.75. f(X) her sonlu a < x <b araliginda simirl ve integrallenebilir olsun.

O zaman

[ xydx = lim [ "f(x)dx (2.62)

tanimlanir. Sol taraftaki integral sag taraftaki limitin var olmasina veya olmamasina

bagli olarak yakinsak ya da iraksak olarak adlandirilir [21].

2 2

. X b 0
Ornek.2.76. L i—)::t!erxl j; dx_ Iim[l—%]:l dolayisiyla J; i—x integrali 1’e

X b—oc
yakinsar.
3 u - u - - - . ., .
Ornek.2.77. f Ccos Xdx = bI|m cos Xdx = bI|m sinu—sinb limiti
—00 ——o0d b ——0C

u
olmadigindan f cosxdx integrali iraksaktir.



BOLUM 3. SUMUDU DONUSUMUNUN TANIMI VE TEMEL
OZELLIKLERIi

Tamim 3.1. [1] ve [3] makaleleri gzoniine alinarak iistel mertebeli fonksiyonuna bir
integral donlistimii olan Sumudu doniisiimii uygulanir. Doniisiimiin uygulanacagi

fonksiyonuasagida verilen A kiimesinden tanimlanir.
A={f(1)|3M,7,, 7, >0, [f ()] < Me/", eger t € (—1)! x[0,00)} (3.1)

kiimesinden alinan bir fonksiyon i¢in M sabit sonlu bir say1 iken T, ve T, sonlu ya
da sonsuz olabilecek sabit sayilardir. A kiimesinden alinan bir f(t) fonksiyonu i¢in

Sumudu doniistimii [1], [3] ve [5] makaleleri gozoniinde bulundurularak tanimlanir:

G(u) = S[F ()] = fo Tf(ut)eldt , ue(—r,T,) (3.2)

G(u) =S[f(t)] = é j; "f(t)e‘ﬁdt ,ue(—7,T,) (3.3)

seklinde farkli formlarda yazilir. Ayrica, Sumudu doniisimii bu g¢alismada kismi
tirevli denklemlerde kullanilacagi i¢in [2] makalesinden yararlanarak asagidaki

sekilde de tanimlanir. f(X,t) parcal siirekli ve iistel mertebeli oldugunu varsayalim,

f(x,t) fonksiyonun Sumudu doniistimii

G(x, u) = S[f (x, )] = fo %f (x,t)e’ﬁdt (3.4)

olarak tanimlanir.
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Notasyon 3.2. Bu calismada f(t) fonksiyonu t bagimsiz degiskenine bagli bir
fonksiyondur. f (t) fonksiyonuna uygulanilan Laplace doniisiimii ile olusan yeni
fonksiyon s degiskenine bagli olarak F(S) ile gosterilecektir. Ayrica f(t)

fonksiyonuna Sumudu doniistimii uygulanarak olusturulacak yeni fonksiyon u

degiskenine bagli olup G(u) ile gosterilecektir.
Sumudu doniistimii bazi elemanter fonksiyonlara uygulanilarak olusan yeni
fonksiyonlar ¢alismanin sonunda Tablo 1.1.’de bulunmaktadir. Bu fonksiyonlardan

bazilarinin Sumudu doniisiimleri asagida verilmistir.

Ornek 3.3. f(t) =1 fonksiyonuna Sumudu déniisiimii uygulansin.

Burada (2.3) de f(t) =1 fonksiyonu yerine yazilirsa
(T 1etdr — [ atar — —t|>* _
3[1]_ﬁ 1e olt_f0 eldt=—e"| =1 (3.5)

bulunur.

Ornek 3.4. f(t) = cos(at) t> 0 fonksiyonuna Sumudu déniisiimii uygulansim.

f(x) fonksiyonuna (2.3) den ve integrale ara islemlerde kismi integrasyonun

uygulanmasi ile

S[cos(at)] = j; xcos(uat)e*‘dt:—cos(uat)e*“: — j; h uasin(uat)e ‘dt
(3.6)

=1—ua —e 'sin(uat) +au fo h cos(uat)e 'dt

esitligi diizenlenerek;
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f h cos(aut)e 'dt =1— (au)? f h cos(aut)e ‘dt
0 0

(3.7)
2.2 o tyy
1+a‘u fo cos(aut)e 'dt =1
oY) —t .
j; cos(aut)e 'dt = PO (3.8)
bulunur.
Ornek 3.5. f(t) =e® t>0 Sumudu déniisiimii uygulayalim.
Fonksiyona (2.3) deki Sumudu doniisiimii uygulanilarak;
sle”|= f et e ldt = f Veangr— L I (3.9)
0 0 ua—1 |, 1l—ua '
1
Sle* | = 3.10
[ J 1-ua (3.10)
bulunur.

Ornek 3.6. Sumudu doniisimii t=0  Birim diirti fonksiyonunun Sumudu

doniisiimiinii bulalim.

f(t) =8(t) Sumudu doniisiimii uygulanirsa (3.3) ile

(3.11)

G(u) = S[(1)] = % [ st vat= %eu %

t=0

Ornek 3.7. Birim basamak fonksiyonuna Sumudu Déniisiimii uygulayalim.
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Birim basamak fonksiyonuna Sumudu doniisiimii uygulanirsa,
G(u) =9[f(t)] =1 (3.12)

elde edilecegi asikardir. Burada f(t) fonksiyonuna Sumudu déniisiimii uygulanarak

elde edilen yeni fonksiyonun fonksiyon kendisine esit oldugu bir durum ortaya ¢ikar.

Teorem 3.8. f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Sumudu dontigiimleri sirasiyla S[f(t)] ve

S[g(t)] olsun. Sumudu déniisiimii @ ve b sabit olmak tizere lineer bir doniisiim
Slaf (t) + bg(t)] =aS[f (t)] + bS[g(1)] (3.13)

dir [4].

Teorem 3.9. f(t) € A fonksiyonun Sumudu doniisimii G(u) olmak iizere,

sEL%@NT

1 u
_aﬁemw (3.14)
vardir [1].

Ispat. (2.1) de verilen A kiimesinden alinan bir f(t) fonksiyonu olsun. (2.3)

Sumudu doniisiimii kullanilarak

%j:Gme:%]:j:fwneﬂwv:%jjet]:ﬂwmwn (3.15)

sag taraftaki integralde W = Vvt degisken degistirmesi yapilirsa,
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o0 e_t ut dW B 0 1 _t ut
fo Tfo f(w)Tdt_fo —e ! [ Fwydwdt

(3.16)

f:ﬂf Fwyw] e 'dt = SH [

Teorem 3.10. f(t) € A fonksiyonu verilsin. Itirgf(t) veya tIim f(t) var olduklarini

varsayalim.

Liﬂg G(u)= |Lngf(t) (3.17)
L!LTOG(U) = !Lrl]of(t) (3.18)
vardir [1].

Ispat. {1k limiti asagidaki gibi elde edilir.
; T > ST T —t
L.gge(u)_mj; f(ut)e dt_j; limf (ut) e 't

(3.19)

Sag taraftaki limitte ut =w yazilirsa,

. N BT T 0t
L.gge(u)_fo limf (w) e dt_lwugg)f(w)j; e'dt
, (3.20)
T _t|o© T
= limf(w) —e \0 =limf(w)

elde edilir. Ayn1 sekilde (2.19) asagidaki sekilde elde edilir.

limG)=lim [ fute'dt= [ limf(ut)e 'dt
U—0o0 () u—ocd 0 ( ) '-/; U—oc ( ) (321)
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sag taraftaki limitte Ut =V yazilirsa

lim G(u) :fox lim f(v) e 'dt = lim f(v)j;xe*‘dt

u—oc

. (3.22)
= limf(v) —e-‘\o = lim f(v)
(2.19) limit esitligine benzer islemler yapilarak
lim G(u) = lim f(t
u——oo ( ) t——oo () (3.23)

olacag asikardir

Teorem 3.11. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G(u) olmak tizere

S[e*f(t)] = 1_1au G [1_“au] (3.24)

vardir.[1].

Ispat. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu déniisiimii (3.2) den yazilirsa,

s[e"f(t)] = fo " e (ut)e 'dt = f; T f (ut)e gt (3.25)
w .. o
w=t(l—au), |t= degisken degistirme yapilirsa,
(1—au)
< [ uw dw
Sle*f(t)|=| f o
[e ()] j; [1—au]e 1—au
_ 1 fxf[ uw ]ewdw (3.26)
l-auJo \1-au

el
l-au (1—au



36

elde edilir.

Teorem 3.12. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu doniisimii G(u) olmak tizere,

Slt f (t)l LSO (3.27)
dt du
vardir [1].

Ispat. f(t)€A fonksiyonu olsun. Sumudu déniisiimiiniin (3.2) deki tanimi

kullanilarak esitligin sag yaninda yazilir.

dG(u)

- f f(utye 'dt = f %f(ut)e‘dt: fo Xte‘%f(ut)dt (3.28)

sag tarafi u ile ¢arpilip boliinerek

dG(u) 1 p~,  df(ut) By df (t)
= j; (ut) = e 'dt = f () (ut)e 'dt == l dt] (3.29)

elde edilir.



BOLUM 4. SUMUDU DONUSUMU ILE LAPLACE DONUSUMU
ARASINDAKI ILISKI

Diferansiyel ve kismi tiirevli denklemi sorulari integral dontistimleri yardimi ile
¢oziilebil-mektedir. Integral doniisiimlerden bugiine kadar daha c¢ok Laplace
dontigimii  kullanilmak-tadir. Laplace doniisiimiine benzerligi ile dikkat g¢eken
Sumudu doniisiimii diferansiyel ve kismi tiirevli denklem sorulariin ¢dziimiinde
kolaylik saglamaktadir. Bu dontistimler yardimi ile fonksiyonlar ve denklemler farkli
fonksiyonlara, denklemlere doniislirek ¢O6ziimiin bulunmasi1 kolaylastirilir. Bu

boliimde Laplace veSumudu dontisiimleri arasindaki derin iligkiye yer verilecektir.

Ornek4.1. f(t)=sint ile g(t)=cost fonksiyonlarinin Sumudu ve Laplace

f(t)=sint fonksiyonunun (3.2) den Sumudu doniisiimii alinir ve ara islemlerde

kismi integrasyon uygulanilarak

S[sint]= I:sin(ut)e“dt :(—Sin(Ut)e_t)

0 0 —t
. +uJ'0 cos(ut)e'dt

I:sin(ut)e“dt =u—u2J.:sin(ut)e“dt 4.1)

[sin(utye tdt = —
0 1+u

buradan

S[sint] =

4.2
1+u? 42)



bulunur. Benzer islemlerle

S[cost] =

1+u?
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(4.3)

bulunur. f(t) ve ¢(t) fonksiyonlarmin Laplace doniisiimlerini bulunur, ara

islemlerde kismi integrasyon uygulanilarak,

o0

H _ o —st _ 1 H —st 1 ® —st
L[smt]_J.0 sin(t)e dt_(—gsm(t)e jo +§IO cos(t)e dt

o0

0

L[sint]= %Jj cos(t)e dt = %[(—% cos(t)e‘S‘j —éj‘:Sin(t)e‘“dtJ

© . 1 1=
sty -+ ; st
fo sin(t)e *dt = e J.O sin(t)e *dt

® 1
sin(t)e *'dt =
J.O ® 1+s°

buradan,

L[sin®)] =

+52

bulunur. Benzer islem kullanilarak

L[cos(t)] = 1552

(4.4)

(4.5)

(4.6)

elde edilir. Dolayisiyla (4.2), (4.3), (4.5) ve (4.6) dan f(t)=sint ile g(t)=cost

fonksiyonlarinin Laplace ve Sumudu doniisiimleri uygulandiginda aralarindaki iligki

asagida gortilmektedir.



39

S[sint]=L[cost] = o

4.7)

S[cost]=L[sint]= o
+

Teorem 4.2. f (t) € A olsun. f (t) fonksiyonun Sumudu doniisimii G(u) , Laplace

dontisiimii F(S) olmak tizere;
F
G(u)= ﬂ (4.8)
u

vardir [1].

Ispat. f(t)e A ve —7 <U<7, olsun.(3.2) den f(t) fonksiyonun Sumudu

doniistimii,
G(u) = j: f (ut)e 'dt (4.9)

yazilir. Eger integalin sag tarafina w=ut (t :%) degisken degisken degistirme

yapilir ve yerine yazilirsa,
Lpo, -
G(u):E jo f (w)e vdt (4.10)

elde edilecektir. Burada Laplace doniisiimii gézoniinde bulundurulursaa (4.10) nun

sag tarafinda F oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
u

G(u):EF(%)=F(%) (4.11)
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elde edilir.

Laplace ve Sumudu dontisiimlerinde u=s=1 olmas1 G(1) = F(1) oldugunu gerektir-

gini gozlemleyebiliriz.(3.2) ve Laplace dontlisiimii kullanilarak u =s =1 durumunda;

F@:ffm@m (4.12)

G@:ﬁfmwm (4.13)
G =F(@) esitliginin bulundugu asikardir. Ayrica, x >0 igin Gamma fonksiyonu

I(x)= I:tx’le’tdt (4.14)
olarak verilir. t** fonksiyonunun Laplace déniisiimii L[t*"] s=1 iken ve Sumudu

doniisiimii S[t*"] u=1iken esittir. Gergekten; (2.21) de s=1 ve (3.2) de u=1

alinmas ile t* fonksiyonunun Laplace ve Sumudu déniisiimleri

L[] = j:tx‘le“dt,

(4.15)
x-17 _ ® L x-1 -t
S[t ]_jo t*letdt
oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla asagidaki esitlikler bulunur.
L[t ]=T(x)
(4.16)

S[t*]=T(x)

Nitekim (4.14) de esitligin her iki yan1 u** carpilarak asagidaki sonug bulunur.
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Sonug¢ 4.3. t** fonksiyonunun Sumudu déniisiimii x >0 igin,
G(u) =S[t* =T (x)u** 4.17)
dir [1].

ispat. (4.14) de esitligin her iki yan1 u*™ carpilirsa

wETO) =, et = [ o = et = s [] (4.18)

wT(x) =S[t |=G(u) (4.19)

bulunur. Aslinda Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasinda derin baglantilar vardir.

Bu nedenle, (4.8) de F ve G nin rolleri yerdegistirebillir.

Sonug 4.4. f(t)e A, f(t) fonksiyonun Laplace dontisiimii ile Sumudu doniigiimii

sirastyla F(S) ve G(u) olmak iizere;

F(s)zﬂ

(4.20)

dir [1].

Ispat. (4.8)de u= % yazilarak (4.20) denklemi elde edilir.
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R .

(4.8) ve (4.13) formlari, bu iki doniisiimden biri bilindiginde digerini alabilmede ¢ift

iligkileri hizmet eder.

[1] makalesinden yararlanilarak olusturulan Tablo 1.1.’de baz1 temel ve elemanter

fonksiyonlarin Laplace ve Sumudu déniisiimleri verilmistir.

Teoremd.5. f(t)e A, f(t) fonksiyonun Laplace dontisiimii ile Sumudu doniigiimii

sirastyla F(S) ve G(u) olmak tizere;

S[f(at)]=G(au) (4.22)
vardir [1].

Ispat. Sumudu déniisiimii f (at) fonksiyonuna uygulanirsa (3.2) den

S[f(at)]= j:’ f (uat)e'dt =G(au) (4.23)

Integrale uygulanacak islemlerle ve (4.8) den ispat tamamlanir. integrale uat=w

[t = ﬂj degisken degistirme yapilir,
ua

S[f @)= f (uate tdt =% [ (wpe =£ F [a—t) ~G(au). (4.24)
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Teorem 4.6. f(t)e A, f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimii ile Sumudu doniistimii

sirastyla F(S) ve G(u) olsun.

f(t— , t
h(t):{o( ? s (4.25)

fonksiyonun Sumudu doniisiimii
S[h(t)]=e*G(u) (4.26)
olmak tizere vardir [1].

Ispat. Heaviside fonksiyonu

1, t>a

H(t-a) ={ 4.27)

0, t<a

olmak tizere, h(t)=H(t—a)f(t—a) yazilsin ve h(t) fonksiyonunun Laplace

doniigtimii
L[h(t)]=e"F(s) (4.28)

kullanilir.(4.8) yardimu ile

s[h)]= - (4.29)

L[h(®)] e ™F(s)
J=——=

bulunan esitligin sag tarafinda s = % yazilirsa,
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s[h®)] :#(%) =e'G(u) (4.30)

ispat tamamlanur.

Teorem 4.7. f (t) € A ve T-periyodik fonksiyon olsun. f(t) fonksiyonun Sumudu

doniistimii

j et f (ut)dt

[f()]= (4.31)
_e U
dir [4].
Ispat. f(t) Periyodik fonksiyonunun Laplace doniisiimii
j e f (t)dt
L[ f®)]= =S (4.32)
—€
verilir. (4.8) ikili iligkisi kullanilarak
L[f (t) e ¥ f (t)dt
G(u) = I (4.33)

e

bulunur. Bu esitligin sag yaninda bulunan integrale w= A (t=uw) degisken

degistirme yapilip yerine yazilirsa,

[l et fmdt=u joze-w f (uw)dw (4.34)

elde edilir. Elde edilen bu form (4.33) de yerine yazilir.
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uf et f utydt ) [Fetf utydt
u[l—e’%} 1-e

G(u) = (4.35)

dolayisiyla (4.31) bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.8. f(t) € A fonksiyonunun Laplace ve Sumudu doniisiimleri sirasiyla F(S)

ve G(S) olsun.f(t—a) 6teleme fonksiyonun Sumudu doniisiimii,

JH(t—a)f (t)]=e™* G(u) (4.36)

vardir [4].

Ispat. f(t-a) fonksiyonunun Laplace doniisiimii asagidaki sekildedir.

L[f (t —a)] = L[H(t —a)f ()] = & *F(s) (4.37)

f(t-a) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii (4.37) de Laplace-Sumudu iliskisi (4.8)
esitligi yazilarak,

L[f(t—a)]. ., o
S[f (t—a)] = =8l _ e frau) (4.38)
u u
gf(t—a)]=e ‘G(u) (4.39)
bulunur.

Laplace-Sumudu doniisiimii arasindaki iliskiyi kullanarak Ters Sumudu doniisiimii
i¢in bir formiil temin edilebilir. Bromwhich Integral formiilii vasitasiyla Ters Laplace

doniigtimii
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LIFOI = [ e Fe)ds (4.40)

diir [4].

Teorem 4.9. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G(u) olsun.

, bir meromorphic bir fonksiyon ile Re(u) <~ tekilligi vardir.

G
(i) —(u%)

(i1) I', yarigapt R olan dairesel bir bolge M ve K pozitif sabitler dyle ki

<MR* (4.41)

c(¥)
u

f(t) fonksiyonu,

~

i G
g (%)du:ZResidues

—inco u

L SO
u

seWl— [ (4.42)

verilir [3,4].

ispat. f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii F(s) = L[f(t)] ve Sumudu déniisiimii

G(u) = g[f(t)] olsun. Makale [3] den t >0 i¢in f(t) Laplace doniigtimii,
=L FOI= o [ e*R(s)ds (4.43)
21Ti J i '

yazilir. Buradan F(S) = Cds) (4.20) kullanarak,
S
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(4.44)
S)S

f(t) =S [G(s)] = ﬁ [ ”: G [E]%

bulunur.

Makale [4] den By Lerch’s teoreminden G(u) Sumudu doniistimiiniin Ters Sumudu

dontistimii S '[G(u)] dir.

Ornegin, Laplace ve Sumudu doniisiimleri arasindaki iliski ile Heaviside ile Dirac

fonksiyonlar1 sirastyla H(t) ve d(t) olmak iizere,

S '[M=L o()]=H(t)

(4.45)

st H — L '[1] = §(t).
u



BOLUM 5. SUMUDU DONUSUMUNUN TUREVI, INTEGRALI
VE KONVOLUSYON

Sumudu doniisiimii ile Laplace doniisiimii arasinda kuvvetli iligkiler bu ¢aligmada
once belirtilmisti. Bu boliimde Sumudu doniisiimiiniin tiirev ve integralleri verilirken

bu iligki Laplace doniisiimiiniin tiirev ve integralleri kullanilacaktir.

Notasyon 5.1. Bu ¢alismada Sumudu doniisimiiniin n.mertebeden tiirevleri G, (u)

(n>1) , integrali ise G'(u) ile gosterilecektir.

Teorem 5.2.F (u) ve G,(u) sirastyla f(t) € A fonksiyonunun Laplace ve Sumudu

doniistimlerinin tiirevleri olmak tizere,

G, (u)= w (5.1
vardir [1].

ispat. f(t) € A fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin tiirevi,

F(s) =sF(s) —f(0) (5.2)

yazilir. Burada Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasindaki ikili iliski (4.8)

kullanilarak,

1
=F(/u)—f(0)
G,(u) = Fl(]u/“) =4 (5.3)
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G,(U) = Fl(]u/ W _ G(“)u_f(o) (5.4)

bulunur.

Ornek 5.3. sint ve cost fonksiyonlarinin tiirevlerinin Sumudu doniisiimleri

incelensin.
—i-i-l
Sfsint] :S[(—cost)'] _ S[—cos:]—f(O) _ 1+l:f _ 1qu2 (5.5)
_ _u
Sicos t] =8[(sint) | = 21" ti_f(o) = 1+u“2 = 1+1u2 (5.6)

Ornek 5.4. f(t)=1, g(t)=e" fonksiyonlarmin Sumudu déniisiimleri, Sumudu

doniistimlerinin tiirevleri ile bulunabilir.

Burada Tablo 1.1. esitlikleri ve (5.1) kullanilarak f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin

Sumudu doniisiimleri bulunur. O halde,

S[f ()] =Sl =s|t |= M :% (5.7)
.y S ea fO -
Slo(t)]=S[e"| =5 [%] —LeL st 8o (5.8)

bulunur.

Teorem 5.5. n>1 i¢in f(t) fonksiyonunun n.mertebeden tiirevinin Laplace ve

Sumudu doniigiimleri sirasiyla F, (u) ve G, (u) olmak iizere,
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G(u) n 1f<k>(0) 59)

o u"

G,(u)=

vardir [1].

Ispat. " (t) fonksiyonun Laplace doniisiimii yazilirsa,
n—1

F,(s) =s"F(s)— Y s" “f9(0) (5.10)
k=0

olur ve burada s =1/u alinirsa,

[%:i%%‘iﬁﬂg (5.11)

n—(k11)
k—o U

elde edilir. 0 <k <m igin G, (u) =F, (/u)/u yerine yazilarak,

1 = £4(0)
F(:L/U Z u" (k-+1)

6 =b w5
:i':(]/u) S f(k)(O) (5.12)
u" —~ y" '
L£0(0)

ST CE

elde edilir.

n. mertebeden tiireve sahip f™(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimiinden

yararlanarak diferansiyel denklemlerde daha cok kullamilan f(t) ve f (t)

fonksiyonlarin Sumudu doniisiimleri bulunur. Dolayisiyla
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S[f' ()] = Gy(w) :w

G(u) f(0) f(0)

S[f (O] =G ==~

(5.13)

G f(O) f(© f(

u u3 2

S| ()] =G,(u) = " "

yazilabilir.

Teorem 5.6. G'(u) ve F'(u) swrasiyla f fonksiyonunun Sumudu ve Laplace

t
dontistimleri olmak tizere f fonksiyonu integral altinda W(t) = f f(T)dT olarak
0

tanimlansin. O halde
G*(u) = W(t)] = uG(u) (5.14)
vardir [1].

. t
Ispat. Laplace doniisiimii W(t) = j; f(T)dT igin tanimlanirsa,

F(u) = LIW(t)] = @ (5.15)

yazilir. Bu esitlikte Laplace ve Sumudu arasindaki iligkiden

Giuy=F (i/ u_ “F(i/ Y _ Fa/u) = uG(u) (5.16)

elde edilir.
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Teorem 5.7. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu doniisiimic G(u) olmak tizere tf(t)

fonksiyonunun Sumudu doniisiimii,
sitf 9] - u =) 5.17)
u

vardir [3].

Ispat. f(t)cA olsun. tf(t) fonksiyonuna Sumudu déniisiimii almip kism
integrasyon uygulanarak (5.17) esitligi bulunur. Buradan [1] makalesindeki tablodan

tf'(t) nin Sumudu doniisiimii

S|tf'(t)]=u

dG(u)
- (5.18)

g6z onilinde bulundurulur.

S[tF ()] = fo " utf (ut)e 'dt = u fo ’“% tF(ut) e 'dt—u[tf (ut)e |

50
0

B XE i . 00 ' _t
_ufo L e olt_ufO f(ut) + utf'(ut) e 'dt
(5.19)
. >0 _t 00 , i
_u[ fo f(ut)e ‘dt + fo utf (ut)e dt]

_ u[ fo “f(ut)etdt +u j; th'(ut)e‘dt]

Sumudu doniisiimii tanimi ile (5.18) den

J d uG(u)

S[tf ()] = u -

G(u)+u dG(u)
du

(5.20)

elde edilir.
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Teorem 5.8. f(t)€A fonksiyonunun Sumudu déniisimi G(u), f™(t) n.

mertebeden tlireve sahip fonksiyonun Sumudu doniisimii G, (u) belirtilmek iizere,

t"f™(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii,
S[tnf(n) (t)] —u"G, (U) (5:21)

seklindedir [3].

Ispat. f(t) € A fonksiyonunun Sumudu déniisiimii,

G(u) = fo " f(ut)e dt (5.22)
n=123...i¢cin
G, (u) = f d f(“t) et — j; T (ut)e dt (5.23)

esitligin sag yan1 U" ile ¢arpilip boliiniirse,

Go(W) = f u"t f(“)(ut)e’tdt:— f (ut)" f‘"’(ut)e"dt— S[tF ()] (5.24)
Buradan esitligin her iki yan1 u" ile garpilarak,

u"G, (u) =S[t"f (1) (5.25)

elde edilir.

Bu calismada Sumudu doniisiimiiniin kismi diferansiyel denklem sorularina

uygulanmasi ele alinacaktir. Daha sonraki boliimlerde kullanmak amaciyla kismi
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tiirev fonksiyonlarina Sumudu doéniisiimiiniin uygulanmasi ele alinsin. [2] den kismi
tirev fonksiyonlarina Sumudu doniisiimiiniin uygulanmasi ile olusacak esitlikler

asagida verilmistir.

Lemma 5.9.f(x,t) istel mertebeli ve parcali siirekli bir fonksiyon ve Sumudu

doniistimii

Y(X,u) olmak iizere kismi tiirevlerinin Sumudu doniisiimleri asagida vardir:

(i)S[M ~ v u)—F(x,0)] (5.26)

ot u

(ii)S[af(X't) _ dY(x,u)] (5.27)
OX dx

o] 1 1, 19f(x,0)

(iii) S 5 | Y(x,u) uzf(X,O) — ot (5.28)

(5| T _ CTY W] (5.29)
OX dx

yazilir [2].

Ispat. f(x,t) fonksiyonun parcal siirekli ve iistel mertebeli bir fonksiyon oldugunu

varsayalim. f(X,t) fonksiyonun Sumudu doniisiimii (3.4) de
o0 1 Lt

Y(x,u)=S f(x,t) = f Zf(x,t)e dt (5.30)
o u

olarak yazilir. Asagida yapilan iglemlerde kismi integrasyon ve (5.25) kullanilarak

istenilene ulasilir.
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Sl@f(x,t)

e Of(Y) o el OF(XE)
o = [T dt_Ilmfo—Te dt

u ot p—rox u

= lim

p—oc

[3 e (x, t)]
u

p
1 p _t
0+Fj; f(x,t)e dt]

(5.31)
:—lf(x,0)+1Y(x,u)
u u
1
u
(i1) esitligi bulunurken Leibniz kurali kullanilir.
af (x,t) <1 of(x,t) _: 0 ~ 1 L
S = = vdt =— —f(x,t)e vdt
\8x j;u 8xe (SX»I;U(X)e
(5.32)
0 d
=— Y(X,u) =—Y(X,u
o (u) = Y(x.U)
(iii) Of /0t = g almsin ve (5.26) dan,
2
SEALRY :Sg[af(x,t)] :S[ag(x.t)
ot ot\ ot ot
(5.33)

~ Lo u)—g(x.0) :Elfxle5g(x,t)dt—g(x,0)
u ujJo u

elde edilir. Bu son esitlikte g = Of /0t yazilir ve yine (5.26) esitligi kullanilarak,
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S@f():,t) :if E@f(x,t)e,idt_af(x,O)
ot ulJo u ot ot

:lli Y(X,U)—f(X,O) _M

ulu ot

1 1 1 0f(x,0)
==Y(Xu)——=f(x,0)————

u? (x,u) u? (x.0) u ot

bulunur.

(iv) Sumudu doniistimii (5.30) tanimindan ve Leibniz kuralindan,

0°f (x,1) <1 0%F(x,1) 9? [ ~ 1 i ]
S|—=2|= S levdt=— —f(x,t)e dt
l@x2 j;u ox? 8x2fou()
0° d?
=— Y(X,u) =—Y(X,u
ox? (xw dx? ()
bulunur.
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(5.34)

(5.35)

Ayni sekilde 3.mertebeden kismi tiirevli denklemleri ¢dzmek icin 3. Mertebeden

tirevli fonksiyonlarin Sumudu déniisiimleri bulunabilir. f(x,t) parcali stirekli ve iistel

mertebeli bir fonksiyon olsun.

0% (x,1)
ox®

@) Sl

u ox® ox3

83 d3
= — Y X,u :_Y X,U
ox® (x.u) dx? (x,u)

o0 3 t 3 o0 t
B f LOTOGY) gy 8—[f Leex, t)eudt]
0 0o u

(5.36)



Dolayistyla

’f(x,t)| d

S = Y(x,u
[ ox° dx® Ge)
vardir.

(b) (5.26) esitligi ve 9*f/dt? =h alinmak iizere,

ot ot

3
SP f(f,t)
ot

:Slg[ﬁzf(x,t)]

_ s[2 h(x, t)l — ) —h(x,0)]
ot u

elde edilir. Sag tarafta (5.26) den

f(x, )| 1f p>1 L

S == “h(x,t)e *dt—h(x,0
l ot u J; u x.9 (x.0)
1| =1 0% (x,t) _: 0% (x,0)

== ——e Yt ——F—
ulJo u ot ot

olur. Buradan sag tarafta (5.28) uygulanirsa,

3 2
S 0 f(>:,t) :1 %Y(x,u)—izf(x,O)—laf(x’o)—8 f(>§,0)
ot ulu u u ot ot
0% (x, 1) 1 1 1 of(x,0) 1 9%(x,0)
S———=|==Y(Xu)——=f(x,0) —— ——
ot u? (xu) u’ (x.0) u? ot u ot?
elde edilir.
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(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

feA ve g€A fonksiyon giftinin konvolusyonu f*g ile gosterilmek iizere

asagidaki integral ile tanimlanir.
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(F*a)(t) = [ f(g(t—n)ds (5.41)

konvolusyonun Laplace ve Sumudu dontistimlerinde kullanilist ile ilgili teoremler

asagida verilmistir.

Teorem 5.10. f(t) ve g(t) A kimesinden alinan fonksiyonlar ve Sumudu
dontisiimleri sirastyla M(u) ve N(u) olsun. f *g konvolusyonun Sumudu doniistimii

ile f ile g fonksiyonlarinin Sumudu doniisiimleri,
S (f*g)(t) =uM(u)N(u) (5.42)
seklinde birlikte verilir [1,4].

Ispat. f ve g fonksiyonlar1 A kiimesinden alman Sumudu déniisiimleri sirasiyla
M(u) ve N(u) ile f ve g fonksiyonlarinin konvolusyonun Sumudu doniigimii

S (fF*g)(t) olsun. Sumudu doniigiimii tanimi1 kullanilarak (3.2),

uM(u)N(u):ufoxe’vf(uv)dv.j;x e "g(uw)dw (5.43)

yazilsin. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

uUM(U)N(u) = uf; j;x e 'f(uv)e "g(uw)dvdw
(5.44)

_ [ [T atvw
_fo j; e f(uv)g(uw)udvdw

elde edilen bu integralde V+w =t (w=1t—V) degisken degistirme uygulansin.
uUM(u)N(U) = u f N f e (uv)g(u(t — v))d(uv)dt
0 0

o (5.45)
:fo e*tfof(uv)g(ut—uv)d(uv)dw
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Burada T=uv (dr=udv) alinsin ve v [0,t] araliginda oldugundan uv [O,ut]

araliginda olup,
. o _t ut B
UM(u)N(u) = fo e fo f(T)g(ut — 7)drdt (5.46)
konvolusyon tanimi (5.41) ve Sumudu doniistimii tanimi kullanilarak,
uM(u)N(u) =S (f *g)(t) (5.47)

ispat tamamlanur.

Bu teoremin dogrudan sonucu olarak g(t) =1 alinarak integral fonksiyonunun

Sumudu doéntisimi, W(t) = j; tf(”r)d’r olmak iizere

SIW()] :s[ [ 'f()dr| = uG(u) (5.48)

seklinde tanimlanr.

Asagidaki denklem bu sonucu integraller i¢in genellestirmektedir.

Sonug 5.11. f(t) € A fonksiyonu olsun ve n>1 igin G(u) Sumudu doniigimii k.

mertebeden f(t) fonksiyonu igin,

w"(t):fotfot...fotf(T)(dT)” (5.49)

olusturulan fonksiyonun f(t) k. mertebeden ters tiirevlenebilen fonksiyonlar integre

edilerek

G" (u) =S|W"(t)| = u"G(u) (5.50)
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seklinde elde edilir [4].

Ispat. f n. Mertebeden integrallenebilir bir fonksiyon ve Sumudu déniisiimii G" (u)
olsun. Indiiksiyon yéntemi ile n > 2 icin (5.50) esitligine ulagilir.

n =1 igin (5.48) olacagi asikardir

G'(u) =S|W'(t)| = u'G(u) (5.51)
n=K i¢in

G (u) = S|W*(t)| = u"G(u) (5.52)
dogru olsun.

n=Kk-+1 i¢in

G (u) =S|W(t)| = u*"G(u) (5.53)

dogrulugu gosterilsin. Esitligin sag yaninda (5.52) yerine yazilirsa,
u“"'G(u) = uu*G(u) = uG*(u) =G*"*(u) (5.54)
elde edilir.

Sonug¢ 5.12. f veg fonksiyonlarinin Sumudu doniisiimleri sirasiyla M ve N olsun.

Teorem (5.10) dan,

S M(U)N(U)] = j; (g (t—n)dr= f*g (b (5.55)

esitligi vardir. Ozellikle
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M? (u) =S[(f *f)(1)] (5.56)
vardir [4].

Ispat. Sumudu Konvolusyon Teoremi, (5.48) ve Temel Matematik teoreminden,
S IM@NUI =S [ (gt —7)dr
dtJo

:Ltf(T)%g(t—T)dT

(5.57)
= [ (g (¢ -
= (f*g)(1)
elde edilir.
Ozellikle f =g alinirsa (5.56) dan
t , .
S M (u)]= fo f(T)f (t—7)dT = (F*f)(1) (5.58)
bulunur. Ornegin, (5.42) ve (5.58) den
S[sint*cost] = uS[sin t]S[cost] = u u__1
B o 14u?14u?
(5.59)

2

. u . 2
S[sint*cost] = = S(sint
sintcost] =[] = stainy)

esitliginin her iki yanina Ters Sumudu doniistimii uygulanirsa
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sint*cost:S’l[ S(sint) 2} (5.60)

elde edilir.



BOLUM 6. DIFERANSIYEL ~ DENKLEMLERIN  SUMUDU
DONUSUMU ILE COZUMU

Bu boliimde Laplace donilisiimii ile benzerligi olan Sumudu doniisiimii ile
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii verilecektir. Bununla birlikte ilk soruda
diferansiyel denklemin hem Sumudu hem Laplace doniisimii ile ¢oziimii

bulunmustur.

Ornek 6.1. y'(t)+2y(t)=e"' , y(0)=2 baslangic deger problemini Laplace

dontigiimii ve Sumudu doniisiimii yardimi ile ¢oziintiz.

Coziim. Denklemin oncelikle Laplace doniisiimiinii ¢6zmek i¢in her iki yanina

Laplace doniisiimii uygulanirsa,
LLy'(t)+2y(t)] = L[e '] (6.1)
olur. Laplace doniisiimiiniin lineerlik 6zelligi ile L[y(t)] = F(s) alinmak {izere ve

1
L [e*‘] = ] esitliginden

Ly'(0]+ 2L[y()] = L]e "]
(6.2)

sF(s) — y(0) + 2F(s) = s_jltl

elde edilir. Baslangi¢ kosulu y(0) = 2 yerine yazilirsa denklem,



64

sF(s)— 2+ 2F(s) = L
s+1

(6.3)
F(s) = 25+3
(s+D(s+2)
olur. Burada esitligin sag yan1 basit kesirlere ayrilirsa
1 1
FS)=—+—— (6.4)

s+1 s+2

doniigtir. Esitligin her iki yanina Ters Laplace doniisimii uygulanir ve sagdaki

terimler sirasiyla €' ve e ? nin Laplace doniisiimleri L[e*t] = %—
S
L[e‘z‘] L olup, (6.4) den
s+2
1 1
L[F@E)] = Lll—]+ L —1
[Fe)l s+1 S+2
(6.5)

Y(t) — eft _l_e72t
denklemin ¢6ziimii bulunur.

Simdi verilen denklemin her iki yanma Sumudu donlisimii uygulanir ve

Sy(t)] = G(u) olarak alinirsa,

STy'(t) +2y(t)] =S[e | (6.6)

olur. Burada Sumudu donisiimiiniin lineerlik 6zelligi, (5.1) ve Tablo 1.1.'den

1

olmasindan,
1+u

S[e*t]:
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Sy'(t) +2S y(t) =Sle |
(6.7)

G(u)—y(© 1
T e O T

elde edilir. Baslangi¢c kosulu bu esitlikte yerine yazilir, esitligin her iki yani u ile

carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak,

G(u)—2 1
——+2G(u) =——
u W 1+u
G(U)— 2+ 2uG(U) = ——
1+u
3u+2 (6.8)
14+ 2u)G(u) =
(L 20)6() =T
G(u) = 3u+2
@+ u)(1+2u)
olur. Esitligin sag yan basit kesirlere ayrilarak
1 1
Gu)=—+ 6.9
W 1+u 1+2u ©9)

elde edilir. Burada Tablo 1.1.’den esitligin sag yanindaki terimlerin sirasiyla e ' ve

e ®" fonksiyonlarmin Laplace doniisiimii oldugu asikardir. Her iki yanma Ters

Sumudu déniisiimii uygulanirsa,

. _gr 1
SGu)]=S [1+u +S

1‘ 1
1+2u
(6.10)

-2t

y(t)=e "+e

bulunur.
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Ornek 6.2. y"(t)+y'(t)—2y(t)=3t, (t>0), y(0)=3, y'(0) =0 baslangic deger

problemini ¢oziiniiz.

Coziim. Denklemin her iki yanina Sumudu donilisimii uygulanir, Sumudu

doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginden,

Sy “(t) +y'(t) —2y()] = S[3t]
(6.12)
Sy ()] +S[y ()] —2S[y(t)] = S[3t]

olur. Tablo 1.1’den g[3t]=3u ile (5.1) ve (5.13) esitlikleri kullanilip,
G(u) =9[y(t)] oldugu goz 6niine alinirsa,

C) _yO) _y©) , SW=YO) 55y _3y (6.13)
u u u u

elde edilir. Baslangi¢ kosullar1 yerlerine koyularak

i;J)—%%-M—ZG(U):% (6.14)
u u u

olur. Gerekli diizenlemeler ile denklem

G(u)= % (6.15)

ve basit kesirlere ayirarak,

G(u):—Eu—g—i— 3 + 3 (6.16)

2 4 4Qu+l) 1-u

elde edilir. Denklemin her iki yanina Ters Sumudu doniisiimii uygulanir ve



Tablo 1.1.7den, SIJ=1, S[t]=u , S[e*] = 1a
—au

3 3 3 3
SUGW]=S*|-u—=+
(Gl 2 4 A2u+1) 1—u

SG(u)] = —gsl[u] - %Sl[l] + %sl [ﬁ] + 331[

3. 3,3 ot ot
)=—-t——+-e*+3e
YO="31"2"3

bulunur.
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esitlikleri goz oniine alinirsa

(6.17)

Ornek 6.3. y +6y +11y +6y=0, y(0)=2 , y(0)=1, y(0)=—1 baslangic

deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim. Denklemin her iki yanina Sumudu doniigimi uygulanir ve Sumudu

doniistimiiniin lineerlik 6zelliginden,

S|y"+6y +11y +6y|=S[0]
S|y’|+6s]y’|+11S[y|+6S8[y] =0

olur. Burada (5.4) ve (5.13) esitliklerden,

3 3 2 2 2

G(u) y©O) y(© y() Lp|CW) _¥(O) y (0)
u u u u u u u

+11[M] +6G(u)=0

olur ve burada baslangi¢ kosullar1 yerlerine konulur.

(6.18)

(6.19)
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Gu 2 1 1 6G(u) 12 6 11G(u) 22

(3)——3——2 —+ E )——2——+J——+66(u):0

u u u u u u u u u

(6.20)
3 2 2
G(u) 6u +11u3+6u+1 :27u +13u+2
u u
Buradan
27u% +13u + 2

G(u)= 6.21

W 6u° +11u° +6u +1 (6.21)
esitligin sag yani basit kesirlerine ayrilarak,
G(u) 8 J 3 (6.22)

= — +
u+l 2u+1 3u+l

elde edilen (6.22) nin her iki yanina Ters Sumudu doniisiimii uygulanir ve Tablo 1.1.

den S[eat] =1 esitligi goz oniinde bulundurularak,
—au
1 1 1
SG(u)]=8S*|——|-9S" +3S ] 6.23
[G(u)] [u+1] 2u +11 3u+1 (6.23)

esitliginden verilen diferansiyel denklemin ¢dziimii,

y(t)=8e"'—9%e ' 43 (6.24)

denklemin ¢oziimiine ulagilir.



BOLUM 7. KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SUMUDU

DONUSUMU iLE COZUMU
Ornek 7.1.
Y, —c%y, =0 0<x<3 t>0 (7.1)
y(x,0)=sin[gx) , 0<x<3 (7.2)
y,(x,00=0 , 0<x<3 (7.3)
y(0,t)=0 ,t>0 (7.4)
y3,t)=0 ,t>0 (7.5)

baslangi¢-sinir deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim. Y nin Sumudu doniistimi

S[y(x,1)] L [ wy(x,t)e%dt =Y(x,u)=Y
u o (7.6)

olarak alinacaktir. (7.1) in her iki yanina Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

SI:yn _Czyxx] :S[O] (7.7)

S[ytt ] - Czs[yxx ] = 0
elde edilir. Burada Lemma 5.9. daki esitlikler yerlerine yazilirsa,

%Y(x,u)—%y(x,O)—iﬁ(x,O)—czdz—f(x,u) =0
u u u ot dx (7.8)



bulunur. Bu esitlikte (7.2) ve (7.3) kosullar1 denklemde yerine yazilirsa

1 1 . (nx , d°
—Y(X,u)——=sin| — |[-¢c°—=Y(x,u) =0
u? (x.u) u’ (3) dx? (x.u)
%Y—%sin[n—xj—czYXX =0

u u 3

Y —sin (n_xj —c’u’Y, =0
3
buradan

c’u?Y,, —Y =—sin (n_x)
3
denklemi bulunur. (7.10) denkleminin homogen kism1

1 -1
—X —X
Y, (X,u)=ce® +c,e™

olarak bulunur. (7.10) denkleminin 6zel ¢oziimii ise,

Yp(x,u):Asin(ﬁjJchos[ﬁj
3 3
Y'(X,U)ZAECOS(R—XJ—BESM(K)

P 3 3 3 3

. n* . (7x n° X
Y (X,u)=—-A—sin| — |-B—cos| —
P 9 3 9 3

olmak tizere (7.7) esitliklerini, (7.6) denkleminde yerine yazilir.
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(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)



22T

u-c +1

katsayilar1 bulunur. (7.6) denkleminin genel ¢6ziimii,
Y (X,u) =Y, (X,u) +Y,(x,u)

2
22T

Zx “x 1 [ X
Y(x,u)=ce" +c,e® +———sin| —
uc—+1
9

olarak yazilir. (7.4) ve(7.5) kosullarina Sumudu déniisiimii uygulanir.
1= - 1o =
S[y(0,)]=Y(0,u) = UL y(0,t)e v dt = Ujo Oevdt=0

1 = S L =
S[y(3,t)]=Y(3,u)=ajO y(3,t)e dtzajo Oevdt=0

4l

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)



Bu kosullar (7.8) denkleminde yerine yazilir ve

Y(O,u)=c,+c, =0
1 E!
Y@, u)=ce +c.e® =0

buradan ¢, =c, =0 bulunur.

Y (X, u) =;Zsin(n—;]
u’c? =41
9

(7.19) genel ¢oziimiiniin her iki yanina Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

SY(x,u)]=s" ;zsin (Ej
TR
9

. [ X mc
y(X,t) =sin (?] cos(gtj

bulunur.

Ornek 7.2.

Y, —CY, =0 , —oo<Xx<ow,t>0
y(Xx,0)=sinx , —oco<X<o

Y, (X,0)=cosx , —oo<X<oo

baslangi¢ deger problemini ¢dziiniiz.

Coziim: Y nin Sumudu doniisiimii
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(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)
(7.23)
(7.24)
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S[y(x,t)]=%J':y(x,t)e_“tdt =Y(x,u) =Y 725

olarak alinacaktir. (7.10) denkleminin her iki yanina Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

S[yn - Czyxx] = S[O]

(7.26)
S[yn]—CZS[yXX] =0

elde edilir. Burada Lemma 5.9 esitliklerinden yararlanarak

2 )Lyt ¥ oo EY
% Y(x,u) % y(x,0) uat(X,O) C (X, u) (7.27)

bulunur. Bu esitlikte (7.23) ve (7.24) kosullar1 denklemde yerine yazilir,

%Y(x, u)—izsin x—Lcosx —c%Y, (x,u)=0
u u u

%Y—izsinx—lcosx—czYXX =0
u*u u (7.28)
u’c®Y, —Y =—sinx—ucosx

denklemi elde edilir. Bu denkleminin homogen kisminin genel ve 6zel ¢6ziimii

1 -1
—X —X
Y, (X,u)=ce® +c,e®

Y, (x,u) = Asinx +Bcosx (7.29)

olarak alinip tiirevleri bulunur.

Y, (x,u) = Asinx +Bcos x
Y, (x,u) =Acosx —Bsinx (7.30)

Y, (X,u) =—Asinx—Bcos x
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(7.28) de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa A ve B katsayilar

asagidaki sekilde bulunur.

u’c’ (—~Asinx—Bcosx)—(Asinx+Bcosx) = —sin X — U cos X (7.31)

—Au’c®’-~A=-1, -Bu’c*-B=-u
1 o U (732)
cu?+1 c?u?+1

A ve B katsayilar1 (7.29) dekleminde yerlerine koyularak 6zel ¢6ziime ulagilir.

1 . u
Yp(x,u):cz >——SINX+————C0SX

u-+1 cu+1 (7.33)

O halde Y(Xx,u) fonksiyonunun genel ¢oziimii

1 -1
—X —X
Y(X,u)=ce* +c,e™ +

> sin X + >———COS X
u-+1 cu +1 (7.34)

C2

elde edilir.(7.11) ve (7.12) kosullarina Sumudu dontistimii uygulanilarak,

1= S lpe, Tl e T .
S[y(x,O)]zY(x,O)zaj0 y(x,0)e dt:ﬁjo (sinx)e dtzasmxjoe dt =sinx

1 rw -t 1 pw -t 1 w b
S[yt(x,O)]:Yu(x,O)za_[O y,(x,0)e dtzajo (cosx)e dtzacosx.[oe dt =cosx

bulunur. Bu kosullar kullanilarak ¢, ve ¢, katsayilar1 bulunur.

1 -1 2 2.2
X  =x X  =x 2uc . 1-u‘c
Yu(x,u)z—cl—zeCu +C,— €% ——————SinX+————-C0SX
cu cu (czu2 +1) (czu2 +1)
(7.35)

Y(x,0)=c, +c, +sinx=sinX
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buradan ¢, +c, =0 ve Y(X,0)=cosx

kosullarinin saglanmasi ve Y fonksiyonun X — oo da smirli olmasti¢cin = ¢, ve ¢,

katsayilar1 0 alinirsa, genel ¢6ziim

1 .
Y(x,u)=&Tsmx+ >———COSX

u-+1 cu“+1
(7.36)

olarak bulunur. Bulunan genel ¢6zlimiin her iki yanina Ters Sumudu doniisiimii

uygulanirsa

Sin X +
c’u®+1 c’u®+1

SHY(x,u)] :S{

COS X:|

S‘l[Y(x,u)]:(sinx)S‘l[ . % j|+COSXS_1‘: . l: } (7.37)
cu +1 cu +1

elde edilir. Tablo 1.1.°deki formiiller kullanilarak y fonksiyonun genel ¢oziimii

bulunur. O halde, verilen kosullar1 saglayan ¢6ziim

y(X, t) =sin x cos(ct) + Ecos xsin(ct).
C

Ornek 7.3.

Y. =2y, ,» 0<x<5 , t>0 (7.38)
y0,)=0=y(5,t) , t=0 (7.39)
y(x,0) =10sin(4nx) , 0<x<5 (7.40)

baslangi¢-sinir deger problemini Sumudu doniisiimii uygulayarak ¢oziiniiz.

Coziim. (7.38) denkleminin her iki yanina Sumudu doniigiimii uygulanirsa

S[y.]=25[y,] (7.41)



elde edilir. Lemma 5.9 daki esitlikler yerlerine yazilirsa,

2

1 d
~[YOou)-y(x,0)] =227 Y(x.u)

elde edilir. (7.39) ve (7.40) kosullar yerine yazilirsa

2

E[Y(x, u)—10sin(4nx)]= Zd—zY(X, u)
u dx

E[Y—lOsin(4nx)] =2Y,,
u

Y —iY = —§sin(4nx)
2U u

denklemi elde edilir. Denklemin homogen kisminin ¢éziimii
N Ay

Y, (x,u) =ce¥? +c. e

seklinde bulunur ve 6zel ¢oziimii,

Y, (x,u) = Asin(4nx)+Bcos(4nx)

olarak kabul edilir. Bu 6zel ¢6ziimiin tiirevleri alinir;

Y, (,t) = 4mAcos(4nx ) —4nBsin (4nx)
Y, (x,t) = —-16n”Asin (47x)—16n°Bcos (4nx)
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(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

esitlikleri (7.43) de yerine yazilip gerekli diizenlemeler ile A ve B katsayilar1 bulunur.

—16m°Asin(4nx) —16n°B cos(4nx) — Zi(Asin(4nx) +Bcos(4nx))
u

_—53in(4rcx)
u
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sin(4nx) (—16752A —~ Aj +c0s(4mX) (—16n28 —~ Ej = _—SSin(41tX)
2u 2u u

A(—lsnz—ijz_j , B(—lan—ij:O
2u u 2u

10

A= , B=0 (7.47)

bulunan A ve B katsayilarinin (7.23) de yerine yazilmasi ile Y fonksiyonunun 6zel

¢Ozimii,

Y (xU) = —2_sin(4nx)
32n°u+1 (7.48)

olarak bulunur. Dolayisiyla denklemin genel ¢6zlimii,

Y (x,u) =Y, (X, u) +Y,(x,u)

1 -1
Y(x,u)=ce® +c,el? + sin(4nx) (7.49)

32n°u+1

elde edilir. y fonksiyonu i¢in verilen baslangi¢c ve sinir deger kosullarina Sumudu

dontlistimii uygulanir. Dolayisyla Y fonksiyonu i¢in baslangig-sinir deger kosullar

bulunur.

S[y(0,)]=Y(0,u) = % j: y(O0, t)e%dt =0

—t —t
S[y(x,0)]=Y(x,0) = % jo y(x,0)e v dt= % jjlosin(4nx)e?dtzlosin(4nx)

S[y(5.t)] = Y(5,u) =% [y, Hevdt =0

Y fonksiyonu i¢in bulunan kosullar (7.24) denklemine uygulanir,
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Y(O,u)=c,+c,+0=0
5 =l 10
Y(5,u)=cev?" +ce® +——  sin(20m) =0
G =¢ 2 3oyl neom
Y (x,0) =10sin(4nx) (7.50)

reel keyfi sabitler ¢, =C, =0 olarak elde edilir. Bulunan sabitler yardimi ile’Y

fonksiyonun genel ¢oziimii

Y (x,u) :Lsin@nx)
32n°u+1
U+ (7.51)

olarak bulunur. Bu ¢6ziimiin her iki yanina Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

10
SHYXxuw]=S" ———
[ ( )] [32n2u +1

sin(4nx)}
(7.52)

. o W1
S*[Y(x,u)] =10sin(4nx)S [—327[2““}

halini alir. Buradan baslangi¢ ve sinir deger kosullarimi saglayan Yy fonksiyonun

genel ¢coziimii

Y(X, t) =10 Sin(4nx)e(*32“2" .

Ornek 7.4.

Yo =C°Y, +sin(nx) , 0<x<l , t>0 (7.53)
y(x,00=0 , 0<x<1 (7.54)
y,(x,00=0 , 0<x<1 (7.56)

baslangi¢ ve sinir deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim. (7.53) denkleminin her iki yanina Sumudu doniisiimii uygulanirsa,
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S[Y, ] =CS[ Yy | +S[sin(nx) ]

(7.57)
elde edilir. Burada Lemma 5.9 esitlikleri yerlerine yazilirsa,
2
%Y(x, u) —izy(x, 0) 1y (x,0) =c? d—\ZK(X, u) +sin(nx) (7.58)
u u u ot dx

elde edilir. Bulunan esitlikte baslangic ve sinir deger kosullari yerlerine yazilirsa,

2
%Y(x, u) =c? d—\2((x, u) +sin(nx)
u dx

u’c®Y, —Y =-u’sin(nx) (7.59)

denklemine doniisiir. (7.59) un homogen ve 6zel ¢oziimii

1 -1

Y, (X,u) =Ce® +c,e® (7.60)

Y, = Asin(nx) + Bcos(nx) (7.61)
olarak alinip tiirevleri bulunursa,

Y, = Asin(nx) + Bcos(nx)
Y, = nAcos(nx) —nBsin(mx)

! 2 2
Y, =-n"Acos(nx) —n"Bcos(nx)
esitlikleri elde edilir. Bulunan esitlikler (7.31) denkleminde yerine yazilirsa

u?c? (—m?Asin(nx) — n*Bcos(nx) ) - (Asin(nx) + Beos(nx) ) = —u® sin(rx)
—m’u’c®Asin(nx) — n°u’c’Bcos(nx) — Asin(nx) — Bcos(nx) = —u?sin(nx)

sin(mx) (—An’u’c’ — A) + cos(nx) (—Br’u’c’ — B) = —u’ sin(nx)
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elde edilireck A ve B katsayilar1 bulunur.

—Au’c*n®  —A=-u? —Bu?c*n*-B=0
—A(u202n2 +1)=—u2 , —B(u202n2 +1)=o
A u? B=0 (7.62)

u?c®n? +1

(7.61) de A ve B katsayilar1 yerlestirilerek,

Y, =u—sin(nx)
ucn”+1 (7.63)

olarak bulunur. Dolayisiyla (7.31) probleminin genel ¢oziimii,

Y (X, u) =Y, (X,u) +Y,(x,u)

1 -1 2

Y(X,u) =Cce® +c,e™ +%sin(nx) (7.64)
u’c

- +1

bulunur. Yy baslangic sinir deger problemi i¢in verilen baslangic ve smir deger
kosullarina Sumudu dontistimii uygulanirsa,

1 (= = lpe T
S[y(O,t]:Y(O,u)zajo y(O,t)e“dtzajo Oevdt=0

S[ya.0]=Yau =1 yaverar=1 [ oevat =0 (7.65)

Y igin kosullar bulunur. Bulunan bu kosullar ile

Y(O,u)=c,+c,=0
1 -
Y@ u)=ce* +c,ev =0
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esitlikleri elde edilerek c, =c, =0 reel katsay1 sabitleri bulunur. Dolayisiyla genel

¢Ozlim

2

u .
Y (X,u) = ————sin(nx 7.66
(X, u) Lo (7X) (7.66)

olarak bulunur. Bulunan ¢6ziime Ters Sumudu dontisiimii uygulanirsa,

SY(x,u)]=S" {% sin(nx)}
1+u‘cn (7.67)

y(%,t) = sin(mx)S™ {“—2}

1+u’c’n’

elde edilir. Tablo.1.1 den

2

1 u
S[W(l—cos(wt))} = T o
T
S L+u2w2}_w2 (1—cos(wt))

kullanarak y fonksiyonunun genel ¢6ziimii bulunur. Dolayisiyla, verilen baslangic

ve sinir deger problemlerini saglayan y fonksiyonunun genel ¢6zimi

y(X,t) =sin(nx) (1—cos(cnt)).

(cn)?
Ornek 7.5.
y,—Cy, =€ , —o<x<ow, t>0 (7.68)
y(Xx,0)=5 , —oo<X<w

(7.69)
Y, (X,0)=x" , —oo<Xx<oo
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homogen olmayan baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim: y fonksiyonun Sumudu doniisiimii

S[y(x,t)]= j y(x.tev dt—Y(x u=Y

alinmak iizere (7.68) denkleminin her iki yanina Sumudu dontisiimii uygulanirsa

S[yu]—C*S[y, ] =S[¢']

elde edilir. Burada Lemma 5.9 daki esitlikler yerlerine yazilirsa

2 d2 1
o= (7.70)

u—le(x,u)— y(X, 0)——Q(x 0)—c

olur, burada (7.38) kosullar1 kullanilarak

1 5 1 dY 1
—Y(X,U)———=X*— X,U) = ——
u’ Gx,1) u> u dx® e <Y 1-
u2

u’c®Y,, (X,u) =Y (X,u) =-5—ux’ — (7.71)

esitligi elde edilir. Bulunan denklemin homogen kisminin genel ve 6zel ¢oziimii

1 -1

Y, (X, u) =Ce® +c,e® (7.72)
seklinde bulunur. (7.71) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii ise

2
Y, (X,u)=Ax"+Bx+C (7.73)
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alinir ve tiirevleri bulunup

Y, (x,u) = Ax* +Bx+C
Y, (X,u) =2Ax +B

Y, (X,u) =2A

(7.71) de yerine yazilirsa A,B ve C katsayilar1 bulunur.

u2

2AuU’c? — Ax®> —Bx—-C=-5-ux? -1
—u

2

A=u, B=0, C=5+20%c +——
1-u

Buradan Y fonksiyonu icin genel ¢6ziim

1 1 2

Y(X,u)=Ce™ +C,e% +ux’+5+2u? + 1u_ (7.74)
Y

olusacaktir. y fonksiyonu i¢in verilen kosullara Sumudu doniisiimii uygulanirsa
1 (= =

S[y(x,0)]=Y(x,0) == j y(x,0)evdt =5
u o

1= _jt _1 ®,2 _jt 2
S[yt(x,O)]zYu(x,O)zafO y,(x,0)e v dt —UJ'O x’eudt =x

esitlikleri elde edilir. Bu kosullar ile

Y, (x,0) = x?

Y(x,0)=5
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elde edilen esitliklerin saglanmast ve Y fonksiyonun X — oo da sinirlt olmasi igin

¢, =C, =0 alinir. Dolayisiyla Y fonksiyonun genel ¢ozliimii

2

Y (X, u) :ux2+5+u3cz+1 (7.75)
—-u

bulunur. Burada (7.46) ¢6ziimiine Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa

_ 2
STHY(x,u)]=S"| ux* +5+2u’c? + 1—}

—u

SHY(x,u)]=S"|ux*+5+2u’c’ —u—1+ %}

. - (7.76)
SHY(x,u)]=S"| ux* +4+2u’c*—u +1L}

L —u

esitligi olusur. Tablo 1.1. formiilleri kullanilarak y fonksiyonun genel ¢6ziimii
bulunur. Dolayisiyla, verilen kosullar1 saglayan y fonksiyonunun Sumudu

dontisiimii yapilarak genel ¢coziimii asagidaki sekilde bulunur

3.2

y(X,t) =tx* +4+ 2tc —~t+e.




BOLUM 8. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde, [5] makalesi ile G. K. Watugala’nin 1993’ te tanimladig1 bir doniisiim olan
Sumudu doniisiimiiniin adi diferansiyel denklemlere ve kismi diferansiyel
denklemlere uygulanmasi ile elde edilen ¢oziimlere yer verildi. Aym1 zamanda
kontrol miihendisliginde daha ¢ok kullanilan Sumudu doéniisiimiiniin temel
ozellikleri, uygulandigi 06zel fonksiyonlar, Sumudu doniisimii kullanilan
fonksiyonlarin temel 6zelliklerinden bahsedildi. Ayrica temel benzerlikleri nedeni ile
Laplace doniisiimiinden de bahsedilerek iki donilisiim arasindaki iligkiye deginildi.
Sumudu doniisiimii ile ilgili yapilan ¢alismalar gézoniine alinarak bu ¢alismada
olabildigince farkli kismi tiirevli ve adi diferansiyel denklemlere yer verilerek
doniistimiin  kullanim alanlar1 ve sagladigi yararlar gosterilmeye calisildi. Bu
calismada oOzellikle Sumudu doniistimiiniin kism1 tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde
sagladig1 yararlar baz alinarak birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevli denklemlere
dontisim uygulandi. Sumudu doniisiimii {igiincii mertebeden kismi diferansiyel

denklemlere de uygulanabilir.
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Tablo 1.1. Ozel bazi fonksiyonlarmn Laplace ve Sumudu déniisiimleri

f(t) F(s) =L f(t) G(u) =S f(t)
‘ I 1 1
s
2 t 1 u
SZ
3 " 1o 1 i
(n—1)! s"
4 L_l,n >0 1 ur
'(n) s"
5 e 1 1
s—a 1—-au
6 e 1o L _u
(n—1)! (s—a) (1—au)"
7 tn—leat 1 un—l
I'(n) (s—a)" (1—au)"
8 sinat 1 u
Ta s*4a’ 1+a’u®
0 cosat S 1
s*4a’ 1+a’u®
10 e™ sinat 1 u
a (s—b)*+a’ (1—bu)® +a’u®
11 e cosat s—b 1—bu
(s—Db)? +a? (1—bu)® +a’u®
12 sinhat 1 u
a s’ —a’ 1—a’u®
13 coshat S 1
s*—a’ 1—a’u®
14 te™ 1 u
(s—a)’ (1—ua)?
15 1 1 1
Jrt s Ju
16 g™ —e* 1 u

,a=b

b—a (s—a)(s—h)

(@—bu)@—au)



17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

Tablo 1.1. (Devami)

bebt_aeat b S
T L s
b-a (s—a)(s_b)
tsinat s
2a (52 +a2)2
t 1
x %
! 1
— (L—coswt 1
Wz( ) 5(82 —l—WZ)
i3(Wt—sinwt) 1
W S2(32_‘_Wg)
S
2 2 2 2
ﬁ(cosat—cosbt),(azzbZ) (s"+a”)(s" +b)
—a
l ebt_eat 'S_a_ ﬁS—b
2/ nt?
e 1,22y L
C2 Js+as+b
Jo(at) 1
1 s
——e" (14 2at S
\/; t k3 ;
X0%) [Z—a] ., (at), (k>0) o
H(t—
(t-2) 1.
s
JO(Z\/E) le’%
s
%coszﬁ %e%
™
L sinodke 1 v
Jat e
k e,k2/4t1(k>0) a k&

2/nt®
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1
(1—bu)(1—au)

u2

Ju

u2

1+wau?
v
1+w?u?

u2

(1+a%u?)(L+b%u?)

V1—au —+1-bu

W

1

Ji+auyi+bu
1

Fra

uS

2k-1
u

(1-a%u?)
ef%



33

34

35

36

37

38

39

40

Int+~(y=0.5772...)

% (ebt _ eat)

%(1— cosat)
1 . .
2—a3(smh at —sinat)
1
o (cosh at —cosat)

1.
—sinat
t

Si(t)

o(t—a)

Tablo 1.1. (Devami)

—ZIns
S

s—a
In——
s—b

s*—a*

w
arctan —
S

1
—arccots
S

—as
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Inu
1 1-au
ZIn
u 1-bu

1In(1+ u’a®)

u

u3

1—a‘u
u2

1—a‘u

4

4
1 ar tan(au)
u

1
funcarccot —
u

|
<
I

D
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Tablo 1.2. Sumudu doéniisiimiiniin bazi temel 6zellikleri

Formiil-Ozellik

Formul Ad1

G(u) =S[f ()] = j; Tfutetdt, —1, <u <,

G
G(u):F%) f (s%)

Slaf (t) + bg(t)] = aS[f ()] +-bS[g(1)]

G, (u) =SIf (1)]=

G, (u)=SIf ()] =

u u?

G, (u)=8f"()]=

n un

S[ﬁtf(T)dT — uG(u)

S f(at) =G(au)

Sltdf(t)]:udG(u)
dt du

slef(t)] = ! G[ “ ]

l1-au \l1—au
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