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: Parametreler kiimesi
: Esnek baz

: Esnek eleman smifi

: I esnek kiimesini esnek tlimleyeni
: I esnek kiimesinin elemanter esnek tiimleyeni

: X kiumesinin kuvvet kiimesi
: Bos esnek kiime

: Esnek reel sayilarin kiimesi
: X uizerindeki tum esnek kiimelerin sinifi

: X kimesinin tim esnek elemanlarmin sinifi

: B esnek eleman smifinin iirettigi esnek kiime
: Esnek topoloji

: Mutlak esnek kiime

: Bir esnek eleman

: Esnek alt kiime

: Esnek {ist kiime

: Esnek birlesim

: Esnek kesisim

: Esnek fark

: Elemanter esnek birlesim
: Elemanter esnek kesisim
: Elemanter esnek fark

: Esnek eleman sembolii
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SS(B,(%,))
SS(B,[%,£])
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SS(MN)
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: Esnek elemani degil
: X merkezli & yarigapli esnek p-acik yuvar

: X merkezli & yaricapli esnek p-kapali yuvar

esnek elemanin bir komsulugu

esnek elemaninin esnek komsulugu

esnek elemanimin esnek komsuluklar ailesi



OZET

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, esnek eleman, elemanter esnek islemler, esnek
parcali metrik, esnek parcali metrik uzaylarin topolojisi, yakinsama, tamlik.

Bu tezin amaci, esnek kiimeler iizerine esnek eleman temelinde esnek parcali metrik
yapist kurmak ve esnek metrik uzaylarm bazi topolojik ve tamlik ozelliklerini
incelemektir. Bu amag dogrultusunda asagidaki ¢alismalar yapildi.

1.

Esnek parcali metrik uzay, esnek eleman iizerinden tanimlandi ve Ornekler
verildi.

Esnek pargali metrik uzay ile esnek metrik uzay ve klasik parcali metrik uzay
arasindaki iliskiler ispatlandi.

Esnek parcali metrik uzayda esnek yuvar, esnek komsuluk ve esnek agik kiime
tanimlar1 verildi ve bir ¢ok oOzellikleri ispatlandi. Esnek agik kiimelerin
elemanter esnek birlesimlerinin bir esnek kiime oldugu gosterildi. Bazi sartlar
altinda ((EP5) sart1) altinda esnek acik iki kiimenin elemanter esnek kesigiminin
de esnek agik oldugu gosterildi. Boylece (EPJ5) sartin1 saglayan her esnek parcali
metrik uzaym elemanter islemler altinda bir esnek topolojik uzay oldugu
ispatlandu.

Esnek topolojik parcali metrik uzayinda esnek kapali kiimeler, esnek i¢ kiimeler
ve esnek kapanig kiimeleri tanimlandi ve temel 6zellikleri ispatlanda.

Esnek pargali metrik uzaylar arasinda siirekli fonksiyon, homeomorfizm ve
izometri tanimlar1 yapildi ve temel 6zellikleri ispatlandi.

Esnek parcali metrik uzayda yakmsak diziler ve Cauchy dizileri incelendi ve
esnek metrik uzaym tamligi tizerine ¢aligildi.

vi



ON SOFT PARTIAL METRIC SPACES

SUMMARY

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, soft partial metric, topologi
of soft partial metric sapaces, converges, completeness.

The aim of this thesis is to construct a soft partial metric structure on the soft sets by
using soft elements and to examine some topological and completeness properties of
the soft partial metric spaces. For this purpose, the following studies has been
performed.

1. The soft partial metric space has been defined by the soft element and some
examples have been given.

2. The relationships between the soft partial metric space and the soft metric space
and the classic partial metric space have been proved.

3. The definitions of the soft ball, soft neighborhood and soft open set in the soft
partial metric space have been given and the many properties of their have been
proved. It was shown that the elementary union of the soft open sets is a soft
open set and under some conditions ((EP5) contition), the elemantary
intersection of two soft open sets is a soft open set. It has thus been proved that
every soft partial metric space satisfying the condition (EP5) is a soft topological
space under elementary operations.

4. The soft closed sets, soft internal sets and soft closure sets in the soft topological
partial metric space have been defined and their basic properties have been
proved.

5. The definitions of continuous function, homeomorphism and isometry between
the soft partial metric spaces have been given and their basic properties have
been proved.

6. The convergent and Cauchy sequences of soft elements in soft partial metric
space have been examined and the completeness of soft metric space has been
studied.
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BOLUM 1. GIRIS

Miihendislik, ekonomi, ve ¢evre bilimleri gibi alanlarda dogruluk degeri goreceli
olan kavramlar ile sik sik karsilagilir. Bunun sonucunda ortaya ¢ikan belirsizligi
barindiran bir problemin, matematiksel olarak ele almip ¢6ziilmesi igin Aristo
mantig1 ve Georg Cantor’un klasik kiimeler teorisi yetersiz kalmaktadir. Bu tiir
problemlerin ¢dziilebilmesi icin olasilik teorisi, aralik matematigi teorisi, yaklasimli
kiimeler teorisi, bulanik kiimeler teorisi, sezgisel bulanik kiimeler teorisi ve esnek
kiimeler teorisi gibi bir¢cok teori gelistirilmistir. Bunlardan en Onemlisi L. A.
Zadeh’in gelistirdigi ve belirsizlik kavramiyla biliyiik 6l¢iide basa ¢ikabilen bulanik
kiimeler teorisi bir¢ok alanda kullanilmistir [1]. Fakat iiyelik fonksiyonlarmdan
yararlanilan bu teoride her bir durum i¢in iiyelik fonksiyonunun insa edilmesi kolay
degildir. D. Molodtsov, bu zorluklar1 ortadan kaldirmak i¢in 1999 ve 2004 yilinda
esnek kiimeler teorisini gelistirmis, bir esnek kiime, tanim kiimesi bir parametre
kiimesi, goriintii kiimesi bir evrensel kiime olan bir doniisiim olarak tanimlayarak
esnek kiimeler teorisini oyun teorisi, olasilik teorisi, optimizasyon teorisi, yoneylem
analizi gibi alanlara bagarili bir sekilde uygulamistir [2,3]. Ayrica D. Molodtsov ve
arkadaslar1 esnek sayi, esnek tiirev ve esnek integral gibi kavramlari tanimlayarak
esnek kiime teorisinin temelini olusturmaya calismislardir [4]. P. K. Maji ve
arkadaslar1 esnek kiime teorisini karar verme problemlerinde kullanmis, esnek
kiimelerin bazi iglemlerini tanimlayip onlarin 6zelliklerini incelemis ve bulanik esnek
kiime kavramini tanitmiglardir [5-8]. Bunlarin disinda bir¢cok aragtirmaci esnek
kiimeleri ve esnek kiime islemlerini farkli sekillerde yorumlayarak bu konular ile

ilgili ¢esitli arastirmalar yapmiglardir [9-13].

Son yillarda yapilan ¢aligmalarda esnek kiimeler iizerine bircok matematiksel yap1

kurulmustur. Bu baglamda esnek kiimeler teorisinde grup, halka, ideal vb. cebirsel



yapilar ile ilgili ¢ok sayida calisma yapilmis ve bu calismalarin neticesinde esnek

kiimeler ile ilgili yeni uygulamalar elde edilmistir [14-21].

Ilk kez 2011 yilinda M. Shabir ve M. Naz esnek kiimeler iizerine topolojik yapilar
kurmuglardir [22]. W. K. Min bu esnek topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlar1
ile ilgili ¢galismalar sunmustur [23]. 2012 yilinda H. Hazra ve arkadaslar1 Shabir ve
Naz’in tanimladig1 esnek topolojiden farkli olarak bir topoloji tanimlamiglardir [24].
Bu siirecte A. Aygiinoglu, B. P. Varol ve H. Aygiin esnek kiimeler ve bulanik esnek
kiimelerin iizerine topolojik yapilar kurup bir¢ok topolojik kavrami incelemislerdir
[25-28]. 1. Zorlutuna ve arkadaslar1 esnek topolojik uzaylarda esnek nokta kavramini
kullanarak esnek i¢ nokta, esnek komsuluk, esnek stireklilik ve esnek kompaktlik
gibi kavramlar1 tanitmiglardir [29]. Bunlardan ayr1 olarak bir¢ok yazar esnek nokta
kavramini kullanip esnek topolojik uzaylar ile ilgili ¢cok sayida yeni c¢alisma

yapmuglardir [30-34].

2012 yilinda S. Das ve S. K. Samanta, esnek reel kiime, esnek reel say1 ve bunlarin
Ozelliklerini [35], 2013 yilinda esnek kompleks kiime, esnek kompleks say1 ve bunlar
ile ilgili 6zellikleri [36] inceledikten sonra ayni yil esnek eleman ile esnek kiimeler
tizerinde elemanter esnek kiime islemlerini tanimlayarak bu islemlere gore esnek
kiimeler iizerine esnek metrik yapilart kurmuslardir [37]. 2017 yilinda K. Taskoprii
doktora tezinde esnek kiimeler ilizerinde elemanter islemlerle esnek elamenter
topolojik yap1 kurmus, diger esnek topolojik uzaylarla iligkisini incelemis ve bu

topolojik uzayda bir¢ok kavrami ¢aligmistir [38-39].

Ote yandan, son zamanlarda ilgi cekici bir baska alan olan pargali metrik uzaylar
konusu ilk kez 1992 ve 1994 yillarinda, S.G. Matthews tarafindan metrik uzaylarin
bir genellemesi olarak ortaya atilmistir [40-43]. 1995 yilinda S.J. O’Neill pargali
metrik uzaylarin tamlik ve topolojik 6zelliklerini incelemistir [44]. Bunlarin disinda
birgok yazar parcali metrik uzaylarda Ozellikle sabit nokta teoremleri iizerine
caligmalar yapmistir. Bu konuda en giincel caligmalar i¢in [45-49] kaynaklarina
bakilabilir.



Bu tezin amac1 esnek kiimeler lizerine esnek eleman yardim ile esnek pargali metrik
yapist kurmak ve bazi tamlik ve topolojik Ozelliklerini incelemektir. Bu amag

dogrultusunda asagidaki caligmalar yapilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak esnek kiime ve temel ozellikler,
esnek eleman, esnek kiimeler lizerinde elemanter islemler, esnek metrik uzaylar
elemanter esnek topolojik uzaylar ve esnek fonksiyon kavram ile ilgili bazi temel
Ozellikler verilmistir. Ayni bdliimde parcali metrik kavrami ile temel ozellikleri

kisaca anlatilmis ve bir ka¢ dnemli 6rnek verilmistir.

Tezin esas bolimii olan ii¢ilincii boliimde, esnek kiimeler iizerine esnek eleman
kullanilarak esnek pargali metrik yapisi kurulmus ve bazi temel Ozellikleri
ispatlanarak ornekleri verilmistir. Esnek pargali metrik uzay, esnek metrik uzay ile
karsilastirilmis ve her esnek metrik uzayin esnek parcali metrik uzay oldugu
goriilmistiir. Esnek parcali metrik uzayla klasik parcali metrik uzaylar arasinda
iligkiler kurulmustur. Bu boliimde ayni1 zamanda esnek parcali metrik uzaylarda
esnek acik yuvar, esnek kapali yuvar, esnek agik kiime kavramlari tanimlanmis ve
bazi 6nemli 6zellikleri ispatlanmistir. Genel olarak esnek metrik uzayin bir elemanter
esnek topolojik uzay olmadigi halde tezde verilen (EP5) aksiyomunu saglayan her
esnek parcgalt metrik uzaym bir esnek elamenter topolojik uzay oldugu ispatlanmistur.
Bundan sonar esnek elemanter topolojik parcali metrik uzayda esnek kapali kiime,
esnek i¢, esnek kapanis tanimlar1 yapilarak bazi 6zellikleri ispatlanmistir. Bu
boliimde ayn1 zamanda esnek pargali metrik uzayda terimleri esnek elemanlar olan
dizilerin yakinsaklik, Cauchy dizileri ve bazi 6zellikleri ile esnek tam parcali metrik

uzaylarda tam kiimeler ve kapali kiimelerin bazi temel 6zellikleri .ispatlanmustir.

Tezin son bolimii olan tartismalar ve Oneriler bdliimiinde, bu tezde elde edilen
sonuclar ve tez kapsamindaki calismalarin devami niteliginde olan ¢aligmalar icin

bazi Oneriler verilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlar, bir sonraki boliimde
tanim ve yapilarin kurulmasinda, teoremlerin ispatlanmasinda onbilgi ve yontem

olarak kulanilacaktur.
2.1. Esnek Kiimeler

Tanmm 2.1.1. [2] X #O evrensel bir kiime, 4#J parametrelerin bir kiimesi ve

P(X ) , X kiimesinin kuvvet kiimesi olmak lizere F: A4 —)P(X ) doniisiimiine X

tizerinde bir esnek kiime denir ve (F , A) ikilisi ile gosterilir.

Bagka bir degisle ile X kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir sinifina

X lzerinde bir esnek kiime denir. Her A€ A4 i¢in F (/1) kiimesi, (F , A) esnek
kiimesinin A -yaklasimli elemanlarmin bir kiimesi olarak diisiiniilebilir. Boylece X
kiimesi tizerinde bir (F, 4) esnek kiimesi (F,4) = {(/’t,F(/l)) :AedveF(A)c X}

bi¢iminde yazilabilir.

X evrensel kiimesi tlizerinde A parametre kiimesi ile parametrelendirilmis biitiin

esnek kiimelerin smifi S, (X)) ile gosterilir.

Tamm 2.1.2.[5,10,12] (F,4) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun.

Her Ae 4 i¢in F(A1)=0 ise (F,A) kiimesine bos esnek kiime denir ve @ ile

gosterilir.



Her e A i¢in F(A)=X ise (F,A) kiimesine mutlak esnek kiime denir ve X ile

gosterilir.

AcB ve her Aed icin F(1)cG(A) ise (F,A) kiimesine (G,B) esnek
kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve (F, 4) & (G,B) ile gosterilir. (G, B) kiimesine
de (F, A) esnek kiimesinin esnek iist kiimesi denir ve (G,B)>(F, ) ile gosterilir.
(F,A4) kiimesi, (G,B) kiimesinin esnek alt kiimesi ve (G,B) kiimesi de (F,4)
kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F,4) ve (G,B) kiimelerine X iizerinde esit esnek

kiimeler denir.

C=A4ANnB ve her AeC igin H(l)zF(ﬂ,)mG(ﬂ,) olmak iizere (H,C) esnek
kiimesine (F ,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir ve

(H, C) = (F,A) F\(G,B) ile gosterilir.

C=A4AUB veher 1eC igin

F(Z) , A€A-B
H(A)= G(4) , AeB-4
F(A)uG(A) , AedAnB

olmak tizere (H,C) esnek kiimesine (F ,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek

birlesimi denir ve (H ,C ) = (F ,A) Q(G,B) ile gosterilir.

C=AN\B ve her 21eC i¢in H(A)=F(A)\G(A) olmak iizere (H,C) esnek
kiimesine (F ,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek farki denir ve

(H,C) = (F,A)\~(G,B) ile gosterilir.



FC:4A—P(X) doniisiimii her Aed igin F (A)=X-F(A) olmak iizere X
tizerindeki (FC, A) esnek kiimesine (F, ) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir

ve (F€,4)=(F,4)" ile gosterilir.

Onerme 2.1.3.[10,12] (F,4), (G, A4) ve (H,A), X iizerinde esnek kiimeler olmak

lizere asagidaki esitlikler saglanir.

L. ((F,A)0(G,4)) =(F,4) A(G,A),

2. ((F,A)A(G,4)) =(F,4) O(G,4),

3. ((F.A)A(G.4))O(H, A)=((F,A)O(H,4))A((G,4)O(H, 4)),
4. ((F,4)0(G,4))A(H,4)=((F.4)A(H,4))O((G.A)~(H, 4))
2.2. Esnek Elemanlar

Tanim 2.2.1. [35] X = bir kiime ve A= bir parametreler kiimesi olmak iizere

g:A— X fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir esnek eleman denir.

¢, X uzerinde bir esnek eleman ve bir (/,4) e S, (X ) verildiginde her 4 € 4 i¢in
e(A)e(F)(A) ise & esnek elemam (F,A4) esnek kiimesine aittir denir ve

g €(F, A) ile gosterilir.

Her 1€ 4 i¢in (F )(/1) c X tek elemanl: bir kiime ise (F, A) kiimesine tek elemanli

esnek kiime denir. Ohalde her tek elemanli esnek kiime, bir esnek eleman olarak

almabilir.



Her Ze A i¢in (F)(A1)#@ ile X iizerinde tamml tiim esnek kiimeler ile @ bos
esnek kiimenin olusturdugu sinif § ()~( ) ile ve (F,A)eS(X ) esnek kiimesinin tiim

esnek elemanlarinin sinifi da SE(F, A) ile gosterilir.

Bu tezde kolaylik acisimndan esnek elemanlar i¢cin X, p,z,... gOsterimi

kullanilmaktadir.

Onerme 2.2.2. [37] Bir (F,A)e S (f( ) esnek kiimenin esnek elemanlarmin bir sinifi,

(F, A) esnek kiimesini bir esnek alt kiimesini tiretir. 3, X mutlak esnek kiimesinin
esnek elemanlarnin bir smifi ise f smifinin drettigi esnek kiime SS (ﬂ) ile

gosterilir.

Onerme 2.2.3 [37] Herhangi bir (F,A) eS(f( ) esnek kiimesi icin
SS (SE(F , A))z(F ,A) olur. Fakat X mutlak esnek kiimenin esnek elemanlarmin

bir A smifiigin SE(SS())= B olur.

Uyan 2.2.4. [37] BB, < SE(X) olmak iizere 5 f, olsun. Her 1eA igin

B.(2)=p(A) ise SS(B)=SS(8,) olur.

Ornek 2.2.5. [38] 4 ={ﬂ, ,u} parametreler kiimesi ve X = {a,b,c} evrensel kiimesi

verilsin. Bu durumda



olmak izere SE(X)={%.%,....%} olur. B ={%.%}, B ={%.%.5.%} ve

B, ={%.%,.%,.%} eleman simiflari ele alinirsa

(F.A)=SS(f)=S5(5) ={(2{a.b}).(u.{a.b})}.
(G, 4)=5S(B,) = {(l,{a,b}),(y,{a,b,c})}

olup B = SE(F,A), B, cSE(G, A) ve p,=SE(F,A) bulunur.

Onerme 2.2.6. [37] Herhangi (F,A),(G,A)eS(f() esnek kiimeleri icin (F, A)

kiimesinin her esnek eleman1 (G, A4) kiimesinin de bir esnek elemani ise

(F,A)Z (G, A) olur.

Uyan 2.2.7. [37] (F,A),(G,A)eS ()? ) iki esnek kiime olsun. Bu durumda
XE(F,A)J(G, A) ise X&(F,A) veya X €(G,A) olmasi gerekmez. Ayrica (F, A),

(G, A) esnek kiimelerinin esnek kesisiminin veya esnek tiimleyeninin § ()~( ) smifina

ait olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.8. [38] Ornek 2.2.5. iizerinden (H, A) ={(,1,{a,c}),( ﬂ,{c})} eS(X) ve

(K,A4)= {(l,{a,b,c}),(ﬂ,{b,c})} € S(f() esnek kiimeleri verilsin. Buradan

(K, 4)={(1.2).(1.{a})} £ 5(X)

(F, A)O(H, 4) ={(A{a.bc}). (1 {ab,c})}



olur. Ancak X, &(F,A)O(H,A) olmasma ragmen X, ¢ (F,A) ve X, (H,A) olur.

Ayni zamanda (F, A)A(H, A) = {(ﬂ,{a}),(,u, @)} ¢ S(f() elde edilir.
2.3. Elemanter Esnek islemler

Tanim 2.3.1. [37] (F, 4),(G,4)e S(X) iki esnek kiime olsun.
B={¥EX:X&(F,A) veya ¥ (G, 4)}

esnek elemanlarm bir smifit olmak iizere (F,A)U (G, A4)=SS ( ﬂ) esnek kiimesine

(F,A) ile (G, A) esnek kiimelerinin elemanter birlesimi denir. Yani,
(F,A)U(G, 4)=SS(SE(F,A)USE(G, 4))
bi¢iminde tanimlanir.
B={¥EX:XE(F,4) ve XE(G,4)}

olmak iizere (F,A)M(G,A)=S8S(B) esnek kiimesine (F,A) ile (G,4) esnek

kiimelerinin elemanter kesisimi denir. Yani,
(F,A) ™ (G, 4)=SS(SE(F,A)nSE(G, 4))

bi¢iminde tanimlanir.

B={Re X 5 (FC, 4)
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olmak iizere (F©,A)=SS() esnek kiimesine (F,A) esnek kiimesinin elemanter

tiimleyeni denir. Diger bir ifadeyle (F©, 4) = SS (SE (F ‘, A)) bi¢ciminde tanimlanir.
B={ReX:5&(F,HN\ (G, )

olmak iizere (F,A)\(G,A)=SS(f) esnek kiimesine (F,4) ve (G,A4) esnck

kiimelerinin elemanter farki denir. Diger bir deyisle
(F, H\(G, 4) = SS(SE((F, )\ (G, 4)))

olarak tanimlanir.

Onerme 2.3.2. [37] (F, A),(G,A) S ()? ) iki esnek kiime olsun. Asagidaki esitlikler

saglanir.

1. (F,A)U(G,4)=(F,4)(G,A),

2. (F,AMF ,AH=D,

3. Heriel igin (F,A)=SS(B) ise @(F,,A):SS(U@] .

iel iel

Onerme 2.3.3. [38,39] (F,4).(G,4)eS(X) iki esnek kiime olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

1. (F,AMN(G,A)E(F,AANG, A,
2. (FS,A)E(F,4),
3. (F,A\(G,A) & (F, A\ (G, 4),

4. (F,AUF°, HEX,
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5. Heriel igin (F,4)=SS(f) ise ()(F,4) gss[ﬂﬂi] :

iel iel

Uyan 2.3.4. [38] (F,A),(G,A4) e S(f() iki esnek kiime olsun. (F, )M (G, A)=D

olmast (F,A)&(GS,4) ve (G,A)&E(FC,4) olmasmi gerektirmez. Ornegin;

2

X ={a,b,c,d} ve A={A,u} olmak iizere

(F,A) = {(ﬂ,{a,b}),(,u,{a,c
(6. ={(Afed)) (1
(i, 4)={(4{e.d}). (s {ab.d} )}

S
)

esnek kiimelerini ve elemanter tiimleyenlerini gozoniine alalim. (F, A)M (G, 4)=®
ve (F,A)M(H,A)=® olmasma ragmen (F, A)Z (G, A) veya (G, A)Z(F®,A) ve
(F,AZ(HC, ) veya (H,A)Z(F,4) elde edili. Ancak (HS, )& (F,A) ve
(F®,A)&(H,A) olur. Aym1 zamanda (G,A)M(H,4)#® olmasma ragmen
(G, A M(H®,A)=® olur.

Onerme 2.3.5. [38,39] Herhangi (F,A),(G,A)ES(X) esnek kiimeleri ig¢in
(F,.AMNGH=D ve (F.AHANGDHeS(X) ise (F,AS(G,4) ve

(G, A) & (F, A) olur.

Lemma 2.3.6. [37,39] Herhangi (F,A),(G,A)eS(f() esnek kiimeleri igin

asagidakiler saglanir.

1. SE((F.4

N—"
S)

(G,4))=SE(F,A)NSE(G, 4)

c

2. SE((F,4)U(G,A4))2SE(F,A)USE(G,A).
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Onerme 2.3.7. [37,39] (F, 4),(G,4),(H,A4)e S(X) iki esnek kiimeler olsun. Bu

durumda asagidakiler saglanar.

1. ((F, A0 (G, A))U(H,4) &((F, AU H, 4))0((G, A) U(H, 4)).

2. ((F,A)U(G,A)) 0 (H,4) S((F, A) M (H,4)U((G,4) 0 (H,4))

Hangi sartlarda elemanter birlesim ve elemanter kesisim iglemlerinin S ()? ) iizerinde

dagilma 6zelligine sahip olacagi asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 2.3.8. [39] (F, 4).(G. 4),(H,A) €S (X ) esnek kiimeleri verilsin,
1. Eger (F,A)A(G,4)e S(X) ise
((F,A) (G, A))U(H, A)=((F,A)UH, 4))A((G,AHV(H,4H)),
2. Eger (F,A)A(H,A)eS(X) ve (G, A)A(H, A)eS(X) ise
((F,A)U(G, )M (H,A)=((F, A A (H,4))U((G,4) N (H,A)

olur.

Onerme 2.3.9. [39] (F, 4),(G, 4) €S (X ) esnek kiimeleri verilsin.

L. (FC,AMNG, A= ise (F,AU(G,4)) =(F, MG, 1),

2. ((F,A)M (G, 4)) =D ise ((F,4)M(G,A)) =(F,4)U (G, ).

Onerme 2.3.10. [39] (F, 4).(G, 4) €S (X ) esnek kiimeleri verilsin.
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1. (FS, ARG, A)=D, (F°,A)#D ve (G°,A) =D ise
((F,A)U(G,4)) =(F°, )M (G", ),

2. (F,AMN(G,A)#®D, (F°,4)#® ve (G°,4) =D ise
((F, A) 0 (G, 4)) =(F°, ) U(G", ).

Uyan 2.3.11. [29] Yukaridaki 6nermede goriildiigii gibi elemanter islemler De
Morgan kurallarin1 genelde saglamazlar. Eger her (F,A4),(G,4)eS ()~( ) icin

(F.AAG, A)eS(X), (FAL.G.H)eS(X) ve (F,AHANG",H)eS(X)

olusa elemanter islemler i¢cin De Morgan kurallar1 saglanir.

Tamm 2.3.12. [38,39] 7 § ()~( ) esnek kiimelerin bir sinift olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa 7 smifina X iizerinde elemanter islemlere gére bir esnek topoloji ve

(X' ,T, A) ticliisiine elemanter esnek topoloji denir.

1. ®,Xur,

2. {U, 4} _, ez igin YU, D e,

iel

3. {(Ul.,A)}:=1 e i¢cin (U, 4) er.

iel

Tamm 2.3.13. [38] B < S(X) esnek kimelerin bir smifi olsun. Eger B smifi

asagidaki sartlar1 saglarsa bu sinifa X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji icin

esnek baz denir.

Bl. Her ¥& X i¢in ¥ & B olacak sekilde en az bir Be B esnek kiimesi vardir.



14

B2. B,B,eB icin ¥éX ve ¥EB MB, isec ¥&B,&B MB, olacak sekilde

B, € B esnek kiimesi vardir.

2.4. Esnek Reel Sayilar

Tamm 2.4.1. [35,37] B(R), R reel sayilar kiimesinin bostan farkli tiim smirl alt

kiimelerinin smifi olmak tizere F: 4— B(R) doniisiimii ile birlikte (F,A) esnek

kiimesine esnek reel kiime denir. Eger (F, 4) esnek reel kiimesi tek elemanli esnek

kiime ise (F, A) kiimesine karsilik gelen esnek eleman ile iliskilendirilen bu esnek

kiimeye esnek reel say1 denir. Tiim esnek reel kiimelerin smifi R(A) , tim esnek reel

sayilarm smifi R(A) ve negatif olmayan esnek reel sayilarin smifi R(A)* ile

gosterilir. R(4)=SE (]R) oldugu agiktir.

Bu tezde esnek reel sayilar i¢in 7,5,7,... gosterimi ve dzel olarak her 1€ 4 icin

r (ﬂ) =r ise r gosterimi kullanilmistir.

r,s ER(A) esnek reel sayilar1 verildiginde bu esnek reel sayilarin siralamasi, her
Aed igin F(A)<5(A) ise F<5, F(A)=5(A) ise 72§, F(A)<5(4) ise F<3§,
7(A)>5(A) ise 755 seklindedir.

Tamm 2.4.3. [35] (F,A4),(G,A) e R(A) esnek reel kiimeleri verilsin.

Her A€ A4 igin (F, A) ve (F, A) esnek reel kiimelerinin toplami

((F,A)+(G,A)(A)={a+b:ae(F,A)(1),be(G,A(A)},
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Her e 4 igin (F,A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin fark

((F.4)—(G,4)(A)={a—b:ae(F,4)(1), be(G,A)(1)}

F,A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin ¢arpimi her A € 4 icin
(F.4) ve (G, 4)
((F,A)(G,4))(2)={ab:ae(F,A)(1), be(G, (1)},
F,A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin boliimii her A € 4 i¢in
(F.4) ve (G, 4) ¢

((F.4)/(G,4)(A)={alb:ae(F,A)(1), be(G,4A)(1)\{0}}

bi¢iminde tanimlidir.

Uyan 2.4.4. [35] R(A) esnek reel sayilar simifi lizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma
ve bdlme islemleri R(A) lizerindeki islemlere benzer sekilde yapilir. Ornegin;
r,s éR(A) verildiginde bu iki esnek reel saymm toplami her A€ A igin
(7+3)(A)={a+b:a=7(A),b=5(4)} olmak iizere 7+3 bigiminde ve bu iki
esnek reel saymin garpimi her A€ A igin (175)(2,) = {a.b ra= F(/l),b = 5(1)}
olmak tizere 7.§ bi¢imindedir. Bu durumda R(A), tanimlanan toplama ve ¢arpma

islemlerine gore bir cisim olur.

2.5. Esnek Fonksiyonlar

Tanmm 2.5.1. [38,39] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A4 bostan farkl

parametreler kiimesi olsun. f:SE(X)— SE(Y) doniisimine bir esnek doniisiim

denir.
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Ornek 2.5.2. [38] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime, 4 bostan farkl

parametreler kiimesi ve { fiAe A} , X ’den Y ’ye kesin doniisiimlerin herhangi bir

parametrelendirilmis ailesi olsun. Bu durumda her ¥&X ve her leA4 icin
(X)) =1, ()?(/”t)) seklinde tamimlanan f:SE(X)— SE(Y) donisiimii bir

esnek doniisiim olur.

Ornek 2.5.3. [38] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli

parametreler kiimesi olsun. g:X — Y, bir kesin doniisiim olmak iizere her ¥ & X
ve her 1€ A4 i¢in f(fc)(l) = g(i(ﬂ,)) seklinde tanimlanan f: SE()?) — SE(Y)
dontisiimii bir esnek doniisim olur. Bu sekildeki bir esnek doniisiime g kesin

doniisiimii tarafindan tiretilen esnek doniisiim denir. Boylece, X ’den Y ’ye herhangi

bir kesin doniisiim bir esnek doniisiime genisletilebilir.

Uyan 2.5.4. [38] Ornek 2.5.3.’{in tersi dogru degildir (Ornek 2.5.5.”e bakiniz). Kesin
dontigiimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi bir esnek doniisiim olmasina
ragmen bir esnek doniigiim kesin doniisiimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi
olmayabilir. Boylece esnek donilisim kesin doniisiimlerin  herhangi  bir

parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Ornek 2.5.5. [38] X ={a,b}, Y ={c,d} ve A={A,u} olsun. Bu durumda

% ={(%a).(ma)}, F={(4e).(me)},
% ={(ha).(wb)}, 7 ={(Ae). ()},
% ={(40).(ma)f, F,={(A.d).(me)f,
F={(2b). (b)) Fo={(2d),(n.d)}

olmak iizere SE(X)={%.%,,%.%} ve SE(Y)={3.53,, 7,7} olur.
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f:SE(X)—>SE(Y) esnek donisimi f (%)=, [f(%)=5, S(%)=mh,

f(%,) =, seklinde tanimlansin. Buradan

S(&)(A)=74(2)= 1, (%(4)=1.(a)=d.
(%) (A)=5(2)=1(%(2)= 1. (a)=c,
F(®)(A)=5(1)= £:(%(2)= 1, (b) =c,
(&) (A)=5(2)= £, (%, (2)= 1. (b)=d

oldugundan f, : X — Y bir doniisiim degildir.

Teorem 2.5.6. [39] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A4 bostan farkli

parametreler kiimesi olsun. f:SE ()~( )—) SE ()7) esnek donilisiimii asagidaki ( f.)
sartm1  saglarsa, her X&X ve her £eX igin fc(l)zf olmak iizere

fl(f)zf(i)(ﬂ,) ile tanmmlanan f,: X —Y, her bir 1A€A igin bir kesin

doniisiimdir.

(f,) Aedve éeX igin {f(fc)(/i) FEX3X(A)= 5} tek elemanli bir kiimedir.
Tamm 2.5.7. [38] f:SE(X)—> SE(Y) bir esnek doniisiim olsun.

1. (F,A)eS()? ) esnek kiimesinin f altindaki goriintiisii f (SE(F,A)) olarak
tanimlanir ve (F,A4) kiimesinin f altindaki esnek goriintli kiimesi

SS(f(SE(F,A))) € S(f) esnek kiimesidir.
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2. (F',A)eS(Y) esnek kiimesinin f altindaki ters gorintiisi f~ (SE(F',4))
olarak tanimlanir ve (F’, A) kiimesinin f altindaki esnek ters goriintii kiimesi

SS(f’1 (SE(F", A))) € S(f() esnek kiimesidir.

Uyan 2.5.8. [38] f:SE(X)—> SE(Y) bir esnek doniisim ve (F,4) e S(X) olmak

tizere Onerme 2.2.3 den f(SE(F,A)) c SE(SS(f(SE(F,A)))) olur.

Uyant 2.59. [38] (F.A)eS(X) ve BcSE(X) icin SS(Z)=(F,4) ve
f:SE(X)—>SE(Y) bir esnek donisim olsun. Bu durumda 2 c SE(F,A)
oldugundan f(B)< f(SE(F.A4)) olur. Buradan da
SS(f(B))&SS(f(SE(F,4))) olur. Fakat, f esnck doniisimi (f) sartm
saglarsa her Aed i¢in f(2B)(A)=f(SE(F,4))(4) olacagindan Uyar1 2.2.4.

geregi SS(f(B))= SS(f(SE(F,A))) olur.

Tamm 2.5.10. [39] Teorem 2.5.6 nin sartlarin1 saglayan bir esnek doniisiime esnek

fonksiyon adi verilir.

Onerme 2.5.12. [38] Herhangi (F,4),(G,4)eS(X) esnek kiimeler ve

f:SE(X)— SE(Y) esnek doniisiimii verilsin. Bu durumda asagidaki 6zellikler

saglanir.

1. (F.A)E(G,4) ise SS(f(SE(F,4)))&SS(f(SE(G, 4))),
2. SS(f(SE((F,A)W(G,4))))>SS(f(SE(F.A)))usS(f(SE(G,A4))).

3. SS(/(SE((F,A)A (G, 4)))) & SS(f(SE(F,4)))asS(f(SE(G.4))).
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4. (F.A)E(G,A) ise SS(f(SE(F,4)))&S5S(f (SE(G, 4))),
5. SS(S(SE((F,A)W(G,4)))) > 8S(f (SE(F,4)))usS(f (SE(G, 4)))

6. SS(f(SE((F,A)M(G,A))))&SS(f (SE(F,4)))mSS(f (SE(G.4))).

Uyan 2.5.13. [38] f:SE(X)—> SE(Y) esnek fonksiyon ise Uyari 2.5.9.’dan

yukaridaki 6nermede 2. 5. ve 6. 6zelliklerden esitlik durumu saglanir.
2.6. Esnek Metrik Uzaylar

Tanmm 2.6.1. [37] X #O bir evrensel kiime ve 4#J bir parametreler kiimesi

olmak tlizere ve d:SE ()? )x SE ()Nf ) - R(A)* esnek doniisiimii asagidaki sartlari

saglarsa d doniisiimiine X iizerinde esnek metrik denir.

EMI. Her %, 7&X i¢in d(%7)20,
EM2. Her %,7&X i¢in d(%,7)=0o%=7,
EM3. Her %,7&X i¢in d(%,7)=d(5,%).

EM4. Her ,7,2& X icin d(%,7)<d(%2)%d (5 7).

X mutlak esnek kiimesine iizerindeki d esnek metrigi ile birlikte esnek metrik uzay
denir ve (X,d,4) veya (X.d) ile gosterilir. (EM1)-(EM4) aksiyomlarina da esnek

metrik aksiyomlar1 denir.

Onerme 2.6.2. [37] {d LiAde A} , bir X kesin kiimesi lizerindeki kesin metriklerin

herhangi parametrelendirilmis edilmis ailesi olsun. Bu durumda her %, 7&X ve her
Aed igin d(%7)(A)=d,(%(2).5(2)) seklinde tanimlanan d déniisimi X

uzerinde bir esnek metrik olur.
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Onerme 2.6.3. [37] p, bir X kesin kiimesi iizerindeki herhangi kesin metrik olmak
iizere, her X,JEX ve her Aed i¢in d(%7)(4)=p(%(2),7(2)) seklinde
tanimlanan d : SE ()? )x SE ()N( ) - R(A)* doniisiimii bir esnek metrik olur. Bu

sekildeki bir esnek metrige o kesin metrigi tarafindan tiretilen esnek metrik denir.

Boylece X iizerindeki herhangi metrik bir esnek metrige genisletilebilir.

Uyan 2.6.4. [37] Kesin metriklerin herhangi parametrelendirilmis ailesi bir esnek
metrik  olmasmna ragmen, herhangi esnek metrik kesin  metriklerin
parametrelendirilmis bir ailesi degildir. Boylece esnek metrik, kesin metriklerin

herhangi bir parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Teorem 2.6.5. [37] X #J bir evrensel kiime ve A= bir parametreler kiimesi
olsun. X iizerinde bir d : SE ()N( )>< SE ()~( ) - R(A)* esnek metrigi agagidaki (EMS)
sartin1 saglarsa her X,y € X icin d i (fc(l), )7(2)) =d ()?, )7)(1) seklinde tanimlanan

y
d,: XxX —>R", her A€ 4 i¢cin X ilizerinde bir metriktir.

EMS5. Her Aed, 5yeEX ve (7.&)e XxX icin

{d(2.5)(2):%(2)

I
=
<
—_
N
~—
I
e
—_——
=
(@)
=~
e,
Q
=
o
=
o
=
~
[=H
3
Q
[aN
F;.

2.7. Parcah Metrik Uzaylar

Tammm 2.7.1. [41] X bostan farkli bir kiime ve x,y,ze X olmak {iizere

p:XxX —[0,0) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasim.

Pl. p(x,x)< p(x, )
P2. x=y < p(x,x)=p(x,y)=p.»)
P3. p(x,y)=p(y,x)
P4, p(x,z) < p(x,y)+ p(y,2) = p(y, )
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Bu durumda p fonksiyonuna X iizerinde bir par¢ali metrik, (X, p) ikilisine de

parc¢ali metrik uzay adi verilir.

Eger p(x,y)=0 1se (PI) ve (P2) sartlarindan x =y elde edilir. Fakat x=y ise
p(x,y) degeri 0 olmayabilir.

Lemma 2.7.2. [42] Her metrik uzay bir parcali metrik uzaydir.

Ornek 2.7.3. [41] p:[0,00)x[0,00) —=[0,00), p(a,b)=max{a,b} doniisiimii icin

a,b,c€[0,00) ve 0<a<bh<c olsun.

Coziim. P1. ¢ <b oldugundan dolay1r max{a,a} <max{a,b} olur.

P2. max{a,a} =max{a,b} =max{b,b} olmas1 i¢in gerek ve yeter sart a=»>b

olmasidir.

P3. max{a,b} =max{b,a} oldugu agiktir.

P4. max{a,b} =b, max{a,c} =c, max{c,b} = ¢, max{c,c} =c oldugundan dolay1
max{a,b} <max{a,c}+max{c,b} —max{c,c} oldugu kolaylikla goriilir. Sonu¢
olarak p bir parcali metrik ve (J0,0), p) uzay1 da bir parcali metrik uzaydir. Fakat

Va,be X i¢in a=b iken p(a,b)=0 olmaz. Dolayisiyla p bir metrik degildir.

Teorem  2.7.4.  [43] (X,p) bir parcali  metrik uzay  olsun.

d*(x,y)=2p(x,y)— p(x,x)— p(y,y) olarak tanimlansin. Bu durumda (X,d’) bir

metrik uzaydir.
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Teorem  2.7.5. [44] (X,p) bir parcali  metrik uzay  olsun.
d"(x,y)=max{p(x,y)— p(x,x), p(x,y)— p(y,y)} olarak tanimlansin. Bu durumda

(X,d") bir metrik uzaydir.



BOLUM 3. ESNEK PARCALI METRIK UZAYLAR

3.1. Esnek Parcali Metrik

Tammm 3.1.1. A# parametreler kiimesi X mutlak esnek kiime olsun.
Vi, 7,2 SE(X) i¢in  p:SE(X)xSE(X)—>R(A)" doniisiimii asagidaki sartlar

saglasin.

EP1. 0<p(3,%) < p(%,7)
EP2. p(x,%)=p(X,y)=p(,y) =>X=y
EP3. p(x,y)=p(y,%)

EP4. p(X,37) < p(X,2)+p(Z,7) - p(Z,2)

Bu durumda p doniistimi X izerinde bir esnek parcali metrik ve (X, p,A)

tcliisiine esnek parcali metrik uzay denir.

Uyan 3.1.2. Eger p(%,7) =0 ise (EPI) ve (EP2) aksiyomlarindan %= j elde edilir.

Fakat X =7 ise p(%,7) degeri 0 olmayabilir.

Uyan 3.1.3. Her esnek metrik uzay bir esnek parcali metrik uzaydir. Gergekten
yukaridaki tanimdan p(%,%¥)=0 olmasi durumunda (EPI-EP4) aksiyomlar: ile
Tanim 2.6.1 de verilen (EM1-EM4) aksiyomlarina doniisiir. Boylece esnek parcgali

metrik uzaylar esnek metrik uzaylardan daha geneldir.

Ornek 3.1.4. p:R(A) xR(4) ->R(4), a,h,éeR(A) i¢in p(a,h)=max{a,b}
olsun. A4 sonlu parametreler kiimesi olmak iizere (R', p, 4) bir esnek parcali metrik

uzaydir.
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Coziim. d,b,6eR(A4) ve 023<h<¢ olsun.
EP1. G <b oldugundan max{d,a} < max{a,bh} olur.

EP2. =: max{d,a}=max{a,bh}=max{h,h} olsun. Bu durumda a=max{a,h}=>b

ve buradan da @ =5h bulunur.

&: d=b olsun. Bu durumda max{a,a}=max{a,h} ve max{a,h}=max{h,b}

yazilabilir. Buradan da max {@,a} = max{a,5} = max {h ,5} elde edilir.
EP3. max{a, b} =max{bh,a} oldugu agiktir.

EP4. max{d,h}=bh, max{a,é}=¢, max{é,b}=¢ ve max{¢ &} =¢ oldugundan

max {d, b} £ max{d,c} +max {,b} —max{&,é} oldugu kolaylikla goriiliir.

Dolayisiyla (R, p,4) bir esnek parcali metrik uzaydir. a=0 icin p(d,d)=0

oldugundan (EM?2) sart1 saglanmaz. Yani bir esnek metrik uzay degildir.

Ornek 3.1.5. 4 sonlu parametreler kiimesi, R~ = {(A,R’) VAie A, R =(~x, O]} ve
SS(R™)=R(4) olsun. p:R(A) xR(4) - R(A)" doniisiimii VZ, 7 e R(A4) icin

p(%,7)=—min{X, 7} ile tanimlansin. Bu durumda (R, p, 4) uzay1 bir esnek parcali

metrik uzaydir.

Coziim. x,y,Z < R(A) esnek elemanlar: verilsin.
EP1. p(%,%)=-min{X,%} =—%> 0 olur. min{%, 7} <& oldugu i¢in p(%,%) < p(X, )

olur.

EP2. p(%,X)= p(X,y) = p(¥,y) < —min{¥, X} = —min{X, y} = —min{y, y} .
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1§

EP3. p(x,y)=-min{x, y} = —min{p,x} = p(y,%).

IA
IA
IA
N

EP4. 7<%<%, ¥<y<Z ve ¥<Z<7 durumlar1 gézdniine almsm. Bu durumda

min{¥, ¥} = min{%, £} + min{Z, ¥} - min{Z, £} oldugundan

p(E,7) 2 p(F,2)+ p(2,7) - p(2,2)

elde edilir. Dolayisiyla (R™, p, 4) bir esnek pargali metrik uzaydir.

Ornek 3.1.6. 4 sonlu parametreler kiimesi,

Y ={(A[a,b]): VAe A, [a,b]cR, a<b}

bir esnek kiime ve her (F, 4),(G, 4) € S(Y) igin

p((F, A),(G, A)) = max{b,d} —min{a,é}

olsun. Bu durumda (¥, p, 4) bir esnek pargali metrik uzaydir.

Coziim. (G, A) ={(L[a,b]): L 4, [a,p] R, a<b}

(F,A)={(A[c,d]): Le A4 [c,d|cR, c<d}
(H,A)={(L[e, fD):AecA e, fICR, e< f}

IA
IA
IA

ve a<c<e ve b<d< f olsun.

EPl. b—a<d-a oldugundan max{b,b}—min{d,a} < max{b,d}—min{a,c} elde

edilir.
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EP2. =: max{bh,h}—min{a,a}=max{h,d} —min{a,é} = max{d,d} —min{é,é}

olsun. Buradan h—d=d—éd=d —¢ olur. Yani G=¢ ve h=d olur.

&: a=¢& ve b=d olsun. Buradan max{b,h}—min{d,a} = max{h,d} —min{a,é} ve
max {b,d} —min{a,¢&} = max{d,d} —min{é,é} yazilabilir. Bu da

max{b, b} —min{a,a} = max{h,d} — min{a,&} = max {d,d} —min{é,&} demektir.

EP3. max{b,d}—min{a,¢} = max{d,h} —min{é,a} oldugu agiktur.

EP4. max{b,d} —min{a,é} =d —a, max{b, f}—min{a,é}= f—¢,
max{/,d}—min{é,Z}=d —¢ ve max{f, /}—min{é,&} = f —¢& oldugundan

d—a<(f—a)+(f—&)—(f —&) olur. Bu durumda

PG, A),(F, A) = p(G, A),(H, )+ p((H, A),(F, A)) = p(H, A),(H, 4))

elde edilir. Sonug olarak p bir esnek pargali metrik ve (¥, p, A) bir esnek parcali

metrik uzaydir.

Teorem 3.1.7., bir X kiimesi tizerindeki kesin parcali metriklerin her parametrize

edilmis ailesi {p, : 4 € 4}, X iizerinde bir esnek parcali metriktir.

fspat. Vied ve XyeSEX) i¢in XA),7(A)eX olsun. Vied ve
Vi, 7€ SE(X) igin p:SEX)xSE(X) —>R(A4)" doniisiimii X iizerinde bir esnek
parcali metrik uzay oldugunu gostermek i¢in (EP1—EP4) aksiyomlarini

saglatilmalidir.

EP1. 0 < p(%,%)(A) < p(X, 7)(A) olup 0 < p,(F(A),F(A)) L p,(F(1), 7(A)) olur.

EP2. p(x,%)(4) = p(X, y)N(A) = p(¥, )(A)
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< p(x¥(A),X(A) = p,(X(A), W(A) = p,(3(A), (1))
S M) =F(A).< F=7.

EP3. p(x, y)(A) = p,(X(A), ¥ () = p,((A), X(A)) = p(3,¥)(4)  oldugu icin

p(%,¥)= p(y,x) olur.
EP4. V%, 3,% € SE(X) igin

[p(X,2)+ p(Z,7) =~ p(2,2))(A) = p(X,2)(A) + p(Z, 7)(A) = p(2,2)(A)
= P, (X(A), (D) + p, (2(4), (D) — p,(2(A), Z( 1)
2 p,(3(A), ()
= p(X, )(A)

olur. Béylece p(%,7) < p(X,2)+ p(2,7)— p(2,2)elde edilir. O halde p déniisiimii

X iizerinde bir esnek parcali metriktir.

Sonu¢ 3.1.8. p bir X kiimesi iizerinde herhangi bir kesin metrik olmak {izere X

tizerinde bir esnek parcali metrige genisletilebilir.

Ispat. V%, 7pé& X ve Vled igin p(x, )= p(x(A), (1)) seklinde tanimlanmis
p(X, 7)< p(%,2)+ p(Z,7)— p(2,Z) doniisiimiinii tanimlayalim. Teorem 3.1.7.
ispatindaki yontemin aynisini kullanarak p doéniisiimiiniin X iizerinde bir esnek

parcali metrik oldugu kolaylikla ispatlanir.

p kesin parcali metrigi kullanilarak tanimlanan esnek pargali metrige o metrigi

tarafindan dretilen esnek parcali metrik denir.
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Uyan 3.1.9. Teorem 3.1.7 nin tersi dogru degildir. Kesin parc¢ali metriklerin herhangi
parametrize edilmis ailesi bir esnek parcali metrik olmasma ragmen, herhangi esnek
parcali metrik, kesin parcali metriklerin parametrize edilmis bir ailesi olmasi
gerekmez. Boylece esnek pargali metrik, kesin parcali metriklerin herhangi

parametrize edilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Teorem 3.1.10. Eger X iizerinde bir p esnek parcali metrigi asagidaki (EPS)
aksiyomunu saglarsa VX JEX ve VAied igin D, (X(A4), ¥(A)) = p(x,y)(A)

seklinde tanimlanan p, : X x X — R" fonksiyonu X {izerinde bir par¢ali metriktir.

EPS. Vied, %7&X ve (r,5)e XxX i¢in {p(F FA)):FA)=r,#(A)=s} tek

elemanl kiimedir.

Ispat. Vied igin p,: XxX >R, X kiimesinin bir sral g¢iftini reR*
elemanina karsilik getiren bir kuraldir. (EP/) aksiyomundan 0<¢ olur. VA € 4 icin

p, doniisiimi iyi taniml oldugu (EP5) aksiyomundan ¢ikar. Boylece esnek parcali
metrik uzay aksiyomlar1 VAe 4 i¢in p, doniisiimiiniin par¢ali metrik sartlarmi
verir. Bu bakis agisindan p, metrigi (EP5) aksiyomunu saglayan bir pargali metrik

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.11. (X, p, A) bir esnek parcali metrik uzay olsun. %, ye SE(X) i¢in
d*(%,7) =2pF, 7)— p(¥,5)— p(3,7) olarak tanimlansin. Bu durumda (X,d,4) bir

esnek metrik uzaydir.

ispat. V%, 7,7 e SE(X) olsun.

EML. p(3,%)<p(%,5), p(7,7)= pE,7) oldugundan p(X,3)+ p(3, ) <2p(X, 7)

olur. Buradan 0 <2p(%, 7)— p(%,%)— p(¥,7) olup 0<d*(X,7) olur.
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EM2. = d* (%, 7)=2pF v)— p(%,3)— p(7,7) =0 olsun.  Buradan
2p(x,y)= p(xX,X)+ p(3,¥) olur. p(%,%) < p(X,7) oldugundan
2p(3,7)+ p(£,%) < p(£,7)+ p(£,%) + p(7,7) ve buradan p(%,7)< p(7,7) olur.
Diger taraftan p(9,7)< p(%,7) oldugu icin p(3,7)= p(%,7) elde edilir. Benzer
sekilde p(9,7) < p(%,7) oldugundan 2p(%, )+ p(¥,7) < p(%, )+ p(£,%) + p(7,7)
ve boylece p(X, 7)< p(X,%) olur. Diger taraftan p(X,%)< p(%,7) oldugundan
p(x,X)= p(x,y) elde edilir. Sonug olarak p(x,x)= p(X,y)= p(¥,y) ve dolaysiyla

X =) bulunur.

<: X=y olsun. d'(x,y)=2p(x,3)— p(x,X)—p(»,y) i¢cin X=y oldugundan

2p(%,%)— p(F,%)— p(£,%) =0 olur. Yani d° (%, 7) =0 elde edilir.

EM3.  d’(x,7)=2p(x,y)— p(x,X)— p(¥,y)=2p(3,X)— p(¥,¥)— p(X,X) =d" (¥,X)
elde edilir.

EM4. d°(X,5) =2p(x,y)— p(%,%)— p(3, )
<2p(x,2) - p(2,7) - p(2,2)) - p(, %)~ p(3, 7)
=2p(X,2)— p(x,X)— p(2,2)+2p(z, V) — p(Z,2) = p(}, })
—d'(%,3)+d° (3, 7)

olur. O halde (X,d*, A) bir esnek metrik uzaydir.

Teorem 3.1.12. (X, p, A) esnek parcali metrik uzay olsun. ve V&, jeSE()E' ) icin

d"(%,y)=max{p(%, y) - p(%,%), p(X, )= p(¥, 1)} bi¢iminde tanimlanan
d" : SE(X)xSE(X) —>R(A)" doniisiimii X iizerinde bir esnek metriktir.

ispat. VX, 7,7 € SE(X) olsun.
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EMI. (X, p,A) esnek parcali metrik uzay oldugundan 0< p(%,%)< p(%,7) ve

0< p(3,7) < p(R, 7) olup 0<d"(%,7) elde edilir.

EM2. d"(%,7) =0 < max{p(%, ) - p(%,%), p(%,5) - p(7.3)} = 0
< p(7)-p(E5)=0, p(x7)-p(3.7)=0, 0= p(E, ) - p(%5),
0< p(x,3) = p(7,7) -
< p(x,y)=p(x,x) ve p(x,9)=p(y,y) &S X=y.

EM3. (X, p,A) esnek pargali metrik uzay oldugundan p(x,y)=p(y,x) esitligi

vardir. Boylece

dw(-i:aj}) :max{p()?,f/)—p(f,)?),p(i,)?)—p()?,)?)}
=max{p(x,y)- p(¥.¥),p(X,3)— p(¥,%)}
= max{p(j/,fc)—p(j?,j/),p(j/,ic)— p(sé’%)}

=d"(y,X).
EM4. max{p(X, y) = p(%,X), p(%, ) = p(3, ¥)} = p(X, ) = p(%, %),
max{p(X,2) = p(X, %), p(X,2) = p(2,2)} = p(X,2) = p(%,X) ,
max{p(Z,y) = p(z,2), p(z, ) = p(1, )} = p(Z, Y) = P(2,2)

olsun. Bu durumda

d"(%,7) = p(X,7)~ p(%,%) < p(%,2) + p(Z,7) ~ p(£,2) ~ p(%,%)
=p(%,2) = p(x,X) + p(z,7) - p(2,2)
=d"(x,2)+d"(Z,p)

elde edilir. Boylece (X,d", A) bir esnek metrik uzaydur.
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3.2. Esnek Parcah Metrik Uzaylarin Topolojisi

Tanim 3.2.1. ()}' ,p,A) esnek parcali metrik uzay, £30 esnek reel sayr ve

¥ e SE(X) olsun.
B, (%,8)={7 € SE(X): p(£,7) < p(£,%)+ &} < SE(X)
ailesine X merkezli & yaricaph bir p-a¢ik yuvar ve

B [%,&]= {7 € SE(X): p(%,7) < p(%,%)+ &} < SE(X)

=

ailesine X merkezli & yarigcapli bir p-kapali yuvar, SS(B,(%,£)) kimesine
merkezli & yarigaph bir esnek p-acik yuvar, SS(B,[%,£]) kimesine X merkezli &

yarigapli bir esnek p-kapali yuvar dentir.

Ilerleyen kisimlarda aksi sdylenmedikce p-agik yuvar, p-kapal yuvar, esnek p-agik
yuvar ve esnek p-kapali yuvar yerine agik yuvar, kapali yuvar, esnek acik yuvar ve
esnek kapali yuvar ifadeleri ve B,(X,&), B,[X,£], SS(B,(X,£)) veSS(B,[¥,£])

yerine B(X,&), B[X,£], SS(B(X,£)) ve SS(B[X,£]) gosterimleri kullanilacaktir.

Ornek 3.2.2. p:R(A)xR(A)—>R(A) doniisimi  p(%,7) = ‘i— )7‘ olarak
tanimlansm. Bu durumda (R, p, 4) bir esnek parcali metrik uzaydur.

Coziim. VX, p,z € R olsun.

EPl. -3 =|0/=0 ve mutlak deger tanmm geregince 0<|X-3| olup buradan

0=|x-5<|%-7 olur.

EP2. [i-%=[x-7|=|7-]| ©|i-7]=0 ©3-7=0 & F=7.
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EP3. VAe 4 i¢in

PEFNA) =7 =3 (A) =[3(A) - H(D)| = |G- F(D)| = [7(D) - X(D)| = p(7,5)(A)

EP4. |)”c—)7| = ‘fc—§+2—)7‘ -0< ‘3?—2|+‘2—j’|—|2—2‘ =p(x,2)+ p(Z,7)— p(Z,2)
olup p(%,7) < p(%,2)+ p(2,7) - p(Z,2) olur.
Sonug olarak (R, p, 4) bir esnek parcali metrik uzaydir. Bu esnek pargali metrigine

gore X merkezli & yarigapl esnek acik yuvar

SS(B(%,£)) = SS({y; p(%, ¥) < p(X,%) + £})

= SS({§:[5—7] <))
ve X merkezli £ yarigapl esnek kapali yuvar

SS(BI%.£1) = SS({7: p(%.5) € p(E. %) + &)
=SS({5 =312 2})

olarak tanimlanair.

Teorem 3.2.3. (X, p, A), (EP5) sartim saglayan bir esnek parcah metrik uzay olsun.
Bu durumda (X, p, 4) icinde esnek elemanlarin her B(%, &) yuvari ve VAe A4 icin
SS(B(x,&))(A)=B(x(A), (1)), (X, p,) parcali metrik uzayinda bir agik yuvardir.

Ispat. £30 ve VAie 4 i¢in §(1)eR(A4) olmak iizere B(X,£) bir agik yuvar ve
yeSS(B(x,£))(A) olsun. Bu durumda y(A)=y olacak sekilde y e B(x,&) vard.

Dolayisiyla p(X,y) < p(%,X)+ & olur. Boylece

PEINA) = p,(R(A), ) < p,(X(A), X(D) + E(A)
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olacak sekilde &(A)eR(A)" vardir. Buradan her yeSS(B(F,&))(A) igin
2, (Z(A),») < p,(X(A),x(A))+&(A) oldugundan  SS(B(X, &))(A) < B(X(A),£(A))

elde edilir.

Tersine p (¥(4),y) < p, (¥(1),¥(4))+&(A) olacak sekilde y e X olsun. y € B(X,2)
secilsin ve 7 & X esnek elemanmi ped icin u=A ise J(u)=y ile pu=A ise
P(u)=x(A) ile tanimlansin. Bu durumda (EP5) aksiyomundan p(%, )< p(X,X)+&
olur. Boylece yeB(x,&) ve VAeAd i¢in p(A)=y olur. Buradan da
B(x(4),£(1)) € SS(B(x,£))(A) elde edilir. O halde B(x(A1),&(A4)) =SS(B(x,&))(A)
olur. Bu VAe A i¢in dogru oldugundan VAe A i¢cin SS(B(X,&)(A), (X,p,)

parcali metrik uzayinda bir agik yuvardir.

Tanmim 3.2.4. ()N( ,p,A) esnek pargali metrik uzay, ieSE()E' ) ve N CSE()? )

olsun. Eger ¥eB(%F,&)cNM olacak sekilde &350 varsa 91 smifina ¥ esnek

elemanm bir komsulugu, SS(OT) esnek kiimesine X esnek elemaninin bir esnek

komsulugu denir. X esnek elemanini esnek komsuluklar ailesi Ni (%) ile gosterilir.

Teorem 3.2.5. (X, p,A) bir esnek pargali metrik uzay ve %eSE(X) olsun.
N, N, e N(X) igin SSOT,NDT,) esnek kiimesi X esnek elemanmnin bir esnek

komsulugudur.

ispat. (X, p, A) bir esnek parcali metrik uzay, ¥e SE(X) ve N, N, € N(X) olsun.
£.8, 50 icin ¥eB(X,§)cM, ve XeB(X,&)cM, dir. £=min{&.&,} dersek

B(x,&) < B(x,¢)) ve B(X,&) < B(%,&,) olacagindan

feB(%8) c B(F8)NB(EE) N AN,

olur. Buradan O, "M, € N(X) olup SS(N, "N,) € N(F) olur.
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Tanmim 3.2.6. ()N( ,p,A) bir esnek parcali metrik uzay ve bu uzaydaki esnek
elemanlarm bir sinifi £ olsun. ¥ e f igin ¥ e B(X,&) B olacak sekilde bir &350

varsa X esnek elemanmna £ ailesinin bir i¢ eleman: denir.

Tanmmm 3.2.7. (X,p,A) bir esnek parcali metrik uzay ve bu uzaydaki esnek
elemanlarin bir snift £ olsun. A ailesinin her elemani bir i¢ eleman ise £ ailesine

actktir denir.

Tanim 3.2.8. (X, p, A) bir esnek parcali metrik uzay ve (F, A)e S(X) bostan farkli
bir esnek kiime olsun. Eger (F, 4)=SS(f) olacak sekilde (F,A) esnek kiimesinin

esnek elemanlarinin bir S acik ailesi varsa (F, A) kiimesine esnek agik kiime denir.
Teorem 3.2.9. Her esnek acik yuvar bir esnek acik kiimedir

ispat. (X, p, 4) esnek parcali metrik uzaymmda B(X,7) agik yuvarmi ve % € B(%,7)
olsun. &=7+p(x,X)—p(x,z) olsun. B(z,&)< B(x,r)oldugu gosterilmelidir.

Vy e B(Z,£) igin p(y,Z2)< p(Z,Z)+& olur. Buradan

p(%, 7)< p(E,5)+ pE,7) - p(£,2)
2 p(E,3)+ p(3,5)+ 8- p(5,3)
= p(%,5)+ &
= p(%,2)+7+ p(X,%)— p(%,y)

= p(Z.0)+F

olup ye B(x,r) bulunur. B(Z,&)c B(x,7) oldugundan SS(B(Z,¢)) & SS(B(x,7))

olur. Yani SS(B(x,7)) esnek yuvari bir esnek kiimedir.
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Teorem 3.2.10. ()N( , b, A) , (EP5) aksiyomunu saglayan bir esnek parcali metrik uzay
olsun. Bu durumda (F, 4) € S(X) esnek kiimesinin esnek agik olmasi icin gerek ve
yeter sart VAe 4 i¢in (F,A)(A) kiimesinin (X, p,) kesin par¢ali metrik uzayinda

ac¢ik olmasidir.

ispat. =: (F, 4) e S(X) bir esnek acik kiime olsun. Bu durumda (F, 4) kiimesinin
esnek elemanlarinin bir £ ailesi vardir 6yle ki £ aciktir ve (F, 4)=SS(S) olur.
xeSS(P)(A) alalim. Bu durumda x(A)=x olacak sekilde xe f esnek elemani
vardir. B agik oldugundan Xe B(%,&)c f olacak sekilde &30 vardir. Yani
x=X(A) e SS(B(x,8))(A) = SS(B)A) olup SS(B(x,€))(A), (X,p,) uzaymmn bir
acik yuvaridir ve x, SS(S)(A) kiimesinin bir i¢ elemamdir. x keyfi bir eleman
oldugundan VxeSS(F)(A) elemamt bir i¢ elemandr ve VAed ig¢in
SS(P)A)=(F,ANA), (X, p,) uzaymda bir a¢ik kiimedir.

&: Vied kin SS(B)A), (X,p,) uzaymda bir agik kiime olsun. x & SS(f)
alalm. VA€ 4 i¢in X(4) € SS(F)(A) olur. SS(B)(A) acik oldugundan &, >0 reel
sayist (X, p,) i¢inde bir B,(x(4,&,)) a¢ik yuvart vardir oyle ki VAe A i¢in
XeB,(%(4,£,) = SS(P)A) olur. Vied i¢in &(A)=¢, esnek elemanini ele
alahm. Bu durumda £35 0 ve B(%, &), (X, p, A) uzaymnda bir agik yuvardir. Bylece
xeB(x,&)c SE(SS(P)) ve SE(SS(P)) = U B(%,£) olur. SE(SS(S)) acik

F&SS(B)
ailelerin  birlesimi oldugundan SS(SE(f)) aciktir.  SS(f)=SS(SE(SS(f)))
oldugundan (F, A)=SS(f) esnek agiktir.

Teorem 3.2.11. (X, p, A) esnek pargali metrik uzay olsun. Bu durumda

1. X ve @ esnek kiimeleri esnek aciktur.

2. Esnek agik kiimelerin keyfi elemanter birlesimi esnek agiktir.
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ispat.
1. VieSE(X) i¢in %eB(% &) cSE(X) olacak sekilde £30 oldugundan %,
SE(X) ailesinin bir i¢ elemamdir. X = SS(SE(X)) oldugundan X esnek agiktir. @

kiimesinin esnek acik oldugu asikardir.

2. I keyfi indis kiimesi ve Viel i¢in (F,, A) esnek kiimeleri (X, p,A) uzaymda

esnek acik kiimeler olsun. (F,4)= g(E”A) kiimesinin esnek ag¢ik oldugunu
gosterelim. /=0 ise (F,A)ziLgJ[(E.,A)=¢> kiimesi esnek aciktir. 7/ #J olsun.
Viel i¢in (F,A)= ise (F,A)z%(E,A)zd) olup esnek agiktir. Jie/ igin
(F;,A) #®D olsun. Her bir (F,,A) kiimesi esnek acik oldugu i¢in (£}, 4)=SS(5)
olacak sekilde (F],4) kiimesinin esnek elemanlarmm f acik ailesi vardir. Bu
durumda u B agiktir. Boylece (F, A) = ig(E’ A)=SS (g] p,) esnek agiktir.

Uyan 3.2.12. Genellikle SS(8)MSS(S3,) #SS(B, N pB,) oldugu i¢in iki esnek acik

kiimenin elemanter kesisimi esnek ac¢ik olmasi gerekmez. Buna ragmen asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.13. (EPS5) aksiyomunu saglayan bir esnek parcali metrik uzayda iki

esnek acik kiimenin elemanter kesisimi esnek agiktir.

ispat. (X, p,4), (EP5) sartin1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay, (F,A) ve
(G,A) esnek acik iki kime olsun. Bu durumda (X,p,4) uzayinda esnek
elemanlarm f, ve f, acik aileleri vardir 6yle ki (F, 4) =SS(B) ve (G, A)=SS(5,)
olur. Eger (F,AM(G,A)=d ise esnek aciktir. (F,A)M(G,A)=D ise
(F,AM(G,A)=(F,A) (G, A) olur. Buradan VAie A
(F,ANG, D)A)=(F,A(A)N(G,A)(A) olur. Vied i¢in (F,A)(A1) ve
(G,A)(A) kiimeleri (X, p,) uzaymda acik olduklarindan ((F,A) N(G, A)(A)
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kiimesi de agiktir. Teorem 3.2.10. dan dolay1 (F, A)"\(G,A4) yani (F,A) (G, A)

esnek agiktir.

Teorem 3.2.14. (EP5) aksiyomunu saglayan her esnek pargali metrik uzay elemanter

birlesim ve elemanter kesisim islemine goére X {lizerinde bir elemanter esnek

topolojik uzaydir. Bu topolojiye elemanter esnek parcali topoloji denir.

Ispat. ()~( ,p,A), (EP5) aksiyomunu saglayan bir esnek parcali metrik uzay, S

esnek elemanlarin bir ailesi ve

r.={(F,A) e S(X):V¥e ,3B(X &) >%e B &) c B,(F,A)=55(f),& 50} e S(X)

ailesinin X iizerinde elemanter islemlere gore bir topoloji oldugunu gostermeliyiz.

Bu, Tanim 2.3.13, Teorem 3.2.11 ve Teorem 3.2.13 den ¢ikar.

Tanim 3.2.15. (X, p,A) esnek pargali metrik uzay ve (F,A)eS(X) olsun. Eger
(F,A) eS(X) ve (F, A)® bu uzayda esnek acik kiime ise (F, 4) kiimesine esnek

kapali kiime denir.

Teorem 3.2.18. (X, p, ) esnek parcali metrik uzay olsun. Bu durumda

1. X ve @ esnek kiimeleri esnek kapalidir.

2. Esnek kapali kiimelerin keyfi elemanter kesisimi kapalidur.

Ispat. 1. @° =X olup X esnek acik ve X eS(X) oldugundan dolayr @ esnek

kapalidir. Benzer sekilde X© =@ olup @ esnek agik ve ® e S(X) oldugundan X

esnek kapahdir.
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2. [ keyfi indis kiimesi ve Viel i¢in (F;,4) esnek kiimeleri (X, p, A) uzaymmda

esnek kapali kiimeler olsun. (F,4)= ,@1 (F,,A) kimesinin esnek kapali oldugunu
gosterelim. /= ise (F,A4)= 1@1 (F,A4)= X kiimesi esnek kapalidir. 7= olsun.
Viel i¢cin (F,,A)=® ise (F,A4)= @I(E,A) = ® kiimesi esnek kapalidir. 3i e/ icin
(F,A)=® 1se (F,A)= ,@1 (F,,A)=® kimesi esnek kapahdr. Viel i¢in
(F,,A)#® ve her bir (F],4) esnek kiimesi ayrik ise (F,A4) = ,@1 (F,,A)=d esnek
kapahdir. Viel i¢in (F;,4)# D ve ayrik olmasmlar. Her bir (£}, 4) esnek kiimesi

kapali oldugundan (F,, A)“ € S(X) ve (F,A)° kiimeleri esnek agiktir. Bu durumda

EJ(EC,A) e S(X) ve W(F", 4) kiimesi esnek agiktir. Buradan
iel iel

C

. C - 5
(LUJ[(F“,A)) = (U(F,-C,A) ) = N(F, H=MN(F,4)
iel ! iel iel ie
kiimesi esnek kapalidir.

Uyan 3.2.19. Genellikle SS(B) M SS(B,) #SS(B N pB,) oldugu i¢in iki esnek kapali

kiimenin elemanter birlesimi esnek kapali olmasi1 gerekmez. Buna ragmen agagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.20. ()N( ,p,A), (EP5) sartim1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay,
(F,A) ve (G,A) bu uzayda iki esnek kapali kiime ve (F©,A)M(G°,A) =D ise
(F,A)U (G, A) kiimesi esnek kapalidir.

ispat. (X, p,4), (EP5) sartim1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay, (F,A) ve
(G,A) esnek kapali iki kiime olsun. Bu durumda (F€,A4),(GS,4)eS(X) ve

(F©,A) ve (G, A) kiimeleri esnek acik olur. Buradan
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((F,A)LUJ(G,A))C = (F.A)O(G, 4)) = (FC,A)A(G €, 4)

olur. (F, A)M(G®, A)#® oldugundan (F, A)A(G,4)=(F°,A)m(G®, A) elde
edili. O halde (F©, A) M (G, 4) kimesi esnek agiktir. (F€,A),(G,4)eS(X)
oldugundan (F€, 4)A(G,A)eS(X) olur. Sonug olarak (F,A)W (G, A) kiimesi

esnek kapalidir.

Tanim 3.2.21. (X, p, A) esnek parcah metrik uzay, (F,A4)eS(X) ve &30 olsun.
XE(F,A) icin xe B(x,£)c SE(F, A) olacak sekilde B(x,&) yuvari varsa X esnek
elemanina (F, A) esnek kiimesinin bir esnek i¢ elemani denir. Esnek i¢ elemanlarin
kiimesi int(F, A) ile gosterilir. SS(int(F, A))=(F", A) kiimesine ise (F, A) esnek

kiimesinin esnek i¢i denir.

Teorem 3.2.22. (X, p, A) esnek parcali metrik uzay (F, A),(G,A) e S(X) iki esnek

kiime olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.

1. ((nt(F, A) Nint(G, 4)) < int((F, A) A (G, 4))
2. ((int(F, A) Uint(G, A)) < int((F, A) U (G, A))

Ispat. 1. Xecint& AN in@(+ herhangi bir esnek eleman olsun. Bu durumda
Yeint(F,4) ve Xeint(G,4) olur. Tamm 3221 den &,5 >0 icin
XeB(x,g)cSE(F,A) ve XeB(x,&,)cSE(G,A) olacak sekilde B(X,g) ve
B(%,€,) yuvarlar1 vardir. € =min{g,.&,} olsun. Bu durumda x € B(x,&) c SE(F, A)
ve Xe€B(x,&)cSE(G,A) olacak sekilde B(x,£) agik yuvari vardir. Buradan da
X e B(x,&) c SE(F,A)NSE(G, A) ve dolaysiyla X € int((F, A) M (G, A)) bulunur ve

ispat tamamlanir.
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2. Xxeint( 4 ) G herhangi bir esnek eleman olsun. Bu durumda
Teint(F,A) veya X eint(G,A) olur. Yani £3 0 icin X € B(%,&) < SE(F, A) veya
xeB(x,)cSE(G,A) olacak sekilde B(x,£) yuvart vardir. Buradan
xeB(x,&) c(SE(F,A)USE(G,A)) c SE(F,A)USE(G,A) olur. Buradan da
xeB(x,&) c SE(F,A)USE(G, A) oldugundan X eint((F, A) U (G, A)) olur. Sonug
olarak da ((int(F, 4A) wint(G, A)) cint((F, A) U (G, A)) elde edilir.

Teorem 3.2.23. ()N( ,p,A), (EP5) sartin1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve

(F,A) e S(X) olsun. Asagidaki 6zellikler saglanr.

1. (F',A4), (F,A) kiimesinin esnek agik alt kiimelerinin elemanter birlesimine
esittir.
2. (F',A), (F,A) kiimesinin kapsadig1 en biiyiik esnek agik alt kiimedir.

3. (F,A) esnek agiktir < (F°, A)=(F, A)

Ispat. 1. (F, A) kiimesinin esnek agik alt kiimelerinin elemanter birlesimi

(G, A=u{U,A)e S(AN’) (U, A) & (F,A)ve(U, A) esnek agik} 3.1)

olsun. (F',A4)=(G,A) oldugunu gosterelim. ¥ eint(F,A) olsun. Buradan &30
icinx € B(x,£) c SE(F,A) olacak sekilde B(x,£) yuvari vardir. Her esnek acik
yuvar esnek acik kiime oldugundan SS(B(x,£)) esnek acik bir kiimedir ve
SS(B(x,£) S (F,A) oldugundan SS((x,£) S (G, A) olur. Buradan
xe B(x,8)c SE(G, A) olur. Buradan  da nt(F, A) < SE(G, A) ve
SS@nt(F, A) &SS(SE(G, A)) yani (F, A) & (G, A) olur.

Tersine Xx&(G,A) olsun. Bu durumda xeSE(G,A) olur. (3.1) esitliginde
xe(U,A) & (F,A) olacak sekilde en az bir (U,A) esnek agik kiimesi vardir.
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Buradan Xxeint(F,A4) olur. Boylece SE(G,A)cint(F,A) olur. Dolayisiyla
SS(SE(G, A)) & SSGnf(F, A)) yani (G,A)&E(F,4) olur.  Sonug¢ olarak
(G,A)=(F", A) elde edilir.

2. (3.1) ifadesinden ispat agiktir.

3. =: (F,A) esnek agik olsun. Bu durumda (F, A) & (G, A) olur. (G,A)=(F",A)
oldugundan (F,A4)&(F,A) olur. (F',A4), (F,A) esnek kiimesinin kapsadigi en
biiyiik esnek agik alt kiimesi oldugundan (F ,A)& (F,A4) olur. Sonug olarak
(F,A)=(F", ) olur.

&: (F,A)=(F",A) olsun. (F,A) esnek agik kiime oldugundan (F,A4) esnek

acgiktir.

Teorem 3.2.24. (X, p, A), (EP5) sartim saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve
(F,A),(G, A) e S(X) olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.

. X =Xved =0

2. (F,AE(GA=(F,AE(G,A)
3. ((F,A) =(F,4)

4. (F,AMN(G,A)=(F,A) M (G,A)

5. (F,AU(G,A)E(F,AU(G,A)

Ispat. 1. Ispat aciktir.

2. (F,A&(G,A) olsun. Xeint(F,A4) alahm. Bu durumda £30 igin
xeB(x,e)c SE(F,A) olacak sekilde B(x,&) yuvart vardir. (F,A)Z(G,A)

oldugundan X € B(%,&) < SE(G, A) olup X eint(G, A) olur. Yani (F°, 4) & (G, A)
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3. (F,A)=(H,A) olsun. Bu durumda (H,A4) esnek acik olur. Yani

(H,A)=(H', A) oldugundan ((F",A4)) =(F", A) olur.

4. (F,AM(G,A) (F,A) ve (F,A)mM(G,A4A)Z(G,A) oldugundan 2. ozellikten
(F, A MG, A) EF,4A) ve (F,AM(G,A) &(G,A4)  olur. Boylee
(F,AM(G,A) &F,AANG, A) olur.

Diger  taraftan  (F ,A)E(F,4) ve (G ,A)E(G,A) oldugundan
(F,AM(G,A) &(F,A NG, A) olur. (F,A)M(G,A4), (F,A)M(G,A) esnek
kiimesinin en biiytik acgik alt klimesi oldugu icin
(F, MG, A) E(F, A (G, A) elde edilir. Sonug olarak

(F',AM(G,A) =(F,A)m(G,A) olur.

5. (F,A)&E(F,A) ve (G, A) &E(G, A) oldugu icin
(F', AU (G, A) E(F,A) U (G, A) olur. (F,A)U (G, A) kiimesinin en biiyiik esnek
acik alt kiimesi ((F, 4) U(G, A)) oldugundan (F', A)U (G, A) & ((F,A)U(G, A)

olur.

Tamm 3.2.25. ()N( ,p,A) esnek parcali metrik uzay, Xxe SE()~( ) ve (F,A)e S()~( )
olsun. V9te N(x¥) icin MNSE(F,A)#J ise X esnek elemanma (F,A4) esnek

kiimesinin bir esnek kapanis elemani denir.

Buna denk olarak; Bir ¥& X esnek elemanmm her (N,4) esnek komsulugu igin
(F,AAM(N,A)=® ise X esnek elemanmma (F,A4) esnek kiimesinin bir esnek

kapanis elemani1 denir.

Esnek kapanis elemanlarin kiimesi cl/(F,A) ile gosterilir. SS(cl(F ,A) =(F, A)

kiimesine ise (£, A) esnek kiimesinin esnek kapanisi denir.
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(F,AAMN, A =D ve (F,A)A(N,A)eS(X) olacak sekilde ¥&X esnek
elemanmin bir (N,4) esnek komsulugu varsa ¥&X esnek elamar (F,A4) esnek

kiimesinin bir esnek kapanigi noktasi degildir denir.

Teorem 3.2.26. (X, p, A) esnek parcali metrik uzay (F, A),(G,A) e S(X) iki esnek

kiime olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.

1. cl((F,A) M (G, A) < (cl(F, A) " cl(G, A))
2. (c(F, A)Ucl(G, A)) = cl((F, A) U (G, 4))

ispat. 1. X< cl(F, An (G, A) olsun. Bu durumda VDN e N(¥) ve e S(X) icin
NNSE((F,A) M (G, A)) =D olur. Lemma 2.3.6 ile MN(SE(F,A)NSE(G, A)) =D
olup MNSE(F, A))N(NNSE(G, A)) #< olur. Buradan da MNSE(F,A) =D ve
boylece x ecl(F',A) ve xecl(G,A) olur. Buradan x e cl(F, A)ncl(G,A) olur ve
cl(F,A) M (G, A) < (cl(F,A) N cl(G, A)) elde edilir.

2. Xxecl(F,A)ucl(G,A) olsun. Bu durumda x € c/(F, ) veya x € cl(G, A) olur.
Yani MeS(X) ve VNeNEF) icin MASEF, )= veya NNSE(G, A) =D
olur. Bu durumda NN (SE(F, A) USE(G, A)) # D elde edilir.

(SE(F, A) USE(G, A)) = SE(F, 4) U (G, 4))

oldugundan MNSE((F, AU (G, A))#D olur. Dolaysiyla x ecl((F, ) U (G, A))
olup (cl(F,A)wcl(G, A)) ccl((F,A)U(G, A) bulunur.

Teorem 3.2.27. (X, p, A), (EP5) sartii saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve

(F,A) e S(X) iki esnek kiime olsun. Asagidaki dzellikler saglanr.
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1. (l?, A), (F,A) kimesinin kapsayan esnek kapali kiimelerin elemanter
kesisimine esittir.
2. (I?, A), (F, A) kiimesini kapsayan en kii¢iik esnek kapali kiimedir.

3. (F,A) esnek kapalidrr < (I_7, A)=(F,A)

Ispat. 1. (F, A) kiimesini kapsayan esnek kapali kiimelerin elemanter kesisimi

(G, A) = (K, 4) € S(X): (F, 4) & (K, A), (K, A) esnek kapalr: (3.2)

olsun. (F, A)=(G, A) oldugunu gostermeliyiz. ¥ & (G, A) alalim. ¥ & (F, A) kabul
edelim. Bu durumda (F, A) @ (N, A)=D ve (F,A)A (N, A) e S(X) olacak sekilde

¥&X esnek elemanmin bir (N,4) esnek komsulugu vardir. Boylece 30 igin

xeB(x,e)c f ve SS(P)=(N,A) olacak sekilde S acik ailesi vardir. Buradan
(F,AMSS(B(x,&)=® ve (F,A)ASS(BZ &) eS(X) olur.  Boylece
SS(B(Z,&) €8(X) ve Onerme 2.3.5. ile (F,A)&SS(B(F ) elde edilir.
Dolayistyla SS(B(X, &))< = SS(B(%,8))° olur. Bu SS(B(%,£))° kiimesinin esnek
kapali olmasin1 gerektir fakat ¥ ¢ SS(B(X,£))° olur. Bu ise X &(G,A) olmas: ile

celisir. O halde x €(G, 4) iken X &€ (1_7, A) olur ve (G, A) & (]_7, A) elde edilir.

Tersine X € cl(F,A) olsun. Buradan )?é(I_T,A) olur. Kabul edelim ki x ¢ (G, A)
olsun. Bu durumda (F,A)c(K,A) olacak sekilde (K,A) esnek kapali kiimesi
vardir ve ¥ ¢ (K, 4) olur. Buradan X & (K, A)" ve (K,A)° esnek acik oldugundan

(K,A)°, % esnek elemanmin bir esnek komsulugu olur. Boylece %, (F,A)

kiimesinin bir esnek kapanig eleman1 degildir. Bu ise x € c/(F", A) olmasi ile ¢eligir.
Dolaysiyla x € c/(F, A) iken x €(G, A) olur ve (F,A) & (G, A) olur. Sonug olarak

da (F,A)=(G, A) elde edilir.
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2. (F,A)=m{(K,A) e S(X):(F,A) &K, A),(K, A)esnek kapali: kapalt bir kiime

oldugundan (F, A) & (17, A) olur. (3.2) esitliginden dolay1

(1_7, A e{(K,A) e S(X):(F,A) & (K, A),(K, A)esnek kapali}

olur. m(K,A)Z(K,A) oldugundan (F,A), (F,A) esnek kiimesini kapsayan en

kiiciik esnek kapali kiimedir.

3. =: (F,A) esnek kapali olsun. Bu durumda

(F,A)e{(K,A) e S()N() (F,A) (K, A),(K, A) esnek kapalt}

ve (F,A), (F', A) esnek kiimesini kapsayan en kiiciik kapali esnek kiime oldugundan
(F, A)E(F,A) olur. (F,A) & (1?, A) oldugu asikardir. Sonug olarak (F, A) = (F, A)
elde edilir.

&: (F ,A):(l_7, A) olsun. (I?, A) esnek kapali kiine oldugundan dolay1r (F,A)

esnek kapalidir.

Teorem 3.2.28. (X, p, A), (EP5) sartim saglayan bir esnek pargali metrik uzay ve
(F,A),(G, A) e S(X) iki esnek kiime olsun. Asagidaki dzellikler saglanur.

. X=X ve D=0
2. (F,A)&(G,A) = (F,A) & (G, A)

3. (F,A)=(F,A)
4. (F,AM(G,A)° =D ise (F,A)U(G,A)=(F,A) U (G,A)

5. (F,A)M(G,A) & (F,A) M (G, A)



46

Ispat. 1. Ispat agiktr.

2. (F,A)Z&(G,A) olsun. xecl(F,A) alalm. Bu durumda V9te N(X) i¢in
SE(F,A) M= olur. (F,A)Z(G,A) oldugundan SE(F,A) & SE(G,A) olup

SE(G, A) "M =D olur. Buradan da ¥ e cl(G, A) olup (F, A) & (G, A) elde edilir.

3. (F,A):(H,A) olsun. Bu durumda (H,A) esnek kapali olur. Yani

(H,A)=(H, A) oldugundan (F, 4) = (F, A) olur.

4. (F,A°M(G,A)° =D olsun. (F,A) & (F,A)U(G, A) ve

(G, A) S (F,AU(G,A) oldugundan (1_7, A) S ((F,A)U (G, A)) ve

(G,A) & (F,A) U (G, 4)) olur. Boylece (F,A)U(G,A)&((F,A)U(G,A) olur
(F,A)&(F,A) ve (G,A)&(G,4) oldugundan (F,A)U(G,A) & (F,A) U(G,A)

olur. (F,A)U(G,A) herhangi bir esnek kapali kiimedir. (F,A)WU(G,A) esnek

kiimesini kapsayan en kiiclik esnek kapali kiime ((F,A)U (G, 4)) oldugundan

(F,A)U(G,A) & (F,A)U(G, A) olur. Boylece (F,A)U(G,A)=(F,A)U(G,A)
elde edilir.

5. (F,A)&(F,4) ve (G,A)&(G,4) oldugundan (F,A)m(G,A4) kapali olup

(F,A)m(G,4) (1?, A) m (5, A) olur. (F,A)m (G, ) esnek kiimesini kapsayan en

kiigiik esnek kapali kiime ((F,A) (G, A)) oldugundan

(F,A)M (G, A) & (F, A) M (G, A) elde edilir.

Teorem 3.2.29. ()Z' ,p,A), (EPS) sartin1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve

(F,A),(FC, A) e S(X) olsun. Bu durumda ((F, A))° = ((F€, 4))’ olur.



47

Ispat. x¢& ((1?, A))® olsun. Bu durumda X & (1_7, A) olur. Buradan X esnek
elemanmm bir (N, 4) e S(X) esnek komsulugu vardir dyleki (F, A) @ (N, ) =D
ve (F,A)A(N,4A)eS(X) olur. Onerme 2.3.5. ile X&(N,A)E(F°,4) vyani

¥ eint(F©, 4) olur. Buradan X & ((F°, 4)) olur. Boylee ((F, A))° & ((FF, 4)) olur.

Tersine  ¥&((F°,4)) olsun. Bu durumda ((FS,4)) eN() olur
(F°,A)) Mm(F,A)=® ve her durumda ((F,A4) AF,A)=® olup
(F,4) A(F,4A) eS(X) olur. Dolayisiyla %&cl(F,A4) yani X& (F,A) olur.
Buradan da  X&((F,A4)° olup ((FS,4)) &((F,4)° olur. Bdylece

((F,A)° =((FC, 4)) elde edilir.

Teorem 3.2.30. (X, p, A), (EP5) sartim saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve

(F,A),(F€, 4) e S(X) olsun. Bu durumda ((F",A)° =(F*, A)) olur.

ispat. (F©, 4)=(G, A) olsun. Teorem 3.2.29. ile ((G%, A4))" = (G, A))° elde edilir.
Buradan (F°, 4)eS(X) oldugundan ((G°,A)) =((F*,A4)°) =(F", A) olur. Bu
durumda ((G, A))° =(F",4) ve bunun sonucunda (G,A)=((F,A4))¢ yazilabilir.

Boylece ((F',A)" =((F°, A)) elde edilir.

Teorem 3.2.31. (5( , p, A) , (EP5) sartin1 saglayan bir esnek parcali metrik uzay ve bu
uzaydaki esnek acik yuvarlarin ailesi, X iizerindeki bir 1, topolojisinin esnek

tabanidir. Bu topolojiye esnek parcali metrik topolojisi denir. z[p] ile gosterilir.

ispat. (X, p, ), (EP5) sartim1 saglayan bir esnek pargali metrik uzay olsun. Vi & X
ve £30 icin X&€SS(B(X &) EX olacak sekilde bir SS(B(X,&)) esnek yuvarl

vardir. Simdi V&4630 ve X, 7&X icin SS(B(%,&)) ve SS(B(7,8)) iki esnek agik
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yuvar olsun. SS(B(%,&)MSS(B(7,8))#® ile Z&SS(B(Z&))ASS(B(},8))
alalim. 7 =min{&+ p(%, %) — p(%,2),5+ p(3, 7)— p(3,2)} olsun. Bu durumda
Z&SS(B(2,77)) olur. Ciinkii &+ p(X,3)—p(F,2)50 ve 6+ p(3,7)-p(3,2)50
oldugundan p(z,2)< p(Z,2)+n olur. Simdi Z'&€ SS(B(Z,77)) oldugunu varsayip
7' & SS(B(X,)ASS(B(7,6)) oldugunu  gosterelim. 7=+ p(X, %) — p(&, %)
oldugunu kabul edecek olursak (EP4) sartindan

jad 4

p(%,2)< p(%,2)+ p(£,2) - p(Z,2

<+ pE.2)-pE2)+p(X,2)

M

28+ p(F,3)— p(F 5)+ p(, %) = &+ p(F, %)

olur ve 2 ESS(B(%,&)) yazilir. Eger 71=8+ p(3, 7)—p(3,%) oldugunu kabul
edersek (EP4) sartindan

p(j},f')gp(j/,f)+p(2',§)—p(f,f)
2ﬁ+p(29§)_p(292)+p(.)732)

26+ p(3,2) = p(3,2)+ p(3,7) =6+ p(3,5)

olur ve 2 &SS(B(5,6)) yazilir. Sonug olarak Z'& SS(B(X,&)ASS(B(3,6)) ve
SS(B(Z,7)) ESS(B(xX, £)ASS(B(y, ) elde edilir Bu durumda esnek agik
yuvarlarm ailesi, X iizerinde z[ p] ile gosterilen topolojinin esnek tabanidir. Bu

topolojinin 7, oldugunu gostermek icin birbirinden farkhi VX, FEX igin

pEI)+p(EX) < 5

p(%,%) < p(X,7) oldugundan  dolay1 &= 5

alirsak

2p(X,%) <X p(X, )+ p(%,7) olur. 2p(%,7)= p(%,%)+ p(X,7) oldugundan dolay1
X ESS(B(,£)) ve y & SS(B(%,£)) olur.
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Tamm 3.2.32. (X,p,4) ve (Y,p',A), (EP5) sartim saglayan iki esnek pargal
metrik uzay, f:SE(X)—>SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. Eger Y& X ve V&350
igin Xe B, ()?0,5) iken f(x)e B,(f(%,),£) olacak sekilde 5‘(5) S0 varsa f esnek

fonksiyonuna X, & X esnek elemaninda siireklidir denir.
Uyan 3.2.33. Bu tanima denk olarak agagidaki tanimlarda verilebilir.

Tanim 3.2.34. (X,p,4) ve (¥,p',4), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcal
metrik uzay, f:SE(X)—> SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. Eger ¥&X ve V&30
icin p(X,X,)— p(%,,%,) < S=p(fR). f X)) - P (f(X,). f(X,)) <& olacak sekilde
5350 varsa f esnek fonksiyonuna %, & X elemaninda siireklidir dentir.

Tanim 3.2.35. (X,p,4) ve (V,p',A), (EP5) sartin saglayan iki esnek parcal
metrik uzay, f: SE(X)—SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. V&30 igin
f (Bp()?o,g)ng,( f(X,),€) olacak sekilde 530 varsa f esnek fonksiyonuna

X, € X esnek elemaninda siireklidir denir.

Tanim 3.2.36. (X,p,4) ve (¥,p',4), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcali
metrik uzay, f : SE(X) — SE(Y) bir esnek fonksiyon ve %, &X olsun. f (X,) esnek
elemanmnin her (N',A) esnek komsulugu i¢in f(SE(N, A)) & SE(N',A) olacak
sekilde X, esnek elemanmnin bir (N,A4) esnek komsulugu varsa f esnek

fonksiyonuna X, € X esnek elemaninda siireklidir denir.

Sonuc 3.2.37. ()~( ,p,A) ve (I~’ , p', A), (EP5) sartin1 saglayan iki esnek pargali metrik
uzay, f : SE(X) — SE(Y) bir esnek fonksiyon ve %, &X olsun. f (X,) elemanini

iceren her (V, A) esnek acik kiimesi i¢cin f(SE(U, A)) = SE(V, A) olacak sekilde X,



elemanini igeren bir (U, 4) esnek acik kiimesi varsa f esnek fonksiyonuna %, & X

esnek elemaninda siireklidir denir.

Tanim 3.2.38. (X,p,4) ve (V,p',A), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcal
metrik uzay, f :SE(X)— SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. Eger f  esnek
fonksiyonu her X, & X elemaninda siirekli ise f esnek fonksiyonuna X iizerinde

stireklidir denir.

Teorem 3.2.39. (X,p,4) ve (¥,p',4), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcali
metrik uzay, f: SE(X)—SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. f  esnek
fonksiyonunun esnek siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her (V, 4) e S(Y) esnek
acik kiimesi i¢in  SS(f T (SE(V,A))=U,A)eS (X) kiimesinin esnek agik

olmasidur.

Ispat. =: £ siirekli ve (V,A) eS(Y) esnek acik bir kiime olsun. Herhangi
Y€ f(SE(V,A)) igin f(X)eSEWV,A) olur. (V,A) esnek agik oldugundan dolay:
V,A), f(x) elemanmin bir esnek komsulugu olur. f siirekli oldugundan Tanim
3.2.36. geregince f(SE(N,A)) cSE(V,A) olacak sekilde X elemanin bir (N, A4)
esnek komsulugu vardir. Bu durumda X € SE(N, A) < f ' (SE(V, A)) olur. (N, A) bir

esnek komsuluk oldugundan &3 0 icin

XESS(B,(x,£)) (N, A) & SS(f(SE(V, A)))

olacak sekilde B, (%,£) a¢ik yuvari vardir. Bu durumda x €int(SS(f (SEW, A))))

ve xeSS(f'(SE(V,A)) olur. Dolaysiyla Teorem 3.2.23. geregince

SS(f(SE(V,A))eS (X) bir esnek acik kiimedir.
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<: Her (V,4)eS(Y) esnek acik kiimesi icin (U, A)=SS(f (SE(V, A))) € S(X)
esnek acik bir kiime olsun. Herhangi ¥&X ve (N,A4)eN(f(%) alalm. Bu
durumda £30 igin f(%)& SS(B,(f(x),£)) &(N,4) olacak sekilde B, (f(%),£)
acik yuvari vardir ve Teorem 3.2.9. geregince SS(B,(f(%),€))=(V,A4) bir esnek
actk  kiimedir. Bu durumda  f(x)eSE(WV,A)cSE(N,A4) olur. Yani
Y€ f(SEW,A) < f'(SE(N,A)) ve buradan X & (U, A)&SS(f'(SE(N))) olur.
(U,A) esnek agik oldugundan dolayi (U,4)e N(X¥) olur. Buradan
f(SEU, A)) < f(SE(SS(f ' (SE(N, A))))) yazilabilir. Komsuluk &zelliklerinden
dolayr SS(f(SE(SS(f'(SE(N, A)))))) esnek kiimesi f(X¥) elemaninm bir esnek

komsulugudur. Bu durumda f* esnek fonksiyonu X elemaninda siireklidir.

Sonug 3.2.40. (X, p, A) ve (Y, p', A), (EP5) sartim1 saglayan iki esnek parcali metrik
uzay olsun. X ve Y mutlak esnek kiimelerindeki esnek agik kiimelerin sonlu

elemanter kesigimleri sirasiyla S(X) ve S(Y) smiflarmm elemanlari olsun.
f - SE(X) —> SE(Y) esnek fonksiyonunun (X, p, ) iizerinde siirekli olmasi igin
gerek ve yeter sart her L€ 4 ve her X&X icin L, (x(A) = f(¥)(A) ile tanimlanan

f, : X > Y doniisiimiiniin (X, p,) tzerinde stirekli olmasidir.

Teorem 3.2.41. (X, p,4) ve (¥,p',4), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcali
metrik uzay, f - SE(X) — SE(Y) bir esnek fonksiyon ve (F,A)e S(X) olsun. f

esnek  donisimi  ¥&X  elemaninda  sirekli  ve  Xecl(F,A) ise

F(F) e cl(SS(f(SE(F, A)))) olur.

ispat. f esnek doniisimi ¥&X elemanmnda siirekli olsun. Teorem 3.2.39.
geregince her V,A) e N(f (%)) esnek acik komsulugu icin
(U, A)=SS(f(SE(V, A))) e N(¥) bir esnek acik komsuluktur. Xecl(F,A)
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oldugundan dolay1 (F,A)m (U, Ay @ olur. Buradan f(SE((F,A) m(U,A)#=D ve
Lemma 2.3.6 geregince f(SE((F,A)NSE(U, A))# < olur. Ayrica

S(SE(F,ANSEWU, A) < f(SE(F,A) N f(SEWU, A))#

oldugundan SS(f(SE((F,A) mSS(f(SE(U, A))) #® olur. Teorem 3.2.5. geregince
SS(f(SE(U, A))) esnek kimeside f(X) elemanmnmn bir esnek komsulugu
oldugundan dolay1 f(x) € c/(SS(f(SE(F, A)))) olur.

Sonug 3.2.42. (X, p, A) ve (¥, p', A), (EP5) sartin1 saglayan iki esnek parcali metrik
uzay, f:SE(X)— SE(Y) bir esnek fonksiyon ve (F, A) e S(X) olsun. Bu durumda

SS(f (cl(F, 4))) & SS(f (SE(F.A))) olur.

Tanmim 3.2.43. (X,p,4) ve (¥,p',4), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcal
metrik uzay ve f :SE(X)— SE(Y) bir esnek doniisim olsun. Eger f esnek
doniisiimii bire bir, orten, siirekli ve f~' esnek doniisiimii siirekli ise, f esnek
déniisiimiine homeomorfizm, (X, p, A) ve (Y, p', A) uzaylarma da esnek homeomorf

uzaylar denir.

Tanmim 3.2.44. (X,p,A) ve (V,p',A), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcal
metrik uzay ve f : SE(X) —> SE(Y) bir esnek doniisim olsun. (X, p, 4) uzaymimn
her esnek acik (kapali) alt kiimesinin f* altindaki esnek goriintii kiimesi (f’ ,p,A)

uzayinda esnek acik (kapali) ise f esnek doniisiimiine esnek agik (kapali) doniisiim

denir.
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Tamm 3.2.45. (X,p,4) ve (Y,p,A) iki esnek parcah metrik uzay ve
f :SE(X)—>SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. Eger her X, j‘/éf( icin

p(%, )= p'(f(X), f(»)) oluyorsa f esnek fonksiyonuna bir izometri denir.

Teorem 3.2.46. (X,p, A) ve (¥,p',A), (EP5) sartim saglayan iki esnek parcali

metrik uzay ve f :SE(X)— SE(Y) bir esnek fonksiyon olsun. Eger f esnek

fonksiyonu bir izometri ise f esnek fonksiyonu stireklidir.

ispat.  f:SE(X)—>SE(Y) bir izometri &30 ve X &X  olsun.

P(X,.%) < p(X,,%,)+ & olacak sekilde bir X & X alalim. Béylece

p,(f(;co)a J(x)- pl(f(fo)ﬂ S (%) = p(X, %) — p(Xp, %) <&

olur. Yani p'(f(X).f(X)<p'(f(X).f(X,))+& olur. Dolayisiyla f esnek

fonksiyonu X, elemaninda siireklidir. X, elemani keyfi oldugundan dolay1 f° esnek

fonksiyonu (X, p, A) iizerinde siireklidir.
3.3. Esnek Parcalh Metrik Uzaylarin Tamhg

Tanmm 3.3.1. (X, p, 4) esnek pargali metrik uzay ve (x)) bu uzaydaki esnek

neN ?
elemanlarm bir dizisi olsun. ¥&X ve £30 icin ¥eB(X, &) iken Vn=n, i¢in
X, €B(X,£) olacak sekilde n,eN wvarsa (X,),, dizisi ¥ esnek elemanina
yakinsaktir denir ve limX, = X veya X, — X ile gosterilir.

Teorem 3.3.2. (X,p,A) esnek parcali metrik uzay ve bu uzaym esnek

elemanlarindan olusan bir (x,),, dizisini alalm. X X i¢in X — X olmasi igin

gerek ve yeter sart lim p(%,,X) = p(X, %) olmasidir.
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Ispat. =: %, —% olsun. Bu durumda £30 icin ¥ e B(X,&) olacak sekilde
Vn>n, i¢in n,eN vardr. Buradan 0< p(x,,x)< &+ p(F,%)  olup

X)— p(x,¥))< & olur. Bu

no”

P(X,,X)— p(¥,X¥) <& yazilabilir. Buradan da lim(p(X

esitsizlik V&3S0 igin saglandigindan dolay1 lim p(X,,%) = p(%,%) elde edilir.

<: lim p(%,,%) = p(%,%) olsun. Buradan & 30 igin Vn=n, olacak sekilde bir

n, € N dogal sayis1 i¢in p(X,,X) <& + p(X,X) olur. Bu durumda & =&— p(X,X)

olacak sekilde bir £3 0 i¢in X, € B(%,£) olur. V&30 i¢in Vn>n, olacak sekilde

n, € N dogal sayis1 var oldugundan dolay1 X, — x elde edilir.

Teorem 3.3.3. (X, p, A) esnek pargali metrik uzay ve bu uzaydaki esnek elemanlarin
bir dizisi (x,), olsun. xé& X igin ¥ —>% ve p(¥,¥)=0 ise VZ& X icin

’111_1)1; p(x,,2) = p(X,2) olur.

Ispat. Ucgen esitsizliginden p(%,2)— p(%,,%) < p(F,,2) < p(£,2)+ p(&,,%) olur.

Buradan da n — o iken p(X,,Z) = p(X,Z2) elde edilir.
Teorem 3.3.4. Esnek pargali metrik uzaylarda yakinsak her dizinin limiti tektir.

ispat. (X, p,A) bir esnek parcali metrik uzay ve (X,),cn X kiimesinin esnek
elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Bu dizi %,%, &X esnek elemanlarina
yakinsasm. p(X,,X,) = p(X,.X,) = p(X,,X,) esitliginin saglanip saglanmadigimni

inceleyelim. £330 ve her n>pn  igin | p(x,, %) - p(x,.%, )| <& ve

|p(%,.%)— p(%,,%,)| <& olacak sekilde n eN vardir. Ayrica £50 ve her n2n,

i¢in |p()€n,)€2)—p(>€2,>€2)‘ <& ve |p(:€2,)?2)—p()€n,in) <& olacak sekilde n, eN

vardwr. n, =max{n,,n,} secersek her n>n, i¢in
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|p(§1,)~cl) - p(X,, )Ez)‘ < ‘p(‘%l’in) +p(X,,%,)— p(%,.%,) _p(fzriz)‘

< ‘p(fh%l)_‘_é—i_p(£25£2)+§_p(£n>£n)_p(£25£2)‘

=|p(§1,)~cl)+2§—p(in,in)

+2¢&

g‘p(il’i])_p(inﬂin)

IA

+2&

g
3

olur. Buradan da p(x,.%,) = p(x,.X,) ve p(X,.X,)= p(X,.X,) olup (EP2) sartindan
X, = X, elde edilir. Yani (x,),_, dizisi tek bir esnek elemana yakinsar.
Teorem 3.3.5. (X, p, A) bir esnek pargali metrik uzay, %, 7 & X esnek elemanlarma

sirastyla yakmsayan, X kiimesinin esnek elemanlarindan olusan (x,), v ve (¥,),.n

dizileri i¢in ’lli_l;r;lap(“%n’j;n) = p(X,7) olur.

ispat. (X, p, A) esnek parcali metrik uzay, X, j}éf( esnek elemanlarna sirasiyla
yakinsayan, X kiimesinin esnek elemanlarindan olusan (X,),on Ve (,),.y dizilerini

<&

alalim. £30 ve her n>n, igin | P(X,,X)—p(X,3)|< & ve | p(x,,%X)—p(x,,%,)

olacak sekilde bir n €N vardir. Her n>n, igin | p(»,,y)—p(», )7)‘ <& ve

| p(3,.3)—p(,,7,)| < € olacak sekilde bir n, e N vardir. n, =max{n,n,} segersek

her n>n, i¢in

P&, 5,)-p(E.7) 2 p(E,, 5+ p(E.5,) - p(E,5) - p(3,7)
< p(x,,5)+ p(E,9) + p(3,7,) — p(7, )~ p(F, %)~ p(%, 7)
= P(X,,X) = p(%,X)+ p(y,,3) = P}, y)
<|p(%,, %)~ p(E, )| +| p(5,, 7) = p(7,7)

g

Al
+

g
=2

e
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olur. Benzer sekilde

p(E.3)-p&,.5,) < p(E.5)+ p(E,. 7) - p(F,.5,) - p(%,. 7,)
< p@E,. 0+ pE,, 50+ 03, 9) - p(3,.5,) - pE,.5) - p(E,.5,)

:p(')’zn’jz‘)_p()zn"i‘n)+p(.j;n9j;)_p(j;nij\;n)

§|p(£n?£)_p(£n9in) +‘p(j;n7j:;)_p(j;n’.)7n)

g

A
+

g
2

M

olur. Dolayisiyla |p(j'”,j')—p()7n,)7n) <2¢ olup li_{gp(fnaj’n) = p(X,7) elde edilir.

Teorem 3.3.6. (X,p,A) (EP5) sartim saglayan esnek pargali metrik uzay,
(F,A) e S(X) ve ¥&(F, ) olsun. ¥ & (F, A) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (F, A)
esnek kiimesinde X esnek elemanina yakinsayan ve (F, 4) esnek kiimesinin esnek

elemanlarmdan olusan bir (x,),_,, dizisinin bulunmasidir.

. — 1
Ispat. =: X & ([, 4) olsun. Her neN i¢in B(i,—]eN(f) alalim. Bu durumda
n

B()”c,lJ NSE(F,A)#<J olur. X, e B(fe,lj NSE(F,A) secersek X, € B(f,lj
n n n

elde edilir. Dolayisiyla p(X,X,)< p()?,)?)Jrl olur. (EPI) aksiyomundan
n

S U . : <~ - -
p(x,X)< p(x,X,) < p(x,X)+— yazilir. Boylece lim p(¥,%,)= p(¥,X) olur.
n n—»0

IAR

0
Ayrica

|P(X,.%,)= p(E0)| 2| p(R,. %) + p(E.%,) ~ p(F,%) = p(%,5)|

=2|p(%,,%) - p(%,9)|
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Al
I | o

olur. Dolayisiyla lim p(%,,% )= p(#%) ve limp(%,,%) = p(% %) =lim p(¥,, %)

olur. Yani X —Xx elde edilir.

&: (F,A) esnek kiimesinde X esnek elemanina yakinsayan ve (F,A) esnek
kiimesinin esnek elemanlarindan olusan bir (X)), dizisi alalm. 9T e N(X) olsun.
Bu durumda £30 i¢in B(¥,&)cM olur. X, —>% oldugundan her n>n, igin
|p(in,£)—p(£,£)| <E ve ‘p(ino,i)—p(i, i)‘ < & olacak sekilde bir n, e N vardr.

Boylece X, € 91N SE(F, ) oldugundan x & (F,A) elde edilir.

Tamm 3.3.7. (X, p,4) esnek parcali metrik uzay ve (x,) bu uzaydaki esnek

neN

elemanlardan olusan bir dizisi olsun. Eger lim p(%,,X,) limiti varsa (X)),
n,m—>0

"’

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tammm 3.3.8. (X, p,A) esnek parcali metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X

kiimesinde bir esnek elemana yakmsiyor ise (X, p, 4) esnek parcali metrik uzayma

tamdir denir.

Teorem 3.3.9. ()N( , p, A) esnek parcali metrik uzay ve bu uzayin esnek elemanlariin
bir dizisi (x,), olsun. Bu durumda (X)), dizisinin (X, p,A) uzaymda bir
Cauchy dizisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (X,), . dizisinin (X,d*, A) esnek

metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olmasidir.
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Ispat. = (x,),y dizisi (X,p,4) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Yani
lim p(%,,%,) limiti var olsun. Kabul edelim ki 330 icin d’(%,,%,)> & olsun

n,m—>0

Bu durumda

- - - - © N . o~ o e+ p(X,X)+p(x,,X
2p(xn’xm)_p(xn’xn)_p(xm’xm)>g Ve p(x;17xn1)> g p\xn xn; p(xm xm)

g .
olur. —= ¢, dersek

olur. Boylece

hm p(‘i‘n H )Ern) g ‘c::l + hm

n,m—»o n—w

m—»o0

(p(x)ﬂxn)j_'_ lim(p(xm’xm)]
2 2

elde edilir. & keyfi oldugu i¢in lim p(%,,X,) —>oo olur. Bu da lim p(%,,%,)

limitinin olmadign1 gdsterir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla V£S5 0 igin n,m>n,

iken p(%,,%,)<é& olacak sekilden, e N vardir. Yani (%)), dizisi (X,d",A)

uzayinda bir Cauchy dizisidir.
<: (X,),.y dizisi (X,d*, A) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Yani V&30 igin

n,m>n, iken p(X X, )<é& olacak sekilde n, € N var olsun. Buradan

2p(')€n’5ém)_p(i‘n’in)_p(fm’im) 2 g

olur. —=¢ i¢cin

DO | O
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P, 5, 25+ L) P )

2

elde edilir. Buradan da

lim p(¥,% )2 &+ lim(f(x;;x”))+ lim (w]

n,m—»o0 m—»o

olur. Buda lim p(%,,%,) limitinin var oldugunu gésterir. Dolayisiyla (%), _, dizisi

n,m—»0

(5( , p,A) uzaymnda bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.10. Bir esnek parcali metrik uzaylarda her yakinsak dizi bir Cauchy

dizisidir.

ispat. (X, p, 4) esnek parcali metrik uzaymda ¥&X esnek elemanma yakinsayan,

X kiimesinin esnek elemanlarindan olusan bri (%,),_, dizisi alalm. &350 ve her

nxn i¢in |p(%,%)-p(%,,%,) <& olacak sckilde m €N ve her n>n, igin
|p(%,,%)— p(%,%)|<& olaak sekilde »n,eN vardr. Her m,n2n, igin

n, =max{n,,n,} olsun. Buradan

2p(%,,%,)~ p(%,,%,)~ p(%,,%,) £2p(%,, ) +2p(X,%,) -2 p(X,%) — p(X,,%,)
—p(%,,.%,)
= p(x.X,)— pP(X,.%,)+ p(X,,,X)— p(X,x)
+p(X,,%) - p(%,.%,) + p(X,, %) — p(%,X)

g |p(£m 9 ‘i’:) - p(fm b im)

+ |p(£ma£) - p(“:éa )E)|

+|p(‘)’€9‘§n)_p(“~n7£n) +|p(‘§9£n)_p(‘£3 i)

<4z
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olur. Bu durumda (X,), ., dizisi (X,d*, A) uzaymnda bir Cauchy dizisidir. Teorem

3.3.91le (x,),.y dizisi (X, p, A) uzaymda bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.11. ()? , p,A) parcali metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(X,d’, A) uzaymnmn tam olmasidur.

ispat. =: (X,p,4) uzay! tam olsun. Yani (X,p,4) uzaymndaki her (x,),on
Cauchy dizisi bir ¥e X elemanma yakmsasm. Bu durumda Teorem 3.3.2. geregince
lim p(%,,%X) = p(¥,%) olur. (X,), ., dizisi (X, p,A) uzaymda bir Cauchy dizisi
oldugundan dolay1 Teorem 3.3.9. geregince (X,), ., dizisi (X,d*, ) uzaymda bir

Cauchy dizisidir. Yani V&30 igin n,m>n, iken limd*(%,,%,) <& olacak sekilde

n>"m

n, € N vardir. Buradan

lim (2p()~cﬂ,)€m)—p(fﬂ,in)—p(fm,fm)) <&

n,m—»0

olur. (%), dizisi (X, p, A) uzaymnda yakmsak oldugundan

lim (2p()?n,.€)—p(fﬂ,fﬂ)—p(f,f)) <&

n,m—»0

olur. Yanilimd’(%,,%¥)<& olur. Bu esitsizlik V&30 i¢in saglandigindan dolay1

n—>0

limd*(%,,%)=0 olup (&,),., dizisi (X,d",A4) uzaymnda yakmsaktir. Bu durum her

n—»0

(x,),.n Cauchy dizisi i¢in gegerli oldugundan dolay1 (X,d*, A) uzay1 tamdr.

<: (X,d’,A) uzayi tam olsun. Yani (X,d",A) uzaymndaki her (x,),.y Cauchy

dizisi igin limd’(%,,%)=0 olsun. Bu durumda

n—»0
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lim2p(%,, %)~ lim p(%,,%,)— p(£,5) =0
olur. Buradan

lim2p(%,,%) = lim p(%,,%,) + p(%, %)

n—»0 n

olur. p(%,,% )< p(X,,%) oldugundan dolay1 lim p(%X ,%,) <lim p(%,, %) olur.

lim p(5,, %)+ lim p(%,.,) 1im p(3,.%,) + p(E. 9)
seklinde yazarsak
lim p(%,,%) < p(,%) (3.3)
elde edilir. p(x,x) < p(x,,X) oldugundan dolay1

p(x,x) <lim p(X,, X) (3.4)

elde edilir. (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden dolay1 lgrr; p(X,,x)= p(x,x) elde edilir.
Teorem 3.3.2 geregince (X, ), dizisi bir ¥e X elemanmna yaknsar. Teorem 3.3.9
ile (x,),. dizisi (X, p, A) uzaymnda bir Cauchy dizisidir ve (X,d*,4) uzaymndaki
her (x,),.y Cauchy dizisi i¢in (x,), dizisi ()N( ,p,A) uzaymnda yakinsak

oldugundan dolay1 (X, p, A) uzayi tamdur.

Teorem 3.3.12. (X, p, A) ensek parcali metrik uzay, (X,d’, A) esnek metrik uzay,

XxeX ve X esnek kiimesinin esnek elemanlarindan olusan bir dizi (x,),_, olsun.
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lim p(,,%) = p(¥,%) = lim p(X,,%,) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim d°(%,,%,)=0 olmasidir.

Ispat. =: limp(%,¥)=pE5)= lim p(%,.%,) olsun. limp(%,,%)=p(%.%)
oldugundan Teorem 3.3.2 ile (X)), dizisi (X, p,A) uzayinda yakmnsaktir. Ayrica

lim p(%,,%,)=p(%,%) oldugundan dolayr (%), dizisi (X,p,4) uzaymnda bir

n,m—0

Cauchy dizisidir. Bu durumda Teorem 3.3.9 ile (X)), dizisi (X,d*, 4) uzayinda

bir Cauchy dizisidir ve Teorem 3.3.11 den limd”*(%,,%) = 0 bulunur. Yani

n—»0

hm (2p(5€n5‘5€) - p(‘)’en’in) _p(f’ ﬁ)) = 6
olur. (x,),. dizisi (X, p, A) uzaymda yakmsak oldugundan dolay1

hm (2p(:€n’inz)_p(in’gn)_p()zmﬁﬁm)) = 6

n,m-—»o0

olur. Buda lim d*(%,%,)=0 olmasi demektir.

m
n,m—»0

<: lim d'(%,,%,)=0 olsun. Bu durumda (%), dizisi (X,d*,4) uzaymda

n,m-—»0

%¥e X elemanma yakmsaktir. Yani limd*(%,,%)=0 olur. Bu durumda

n—0

lim2p(%,,%) —lim p(%,,%,)— p(%,¥) =0 ve lim2p(% %) =limp(%,,% )+ p(%, %)
n—»0 n—»0 n—»o0 n—>o0
olur. p(%,,% )< p(%,%) oldugundan lim p(%,,%,)<lim p(%,¥) olur. Buradan

lim p(%,,%) +1im p(%,,%,) <lim p(%,,%,) + p(%, %) seklinde yazarsak

lim p(x,,X) < p(%, %) (3.5)
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elde edilir. p(%,%) < p(X,,%) oldugundan dolay
p(x,%)<lim p(x,,X) (3.6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden dolay1 11_{2 p(x,,%) = p(X,%) elde edilir.
Teorem 3.3.2 den (%), dizisi (X,p,4) uzaymda yakmsaktir. (%), dizisi
(X,d", A) uzaymda yakmsak oldugundan (%), ., dizisi (X,d",4) uzaymda bir
Cauchy dizisidir. Teorem 3.3.9 ile (X)), dizisi (X, p,A) uzaymda yakmsaktir.
Yani (X,),. dizisinin limiti vardir ve bu limit yakisadig1 elemana esittir. Yani

lim p(%,,%,) < p(%%) 3.7)

n,m—»o00

olur. (x,),. dizisi (X, p,A) uzaymnda yakinsak oldugundan dolayr Teorem 3.3.2
den dolay1

lim p(%,, %) = p(%, %) (3.8)

olur. Sonug olarak (3.7 ve (3.8) esitliklerinden dolay1

lim p(x,,%X) = p(x,x)= lim p(X,X,) esitligi elde edilir.

n—>0

Teorem 3.3.13. (EP5) sartmi saglayan bir tam esnek parcali metrik uzayin esnek

kapali alt kiimesi tamdr.

ispat. (X, p,4) bir tam esnek parcali metrik uzay ve (F,A4)& X esnek kapali
kiimesini alalim. (X,),_, (#,A4) esnek kiimesinin esnek elemanlarindan olusan bir
Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (x,),_y, (X, p, A) uzaymnda bir Cauchy dizisidir.

(X, p, A) uzay1 tam oldugundan (x,),.y dizisi X kiimesinde bir ¥ esnek elemanina
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yakmsar. Yani £30, her B(X,&) agik yuvari igin X, € B(X,£) olur. Buradan
B(x,&)n{x,} #D ve B(x,e)N(F,A)#< oldugundan dolayr X ecl(F,A) olur.

Buradan da X & (F, A)=(F, A) olur. Sonug olarak da (F, A) tamdir.

Ornek 3.3.14. Vied, (F,A)(A)=[01] ve (G,A)(A)=[2,3] olmak iizere
X =(F, A) U(G, A) esnek kiimesi iizerinde p: SE(X)xSE(X) —R(A)" doniisiimii

max{x,y}, {x,y}M(G,4)=D

p(xay)Z{ -7, &7} E(F.4)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (5( , p,A) bir tam esnek parcali metrik uzaydir.

Tammm 3.3.15. (X,p,A) bir esnek parcali metrik uzay ve (F,A4)eS(X) bos
olmayan bir esnek kiime olsun. P| » i SE(F, A)xSE(F, A) —R(A)" fonksiyonunun
Vx,ye(F,A) igin P| (X, y)=p(x,y) ile tanimlayalim. Bu durumda P| s (F,A)
tizerinde bir esnek parcali metriktir ve p tarafindan (F, A) lizerine indirgenen esnek

parg¢ali metrik olarak adlandirilir. ((#, A), P|,,A) uzayma da (X, p, A) uzaymmn bir

esnek par¢ali metrik alt uzay: denir.

Teorem 3.3.16. (EP5) sartin1 saglayan bir esnek parcali metrik uzaym tam alt uzay1

esnek kapali alt kiimedir.

ispat. (X, p, A) esnek pargali metrik uzay, (F, A) tam alt uzay ve & (F,A) olsun.
Dolayisiyla y —y olacak sekilde (F,A4) esnek kiimesinde, (F,A4) esnek
kiimesinin esnek elemanlarindan olusan bir (p,),., dizisi vardir. Boylece (¥,),.>
X kiimesinde bir Cauchy dizisi dolayistyla da (F, A) esnek kiimesinde bir Cauchy
dizisidir. (F, A) tam oldugundan dolay1 y & (F, 4) olur. Dolayisiyla (F, A) & (F, A)
elde edilir.
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Diger taraftan (F, A) & (F, A) oldugundan dolay1 (F, A)=(F, A) elde edilir. Yani
(F, A) esnek kapaldir.



BOLUM 4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez esnek pargali metrik uzaylara giris niteligindedir. Tezde ilk 6nce esnek parcali
metrik kavrami tanimlanmis temel 6zellikleri ve ispatlanmistir. Bu 6zellikler esnek
parcali metrik uzaylar iizerinde yapilacak elemanter igslemler kullanilarak kurulacak

yeni yapilar i¢cin dnemlidir.

Tezin asil amact dogrultusunda esnek kiimeler ve elemanter iglemler yardimiyla
esnek parcali metrik uzaylarda cesitli Ozellikler ispatlanmis, bu 6zelliklerin bir
kismmm klasik pargali metrik uzaylarin litaretiirde bulunan ozelliklerden farkli
oldugu gosterilmistir. Esnek parg¢ali metrik uzaylarda esnek acik, esnek kapali yuvar,
esnek acik kiime kavramlari tanimlanmis. Bir esnek metrik uzayin elemanter esnek
islemler altinda bir esnek topoljik uzay olmasi i¢in saglamasi gereken sart verildikten
sonra bir esnek kiimenin esnek i¢i, esnek dis1 ve esnek kapanigi gibi topolojik

kavramlar tanimlanmis ve bazi 6zellikleri ispatlanmastir.

Son olarak esnek parcali metrik uzaylarda yakinsaklik, tamlik, esnek parcali alt
metrik uzay kavramlar1 ile esnek fonksiyonlarn bu yapidaki Ozellikleri

ispatlanmustir.

Bu tezdeki ¢alismalardan hareketle esnek parcali metrik uzaylarda dizisel stireklilik,
streklilik, total sinirhilik, kompaktlik gibi bir¢ok kavram {izerine ¢aligmalar

yapilabilir.



KAYNAKLAR

[1]
2]

[3]
[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Zadeh, L. A., Fuzzy sets. Inform. Control., 8(3): 338-353, 1965.

Molodtsov, D., Soft sets theory-First results. Comput. Math. Appl., 37(4-5): 19-
31, 1999.

Molodtsov, D., The theory of soft sets (in Russian), URSS Publishers, 2004.

Molodtsov, D. A., Leonov, V. Y., Kovkov, D. V., Soft sets technique and its
application. Nechetkie Sistemy i Myagkie Vychisleniya, 1(1): 8-39, 2006.

Maji, P. K., Biswas, R., Roy, A. R., Soft set theory. Comput. Math. Appl, 45(4-
5): 555-562, 2003.

Maji, P. K., Roy, A. R., Biswas, R., An application of soft sets in a decision
making problem. Comput. Math. Appl., 44(8-9): 1077-1083, 2002.

Maji, P. K., Biswas, R., Roy, A. R., Fuzzy soft sets. J. Fuzzy Math., 9(3): 589-
602, 2001.

Maji, P. K., Biswas, R., Roy, A. R., Intuitionistic fuzzy soft sets. J. Fuzzy
Math., 9(3): 677-692, 2001.

Ahmad, B., Kharal, A., On fuzzy soft sets. Adv. Fuzzy Syst., 2009, Article ID
586507, 2009.

Xu, W., Ma, J., Wang, S., Hao, G., Vague soft sets and their properties.
Comput. Math. Appl., 59(2): 787-794, 2010.

Feng, F., Li, C., Davvaz, B., Ali, M. L., Soft sets combined with fuzzy sets and
rough sets: a tentative approach. Soft Comput., 14(9): 899-911, 2010.

Ali, M. L., A note on soft sets, rough soft sets and fuzzy soft sets. Appl. Soft
Comput., 11(4): 3329-3332, 2011.

Feng, F., Liu, X., Leoreanu-Fotea, V., Jun, Y. B., Soft sets and soft rough sets.
Inform. Sci., 181(6): 1125-1137, 2011.



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

68

Jun, Y. B., Soft BCK/BCl-algebras. Comput. Math. Appl., 56(5): 1408-1413,
2008.

Jun, Y. B., Park, C. H., Applications of soft sets in ideal theory of BCK/BCI-
algebras. Inform. Sci., 178(11): 2466-2475, 2008.

Feng, F., Jun, Y. B., Zhao, X., Soft semirings. Comput. Math. Appl., 56(10):
2621-2628, 2008.

Park, C. H., Jun, Y. B., Oztiirk, M. A., Soft WS-algebras. Commun. Korean
Math. Soc., 23(3): 313-324, 2008.

Jun, Y. B., Lee, K. J., Zhan, J., Soft p-ideals of soft BCI-algebras. Comput.
Mathe. Appl., 58(10): 2060-2068, 2009.

Jun, Y. B., Lee, K. J., Park, C. H., Soft set theory applied to ideals in d-
algebras. Comput. Math. Appl., 57(3): 367-378, 2009.

Atagiin, A. O., Sezgin, A., Soft substructures of rings, fields and modules.
Comput. Math. Appl., 61(3): 592-601, 2011.

Ali, M. L., Shabir, M., Naz, M., Algebraic structures of soft sets associated with
new operations. Comput. Math. Appl., 61(9): 2647-2654, 2011.

Shabir, M., Naz, M., On soft topological spaces. Comput. Math. Appl., 61(7):
1786-1799, 2011.

Min, W. K., A note on soft topological spaces. Comput. Math. Appl., 62(9):
3524-3528, 2011.

Hazra, H., Majumdar, P., Samanta, S. K., Soft topology. Fuzzy Inf. Eng., 4(1):
105-115, 2012.

Aygiinoglu, A., Aygiin, H., Some notes on soft topological spaces. Neural
Comput. Appl., 21(1): 113-119, 2012.

Varol, B. P., Aygiin, H., A new approach to soft topology. Hacet. J. Math.
Stat.,41(5): 731-741, 2012.

Varol, B. P., Aygiin, H., Fuzzy soft topology. Hacet. J. Math. Stat., 41(3): 407-
419, 2012.

Varol, B. P., Aygiin, H., On soft Hausdorft spaces. Ann. Fuzzy Math. Inform.,
5(1): 15-24, 2013.

Zorlutuna, 1., Akdag, M., Min, W. K., Atmaca, S., Remarks on soft topological
spaces. Ann. Fuzzy Math. Inform., 3(2): 171-185, 2012.



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

69

Hussain, S., Ahmad, B., Some properties of soft topological spaces. Comput.
Math. Appl., 62(11): 4058-4067, 2011.

Ahmad, B., Hussain, S., On some structures of soft topology. Math. Sci., 6: 64,
2012.

Kannan, K., Soft generalized closed sets in soft topological spaces. J. Theor.
Appl. Inf. Technol., 37(1): 17-21, 2012.

Nazmul, S., Samanta, S. K., Neighbourhood properties of soft topological
spaces. Ann. Fuzzy Math. Inform., 6(1): 1-15, 2013.

Georgiou, D. N., Megaritis, A. C., Soft set theory and topology. Appl. Gen.
Topol., 15(1): 93-109, 2014.

Das, S., Samanta, S. K., Soft real sets, soft real numbers and their properties. J.
Fuzzy Math., 20(3): 551-576, 2012.

Das, S., Samanta, S. K., On soft complex sets and soft complex numbers. J.
Fuzzy Math.,21(1): 195-216, 2013

Das, S., Samanta, S. K., On soft metric spaces. J. Fuzzy Math., 21(3): 707-734,
2013.

Taskoprii, K., Elemanter esnek topolojik uzaylara giris. Sakarya Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Topoloji Bilim Dali,
Doktora Tezi, 2017.

Taskoprii, K., Altintas, 1., Introduction to elemantary soft topology, Under
review.

Majumdar, P., Samanta, S. K., On soft mappings. Comput. Math. Appl., 60(9):
2666-2672, 2010.

Matthews, S.G., Partial metric topology, Research Report 212, Department of
Computer Science, University of Warwick, 1992.

Matthews, S.G., The topology of partial metric spaces. Research Report 222.
Dept. of Computer Science, University of Warwick, 1992.

Matthews, S.G., Partial metric topology, in: Proc. 8th Summer Conference on
General Topology and Applications. Ann. New York Acad. Sci. 728, 183-197,
1994.

S.J. O’Neill, Two topologies are better than one, Tech. Report, University of
Warwick, Conventry, UK, 1995.



[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

70

Oltra, S., Valero, O., Banach®s fixed point theorem for partial metric spaces,
Rend. Ist. Mat. Univ. Trieste 36, 17-26, 2004.

Rabarison, A.F., Partial metrics, Annals of The New York. Academy of
Sciences, 1994, pp. 183-197, 2007.

Bari , C.D., Vetro P., Fixed points for weak-contractions on partial metric
spaces. 1, No. 1, 4-9. 2011.

Ay, A., Kismi metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri. Atatiirk Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisli, Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi, 2013.

Durmaz, G., Zayif kismi metrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri, Kirikkale
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilimdali Doktora Tezi,
2015.



OZGECMIS

Ogulcan Olgun, 14.10.1993 tarihinde Kocaeli’nin izmit ilgesinde dogdu. Ilk, orta ve
lise egitimini Kocaelide tamamladi. 2011 yilinda Sabanci Anadolu Teknik Lisesi
Elektrik-Elektronik Boliimiiniin Endiistriyel Bakim Onarim dalindan mezun oldu.
2011 yilinda basladigi Sakarya Universitesi Matematik Boliimiinii 2016 yilinda
bitirdi. 2016 yilinda Sakarya Universitesi Matematik Anabilimdali Topoloji Bilim
Dalinda yiiksek lisansa basladi. Halen 6zel bir okulda Matematik Ogretmeni olarak

gorev yapmaktadir.



