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ONSOZ

Bilimin bir¢ok dalinda belirsizlik igeren problemleri matematiksel olarak
modellemek ve belirsizlikleri ortadan kaldirmak amaciyla, esnek kiime teorisi 1999
yilinda bir matematiksel ara¢ olarak ileri sliriilmiistiir. Bu durum esnek kiimeleri ilgi
cekecek bir konuma getirmistir. Giiniimiizde esnek kiimeler iizerine matematiksel

yapilar kurma ile ilgili calismalar hizla ilerlemektedir.

Bu calismada esnek metrik uzaylarda dizisel kompaktlik, total sinirlilik, kompaktlik,
stireklilik gibi temel kavramlar ¢alisilmistir. Klasik metrik uzaylarin aksine herhangi
bir esnek metrik uzayda dizisel kompaktlik ile kompaktligin denk kavramlar

olmadig1 goriilmistiir.

Bu calismanin her asamasinda bilimsel bakis agisini, Ongdriisiinli, matematik
bilgisini ve tecriibesini benden esirgemeyen hocam Dog. Dr. ismet ALTINTAS’ a

tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, bana her tiirlii destegi veren aileme tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

A : Parametreler kiimesi

X : Evrensel kiime

(F,A) : Esnek kiime

X : Mutlak esnek kiime

d : Esnek bos kiime

S, ( X) : E evrenseli iizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi

X : Esnek eleman

P : Esnek reel say1

r : Her A parametresi igin f(?n) =1 ile tanimlh 0zel esnek reel
say1

S (E ) : @ esnek kiime ve her A parametresi i¢in F(?&) #O olan
esnek kiimelerin ailesi

SE (F , A) : (F , A) kiimesinin esnek elemanlarinin ailesi

R(A) : Esnek reel sayilar ailesi

;Cn} : Esnek elemanlarinin dizisi
B( )?,5) : Esnek elemanlardan olusan a¢ik yuvar

SS(B()Z,E)) : Esnek acik yuvar

SS [ B(%, 5)] : Esnek kapal1 yuvar

O : Esnek birlesim islemi
A : Esnek kesisim islemi
- : Esnek kapsama
< : Esnek kiigtikliik



< : Esnek kiigtik esitlik

U] : Elemanter birlesim islemi
m : Elemanter kesisim islemi
EET : Elemanter esnek topoloji
B : Esnek baz



OZET

Anahtar kelimeler: Esnek kiime, esnek eleman, elemanter esnek islemler, esnek
metrik, elemanter esnek topoloji, tamlik, Banach sabit nokta teoremi, total sinirlilik,
dizisel kompaktlik, kompaktlik, siireklilik.

Bu tezin ikinci bolimiinde esnek kiimelerle ilgili kisa bir literatiir bilgisi ile birlikte
bazi temel kavram ve ozellikler verilmektedir.

Ucgiincii béliimde, esnek eleman 1s131nda esnek metrik uzaylar {izerinde detayli bir
calisma yapilmaktadir. Bu boliimde, esnek kiimeler lizerine esnek eleman yardimiyla
kurulan esnek metrik yapisi verilmekte, esnek metrik uzaylar ile klasik metrik
uzaylar arasindaki gecisler incelenmekte ve bazi Ornekler verilmektedir. Ayni
zamanda esnek alt uzay, esnek metrik uzaylarda uzaklik ve ¢ap kavramlar1 ve onlarin
baz1 6zellikleri verilmektedir. Esnek acgik ve esnek kapali yuvarlar, esnek komsuluk,
esnek ig, esnek acik ve kapali kiimeler incelenmekte ve birgok 6zelligi verilmektedir.
Esnek agik kiimelerin elemanter esnek birlesimi esnek acik oldugu halde iki esnek
acik kiimenin elemanter esnek kesisimi esnek acik olmayabilir. Bu yiizden esnek agik
kiimelerin kesisimlerinin esnek agik olacak sekilde esnek metrik uzaylar {izerine bir
kisitlama getirilmektedir (M5 sart1). (M5) sartin1 saglayan her esnek metrik uzaymn
bir esnek elemanter topolojik uzay oldugu goriildiikten sonra esnek metrik uzaylarda
esnek yigilma elemanlari, esnek kapanis elemanlar1 gibi topolojik Ozellikler
calisilmaktadir. Ayrica esnek metrik uzaylarda esnek elemanlardan olusan dizilerin
yakinsamasi, Cauchy dizileri ve esnek metrik uzaylarda tamlik kavramlar1 ve onlarin
baz1 6zellikleri verildikten sonra Banach sabit nokta teoremi ispatlanmaktadir.

Dordiincii bolimde, esnek metrik uzaylarin kompakthigr ve siirekliligi iizerine
calisilmaktadir. Bu bdliimde esnek metrik uzaylarda dizisel kapalilik, dizisel
kompaktlik, esnek ag, esnek total sinirlilik, Lebesgues elemani ve esnek dizisel
stireklilik kavramlar1 tanimlanmakta ve bazi temel 6zellikleri ispatlanmaktadir. Ayni
zamanda elemanter esnek metrik topolojik uzayda esnek agik Ortii ve esnek
kompaktlik tanimlar1 yapilmaktadir. Her esnek metrik uzay elemanter esnek
topolojik uzay olmadigindan bu uzayda dizisel kompaktlikla kompakthigin farkl
oldugu goriilmektedir. Buna ragmen (M5) sartin1 saglayan esnek metrik uzaylarda
dizisel kompaktlikla kompaktlhigin, dizisel stireklilik ile stirekliligin ayni olduklari
ispatlanmaktadir. Bu boliimde dizisel kompaktlik ve kompakthigin baz1 6zellikleri de
verilmektedir.

Bu tezin ozellikle dordiincii boliimiinden elde edilen sonuglar, bu konulardaki
caligmalar i¢in kaynak tegkil edecek niteliktedir.

vi



TOPOLOGY OF SOFT METRIC SPACES

SUMMARY

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, soft metric, elementary soft
topology, completeness, Banach fixed point theorem, totally boundedness, compactness,
sequentially compactness, continuity.

In the second chapter in this thesis, a short literature information about the soft sets
and some fundemantal concepts and properties are given.

The soft metric spaces via soft elements are discussed in detail in the third chapter.
The soft metric structure that established by the soft element on the soft sets is given,
relations between the soft metric spaces and the classical metric spaces are examined
and some examples are given in this chapter. Also, soft subspace, the consepts of
distance and diameter and their some properties in soft metric spaces are given. Soft
open balls, soft closed balls, soft neighboard, soft interior, soft open and soft closed
sets are examined. Although the elemanter soft unions of soft open sets are soft open,
the elemantary intersection of two soft sets is not open. So, the soft metric spaces are
restricted (the condition M5) for the elemantary intersection of two soft sets to be
open. It is seen that every metric space satifyng the condition (M5) is a elemantary
soft topological space. It is worked on limit elements and closure elements as the
concepts of topological in the elemantery soft metric topological space. In addition,
the concepts as convergence of sequences of the soft elements, Cauchy sequences and
completeness in soft metric spaces are given.

In the fourth chapter, the compactness of soft metric spaces is considered. In this chapter,
the concepts of sequentially closeness, sequentially compactness, soft net, soft totally
boundedness, Lebesques element, soft covering, compactness, soft sequentially
continuity and continuity are defined, and their basic properties are proved in soft
metric spaces. Since every soft metric spaces is not a elementary soft topological
space, it is seen that sequentially compactness is different from compactness.
Nevertheless, it is proved that every sequentially compact soft set is compact, and
every sequentially continuous mapping is continuous in the soft metric space
satisfying (M5). It is also proved that some properties of sequentially compactness
and compactness in this chapter.

The results obtained in the scope of this thesis will be the basis for further studies in
this context.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Dogruluk degeri goreceli olan kavramlarin matematiksel olarak modelleyebilme
arzusu, belirsiz problemlere olan ilgiyi artirmistir. Bu problemleri klasik
matematiksel yaklasimla modellemek ¢ozebilmek c¢ok da kolay degildir. Ciinkii
klasik matematiksel mantikta, bir varlik ya bir kiimenin elemanidir ya da degildir.
Giinliik hayatta sik¢a kullanilan 1yi insan, soguk hava, giizel manzara, ucuz ev vb.
ifadeler kisiden kisiye gore degistigi icin kesinlik icermezler. Kesinlik igermeyen
belirsiz kavramlarin matematiksel olarak modellenmesi ve bu problemlerin ¢oziimii
icin, aralik matematigi, olasilik teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi, bulanik kiimeler
teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi farkli teoriler gelistirildi. Bunlar arasinda, en
dikkat ¢ekicilerden birisi, Zadeh'in bulanik kiimeler teorisidir [1]. Bir bulanik kiime,
kendisine ait iiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanabilir. Her bir 6zel durumda tyelik
fonksiyonu kuruldugu ic¢in son derece bireyseldir. Bu nedenle, iiyelik fonksiyonu

insasindan bagimsiz bir kiime teorisine ihtiya¢ duyulmustur.

Bu ihtiyaci kargilamak ve belirsizlikle basa ¢ikmak amaciyla 1999 yilinda Molodtsov
[2] tarafindan esnek kiime teorisi ortaya atildi. Esnek kiime teorisi, bulanik kiime ve
sezgisel bulanik kiime teorilerinden farkli olarak reel degerli bir fonksiyon yerine bir
secim fonksiyonuyla belirsizligi ortadan kaldirmayi hedeflemektedir. Molodtsov
[2,3] stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, Riemann integrali, Peron integrali,
olasilik teorisi, Ol¢ltim teorisi gibi bir¢ok kavrami esnek kiime teorisine basariyla

uygulamistir.

Yakin ge¢miste matematigin birgok alaninda esnek kiime teorisi iizerinde galigmalar
yapildi. Maji ve ark. [4—6], Pawlak’in [7] yaklagimli kiime teorisi yardimiyla, bir
karar verme probleminde esnek kiimenin uygulamasini sundular, esnek kiimelerde

bazi islemleri tanimladilar ve bulanik esnek kiimeler tizerinde yaptiklar1 ¢alismadan



sonra sezgisel bulanik esnek kiime teorisini ortaya attilar [6]. Xiao ve ark. [8] esnek
kiime temelli hesaplama metodu {iizerine, Chen ve ark. [9] esnek kiimelerde
parametre indirgemesi lizerine ve Mushrif ve ark. [10] esnek kiime temelli
siniflandirmalar iizerine caligmalar yaptilar. Yang ve ark. [11,12] bulanik esnek
kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak, bulanik esnek kiimeler yoluyla karar verme
problemini analiz ettiler. Ayrica aralik degerli bulanik esnek kiime kavramini
tanimlayarak bu yeni kiimenin kesisim, birlesim ve De Morgan gibi temel kiime

islemi 6zelliklerinin sagladigini gosterdiler.

Son yillarda esnek kiimeler iizerine cebirsel ve topolojik yapilar kurup bu yapilara
gore esnek kiimelerin ozelliklerini ortaya ¢ikaran ¢alismalar yapilmaktadir. Feng ve
ark. [13-15] esnek grup ve esnek yar1 halkayr tanimlayip temel ozelliklerini
inceledikten sonra karar vermeye dayali bulanik esnek kiimeye ayarlanabilir
yaklasim tanimin1 verip bir uygulama sundular. Sun ve ark. [16], Acar ve Tanay [17]
Atagiin ve Sezgin [18] ve diger birgok yazar modiillerin, halka ve cisimlerin, esnek
yapilar1 lizerinde calistilar. Aygiinoglu ve Aygiin [19] bulanik esnek kiimelerin bazi
ozelliklerini inceledikten sonra 2011 yilinda esnek topolojik uzaylar iizerine bir
calisma yaptilar [20]. Ayn1 yil Shabir ve Naz [21] tarafindan esnek topolojik yapilar
lizerine bir ¢alisma yayimlandi. Ardindan Zorlutuna ve ark. [22] ve Min [23] esnek
topolojik uzaylar iizerine temel bazi sonuglar ortaya koydular. Tagkoprii [24] doktora
tezinde, esnek kiimeler lizerine elemanter esnek kiime islemleri ile yeni esnek

topolojik yapilar kurdu.

Giiniimiizde esnek kiimeler ile ilgili arastirmalar yogun ilgi ¢ekmektedir. Ozellikle
Das ve Samanta’nin c¢alismalar1 analiz konularma temel olusturmaktadir. Das ve
Samanta [25], esnek noktadan farkli olan esnek eleman kavramini ortaya atarak
esnek reel sayilar ve esnek reel kiimeler, esnek kompleks sayilar ve esnek kompleks
kiimeler [26] kavramlarmi tanimladilar. Hem esnek nokta hem de esnek eleman
bazinda, esnek metrik uzaylar [27,28], esnek vektor uzaylar [29], esnek normlu
uzaylar [30,31], esnek i¢ ¢carpim uzaylari [32], esnek Banach uzaylar [33] gibi 6nemli
caligmalar yaptilar. Giiniimiizde esnek kiime teorisi ve onun uygulamalar1 lizerine

yeni ¢aligsmalar hizla gelismektedir.



Bu tezin temel amaci, esnek kiimeler iizerine, esnek eleman tabaninda kurulan esnek
metrik uzaylar1 inceleyerek esnek metrik uzaylarin elemanter esnek topolojik ve
tamhik Ozelliklerini calismak ve esnek metrik uzaylarin dizisel kompaktlik,
kompaktlik 6zelliklerini ispatlamaktir. Bu amaca uygun olarak asagidaki ¢alismalar

yapild.

Tezin ikinci bdliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak esnek kiimeler,

elemanter esnek islemler ve esnek fonksiyonlar ile ilgili baz1 temel kavramlar verildi.

Ucgiincii boliimde, esnek metrik uzaylar esnek eleman temelinde Das ve Samanta’nin
[28] caligmasi takip edilerek detayli olarak calisildi. Bu boliimde, esnek metrik uzay
ornekleri verildi. Esnek metrik uzaylarla klasik metrik uzaylar arasindaki iliskiler
incelendi. Esnek alt uzaylar, esnek kiimeler arasindaki uzaklik ve c¢ap kavramlari,
esnek acik ve esnek kapali yuvarlar, esnek komsuluk, esnek i¢, esnek acik kiimeler
esnek kapali kiimeler ve onlarin bircok o6zellikleri incelendi. Esnek metrik uzayda
esnek acik iki kiimenin elemanter esnek kesisimini her zaman esnek agik olmadig
goriildii. Metrik sartlarina ek olarak (M5) sartini saglayan esnek metrik uzayda esnek
acik iki kiimenin elemanter esnek kesisiminin esnek agik oldugunun ispati verildi.
Boylece her esnek metrik uzayin degil de (M5) sart1 saglayan esnek metrik uzaylarin
elemanter islemlere gore bir elemanter topolojik uzayr oldugu goriilmiis oldu.
Elemanter esnek metrik topolojik uzaylarda esnek yigilma elemanlari, esnek kapanis
elemanlari, esnek siirekli fonksiyonlar gibi bazi kavramlarin topolojik 6zellikleri
calisildi. Bu boliimde, aynt zamanda esnek metrik uzaylarda esnek elemanlardan
olusan dizilerin yakinsakligi, simirliligi, Cauchy dizileri ele alind1 ve esnek metrik
uzaylarin tamlig1 verildikten sonra esnek metrik uzaylarda Banach sabit nokta

teorimi ispatlandi.

Tezin orijinal olan dordiincii boliimiinde, esnek metrik uzaylarin kompakthigr ve
stirekliligi tlizerine calisildi. Bu boliimde esnek metrik uzayda dizisel kapalilik,
dizisel kompaktlik, esnek ag, esnek total sinirlilik, Lebesgues elemani ve esnek
dizisel siireklilik kavramlari tanimlandi ve baz1 temel o6zellikleri ispatlandi.

Elemanter esnek metrik topolojik uzayda esnek acik ortii ve esnek kompaktlik



tanimlar1 yapildi. Her esnek metrik uzay elemanter esnek topolojik uzay
olmadigindan bu uzayda dizisel kompaktlikla kompaktlhigin farkli oldugu goriildii.
Her kompakt uzayin dizisel kompakt oldugu fakat dizisel kompakt uzayin kompakt
olmast gerekmedigi gozlendi. Buna ragmen (M5) sartim1 saglayan esnek metrik
uzayda dizisel kompaktlikla kompaktligin, dizisel siireklilik ile stirekliligin ayni
olduklar1 ispatlandi. Bu boliimde dizisel kompaktlik ve kompaktligin baz1 6zellikleri

de ispatlandi.

Bu tezde elde edilen sonuglar, bu konulardaki ¢aligmalara kaynak teskil edecek

nitelikte oldugu diistiniilmektedir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlar, bir sonraki boliimde
tanim ve yapilarin kurulmasinda, teoremlerin ispatlanmasinda Onbilgi ve yontem

olarak kullanilacaktir
2.1. Esnek Kiimeler

Tanim 2.1.1. [2] A# bir parametreler kiimesi, X # bir evrensel kiime ve

P(X ), X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi olsun. Bir F :A%P(X ) kiime

degerli donilisiimiine X kiimesi lizerinde bir esnek kiime denir ve (F ,A) ikilisi ile

gosterilir.

Bagka bir ifade ile X kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir ailesine X
iizerinde bir esnek kiime denir. Her A€ A igin F(A) kiimesi, (F,4) esnek
kiimesinin A -yaklasimli  elemanlarinin  bir kiimesi olarak g6z Oniinde

bulundurulabilir. Béylece X kiimesi iizerinde bir (F ,A) esnek kiimesi
(F.4)={(A.F(A)): A€ Ave F(A)c X}

seklinde ikililer ile ifade edilir. 4 parametre kiimesi tarafindan parametrelendirilmis

X evrensel kiimesi tizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi S, (X ) ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. [2] (F,A),(G,A)e S,(X) esnek kiimeler olsun.



Her Ae 4 i¢in F(A)=Q ise (F, A)esnek kiimesine esnek bos kiime denir ve @ ile

gosterilir.

Her A€ 4 igin F (/1) =X ise (F ,A) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir ve

X ile gosterilir.

Her A€ A igin F(ﬂ) CG(ﬂ) ise (FA) esnek kiimesine (G,A) esnek kiimesinin
esnek alt kiimesi denir ve (F ,A) c (G,A) ile gosterilir. (G,A) kiimesine de (F ,A)

kiimesinin esnek iist kiimesi denir ve (G, 4) D (F, A) ile gosterilir.

(F,A) kiimesi, (G,4) kiimesinin esnek alt kiimesi ve (G,4) de (F,A)

kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F ,A) ve (G,A) kiimelerine esnek esit kiimeler

denir.

(F,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek birlesimi (H,A), her le 4 igin

H(ﬂ) = F(ﬂ) UG(/i) seklinde tanimlanir ve (H, A) = (F, A) C)(G, A) ile gosterilir.

(F,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek kesisimi (H,A), her A€ A igin

H(ﬂ) = F(ﬂ) mG(/i) seklinde tanimlanir ve (H, A) = (F, A) F\(G, A) ile gosterilir.

(F,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek farki (H,A), her A€ A igin

H(/l) = F(/l) \ G(/l) seklinde tanimlanir ve (H, A) = (F, A) \ (G, A) ile gosterilir.

Her A€ 4 i¢in F*(A)=X—-F(A) ile tanimlanan F*:A—P(X) doniisiimiine x
iizerinde (F,A) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir ve (F C,A):(F LA) le

gosterilir. Agikga X =@ ve ®° = X olur.



Onerme 2.1.1. [2,3] (F,4), (G,A) ve (H,A), X iizerinde esnek kiimeler olsun.

Asagidaki esitlikler saglanir.

1. ((F.,4)O(G.A4)) =(F.4) A(G.A4)",
2. ((F,A)A(G.A)) =(F.4) O(G,4)",
3. ((F.A)A(G,A))O(H,A)=((F,A) O(H,4))A((G, 4) O(H, 4)),
4. (F,A)O(G,A))A(H,A)=((F,A)A(H,A4))O((G, 4)A\(H,A))

Tanim 2.1.3. [25,28] Bir €: A— X doniisiimiine X kiimesi tlizerinde bir esnek

eleman denir. €, X iizerinde bir esnek eleman ve bir (F,4)€ S, (X) verildiginde
her A€ A i¢in 8(/1)6 F (/1) ise & esnek elemant (F ,A) esnek kiumesine aittir

denir ve €€ (F,A) ile gosterilir. Burada (FA)(ﬂ) ={€(ﬂ),8é (F,A)} dir. Her tek

elemanli esnek kiime yalnizca bir tek esnek eleman ile 6zdeslenebilir.

Esnek elemanlar igin X,J,Z,... gosterimi kullanilmistir. Her A€ 4 igin F(A)#J
olacak sekilde Xx iizerinde tanimli tiim esnek kiimeler ile birlikte @ esnek bos

kiimenin olusturdugu aile S (X ) ve (F,A4)e S (X’ ) esnek kiimesinin tiim esnek

elemanlarinin ailesi SE ((F , A)) ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. [28] 1. Bir (F,4)e S (X ) esnek kiimesinin esnek elemanlarinin bir

ailesi bu esnek kiimenin bir esnek alt kiimesini uretir.

2. B, X mutlak esnek kiimesinin esnek elemanlarmm bir ailesi olmak iizere B

ailesinin iirettigi esnek kiime SS(2) ile gosterilir.



3. Herhangi bir (F,A4)e S()N() esnek kiimesi i¢in SS(SE(F,A)):(F,A) olur.

Ancak X kiimesinin esnek elemanlarinin bir B smifi icin SE (SS (23‘)) =B
olur.

4. BB, cC SE()?) olmak iizere %, = B, olsun. Her 1€ 4 igin B, (1) =5, (1)
ise SS(B,)=SS(2,) olur,
5. Herhangi (F,A4),(G,A4)e S(f() esnek kiimeleri igin (F,A4) kiimesinin her

esnek elemant (G, A) esnek kiimesinin de bir esnek elemani ise (F , A) c (G, A)

olur.

Uyar1 2.1.1.[28] (F,4),(G.4)e S(X) verilsin.

1. X€ (F,A)C)(G,A) ise X€ (F,A) veya X€ (G,A) olmasi gerekmez.
2. Herhangi (F,A4),(G,4)e S (f( ) esnek kiimelerinin esnek tiimleyenlerinin veya

bu iki esnek kiimenin esnek kesisiminin S (X ) sinifina ait olmas1 gerekmez.

2.2. Esnek Elemanter Islemler

Tamm 2.2.1. [2428] (F,A4),(G,4)e S()N() esnek  kiimeleri  verilsin.
25’={5cé X :5€ (F,A4) veya xé& (G,A)} olmak iizere (F,A)LLU(G,A)=SS(23‘)
esnek kiimesine (F ,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin elemanter birlesimi denir.

Diger bir deyisle
(F,A)U(G,4)=SS(SE(F,A)USE(G, A))

olarak tanimlanir.



B={3& X:5&(F,4) ve ¥€(G,4)] olmak iizere (F,A)M(G,4)=SS(B)
esnek kiimesine (F ,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin elemanter kesisimi denir.

Diger bir deyisle

(F,A) M (G, 4)=SS(SE(F,A)NSE(G, A))

olarak tanimlanir.

23‘:{)~cé )?:)?é(FC,A)} olmak iizere (F©,4)=SS(%B) esnck kiimesine (F,4)

esnek kiimesinin elemanter tiimleyeni denir. Diger bir deyisle
(F€,4)=5S(SE(F*, 4))
olarak tanimlanir.

Q?z{)?éf(:)?é(F,A)\z(G,A)} olmak tlzere (F,A)\(G,A)=SS(25’) esnek

kiimesine (F,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin elemanter farki denir. Diger bir

deyisle
(F, A)\(G, 4)=SS(SE((F,4) (G, 4)))

olarak tanimlanir.

Onerme 2.2.1. [24,28] (F,4),(G.4)e S(X) esnek kiimeleri ve { i€} esnek

elemanlarin ailesi i¢in asagidaki islemler saglanir.

1. (F,A)U(G,A)=(F,A) (G, A).
2. (F,A)0(G,A) E(F, A)A(G, A).
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3. (FC,A)E(F°,A.
4. (F,A\(G,A4) & (F, A\ (G, A).
5. (F,AUF°,AcX.

6. (F,AM(F®,A)=0.

iel iel

7. Her ie I igin (F,A)=SS(2) olmak iizere (UJ(F, 4), :SS(UQS‘J.

o

Her i€ I igin (F,A)=SS(2B,) olmak iizere @(E,A)iss(ﬂzs;j.

iel iel

Uyann  2.2.1.  Herhangi (F,A4),(G,4)e S (/\7 ) esnek  kiimeleri  i¢in

(F,AAM(G,A)=® olmasi (F,A)E(G°,4) ve (G,A)E(F,4) olmasmi

gerektirmez.

Ornegin; X ={a,b,c, d} ve A ={/1, ,u} olmak iizere

~{(Afab}). (1 fac).
{(de.ap)(udp.ch)}
{(2fe.d)).(wdaba))}.

F
G
H

esnek  kiimelerini ve onlarin  elemanter tiimleyenlerini ele  alalim.

(F,A)M(G,A)=P ve (F,A)M(H,4A)=® olmasma ragmen (F,A)d(GC,A)
veya (G,A)&(F©,4) ve (F,A)&(H",4) veya (H,A)&(F°,4) olur. Fakat
(H®,4)&(F,4) ve (F©,4)&(H,A) olur. Aynica (G, 4)M(H,A)#® olmasmna

ragmen (GC,A) M (HC,A) =® olur.
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Onerme 2.2.2. [24] Herhangi (F,A),(G,A)e S ()? ) esnek kiimeleri ig¢in
(F, NG H=P ve (F.AHAG.HeS(X) ise (F,AHS(G,4) ve

(G,A) E(F©, A) olur.

Lemma 2.2.1. [24,28] Herhangi (F,A4),(G,A)e S(f() esnek kiimeleri i¢in

asagidaki bagintilar saglanir.

1. SE((F,A)m(G,A))=SE(F,A)NSE(G,A),
2. SE((F,A)U(G,A4))>SE(F,A)USE(G, A).

Onerme 2.2.3. [24,28] (F,A4),(G,4),(H,A)e S(/\N’) herhangi esnek kiimeler olsun.

1. ((F, A)0(G, A) U (H, A) & ((F, AU H, 4) 0 ((G, A) U (H, A)),

2. ((F,A)U(G, A)) 0 (H,A)D((F,A) A (H, A) U((G, A) M (H, A)).

Hangi sartlarda elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemlerinin S(X’ )

tizerinde dagilma 6zelligine sahip olacagi asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 2.2.4. [24] Herhangi (F,A),(G,A),(H,A)e S()?) esnek kiimeleri igin

asagidaki bagintilar saglanir.

1. Eger (F,A)A(G,A)e S(X) ise
((F,A)M(G, A)) U (H, A)=((F, AV H, A) " ((G,A) Y(H,A)).
2. Eger (F,A)A(H,A)e S(X) ve (G, A)A(H,A)e S(X) ise

((F, A)W(G, 4)) A (H, A) = ((F, A) M (H, 4)) U((G, A) 0 (H, 4)).
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Onerme 2.2.5. [24] Herhangi (F, A),(G,A)e S()N( ) esnek kiimeleri i¢in asagidaki

bagntilar saglanir.

. (F,AM(G,A)#D ise ((F,A)U (G,A))” =(F,A)m(G*,A),
2. ((F,AM(G,4)) #® ise ((F,A) M(G,A4)) =(F°,A)U(G, A).
Onerme 2.2.6. [24] Herhangi (F, A),(G, A)e S()N( ) esnek kiimeleri i¢in asagidaki

bagintilar saglanir.

1. (F,AMG,A)#D, (F5,A)#® ve (G°,4)# D ise
((F,A)U(G, 4))" =(F%, 4 M (G, A).

2. (F,AM(GA#D, (FC,A)#=® ve (G°,4) =D ise
((F,A)m (G, 4))" =(FC, 4) W (G, 4).

Uyan 2.2.2. [24] Yukaridaki 6nermede de goriildiigii gibi elemanter islemler De

Morgan kurallarin1 genelde saglamazlar. Eger her (F,A),(G,A)e S(f( ) icin
(F.A)A(G,A)e S(X), (F,4),(G°, A)e S(X) ve (F°,A)A(G*,4)e S(X) ise De

Morgan kurallar1 elemanter iglemler i¢in saglanir.

Tanim 2.2.2.[24] T c S (f( ) esnek elemanlarin bir ailesi olmak {izere

1. ®,XeT,

2. {U}_, T icin UU,eT,

iel
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3. {U}, T i¢in (MU,€7.
i=1

sartlar1 saglanirsa 7 smifina X iizerinde bir elemanter islemlere gore bir esnek

topoloji veya elemanter esnek topoloji ve (X T ,A) cliisiine de elemanter esnek

topolojik (EET) uzay ad verilir.

Tamm 2.2.3. [24] B c S(f( ) esnek kiimelerin bir ailesi olsun. B ailesi asagidaki

sartlar1 saglarsa X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji igin esnek bazdir denir.

Bl. Her ¥€ X icin ¥€ B olacak sekilde en az bir Be B esnek kiimesi vardir.
B2. B.B,eB i¢in ¥€X ve ¥€B MB, ise ¥€B,&B MB, olacak sekilde

B, € B esnek kiimesi vardur.
2.3. Esnek Reel Sayilar

Tamm 2.3.1. [25] B (R), R reel sayilar kiimesinin bostan farkli tiim smirl alt
kiimelerinin ailesi olsun. F': 4A—B (R) donisimi esnek reel kiime ve (F ,A) ile

gosterilir. Eger (F , A) esnek reel kiimesi tek elemanli esnek kiime ise (F , A)
kiimesine karsilik gelen esnek eleman ile iliskilendirerek bu esnek kiimeye esnek reel

sayr denir. Tiim esnek reel kiimelerin ailesi R(A), tim esnek reel sayilarin ailesi
R(A) ve negatif olmayan esnek reel sayilarm ailesi R (A) ile gosterilir.
R(4)=SE (]R) oldugu aciktir. Esnek sayilar icin 7,5,7,... gosterimi ve dzel olarak

her A€ A4 igin 7(A)=r ise 7 gosterimi kullanilmustir.

Tanmm 2.3.2. [25] 7,5 € R(A) esnek reel sayilari verildiginde bu esnek reel sayilarin

siralamast, her A€ 4 igin
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seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.3. [25] (F,A),(G,A)e R(A), esnek reel kiimeler olsun. (F,A) ve

(G, A) esnek reel kiimelerinin toplamz, her A€ 4 igin

(F+G)(4) ={a+b rae F(A),be G(/l)}

seklinde tammlanir. (F, 4) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin fark: her 1€ A4 igin
(F-G)(A)={a-b:ae F(1),be G(A)}

ile tanimlanir. (F, A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin ¢arpimi her A€ 4 igin
(F.G)(A)={ab:ae F(A),be G(A)}

ile tanimlanir. (F,A4) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin b6limii her A€ A igin
(F/G)(A)={a/b:ac F(A),be G(A)\{0}}

ile tammlanr,

R(A) esnek reel sayilar smifi iizerinde toplama, ¢ikarma, garpma ve bolme
islemleri R(A) iizerindeki islemlere benzer sekilde yapilir. Ornegin; 7,5€ R(A4)

verildiginde bu iki esnek reel saymin toplami, her A€ 4 igin
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(7+5)(A)={a+b:a=7(1),b=5(1)]
olmak tizere 7+5 bigiminde ve bu iki esnek reel sayinin ¢arpimi, her A€ A4 igin

(73)(A) ={ab:a=F(A),b=5(A)}
olmak iizere 7.5 bigimindedir. Bu durumda R(A4), tanimlanan toplama ve ¢arpma

islemlerine gore bir cisim olur.
2.4. Esnek Fonksiyonlar

Tanim 2.4.1. [24] X ve Y bostan farkli iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. f:SE (X’ ) — SE ()7 ) doniistimiine bir esnek doniisiim denir.

X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime, A bostan farkli parametreler kiimesi ve

{ f,:Ae A}, X kiimesinden Y kiimesine kesin déniisiimlerin herhangi

parametrize edilmis ailesi olsun. Bu durumda her ¥€X ve her led icin
f()?)(ﬂ)zfl(i(ﬂ)) seklinde tanimlanan f:SE()?)—)SE(Y) doniisimii  bir

esnek doniisimddir.

Yine X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. g: X =Y, bir kesin déniisiim olmak iizere her ¥&€ X ve her e 4

igin f(%)(4) =g()~c(/1)) seklinde tanimlanan f : SE (X’ ) — SE ()7 ) doniisiimii bir
esnek doniisiimdiir. Bu sekildeki bir esnek donilisime g kesin doniisiimii tarafindan

tiretilen esnek doniisiim denir.

Boylece, X kiimesinden Y kiimesine herhangi bir kesin doniisiim bir esnek

dontisiime genisletilebilir.
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Dikkat edilmelidir ki, kesin doniisiimlerin herhangi parametrize edilmis ailesi bir
esnek doniisiim olmasina ragmen bir esnek doniisiim kesin dontlistimlerin herhangi

parametrize edilmis ailesi olmayabilir.

Boylece esnek doniisiim kesin doniisiimlerin herhangi parametrize edilmis ailesinden

daha genel ve daha kapsamlidir.

Teorem 2.4.1. [24] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A4 bostan farkli

parametreler kiimesi olsun. f:SE ()? ) — SE (Y ) esnek donlisiimi asagidaki ( f *)
sartini  saglarsa her ¥EX ve her e X icin i(ﬂ)zf olmak tizere

fﬂ(f)=f()~c)(ﬂ) ile tammlanan f,:X —Y, her bir A€ A igin bir kesin

dontistimdiir.

(fA) Her Ae 4 ve £€ X igin {f(i)(ﬂ):ié)?ai(ﬂ):f} tek elemanli bir

kiimedir.

Tamim 2.4.2. [24] X ve Y bostan farkli iki kiime ve A bostan farkli parametreler
kiimesi olsun. ( f *) sartin1 saglayan f:SE ()? ) — SE (Y ) doniisiimiine bir esnek

fonksiyon denir.



BOLUM 3. ESNEK METRIK UZAYLAR

Bu boliimde, esnek metrik uzaylar esnek eleman bazinda tanimlanmakta ve bir¢ok

ozelligi verilmektedir.

3.1. Esnek Metrik

Tanmm 3.1.1. [28] A4 # O parametreler kiimesi, X #& bir kiime ve X mutlak

esnek kiime olsun. Bir d:SE()? )xSE(X’ ) —>R(A)* doniistimii asagidaki sartlari

sagliyorsa d doniisiimiine X esnek kiimesi {izerinde bir esnek metriktir denir. Her

%, 7,2€ SE(X) i¢in

M1) d(%,7)20,
M2) d(%,7)=0 & =7,
M3) d(%,7)=d(7,%),

(M4) d(%,2)<d(%,7)+d(7,2)

d esnek metrigi ile beraber X esnek kiimesine esnek metrik uzay denir ve (f( ,d, A)

veya (/\N’ ,d ) ile gosterilir.

Ornek 3.1.1. [28] X bostan farkli bir kiime ve 4 bos olmayan parametreler kiimesi
ve X mutlak esnek kiime olsun. Her %, 7€ X icin d:SE()?)xSE()N() —>R(A)*

doniistimii
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=
<

0,
1, ¥+

=

d(iaf)={

<

2

ile tanimlanan d doniisiimii biitiin esnek metrik aksiyomlarini saglar. Boylece d
X esnek kiimesi iizerinde bir esnek metriktir. Bu metrik, ayrik esnek metrik ve

()~( ,d ) ikilisi, ayrik metrik uzay olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1. Bir kesin X kiimesi iizerinde {d e A} kesin metriklerinin her

parametrize edilmis ailesi X esnek kiimesi iizerinde bir esnek metriktir.

Ispat. X, bos olmayan 4 parametreler kiimesinde kesin esnek kiime olsun. X

kesin kiime iizerinde kesin metrik ailesi {d,:A€ A} olsun. Her % 7€ X ve her

Ae A igin d:SE(X)xSE(X)—R(4) donisimii d(Z,7)(4)=d,(%(2),7(4))

ile tanimlansin. Bu durumda d, X iizerinde esnek metriktir. Simdi (M1)-(M4)

aksiyomlarini esnek metrik i¢in dogrulayalim.

(M1) Her %7€ X veherde 4 icin d(%,7)(4)=d,(%(4),7(4)) =0 oldugundan

d(%7)20 olur.

(M2) Her X%, 7€ X veherde 4 icin
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Boylece d, X iizerinde bir esnek metrik olur.

Sonug 3.1.1. X kesin kiimesi {izerindeki her p kesin metrigi X esnek kiimesi

tizerindeki bir esnek metrige genisletilebilir.

Ispat. 4 bostan farkli parametreler kiimesini kullanarak X mutlak esnek kiimesi

olusturulsun ve d:SE()?)xSE()?)—)R(A)* doniisimii her X, 7,2 X ve her

Ae 4 igin d (fc, )7)(1) = ,0()?(/1), )7(1)) olarak tanimlansin. Bu durumda Teorem

3.1.1 kullanilarak X {izerinde d doniisiimiiniin esnek metrik oldugu kolayca

ispatlanabilir.

Kesin metrik kullanarak tanimlanan esnek metrige p tarafindan iiretilmis esnek

metrik denir.

Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.1 in tersi dogru degildir. Kesin metriklerin her parametre
edilmis ailesi esnek metrik olarak alinabilir. Fakat hicbir esnek metrik kesin metrik
ailesinin parametresi degildir. Boylece esnek metrik birgok kesin metrik parametre

ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.



Ornek 3.1.2 X ={a,b}, A={A,u} olsun. Bu durumda 5(A)=a, X (u)=a;
5(A)=a, %(u)=b; %(A)=b, %(u)=a; 5 (A)=b, %(4)=b il
SE (f( ):{il,iz,)?3,)?4} olur. X {izerinde ayrik metrik uzaymi alalim.

Vie AVZ, 7€ X icin d(%,7)(A)=d,(%(4),7(4)) olur.

Boylece d,:XxX —R*' iyi tamml degildir. Agik¢a d(%,%)=0 oldugundan
d()?l,fcl)(ﬂ)=O:dl()?l(ﬂ),)~cl(/1))=0 =d,;(a,a)=0 olur. Ayrica d(%,%,)=1
oldugundan d(%.%,)(4)=1=d,(%(4).%(4))=1=d,(a,a)=1 elde edilir.

Sonug olarak d,, X {lizerinde bir metrik olamaz.

Teorem 3.1.2. (Ayristirma Teoremi). Eger d:SE(AN’)xSE(AN’)ﬁR(A)* esnek

metrigi asagidaki (M5) sartin1 sagliyorsa ve d,: X xX — R" metrigi VA€ 4 igin

d, (x(fi) ,y(ﬂ)) =d(X,7)(4) ile tammli ise d,, X iizerinde bir metriktir.

M5) (¢ u)e XxX ve VAe 4 igin {d(%,7)(A):5(4)={,7(A)=u} tek nokta

kiimesidir.

Ispat. Agikga VAe 4 igin d, : Xx X — R* doniisiimii, X in bir sirali ¢iftini negatif
olmayan bir kesin reel sayiya karsilik getiren kuraldir. d,doniisiimiiniin iyi

tanimliligi (M5) sartindan ¢ikar ve esnek metrik aksiyomlart VAe 4 igin d,

doniistimiiniin metrik olma sartlarini verir. Bdylece (M5) sartin1 saglayan esnek

metrik, kesin metriklerin parametrik ailesini verir. Bu bakis agisindan (M5) sartini

saglayan bir esnek metrik d: 4 — (R+ )XXX bi¢iminde bir 6zel esnek dontigiimdiir.
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Tamm 3.1.2. [28] (X,d) bir esnek metrik uzay olsun. Eger V%, 7€ X igin

d(%, )7)%]? olacak sekilde bir k pozitif esnek reel sayisi varsa (f( ,d ) uzayina

sinirl, aksi takdirde sinirsiz esnek metrik uzay denir.
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3.2. Esnek Alt Uzay, Esnek Kiimelerde Uzaklhik ve Cap

Tamm 3.2.1. [28] (f(,d) esnek metrik uzay ve (Y,A), S(f() siifinin  bos
olmayan esnek alt kiimesi olsun. Her %,yé&(Y,4) igin d,(X,7)=d(%,7) ile
verilend, : SE(Y, A)XSE(Y,A) >R(A)" doniisimii, (Y,A4) iizerinde bir esnek
metriktir. Bu metrige d ile tretilmis esnek relatif metrik denir. (Y ,dy,A) esnek

metrik uzayma da (X ,d ,A) esnek metrik uzaymin bir esnek alt uzay1 yada kisaca

esnek alt metrik uzay denir.

Tamm 3.2.2. [28] (/\N’,d) bir esnek metrik uzay ve (Y,A) € S()N(), bos olmayan bir

esnek kiimesi olsun. Bu durumda (Y ,A) nin ¢ap1 0 (Y , A) ile gosterilir ve
8((Y,A))(A)=sup{d (%,7)(A); %, 7€ (Y, 4)}.VAe 4

ile tanimlanir. Eger her A€ 4 igin sonlu bir supremumu yoksa (Y ,A) kiimesine

sonsuz c¢apli esnek kiime denir. A¢ik¢a her bos olmayan (Y , A) €S (1\7 ) esnek kiimesi

icin 5((Y,A)) >0 olur.
Teorem 3.2.1. ()N( ,d ) esnek metrik uzay olsun. Bu durumda,

i 5((Y,A))=(_) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Y,A)(e S(X’)) tek noktali bir
kiime olmasidir. Yani VA€ 4 igin YV (/1) , tek noktal1 bir kiimedir.
il. S(Xf ) siifina ait her bos olmayan (Y ,A) ve (Z,A) esnek alt kiimeleri igin

(Y,A)&(Z,A) ise 5(Y,A)§5(Z,A) olur.

Ispat. i. Ispat agiktir.
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ii. (Y,4),(Z,4)¢ S()?) esnek alt kiimeler olsun. Bu durumda (Y, 4) &(Z, 4) ise

her 1€ 4 igin Y(A) ¢ Z(A) olur. VA€ 4 igin
Fy (4)={d(2.5)(2):% 7€ (Y. 4)}
F,.(4)={d(%.7)(2):%.7€ (2. 4)}

kiimelerini alalim. (Y,A)C(Z,A) oldugunda )?,J?é(Y,A):i,j/é(Z,A) olur.

Boylece VA€ 4 igin

d(3.7)(A)e F

olur ve ispat tamamlanir.

Tamm 3.2.3. [28] (f( ,d ) esnek metrik uzay olsun. @, X kiimesinin sabit bir
elemani ve (S,4), S (f( ) simfinin bos olmayan bir esnek kiimesi olsun. Bu

durumda, a esnek elemanin (S,A) esnek kiimesine uzakligi 5(51,(S,A))(/1) ile

gosterilir ve her A€ A4 igin

8(a,(S,A4))(A)=inf{d(a,x)(1);Xe(S,4)}
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ile tammlanir. @ esnek elemaninin, (S, 4) esnek kiimesinin esnek elemani olmast

durumunda her A€ 4 igin
8(a,(S,4))(A)=inf{d(a,%)(1);X&(S,4)}
=d(a,a)(4)=0=0(4)

35(a,(S,A))=(_)

dlde edilir. Diger taraftan a, (S, A) esnek kiimesine ait olmasa bile O (d,(S, A)) =0

olabilir.

Ornek 3.2.1. d alisilmis metrikle donatilmis R reel sayilarin kiimesi goz oniine

alinsin. A sonlu parametreler kiimesi olmak {izere (]R, d, A) , (R,d ) kesin metrik ile

tretilmis esnek metrik olsun. (S,A)CR olsun dyle ki her Ae 4 i¢in S (/1)=
(a;,b,)CR agik araligi olsun. Bu durumda a;¢S(A) oldugundan VAe 4

a(A)=a, igin a& (S, A) olur. Boylece,

=inf{|a(1)-%(4):¥&(S.4)} =0=0(2)

= 6(a,(S,4))=0.

Tamim 3.2.4. [28] (X,d) bir esnek metrik uzay, (¥,4) ve (Z,4), S(X) smfinin
bos olmayan iki esnek alt kiimesi olsun. (Y ,A) ve (Z,A) esnek kiimeleri arasindaki

uzaklik 5((Y, A),(Z,A)) ile gosterilir ve her A€ 4 i¢in
8((Y,A). (2. A))(2) =infd(5.3) (2):58 (1, 4), 7€ (2, 4)

seklinde tanimlanir. Her A€ 4 ve (Y ,A) , (Z,A) esnek alt kiimeleri i¢in
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5((¥,4),(2,4))(2) =inf{d (%,7)(2): ¥ (
=inf{d(7,%)(A);¥&(Y,4),7&(Z,A)}, (d simetrik)
=8((Z4).(v, 4))(4)
)

= 5((1,4).(2,4)) = 8((2.A).(¥. 4)

olur. (Y,A) rm(Z,A) #® olsun. Buradan VA€ 4 icin

olur. Ancak bunun tersi dogru degildir. 5((Y ,A),(Z,A))=(_) oldugu halde

(Y,A)m(Z,4)=D olabilir.

Ornek 3.2.2. (R,d ), Ornek 3.2.1 de verilen esnek metrik uzay olsun. R esnek
uzayinin bos olmayan iki esnek alt kiimesi (Y ,A) ve (Z, A) olsun, Oyle ki her

Ae A4 igin Y(A)=(uy,v,), Z(A)=(uy,w,), reel dogru iginde agik araliklardir. Bu

durumda her A€ 4 ig¢in,

5((1,4),(7, 4))(2) =int {[5(2)-7(2)
=inf{|%(2)-7(4)

= 6((Y,4),(2,4))

1€ (Y,4),7€(Z.4)]

u, <X(A)<v,,v, <)7(/1)<w1} =0=0(4)

0

= SS(Y,A) 0 (Z,4)=.
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3.3. Esnek Acik ve Esnek Kapah Yuvarlar

Tamm 3.3.1. [28§] ()~( ,d ) esnek metrik uzay, 7 negatif olmayan esnek reel say1 ve

dé X olsun. @ merkezli, 7 yarigaph bir agtk yuvar, X nin d(X,a)<7 sartin
saglayan esnek elemanlarin ailesini kastediyor. a merkezli, 7 yarigapli agik yuvar

B(a,7) ile gosterilir.
B(a,7F)={%€ X:d(%,a)<7| < SE(X)

seklinde tanimlanir. SS (B (51,77)) kiimesine a merkezli, 7 yarigapli esnek agik

yuvar denir.

Tanim 3.3.2. [28] (X ,d ) esnek metrik uzay, 7 negatif olmayan esnek reel say1 ve

€ X olsun. @ merkezli, 7 yarigapli bir kapali yuvar, X in d ()?,Ez)éf sartini
saglayan esnek elemanlarin ailesini kastediyor. @ merkezli, 7# yarigapl kapali yuvar

Bla,7] ile gosterilir ve
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seklinde tanimlanir ve SS (B[&,F]) kiimesine a merkezli, 7 yarigapli esnek kapali

yuvar denir.

Ornek 3.3.1. Ornek 3.1.1 deki esnek metrik uzayi alisin. Bu durumda herhangi bir

aé X igin
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olur.

Tamm 3.3.3. (f( ,d ), en az iki esnek elemanli bir esnek metrik uzay olsun. X
iginde d(d,Z;)Sa olacak sekilde herhangi iki esnek a, b elemam vardir. Bu

durumda @ ve b merkezli B (a,7) ve B(E,F) agik yuvarlar vardir, 6yle ki

SS(B(a,7)B(b,7))=® ve $S(B(a,7)nB(b,F))(2)=¢

olur. Bu 6zellige Hausdorff 6zelligi denir.

Teorem 3.3.1. Her esnek metrik uzay Hausdorff 6zelligini saglar.

Ispat: (f( ,d ) esnek metrik uzay1 en az iki esnek elemana sahip olsun. @ ve b, X
esnek kiimesinin iki esnek elemani olsun oyle ki d (&,15 ) S0 yani her A€ 4 igin
d(d,g)(/i) >0. Her A€ 4 i¢in 0<r; <1 d(d,g)(/i) sartini saglayan her r, reel
say1sin goz oniine alalim. Her A€ 4 igin 7(A)=r, olsun. Boylece 7€ R yarigapl,

a ve b merkezli acik yuvarlari
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B(b~, )?:d(fc,

olsun. A¢ik¢a B(d,;’)mB(~,;7)(/1):¢ ve sonug olarak SS(B(&,?)(\B(E,F)):CD

olur.

Tamm 3.3.4. ()~( ,d) esnek metrik uzay, aé€X ve N(a), SE(X) esnek

elemanlarin bir ailesi ve a esnek elemanlarin bir alt kiime olsun. Eger
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ae B(a,7) c N(a) olacak sekilde bir 7 pozitif esnek reel sayisi varsa N(d) esnek

kiimesine a esnek elemaninin bir komsulugu denir. SS (N (&)) esnek kiimesine de

a esnek elemaninin bir esnek komsulugu denir.

Teorem 3.3.2. ()~( ,d) esnek metrik uzay, aé X ve N, ve N,, a esnek elemaninin

komsuluklar1 olsun. Bu durumda SS(N,NN,), @ esnek elemanmm bir esnek

komsulugudur.

ispat. Ge N, ve ae N, = de N,nN, olur. N, ve N,, (X.d) iginde a esnek
elemaninin komsuluklar1 oldugundan @€ B(a,7;)c N, ve ae B(a,7,) C N, olacak
sekilde 7, 7  pozitif esnek reel sayillann vardir. VAe A4  igin
f(ﬂ)=min{fl(ﬂ),fz(/1)} olacak sekilde 7 esnek reel sayismi secelim. Bdylece

0 <7 <F7,7 ve sonug olarak,

—ae B(a,7) N,
—

ae B(a,7)c N,

olur. Bdylece d€ B(d,7) =N, NN, elde edilir. O halde N,NN,, (X.,d) iginde a

esnek elemaninin bir komsulugudur. Buradan SS(N, NN, ), ( X ,d) icinde a esnek

elemaninin bir esnek komsulugudur.

Tamm 3.3.5. [28] B, (f( ,d) esnek metrik uzaymda X esnek kiimesinin esnek

elemanlarinin bir ailesi olsun. Eger ae B(EZ,F)CQS‘ olacak sekilde bir 7 pozitif

esnek reel sayisi varsa a esnek elemanina, ‘& ailesinin bir i¢ elemani denir.
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Tamm 3.3.6. [28] (Y ,A) , (X , d) esnek metrik uzayinda esnek alt kiime olsun. Eger
aeB (d,?) c SE (Y ,A) olacak sekilde bir 7 pozitif esnek reel sayis1 varsa a esnek

elemanina (Y , A) kiimesinin bir i¢ eleman1 denir.

Tamm 3.3.7. [28] (Y ,A) , ()~( ,d ) esnek metrik uzayida bir esnek alt kiime olsun.
Bu durumda (Y ,A) esnek kiimesinin ici, (Y ,A) esnek kiimesinin biitiin i¢

elemanlarini igeren kiime olarak tanimlanir ve Int(Y,A) ile gosterilir. Diger bir

deyisle,
Int(Y,A)={x&(Y,A):X€ B(x,7) cSE(Y,4), IFe R(4), 750 }.

bi¢iminde tanimlanir. SS (Int(Y , A)) =(7, A)" ye (Y , A) esnek kiimesinin esnek igi

denir.

Teorem 3.3.3. (Y,A4) ve (Z,4), (f( ,d ) esnek metrik uzayinda bos olmayan iki

esnek alt kiime olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

1. SS(Int(Y,A4))&(Y,4)
2. (Y,4)&(Z,4)= Int((Y,A)) < Int((Z, A))
3. Int((Y,A4))nInt((Z,4)) < Int((Y,A) @ (Z, 4))

4. Int((Y,A)W(Z,A))> Int((Y,4))Uint((Z,A4)).

Ispat. 1. Xe Int((Y ,A)) olsun. Bu durumda 7 pozitif esnek reel sayist vardir 6yle ki

fe B(X,7)c SE(Y,A) = e SE(Y,A) = SS(Int((Y,4)))& (Y, 4) olur.
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2. Xe Int((Y ,A)) olsun. Bu durumda 7 esnek pozitif reel sayist vardir dyle ki
Xe B(Ez,r)CSE(Y,A) olur. (Y,A)C(Z,A) oldugundan
i€ B(%,r)cSE(Y,A)c SE(Z,4) = Xe Int((Z, 4))

= Int((Y,A)) < Int((Z, 4)).

3. yelnt((Y,A))NInt((Z,4)) gerektirir ki ye Int((Y,A)) ve yeInt((Z,A))

olur. Bu durumda, 7, 7% pozitif esnek reel sayilar1 vardir Oyle ki

jeB(3,7)CSE(Y,A) ve yeB(3.75)CSE(Z,A) olu. Vied igin

F(A)= min{ i (A),7 (/1)} ile 7 bir pozitif esnek reel say1 olsun. Boylece,

yeB(y,r)cSE(Y,A), y€ B(y,r)cSE(Z,A)
= ye B(y,7)cSE(Y, 4)
=jent((Y,4)n(Z,4))

= Int((Y,A))"Int((Z,4)) < Int (Y, 4) @ (Z, 4)).

4. Baz1 730 igin

xelnt((Y,4))uint((Z,4))
= ¥e B(%,7) cSE(Y, ) veya ¥e B(%,7) c SE(Z,4).
=%e B(x,7)cSE(Y,A)USE(Z,A) c SE((Y,A)U(Z, 4))
=xeInt((Y,4)U(Z,A4))

= Int((Y,A)W(Z,A)) > Int (Y, A)Ulnt(Z, A).
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3.4. Esnek Acik ve Esnek Kapah Kiimeler

Tammm 3.4.1. [28] ()~( ,d ) esnek metrik uzay ve 2, X kiimesinin esnek

elemanlarinin bos olmayan bir ailesi olsun. Eger & ailesini tiim elemanlart i¢

eleman ise 2 ailesine X iginde d esnek metrigine gore agiktir veya kisaca (X ,d)

esnek uzayinda aciktir denir.

Tamim 3.4.2. (/\N’,d) esnek metrik uzay ve (Y, A4)e S(f(), (/\N’,d) icinde bos
olmayan bir esnek alt kiime olsun. Eger (Y ,A) esnek kiimesinin esnek elemanlarinin

bir acik ailesi varsa ve (Y, 4)=SS(2) ise (¥, 4) esnek kiimesine x iginde esnek

agiktir denir.

Teorem 3.4.1. Esnek metrik uzayda her acik yuvar bir agik ailedir. Boylece her

esnek acgik yuvar bir esnek acik kiimedir.

Ispat. Her acik yuvar esnek elemanlarim bir ailesi oldugundan ispat asikardir.

Teorem 3.4.2. Her ()~( , d) esnek metrik uzayinda,

1. Bos esnek kiime @ esnek aciktir ve X mutlak esnek kiimesi esnek aciktir.

2. Esnek acik kiimelerin keyfi elemanlarinin birlesimi esnek agiktir.

Ispat. 1. ® kiimesinin esnek acik oldugu asikardir. Acikca SE (f( ), X kiimesini
esnek elemanlarinin kiimesidir ve tim elemanlar i¢ elemandir. Bdylece SE(X )

aciktir ve X =SS (SE (X’ )) olur. O halde X esnek agiktir.
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2. A bir keyfi indis kiimesi ve Vae A igin (Ya,A)(é X ) esnek kiimeleri (X ,d)
de esnek ac¢ik olsunlar. (Y ,A) =U, A(YO,,A) esnek kiimesinin (f( ,d) icinde esnek
agik oldugunu ispatlayalim. A =¢ ise (¥, 4)=U,_, (Y,,4) =D esnek aciktir. A # ¢
olsun. Eger Vae A igin (¥,,4)=® ise (¥,4)=U,_,(Y,,4) =P esnek agiktir. En
az bir aze A igin (¥, 4) #®P olsun. Bu durumda (Y, 4)=U,_, (Y, 4) # P olur. Her

bir (YQ,A) , (X ,d ) icinde esnek agik oldugundan (Ya,A) nin esnek elemanlarinin

bir 2, ailesi vardir oyle ki U, 2B, d metrigine gore agiktir ve

o aeA

(Y, 4)=u,_, (Y, 4)=SS(Y, ,B,) oldugundan (Y, A) esnek agiktur.

e

Uyan 3.4.1. Iki esnek agik kiimenin elemanter kesisimi esnek agik olmayabilir.

Ciinkii genel olarak SS(B,)MSS(B,)#SS(B,NB,) bigimindedir. Ornegin,
X={xyz}, A={Au} olsun. % esnek elemam x(A)=x, X(u)=y ile
tanmlansin, B, ={(x.x).(»7).(z.2)} ailesi icin SS(B)=X
B, ={(x.x),(x.»).(».2).(zx)} ailesi icin SS(B,)=X ve dolayisiyla
SS(B,)MSS(B,)=X olur. Diger taraftan B, NB,={(x.x)} oldugundan

SS(QS‘,(\QS’Z)?&X elde edilir. Boylece SS(B,)MSS(B,)#SS(B,NDB,) elde

edilir.
Eger d esnek metrigi (MJ5) aksiyomunu sagliyorsa, asagidaki onermeler gegerlidir.

Onerme 3.4.1. ()~( ,d), (M5) aksiyomunu saglayan bir esnek metrik uzay olsun. Bu
durumda ()~( d ) icinde her B (Zi,f) agtk yuvart ve her bir A€ 4 i¢in

SS(B(&,?))(&) =B(c~z(/1),77(/1)) , (X.d,) iginde bir agik yuvardir.
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ispat. B(a,7), a merkezli, i yarigaph bir agik yuvar olsun. x€ SS (B(&,F))(/l)
oldugunda B(a,7) iginde oyle bir ¥ elemant vardir ki X(4)=x olur. ¥€ B(a,7)

oldugunda d(&,%) <7 olur. Boylece

Boylece her xeSS(B(a7)) icin, d,(a(A),x)<F(4) ve buradan

SS(B(a,7))(A) = B(a(A),7(A)) olur.

Tersine d/l(d(;t),y)<l7(/1) olacak sekilde ye X olsun. X'€ B(@,7) segelim.
JEX igin u=A ise )7(/1)=y ve u# ise j/(,tl)=)~c'(,u) ile tanimlansin. Bu

durumda (M5) aksiyomunda d(7,a) < 7 olur. Boylece

olur. Bu her A€ 4 igin dogru oldugundan her bir A€ 4 i¢in SS (B (&,F))(;L),

(X,d,) iginde bir agik yuvardir.

Onerme 3.4.2. ()N( ,d ), (M5) aksiyomunu saglayan bir esnek metrik uzay olsun.
(F ,A)e S()~( ) kiimesinin d esnek metrigine gore agik kiime olmasi igin gerek ve

yeter sart her bir A€ 4 igin, (F,A)(/i) kiimesinin (X ,dﬂ) icinde agik kiime

olmasidir.
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ispat. (F,4), d metrigine gore esnek agik olsun. Bu durumda (F,A4) kiimesinin
esnek elemanlarinin bir B ailesi vardir dyle ki B agiktir ve (F,A)=SS(2) olur.
x€ SS(B)(A) olsun. Boylece B iginde Syle bir ¥ esnek elemani vardir ki
X(A)=x olur. & agik oldugunda X€ B(X,7) = Dolacak sekilde bir 750 esnek
reel sayisi  vardi.  Yani  x=%(A)e SS(B(%7))(A) =SS(B)(4)  ve
SS(B(%7))(A), (X.d,) iginde bir aik yuvardir. O halde x, SS(2B)(4) yuvarmin

bir i¢c noktasidir. x€ SS(2B)(A) keyfi secildiginde SS(B)(4), (X.d,) icinde
agiktir.

Tersini alarak her A€ 4 icin, SS(B)(A) (X.d,) iginde agik olsun. X€ SS(2)
alalim. Bu durumda her bir A€ 4 i¢in X€ SS(B)(4) olur. SS(B)(4), (X.d,)
iginde acik oldugundan A€ 4 i¢in ¥(A)e B,(%(A),r;) = SS(B)(A) olacak sekilde
(X.d,) icinde B;(%(A),r;) agik yuvari vardir. VA€ 4 igin 7(A)=r, ile 7 esnek
reel sayisimi goz oniine alahm. Bu durumda 750 ve B(X,7), (X.d) iginde bir
esnek agtk yuvardir. O halde ¥€B(%,7)cSE(SS(B)) olur. Boylece
SE(SS(%)) =y 0 B(%.7) elde edilir. Agik kiimelerin keyfi birlesimi agik

oldugundan SE(SS(Q?)) aciktir ve SS(8)=SS (SE (B (X, 17))) , d esnek metrigine

gore esnek agiktir.

Teorem 3.4.3. (f( ,d ) , (M5) aksiyomunu saglayan bir esnek metrik uzay olsun. Bu

durumda esnek agik iki kiimenin elemanter kesisimi de esnek agiktir.

ispat. (F,4) ve (G,A), (/\7 ,d ) i¢inde iki esnek agik kiime olsun. Bu durumda
(f( ,d ) icinde esnek elemanlarin oyle 2, ve 2,esnek acik aileleri vardir ki,
(F,A)zSS(QS’l) ve (G,A)=SS(25’2) olur. Eger (Y,A)@(Z,A);HI) ise

(Y,A) @(Z,A) (Y A) (Z A) olur. Boylece her VYAe 4 icin
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(¥, 4)A(Z,4))(2) = (Y, 4)(A)n(Z,4)(2) olur. (V.A)(A) ve (Z.4)(4),
(X.d,) iginde agik oldugundan her bir A€ 4 icin [(Y,4)A(Z,4)](4), (X.d,)
iginde agik olur. Onerme 3.4.2 den (Y,4)A(Z,4) yani (Y,4)M(Z,4), (X,d)
iginde bir esnek agik kiimedir. Eger (¥, 4) M (Z,4)=® ise (Y,4)M(Z,4), (X,d)

icinde bir esnek acik kiimedir. Boylece iki esnek agik kiimenin elemanter kesisimi,

her iki durumda da esnek agik olur.

Uyan 3.4.2. Teorem 3.4.2 ve Teorem 3.4.3 den (MJ5) aksiyomunu saglayan her

(f( , d) esnek metrik uzayinin biitiin esnek kiimelerin 7 ailesi esnek kiimelerin esnek

elamanter birlesim ve kesisim islemine gére X iizerinde bir topoloji olusturur. Bu

topolojiye, X iizerinde esnek metrik topoloji denir.

Uyan 3.4.3. Esnek acik kiimelerin keyfi ailesinin elemanter kesisimi esnek acik

olmayabilir. Ornegin, Ornek 3.2.1 teki esnek metrik uzay goéz 6niine alinsm. VAe A4

ve Vne N i¢in (¥,4) (1)=(0,1/n) olacak sekilde (¥, 4) esnek agik kiimeleri ele
alinsin. Boylece (Y,4)=m,., (¥,4) ={0} olur. O halde (Y,4), (R,d) i¢inde

esnek acik degildir.

Tanim 3.4.3. (f( ,d ) bir esnek metrik uzay ve (Y, 4)e S (f( ) bir esnek kiime olsun.
Eger (Y ,A)C timleyeni, S()f' ) smifinin bir elemant ise ve (Y, A)", ()? ,d ) icinde

bir agik kiime ise (Y ,A) esnek kiimesine d esnek metrigine gére X iginde esnek

kapalidir denir.

Teorem 3.4.4. Her ()? , d) esnek metrik uzayinda asagidaki 6zellikler saglanir.

1. ® veX esnek kapali kiimelerdir.
2. Herhangi sayida esnek kapali kiimelerin esnek elemanter kesisimi esnek

kapalidir.
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Ispat. 1. ®“ =X, ()N( ,d) esnek metrik uzayinda esnek agik oldugundan @ esnek

kapalidir. Ayn1 sekilde X =, ()N( ,d ) esnek metrik uzayinda acik oldugundan X
esnek kapali kiimedir.

1

2. A bir keyfi indis kiimesi olmak tizere {(Y , A);i € A} , (/\N’ ,d ) esnek metrik
uzayinda esnek kapali kiimelerin bir ailesi olsun. (Y ,A) =Mm {(Y, ,A) i€ A} esnek
kiimesinin (f( ,d) icinde esnek kapali oldugunu ispatlayalim. Eger (Y ,A) = jse
(Y ,A) =M {(Yl , A) ;l€ A} , (f( ,d ) esnek metrik uzayinda esnek kapali oldugu agiktir.

Eger (Y,A);tCI) ise @{(X,A);ie A} =r~\{(Yi,A);ie A} ve boylece
(v.4)" =[A{(¥, A)sie A} =0{(¥,4) sie Al =u{(v. 4) sie A}

esnek kapalidir. Herhangi sayida esnek acik kiimelerin elemanter birlesimi esnek

acik oldugundan (Y,A) =rm{(Yi,A);ie A} , (X, d) esnek kapalidir.

Teorem 3.4.5. {(Yl, A);i=12,- ~,n} , (M5) aksiyomunu saglayan ()N(, d) esnek
metrik uzayimda sonlu sayida esnek kapali kiimenin bir ailesi olsun. Bu durumda eger
£ {(Yi,A);i = 1,2,---,n}e S(f() ise @J{(X,A);i=l,2,---,n} , (f(,d) icinde

esnek kapalidir.

1

Ispat. {(Y.,A);i =1, 2,---,n} (M5) aksiyomunu saglayan (X ,d ) uzayinda sonlu
sayida esnek kapali kiimelerin bir ailesi olsun. (Y ,A) =@{(Yi ,A);i =1, 2,---,n} ,
()?,d) icinde esnek kapali oldugunu ispatlayalim. Her bir i =1,2,---,n igin (Z,A) ,
(f( ,d ) icinde esnek kapali kiimeler oldugundan (Y,.,A)C , ()~( ,d ) icinde esnek agik

tir. Boylece M {(K,A)C 1= 1,2,---,n} # ® oldugunda
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olur. (M5) aksiyomunu saglayan (f( ,d ) uzayinda sonlu sayida esnek acik kiimenin

elemanter kesisimi esnek agik oldugundan (¥ ,A)C esnek aciktir. Boylece, ()~( ,d)

esnek metrik uzayinda esnek kapalidir.

Uyan 3.4.4. Yukaridaki teoremde m{(K,A)C;i:I,Z,m,n}id) sarti gegerlidir.
Ciinkii esnek kiimelerde elemanter islemlere gore De-Morgen kurali saglanmaz ve

) c\©
genellikle ((Y,A) ) #(Y,A) olur.

3.5. Esnek Yigilma ve Esnek Kapams Noktalari

Tamm 3.5.1. [28] (X’ ,d ) bir esnek metrik uzay ve 2, X icindeki esnek
elemanlarinin bir ailesi ve a€ B bir esnek eleman olsun. Eger (X ,d ) icinde a

esnek elemanini i¢eren her B (51,77) acik yuvart £ ailesinin a elemanindan farkli en

az bir esnek elemanini igeriyorsa @ elemanina ‘& ailesini bir yigilma elemani denir.

2B ailesinin tiim yigilma elemanlar1 kiimesine tiirev kiimesi denir ve B¢ ile

gosterilir.

Tanim 3.5.2. [28] (f(,d) bir esnek metrik uzay, (Y, 4)e S(f() ve @€ X olsun.

(X ,d ) icinde a elemanini igeren her B(Zi,f) acik yuvari, (Y ,A) esnek kiimesinin

a elemanindan farkli en az bir esnek elemanini igeriyorsa a esnek elemanina (Y ,A)

esnek kiimesinin bir y1§i1lma elemant denir.
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Bir (¥, 4) esnek kiimesinde bir esnek yigilma elemani, (¥, 4) esnek kiimesine ait
olabilir ya da olmayabilir. (Y ,A) esnek kiimesinin tiim esnek yigilma elemanlarinin

iirettigi kiime ve (Y, 4) esnek kiimesinin tiirev kiimesi denir ve (Y, A)d ile gosterilir.

Ornek 3.5.1. Ornek 3.2.1 de verilen (@,d,A) esnek metrik uzaymi goéz Oniine
alalim. (Y,A)él@ olsun, dyle ki VAe A4 ve a,<b,ile a,b,eR icin
Y(A)=(a,,b,) olsun. Simdi her A€ 4 igin X(A)=x, €[a,,b,| sartim saglayan her

X esnek elemani ve 7 (/1) =r,, ile herhangi bir pozitif 7 esnek reel sayis1 i¢in

SS(B(SC,?))(/I)mSS([(Y,A)\{SC}])(/I) =(x, -7, +rﬂ)m[(al,bl)\{xl}]
=(o, ) {x,} 20

elde ederiz. Burada o, =max{x,—r,,a;}, B, =min{x,+r,,b,}. Boylece B(X,F),
(Y ,A) esnek kiimesinde x esnek clemanindan baska esnek eclemanlari igerir.
Béylece VA€ 4 igin X(A)=x,€[a,,b,] ile herhangi bir x, esnck elemant, ()?d)

uzayindaki (Y , A) esnek alt kiimesinin bir esnek yigilma elemandir.

Tammm 3.5.3. [28] ()? ,d ) bir esnek metrik uzay, 2, X icindeki esnek
elemanlarinin bir ailesi olsun. 2 ailesinin tiim esnek elemanlari ile (AN’ d ) uzayinda

2B ailesinin tiim y1g1lma elemanlarinin ailesine ‘8 ailesinin kapamisi denir. ¢ (2? )

ile gosterilir.

Tamm 3.5.4. [28] ()?,d) bir esnek metrik uzay ve (Y,A)e S(X’) bir esnek alt

kiime olsun. (AN’ d ) iginde (Y ,A) esnek kiimesinin tim esnek elamanlar: ile tim

esnek yi1gilma elemanlarinin ailesine esnek kapanisi denir ve (Y, 4) ile gosterilir.
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Teorem 3.5.1. ()?,d) bir esnek metrik uzay ve B,, 8,, ()~(,d) icindeki esnek

elemanlarin iki ailesi olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

1. (B,UB,) =8'UB,

2. (3Y) =3

Ispat. (2). ci esitligin ispati agik oldugundan sadece (1). ci esitligi ispatlayalim.
xe(B,UB, )d herhangi bir esnek yi1gilma elemani olsun. Bu durumda her B()E,F)
acik yuvari, 2, U B, ailesinin X elemanindan farkli en az bir elemanini igerir. Yani
B(x,7) agik yuvari, hem 2, ailesinin hem de 23, ailesinin % elemanindan farkli en

az bir elemanmi icerir. Buradan e (Z,)" ve xe(%,)" ve dolayisiyla

e B UB, ¢ikar. Boylece (B,UB,)" < B, UB,’ elde edilir.

Tersine olarak ¥€ 2B,Y UB,” olsun. Bu durumda % esnek elemani, B, veya 2,

ailesinin bir yigilma elemanidir. Dolayisiyla ¥, 2, U3, ailesinin bir yigilma
elemanidir. Buradan da xe (B,UB,)" ve B, UB," c(B,UB,)" elde edilir. O

halde (8,08, =8, LB, olur.

Teorem 3.5.2. ()?,d) bir esnek metrik uzay ve (Y,4),(Z,4)e S()?) olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
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5. (Y. A)U(Z.4)c (Y, 4)0(Z, 4),

6. (Y.A)A(Z.A)c(V.4)"(Z.4).

Ispat. Sadece (3) gosterelim. (¥, 4)c(Y,4) oldugu agiktir. e (Y, 4) olsun. Bu

durumda, Xe (Y, 4) veya X, (Y,4) kiimesinin bir y1gilma elemamdir. Eger (Y, A4)

kiimesinin yigilma elemanlarinin kiimesi bos ise (Y,4)c(Y,4) olur ve ispat

tamamlanir. (Y, 4) kiimesinin yigilma elemanlarimin kiimesi bostan farkli ve X,

(Y,4) kiimesinin bir yigilma elemant olsun. Béoylece X, SE (Y ,A) ailesinin bir

esnek yigilma elemanidir veya X, (¥ ,A)d tiirev kiimesinin bir esnek elemanidir.

Eger %, SE(Y,A) ailesinin bir yigilma elemani ise SS(SE(Y,A))z(Y,A)

oldugundan ¥, (Y, 4) kiimesinin de bir y1gilma elemanidir. Boylece € (Y, 4) olur
ve ispat biter. Son olarak X, (Y ,A)d kiimesinin bir yigilma elemani olsun. Bu
durumda herhangi bir esnek reel say1 750 igin B(X,7), (Y ,A)d kiimesinin X
elemanindan farkli en az bir elemanm igerir. X# ye B(X,7)N (Y ,A)d olsun. Bu
durumda 7, (Y ,A) kiimesinde bir esnek yigilma elemanidir. Oyleyse
B ()?,77) ﬁ(Y ,A) , (Y ,A) kiimesinde 7 elemanindan baska en az bir esnek elemani

icerir. Boylece x, (Y ,A) da bir esnek yigilma elemanidir. Bu gerektirir ki

)Ee(Y,A)d ise € (Y,A4) olur. O halde her durumda (Y,4)c(Y,4) elde edilir.

Baéylece (Y, 4)=(Y,A4) bulunur.

3.6. Esnek Metrik Uzayda Tamhk

Tamm 3.6.1. [28] {56”} , (f( ,d ) esnek metrik uzayinda esnek elemanlarin bir dizisi

olsun. Eger n— oo iken d(%,,%)—0 olacak sekilde & X esnek elemani varsa
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{)?n} dizisi (X ,d) uzayinda yakinsaktir denir. Yani her & > 0 esnek reel sayisina

karsiik 7> N i¢in 0<d ( )< olacak sekilde N=N|(& ( ) dogal sayis1 varsa

veya n>N =X, € B(X,&) olmasim gerektiriyorsa ¥, dizisi ¥ esnek elemanina

yakinsar denir ve X elemanma X, dizisinin limit noktas: denir. n =0 = X, =X

seklinde veya limx = X ile gosterilir.

X—>o0

Ornek 3.6.1. Ornek 3.2.1 de verilen (l@,d,A) esnek metrik uzayini goz Oniine
alalm. VA€ 4 igin, reel uzayda Y (ﬂ,)=(0,1] olacak sekilde (Y ,A)é]f% olsun,
(Y,4) kiimesinin esnek elemanlarinin {X,} dizisini, VAe 4 icin )?n(ﬂ)=1/n
seklinde se¢elim. Bu durumda (Y , dy,A) icinde x —x olacak sekilde bir
X€(Y,A) yoktur. Bununla birlikte (¥, 4) kiimesini esnek elemanlarinin, Vne N ve
VAe 4 igin J,(A)=1/2 ile tanimlanan sabit esnek dizisi (Y ,dy,A) icinde 1/2

esnek elemanina yakinsar.

Teorem 3.6.1. Bir esnek metrik uzayda bir dizinin limiti varsa tektir.

Ispat. {56"} , (X ,d ) esnek metrik uzayda esnek elemanlarin bir dizisi olsun, dyle ki

¥#% ig¢in limy, =% ve lim¥, = %’olsun. Bu durumda en az bir e 4 igin
d(%,%)(A)#0 olur. 0<e, <1/2d(%,%)(A) esitsizligini saglayan &, pozitif reel
sayisini goz oOniine alalim ve £30 i¢in &(A)=¢g, olsun. ¥, —F%, ¥ —¥
oldugunda &30 esnek reel sayisina karstik N, =N, (&), N, =N, (&) dogal sayist

vardir, dyle ki

n>N, =%, €B(X,&)=d(X,X)<Eé=d(%,%)(4)<eg,,

n>N, =%, e€B(X,&)=>d(X,X)<é=d(x,X)(1)<¢,
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olur. Boylece her n>N =max{N,,N,} igin

d(5,7)(A) <d(%,.5)(A)+d(%,.7)(1) <2e

no

olur. Buradan &, >1/2d(%,X’)(A) elde edilir. Bu hipotezle celisir. O halde dizinin

limiti tektir.

Onerme 3.6.1. (X.d) bir esnek metrik uzay ve {%,} ve {7,}, (X.d) esnek metrik
uzaymin esnek elemanlarmm iki dizisi olsun. 7 = = iken X, & X ve V, =V ise

n— o icin d(X,,7,) = d (%) olur.

ispat. Her esnek reel €30 sayst igin X, —>xve y, —» oldugundan her n> N

dogal say1st igin d(X,,X) << ve d(J,,7) <% olacak sekilde N sayisi vardir. Simdi

d(x,5,)<d(x,.%5)+d(%7)+d(y,,7)<d(%7)+&

olur. Buradan 0 <d(%,7)<&-d(%,,5,) ve |d(,.5,)—-d(%7)|<é elde edilir.

Boylece n — o iken d(%,,7,) —>d(X,p) olur.

Tanim 3.6.2. ()~( ,d,A) bir esnek metrik uzay ve (¥, A4)e S(X) bir esnek kiime

olsun. Eger her %, 7€ (Y, 4) ic¢in d(%,3)< & olacak sekilde & >0 esnek elemant

varsa, (Y, A) esnek kiimesine iistten sinirlidir denir.

Teorem 3.6.2. (f( ,d ) esnek metrik uzayinin bir esnek alt kiimesi (¥, 4) olsun. Bu
durumda %€ X, (Y ,A)d esnek kiimesinin bir esnek elemani olmasi igin gerek ve
yeter sart (Y,A) iginde ¥ elemamna yakinsayan {X} dizisinden baska esnek

elemanlarin bir {X,} dizisi vardir.
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Ispat. X, (Y ,A) esnek kiimesinin bir esnek yigilma elemani olsun. Bu durumda, her
bir pozitif n tamsayisi i¢in B(fc,T/n), (Y ,A) kiimesinde X elemanindan baska en
az bir esnek eleman icerir. Her bir ne N i¢in xe B()”c,T/n) se¢elim. Bu durumda
n— oo iken d(X,,%) =1/n—0 oldugunda (Y,A4) iginde ¥ elemanma yakinsayan
{fc} dizisinden baska esnek elemanlarinin bir dizisi {56,,} olsun. Bu durumda her

&30 icin B ()~C,6~'), (Y ,A) esnek kiimesinin X esnek elemanindan bagka esnek

elemanlarini da igerir. Boylece %, {X,} esnek dizisinin esnek limit elemanidar.

n

Tanim 3.6.3. [28] {56”}, ()N( ,d ) uzaymnda esnek elemanlarin bir dizisi olsun.
Vm,ne N igin d(%,,%,) <M olacak sekilde bir # 50 varsa {%,} dizisine smirh

dizi Ve{d ()?m ,X, ) ;mne N } kiimesine sinirl kiime denir.

Tamm 3.6.4. {X}, ()~( ,d) uzayinda esnek elemanlarin bir dizisi olsun. Eger her
£350 esnek reel sayisina karsihk bir me N varsa oyle ki Vi,j>m icin
d(%.% )< ¢ ise yani i,j > iken d(%,%)—0 ise {¥,] dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Teorem 3.6.3. Bir esnek metrik uzayda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir ve her
Cauchy dizisi sinirlidir. Bir Cauchy dizisinin sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart bu

dizinin yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir.

Ispat. Teoremin ispat, klasik metrik uzaydaki ispatlarin bir benzeridir.

Tanim 3.6.5. [28] Bir (f( ,d) esnek metrik uzayinda her Cauchy dizisi X esnek

kiimesinde bir esnek elemana yakinsiyorsa (f( , d) uzayina tamdir denir.
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Ornek 3.6.2. (R,d,A) esnek metrik uzaymin (Y ,dy,A) alt uzay1 VA€ 4 igin
Y(A)=(0,1] ile goz éniine alinsin. Bu durumda Vne N, VAe 4 i¢in %,(4)=1/n,
R iginde {X,} dizisi (¥,4) kiimesinde ve ayrica (R,d ,A) esnek metrik uzayinda
bir Cauchy dizisi oldugu agiktir. Gergekten herhangi €>0, me N i¢in m>1/e
secilirse bu durumda (> j>m igin |1/i—1/j| =|i—j/ij| Si/ij=l/j£1/m<€ olur.
Buradan i>;>=m i¢in d(ii,ij )2 £ bulunur. Aym zamanda 0€& ]R\(Y,A)

oldugundan R uzayinda bu dizinin 0 elemanma yakimsak oldugu aciktir. Bu dizi,
(Y,d,,A) uzayinda yakinsak degildir. Boylece (Y,dy,A) bir tam esnek metrik uzay

degildir.

Onerme 3.6.2. Bir (/\N’ ,d ) esnek metrik uzaymnda herhangi bir (Y ,A) esnek alt

kiimesi igin, 5((Y, A)) = 5(@) olur.

Ispat. (¥,4)&(Y,4) oldugundan 5((Y,A))§5((Y,A)) olur. Keyfi €30 ve

%,y€(Y,4) olsun. ¥e(Y,4) oldugunda ileB(i,§/2)mSE(Y,A) vardir ve
benzer sekilde J,€ B(7,&/2)NSE(Y,A) vardir. Bu durumda %, € (Y,4) ve

d(X,%)<&/2 ve d(X,5,)< &2 dir. Boylece

d(%7)<d(%%)+d(%,5)+d(%7) < E2+8/2+d(%,5,) L E+6((Y, 4))
A

%,ye(Y,4) keyfi esnek elemanlar1 oldugunda 5((Y,A))§£‘+5((Y, )) olur.

Keyfi €30 igin 5((Y,A))§5((Y,A)) = 5((Y,A)):5((Y,A)) bulunur.

Teorem 3.6.4. (Esnek metrik uzaylar icin Cantor’un Arakesit teoremi). Bir (f( ,d )

esnek metrik uzaymin tam olmast i¢in gerek ve yeter sart n—oo iken

5((v.4),)—>0 olacak sekilde (Y,4) 5(Y,4),>--5(¥,4) S+ igin
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(Y,4) =(Y,4) ile bos olmayan esnek kiimelerin herhangi bir {(Y , A)n} dizisi i¢in

—

Y, A) =, (Y, A)n bir tek elemandan ibarettir.

Ispat: Bir (X,d) tam metrik uzay ve {(Y,A)n}, n— o iken 5((Y,A)n)—>6

olacak sekilde (Y,4), D(Y,4),D---D(Y,4) D ile (¥,4)={(v.4), ,Vne N}

bos olmayan esnek kiimelerin dizisi olsun. VA€ 4 ve Vne N igin (Y,A4) (4)#¢

n

oldugundan her bir ne N igin )?é(Y ,A)n bir esnek elemanini secelim. Iddia

ediyoruz ki esnek elemanlarin {Sc} dizisi ()? ,d) uzayinda bir Cauchy dizisidir.

n

Gergekten n — oo iken ( ve boylece m — o iken)

m>n=(Y,4) &(Y,4) =X,.%&(Y,4) =d(%,.%)<5((Y.4),) >0
yani m,n — o iken d(%,,%,) — 0 gerektirir ki {x.}, (/\7 ,d) uzayinda bir Cauchy

dizisidir. Bu durumda hipotezden bir ¥& X esnek elemani vardir dyle ki lim X, =X

x—>c0

olur. XéN,

n=l

(Y ,A)n oldugunu gosterelim. X, = X iken X esnek elemaninin esnek

komsulugu, dizinin sonsuz ¢okluktaki terimini igerir ve her bir ne N igin (Y ,A)

miimkiin olan sonlu ¢oklukta tim terimler hari¢ diger biitiin terimleri igerir. (Vm = n

iken (X, € (Y,A)n X € (Y,A)m C(Y,A)n ). Oyle ise X elemanmin her bir esnek

komsulugu (Y,4) ile kesisir. Boylece ¥, &(Y,4) =(Y,4) olur. O halde

o (Y,A)n en az bir esnek eleman igerir. Simdi, eger x # 7 ile YEN,_ (Y,A)n ise
en az bir ded igin d(X7)(4)=r>0 olur. Bu durumda Vne N icin
5((Y,A)n(l))2r>0 olur. Bu n— o iken 5((Y,A)n)%6 ile ¢elisir. Boylece

(Y , A) , bir tek esnek eleman igerir.
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Tersine yeter sart saglansin ve {56"}, ()N( ,d) icinde esnek elemanlarin bir Cauchy

dizisi olsun. Her bir ne N igin (Y,A)n ={%,,%,,--"] olsun. Agik¢a

(V,4), 5(Y,4), 53 (Y,4) >

ve boylece

(Y, 4), 5(Y,4),5-3(Y,4) >

n

olur. {X} bir Cauchy dizisi oldugunda n > iken 5((Y ,A)n)—>6 olur. Bu

durumda & ((Y ,A)n)—>6 olur. Hipotezden (Y, 4) , bir tek ¥ esnek elemanini
icerir. Boylece n— o iken d(i,fcn)ié'((Y,A)n)eﬁ yani n-—>oo iken
d (i,iﬂ)—)() yazilir. Béylece {%,], (X’ ,d ) icinde X elemanma yakinsar. Yani

(X’ , d) bir tam esnek metrik uzaydir.

3.7. Esnek Metrik Uzay icin Banach Sabit Nokta Teoremi

Tamm 3.7.1. [28] (X.d) bir esnek metrik uzay ve f:(X.d)—(X.d) bir
déniisiim olsun. %, 7€ X icin d(f (%), /(7))<7-d(%,7) olacak sekilde 027 < T
pozitif esnek reel sayis1 varsa f doniigiimiine (Xf ,d ) iginde bir daralma doniistimi

denir.

Ornek 3.7.1. Ornek 3.2.1 deki (R,d,A) esnek metrik uzayr goz Oniine alinsin.

f,:R—TR diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun ve R iizerinde |f, (x)|<t, <1

kabul edilsin. Bu durumda f:(X,d)—(X,d) dénisimii VAe 4 i¢in f(4)=1,



ile 7(A)=t,, Lipschitz sabiti (R.d) de bir daralma déniisiimidir. % jER,
Vie 4 ile X(A)=x,, 7(A)=y, olsun. Bu durumda ortalama deger teoremine gore

(v, <a, <x, oldugunda)

TACAETACH BTN AR A A

oyle ki Vx,,y,eR, 0<t, <1 oldugunda ‘fﬁ(xi)—fi(yi)‘StAxi—yi| olur. Bu
her Aed igin dogrudur. Béylece Vi jER, 02721 oldugunda

|1f (%)= £ ()| £z - 3] olur.

Tamm 3.7.2. [28] (X ,d ) bir esnek metrik uzay olsun. X kiimesini, A
parametreler kiimesine gére X kiimesinin biitiin esnek elemanlarmin bir ailesi
olarak diigtinebiliriz. f :()? ,d)—)(/\; ,d) bir doniisim olsun. Eger f(%,)=X,
olacak sekilde x,é& X esnek elemani varsa X, esnek elemanma f doniislimiiniin

sabit eleman1 denir.

Tanim 3.7.3. [28] (X ,d ) bir esnek metrik uzay olsun. X kiimesini, A

parametreler kiimesine gére X kiimesinin biitiin esnek elemanlarmin ailesi olarak
diistinebiliriz. f :()? ,d)—)(/\; ,d) bir doniisiim olsun. Bir keyfi %, & X esnek

elemani igin X, elemaninda f doniisiimii uygulanarak sirasiyla;

esnek elemanlarin dizisini belirleyebiliriz. Bu diziye indirgeme metoduyla elde

edilen dizi denir.

Teorem 3.7.1. (/\N’,d) bir tam esnek metrik uzay ve f: ()?,d) - (X,d) bir daralma

doniisiimii olsun. Bu durumda f* doniisiimiiniin tek bir sabit elemani1 vardir.
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Ispat. ()N( ,d ) bir tam esnek metrik uzay ve f': (/\N’ ,d ) - ()N( ,d ) bir daralma
doniisiimii olsun. Bu durumda 0 7 2 1 ile 7 esnek pozitif reel sayis1 vardir dyle ki
VX, 7€ X icin d(f(fc),f(j/)) <f-d(X,7) olur. Keyfi %€ X sabit esnek
elemanlarini segelim. Tekrarlama yontemiyle X kiimesinde

5=1(%), K =f(Z)=/F)s % =f(%)==f" (),

ile esnek elemanlarmm bir {X,} dizisini belirleyelim ve {X,} dizisinin (X ,d )

n

uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Gergekten m >n igin

=7 [d(5.5)+7d(%.f(2)++0"""d (5. £ (7))]
_ -d()?,)?l)[l‘i'z"‘;z +...+t~m—n—1]
)

[1+t~+t~2+---+t~m‘”“+t~m‘”+---]

n— oo (ve boylece m —oo) iken 02731 — 0 oldugundan, yani d(%,,%,)—0
oldugundan m,n — oo iken {xn} , (f( ,d ) uzayinda bir Cauchy dizisi olur. ()~( ,d )
tam oldugundan {fcn} dizisi X iginde bir X, esnek elemanina yakinsar.

Simdi X elemaninin, /' doniisiimiiniin bir sabit eleman1 oldugunu gésterelim.
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<d(%.%,.,)+d(f(%)./(%))

<d(%,%,,,)+id(%,,%) —>0,n—
oldugundan d(i, f ()?0)) =0 olur. Boylece f(X,)=5%, elde edilir.

Son olarak sabit elemanin tek oldugunu gosterelim. f doniisiimiiniin X, ve y, gibi
iki sabit esnek elemanmi olsun oyleki f(%,)=%, ve f(J,)=2J,. Bu durumda
d(%,.5,)=d(f(%).f(5))<F-d(%.5,) =d(%,5,)=0=%=7, olur Bdylece

f doniisiimii bir tek sabit esnek elemana sahiptir.



BOLUM 4. ESNEK METRIiK UZAYLARDA KOMPAKTLIK

4.1.Esnek Metrik Uzaylarin Kompakthgi

Tanim 4.1.1. ()?,d,A) bir esnek metrik uzay ve (F,A)e S(X) bir esnek kiime

olsun. (F,A4) kiimesinin esnek elemanlarindan olusan her {x,} dizisi (F,A)

icindeki bir esnek noktaya yakinsak ise (F,A4) esnek kiimesine dizisel kapalidir

denir.

Onerme 4.1.1. ()N( ,d ,A) bir esnek metrik uzay, xé& X ve £50 esnek reel say1
olsun. Bu durumda B[X,&]= {)7 EX:d(%7) < é} c SE(X) kapali yuvar ve

dolayisiyla SS(B[X,€]) esnek kapali yuvari dizisel kapalidir.

Ispat. { )7,,} C B[X,€] yakisak bir dizi ve y, — ye€ B[X,&] olsun. Bu durumda
d(7,,%) <& ve d(7,,X) —0, (n—>) olur. Béylece ye€ B[, &< d(%,7)<é
bulunur. Onerme 3.6.1 ile d(3,,X)—>d(5,%) ve B[X,&] kapali oldugundan

d(J,%)€ B[X,€] olur ve ispat tamamlanr,

Tanim 4.1.2. ()? ,d ,A) bir esnek metrik uzay, (F, 4)e S(X) bos olmayan bir esnek

kiime, sonlu esnek elemanlarin iirettigi bir esnek kiime ve &3>0 esnek reel sayi
olsun. Eger her bir X€ (F,4) i¢in d(%,i,)<& olacak sekilde u, € (U,4) esnek

elemani varsa, (U, 4) kiimesine (F, A) i¢in bir esnek & —ag denir.
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Tanim 4.1.3. ()N( ,d,A) bir esnek metrik uzay, (F,A)e S(X) bir esnek kiime,

O(U,A)<& ile (U.,A)e S(X),i=12,...,n esnck kiimeler olsun. Eger

(F,A) Z\UNU,, A) ise (F, A) kiimesine esnek total sinirlidir denir.
i=1

Teorem 4.1.1. ()N( ,d,A) bir esnek metrik uzay ve (F,A4)e S(X) bir esnek kiime

(F', A) kiimesinin esnek total sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart (£, A) kiimesinin

bir esnek & —ag a sahip olmasidir.

Ispat. (F,A) kiimesinin esnek total sirli ve €350 esnek reel say1 olsun. Bu
durumda Tamm 4.13 ile (F,4)EU)U,,4) olacak sekilde O(U,A)<E ile
i-1

U.,A)e S()~( ),i=12,..,n esnek kiimeleri bulabiliriz. Her bir (U,, 4) kiimesinden
bir @, esnek elemani segelim ve (U,A)=SS{a,,u,,u,,..4,} diyelim. (U,A4)
kiimesinin (£, 4) i¢in bir esnek £—ag oldugunu gostermeliyiz. X€ (F,A) olsun.
Bu durumda u, esnek elemani vardir dyle ki x€ (U, ,4) olur. u, ,xe (U, ,4)

oldugundan d(%,u, ) <& elde edilir.

(F, A) kiimesi bir £—ag a sahip olsun. Bu durumda bir (U, 4) = SS{i,, i, i,.,...ii, }
esnek kiimesi bulabiliriz dyle ki her X& (F,4) i¢in d(%,i, )< € ile u, €U, 4)
vardir.

(U, .A)=SS(B(#,£)) = SS{%& X : B(%,i,) < £}

olsun. Agik¢a (F,4) E\UJU,, 4) ve 0(U,,A)< & olur.
i=1

Tamm 4.1.4. ()~( ,d ,A), (M5) sartim saglayan bir esnek metrik uzay, (F, 4)e S(X)

bir esnek kiime ve 7, esnek elemanter metrik topoloji olsun ve & ={(Vi,A)} crT,,
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ie I, esnek kiimelerin bir ailesi verildiginde (F ,A)Q@(K,A) ise ¢ smifina,
iel

(F, A) kiimesinin bir agik ortisi denir.

Eger (F, A) kiimesinin her agik oOrtiisii bir sonlu alt ortiiye indirgenebiliyorsa (F, 4)

esnek kiimesine kompakttir denir.

Tamim 4.1.5. (f( ,d ,A), (M5) sartin1 saglayan bir esnek metrik uzay, (F ,A) es ()~( )
ve £50 esnck reel say: olsun. Eger 6(G,4) <& ile her (G, 4)€ S((F,4)) esnek
kiimesi i¢in (G, A4)e S((Vi“,A)) olacak sekilde (KO,A> €4 varsa €50 esnek reel

sayisina ¢ agik Ortiisiiniin bir esnek Lebesgue sayisi denir.

Tamim 4.1.6. (f( ,d ,A) bir esnek metrik uzay, (F,4)€ S <)~( ) bir esnek kiime olsun.
Eger (F , A) esnek kiimesinin esnek elemanlarindan olusan her {)En} dizisinin (F , A)

icinde yakinsak bir {5%} alt dizisi varsa (F , A) esnek kiimesine dizisel kompakttir

denir.

Teorem 4.1.2. ()? ,d, A) bir esnek metrik uzay, (F, A) es <A7 ) bir esnek kiime olsun.

Eger (F , A) esnek kiimesi dizisel kompakt ise total sinirlidir.

ispat. Kabul edelim ki &5 0 esnek reel sayisi vardir 6yle ki (F,4) bir esnek
& —aga sahip olmasin. Bu durumda bir X, € (F, 4) esnek elemam igin d(%,,X,)< &
olacak sekilde herhangi bir X, €& (F,A) elemani vardir. Ayni zamanda SS {)El,iz}
kiimesi (F , A) icin bir ag olamaz. Boylece bir X; € (F ,A) esnek elemani vardir
Oyleki é—d(il,fc})éint(P,A) ve é—d(fépfg)é{int(P,A) olur. Bu sekilde devam
edersek é—d(in,fcm)éint(P,A), Vn,m € N olacak sekilde (F ,A) icinde bir {)?n}

dizisi elde ederiz. Bu dizi bir Cauchy dizisi degil ve yakinsak alt dizilere sahip
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degildir. Boylece <F , A) esnek kiimesi dizisel kompakt degildir. Bu bir ¢eliskidir. O

halde kabuliimiiz yanlistir. Yani teorem dogrudur.

Teorem 4.1.3. (X,d, A), (M5) sartin1 saglayan bir esnek metrik uzay, (F,4) € S(X)
bir dizisel kompakt esnek kiime olsun. Bu durumda (F,A4) esnek kiimesi her

g = {(V[,A)}id C 7, agik Ortiisii bir esnek Lebesgue elemanina sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢, (F,4) esnek kiimesinin bir esnek Lebesgue elemana

sahip olmayan bir acik ortiisii olsun. Bu durumda bir €350 esnek sabit eleman1 ve

her bir ne N igin 6(H,4) 2<% Vie 4 ile bir (H,,4)e S((F,4)) bulunabilir ve
(H,,A)e S((V,,4)), V(V;,A)e g olur. Her bir (H,,4) kiimesinden h, & (H,, A)
esnek eleman secelim. (F,A4) esnek dizisel kompakt oldugundan {ﬁn} dizisi

h > RE (F,A) ile bir yakinsak alt diziye sahiptir. (F,4) W@, 4) oldugu igin
iel

x€ (¥, ,A) olacak sekilde i, e I vardir ve bir £, > 0 esnek elemani bulunabilir dyle
ki xe B(X,&)c SE(V, ,A) olur. l:lnk —X ve €€ € int(P, A) oldugundan bir i, € N

bulunabilir dyle ki d(X, ﬁno)i% ve l.z—éiél olur. Simdi gosterebiliriz ki
"o

B, < B(x,&)c SE (Vl-0 ,A) ve bir geliski elde ederiz. Yani, y € B, ise bu durumda

LY

1 + |

(&) |_(‘01

AFD 2 h,) +d(h, D 2 +5 2

0|

elde edilir.

Teorem 4.1.4. (AN’ ,d,A), (M5) sartin1 saglayan bir esnek metrik uzay olsun. Bu

durumda her (F, A)e S(X) esnek dizisel kompakt kiimesi esnek kompakttir.
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Ispat. ¢ ={(Vi,A)}i€I, (F, A) kiimesinin bir acik ortiisii olsun. (£, A4) esnek dizisel
kompakt oldugundan bir £50 esnek elemani vardir dyle ki S(H,A)< & ile
herhangi bir (H,4)e S((F,4)) igin bir i, [ vardir 5yle ki (H,4)e S((V,,4))
olur. Boylece (F,A4) esnek total smrh oldugundan OJ(U,,4)<& ile

(F,4) cWUU.,, 4) olur. Boylece her bir i =1,2,...n igin
iel

Ui, e S((V;, 4) ve N, A,V D,...(V,, e g

olur. Yani,
F. 4V, 9 Uy, 4

olur. O halde (F, A) esnek kompakttir.
Uyar 4.1.1. (M5) sartin1 saglayan her esnek metrik uzay elamenter iglemler altinda
bir esnek topolojik uzaydir. Bu durumda her kompakt esnek metrik uzay dizisel

kompakttir.

Teorem 4.1.5. (M5) sartin1 saglayan her (f( ,d,A) esnek metrik uzay birinci

sayilabilirdir.

Ispat. € X vebir £50 sabit esnek eleman ve 7,, X iizerindeki esnek metrik

topoloji olsun.
B: ={SS(B(%.£)):ne N}

sayilabilir ailesinin ¥€ X esnek elemani icin lokal baz oldugunu gdstermeliyiz.

(U, A) e t, bir esnek agik kiime olsun. Bu durumda x€ B(x,&,) € SE ((U , A)) veya
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SS(B(%,€,)) &(U,A) olacak sekilde bir & >0 esnek eleman bulunabilir. Bu

durumda ni z ¢, olacak sekilde bir n, dogal sayis1 bulunabilir. Boylece
XE B(fc,%) C B(x,&,)c SE((U, 4))
ve dolayisiyla

SS(B(%,£)) & SS(B(%,€))) & (U, 4)

57{)

olur. O halde
B ={SS(B(%.2)):ne N}

ailesi bir esnek lokal bazdir ve (f( ,TE,A) esnek topolojik metrik uzayr birinci

sayilabilirdir.

Tamim 4.1.6. (X,d,A), bir esnek metrik uzay, f:SE(f()%SE()N() bir esnek

doniistim, {56"} esnek elemanlarmm bir dizisi ve X€é X olsun. Eger

i oi=f(F)—> f(X) ise [f:SE(X)—SE(X) esnek doniisimiine dizisel

sureklidir denir.

Tamim 4.1.7. ()? ,d ,A), (M5) sartin1 saglayan bir esnek metrik uzay, X€ X ve
f:SE(X)— SE(X) bir esnek doniisim olsun. Eger f(¥)e SE((V,4)) olacak
sekildeki her (V,4)e 7, esnek agik kiimesi i¢in xe SE ((U, A)) olacak sekilde bir
(U,A)e t, varsa dyle ki f(SE((U,A)))C SE((V,4)) ise f doniisiimiine X& X

elemamiminda siireklidir denir. f dontsimi her X€ X elemaninida siirekli ise f

doniistimiine X tizerinde siireklidir denir.
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Onerme 4.1.2. (X ,d,A), (M5) sartin1 saglayan bir esnek metrik uzay ve

f:SE(X)— SE(X), ( f ) aksiyomunu saglayan bir esnek doniisiim olsun. Bu

durumda f esnek doniisiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart dizisel siirekli

olmasidir.

Ispat. X, > X ve €50 olsun. fesnek fonksiyonu ¥& X esnek noktasinda siirekli

n

oldugundan f(B(%,€)) c B(f(%),€) olacak sekilde bir & >0 bulunabilir. {X,]
dizisinin yakinsakligindan her n > N dogal sayist i¢in d(%,,%) <& olacak sekilde
N dogal sayist bulunabilir. Buradan her n > N dogal sayist igin d( f(X,), f(%)) <&

olur. ()N( ,d, A) esnek metrik uzay1 birinci sayilabilir oldugundan gerek sart saglanir.

Yeter sartin saglandigi agiktir.

Teorem 4.1.6. ()~( ,d,A), (M5) sartim1 saglayan bir esnek metrik uzay ve

(F,A4)e S ()~( ) bir dizisel kompakt esnek kiime olsun. Bu durumda
8(F,A)=sup{d(%,7): %, 7€ (F,A)} =d(%,.5,)

olacak sekilde X,,y, € (F ,A) esnek elemanlar1 vardir.

ispat. £5 0 sabit esnek eleman igin §(F, 4) _fzs (F,A) elde ederiz. Supremum
n
tanimindan her bir ne N icin X,,y,€(F,A) oyle ki
O(F,A) _f: d(x,,7,)<0(F,4) olur. (F,A) esnek kiimesinin dizisel
n

kompakthigindan X, = X, € (F,4) ve ¥, = ¥, € (F, A) kabul edebiliriz. Boylece

X—>o0 n X—>00

lim(5(F,A) -fJ Zlimd(%,,5,) % 5(F, 4)
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olur. Buradan

§(F,4)<limd (%,,5,) < 6(F,A)

X—>o0

elde edilir  Yani &(F,4)=limd(%,,5,) ve Onerme 3.6.1 ile

X—>o0

limd (%,,7,)=d(%,,7,)olacak sekilde X,,7,&(F,A4) esnek elemanlari bulunur.

X300



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, esnek metrik uzaylar iizerine ¢alisildi. Tezde ilk once esnek metrik

uzaylarin bazi topolojik ve tamlik 6zellikleri verilmistir.

Daha sonra, esnek metrik uzaylarin kompaktligi ve siirekliligi iizerine ¢alisiimistir.
Herhangi bir esnek metrik uzaylarda esnek eleman bazinda dizisel kapalilik, dizisel
kompaktlik, esnek ag, esnek total smirlilik, Lebesques elemani ve esnek dizisel
stirekli fonksiyon kavramlari tanimlanmis ve tanimlanan bu kavramlarin 6nemli bazi
ozellikleri ispatlanmistir. Ayn1 zamanda elemanter esnek metrik topolojik uzayda
esnek acik oOrtli, esnek kompaktlik ve esnek siirekli fonksiyon kavramlar
tanimlanmistir. Her esnek metrik uzay elemanter esnek topolojik uzay olmadigindan
bu uzayda dizisel kompaktlikla kompaktligin farkli oldugu goriilmiistiir. Buna
ragmen (M5) sartin1 saglayan esnek metrik uzaylarda dizisel kompaktlikla

kompaktligin, dizisel siireklilik ile stirekliligin ayni1 olduklar ispatlanmistir.

Tezde tanimlanan ve temel 6zellikleri verilen kavramlarin bir¢ok dzellelligi, tezde ele
aliman yontemle ispatlanabilir. Ayrica esnek metrik uzaylarin ayrilabilirligi,
sayilabilirligi gibi temel kavramlar ve daha ileri konular ¢alisilabilir. Bu ve benzeri

arastirma konular1 baska ¢alismalada ele alinacaktir.
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