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S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�

�                      : Cisim (� =�  veya � )

�                     : Do�al sayılar kümesi 

����                 : I aralı�ında tanımlı ve kompleks de�erli sürekli fonksiyonlar kümesi�

�                     : Kompleks sayılar kümesi�

��� ��               : Metrik uzay 

��� �	 ��           : Normlu uzay 

�                     : Reel sayılar kümesi 

sup                   : Supremum 


���                 : T dönü�ümünün sabit noktalarının kümesi 

�
��                 : �
�� dizisi 

���� ��              : [a,b] kapalı aralı�ı üzerinde sürekli fonksiyonlar kümesi 

��
�� ��           : 
� noktasının � kom�ulu�u
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ÖZET

Anahtar kelimeler: Volterra integral denklemleri, Sabit nokta, Veri ba�ımlılı�ı, 
�terasyon metotları, Kuvvetli yakınsama 

Bu çalı�mada, Ullah ve Arshad (Springer Plus (2016) 5(1), 1616) tarafından 
tanımlanan iterasyon metodunun basitle�tirilmi� hali olan bir iteratif dizisinin, 
gecikmeli lineer olmayan bir Volterra integral denklemin çözümüne kuvvetli 
yakınsadı�ı gösterildi. Ayrıca bu integral denklemin çözümü için bir veri ba�ımlılı�ı 
sonucu ispatlandı. 

Bu tez be� bölümden olu�maktadır. �lk olarak tezdeki problemin tanıtıldı�ı giri�
bölümü verilmi�tir. Daha sonra, Temel Kavramlar adını alan ikinci bölümde 
çalı�mada kullanılan temel tanım ve kavramlar verilmi�tir. 

Üçüncü bölümde ilk olarak integral denklemler tanıtılmı� ve integral denklemlerin 
sınıflandırılması verilmi�tir. Daha sonra sabit nokta kavramı ele alınmı� ve Banach 
sabit nokta teoremi verilmi�tir. Son olarak da bazı iterasyon metodları incelenmi�tir. 
Bunlardan bazıları Picard iterasyon metodu, Mann iterasyon metodu, Ishikawa 
iterasyon metodu, Noor iterasyon metodu, Picard-S iterasyon metodu, Vatan two-step 
iterasyon metodu ve Ullah ve Arshad iterasyon metodudur. Üçüncü bölüm ara�tırma 
bulgularında kullanılacak olan bir lemma ile bitirilmi�tir. 

Dördüncü bölümde bir iterasyon metodunun lineer olmayan Volterra integral 
denklemin çözümüne kuvvetli yakınsaması teoremi ispatlanmı� ve bu integral 
denklemin çözümünün veri ba�ımlılı�ı ara�tırılmı�tır. Daha sonra sonuçları 
desteklemek amacıyla bir örnek sunulmu�tur. 

Be�inci bölümde ise çalı�mada elde edilen sonuçlara ve görü�lere yer verilmi�tir. 
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SOME FIXED POINT THEOREMS FOR A SPECIAL CASE OF 
THE ULLAH AND ARSHAD ITERATION METHOD

SUMMARY 

Keywords: Volterra integral equations, Fixed point, Data dependence, Iteration 
methods, Strong convergence

In this study, it is shown that the iterative sequence which is a simplified form of 
the iteration method introduced by Ullah and Arshad (Springer Plus (2016) 5(1), 
1616), converges strongly to the solution of a nonlinear Volterra integral equation 
with delay.  Also, it is proved the result of a data dependence for the solution of 
this integral equation. 

This thesis consists of five sections. Firstly, introductory section which it is 
introduced of problem in thesis is given. Afterwards, basic definitions and 
concepts, which are used in the study, are given in the second section, named as 
‘Basic Concepts’. 

In the third section, integral equations are introduced at first and the classification 
of integral equations is given. Then, it is discussed on the concept of fixed point 
and Banach Fixed Point Theorem is given. Finally, some iteration methods are 
examined. Some of them are Picard iteration method, Mann iteration method, 
Ishikawa iteration method, Noor iteration method, Picard-S iteration method, Vatan 
two-step iteration method and Ullah and Arshad iteration method. Third section is 
finished with a lemma to be used in research findings. 

In the fourth section, the strong convergence theorem of a iteration method to the 
solution of nonlinear Volterra integral equation is proven and the data dependence 
of the solution of this integral equation is researched. Then, an example is 
presented to support the results. 

In the last section, the results and remarks, obtained in the study are included. 
�
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BÖLÜM  1. G�R��

“Sabit Nokta Teorisi” çalı�maları 19. yüzyıl ba�larına dayanmaktadır. Sabit nokta 

teorisi, adi diferansiyel denklemlerin çözümünün varlı�ını, tekli�ini ve bir integral 

denklemde çözümün varlı�ını göstermek amacıyla ba�lamı�tır.  

Genel olarak sabit nokta teorisi çalı�maları iki yönde geli�mektedir. Birincisi tam 

metrik uzaylar üzerinde tanımlı daralma (büzülme) ve daralma tipi dönü�ümler için 

sabit nokta teorisi, di�eri ise normlu lineer uzayların kompakt konveks alt kümeleri 

üzerinde tanımlı sürekli dönü�ümler için sabit nokta teorisidir. 

1922 yılında S. Banach tarafından ifade edilen ve “Daralma Dönü�ümü �lkesi” olarak 

da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi, sabit noktanın varlı�ını ve tekli�ini garanti 

eden en önemli teoremlerden biridir. Bu teorem ‘��� �� bir tam metrik uzay ve �� � � � dönü�üm olsun. Her  �� � � � için 

����� ��� �  ���� ��� ! �  " #
ise �� � de bir tek sabit noktaya sahiptir.’ �eklindedir. Bu teorem, S. Banach’ın 

doktora tezinin bir kısmı olarak belirlenmi� ve ispatı yapılmı�tır. Bundan sonraki 

a�amalarda Banach’ın sabit nokta teoremi, matemati�in birçok dalındaki varlık 

problemlerinin çözümünde, kullanı�lı ve kolaylık sa�layan bir unsur olmu�tur. 

Fizik ve mühendislik uygulamalarında zaman zaman diferansiyel denklemlerle ve 

integral denklemlerle kar�ıla�ılır. Genellikle kar�ıla�ılan diferansiyel denklemler, 

bilinmeyen fonksiyonun de�i�ik türevlerinden olu�urlar. Türev, bir fonksiyonun bir 

nokta ve hemen yakınındaki de�erleri kullanarak bulundu�undan, diferansiyel 

denklemler lokal (yerel) denklemlerdir. �ntegral denklemler ise bütün uzay üzerinden 
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integral alınmasını gerektirdiklerinden global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan 

fonksiyonun bir noktadaki de�erinin o fonksiyonun bütün uzay üzerinden integralini 

içeren ifadeler cinsinden bulunması demektir. �ntegral denklemler genel olarak 

çözülmesi çok daha zor denklemlerdir. Bilindi�i gibi tabiat kanunları diferansiyel 

denklemler yardımı ile ifade edilebilirler. Buradan, yakın çevre incelendi�inde 

evrenin tamamında geçerli tabiat kanunlarının bulunabilece�i sonucu çıkarılabilir. 

Belki de büyük dü�ünür Albert Einstein’ın ‘Bu tabiatın en anla�ılmaz yönü 

anla�ılabilir olmasıdır’ sözünün altında yatan gerçeklerden bir tanesidir [1]. 

Diferansiyel denklemlerin önemli bir özelli�i, tek ba�larına bir problemi 

tanımlamaya yetmemeleridir. Onlara sınır �artlarının da ilave edilmesi gerekir. 

�ntegral denklemler ise, bir problemin tam tanımını verirler. �lave �artlara ne gerek 

vardır, ne de ko�ulabilirler. Ancak, sınır �artları da uzayın bütününde onların 

ilgilenilen bölgeye etkisinin dolaylı yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak 

yorumlanabilece�inde, integral denklemler ile diferansiyel denklemler arasında yakın 

bir ili�ki olması da do�aldır. 

�ntegral denklemlerle ilk u�ra�ılar ise 19. yüzyılın ilk yarısında ba�lamı�tır. Önceleri 

da�ınık ve rastgele ara�tırmalar yapılmı�ken, aynı yüzyılın sonlarına do�ru daha 

sistematik ve bilinçli ara�tırmaların yapıldı�ı ve bir takım sonuçların alınmaya 

ba�landı�ı izlenmektedir. ABEL’in 1823 yılında bir mekanik problemini inceledi�i 

esnada ilk defa integral denkleme rastladı�ı bilinmektedir. Ancak �ntegral Denklem 

deyimini Du Bois REYMOND’un 1888’de yayınlanan bir çalı�masında önerdi�i 

anla�ılmaktadır [2].  

�ntegral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral i�areti altında bulundu�u 

denklemler olarak tanımlanmakla birlikte, bu tanım yetersiz kalmaktadır. Bir ba�ka 

deyi�le, bu tanımdan hareket ederek, integral denklemlerin bütün türlerini 

kapsayacak teoriyi kurmak olanaksızdır. Bu nedenle, birbirinden ayrı nitelikteki 

integral denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir. Böylece geni� bir ara�tırma 

sahası açılmı� olmakta ve konu bu oranda da�ınık bir inceleme tarzı göstermektedir. 
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Bu çalı�madaki amaç, integral denklem çe�itlerinden Volterra integral denklemlerini,   

sabit nokta kavramını ve çe�itli iterasyon metodlarını inceleyip bir iterasyon 

metodunun lineer olmayan Volterra integral denklemlerin çözümüne kuvvetli 

yakınsamasını ve bu çözüm için veri ba�ımlılı�ını ispatlamaktır. 



�

�

�

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezin okunulabilirli�ini ve anla�ılabilirli�ini sa�lamak amacıyla bazı 

temel bilgilere yer verilmi�tir. 

Tanım 2.1. (Metrik uzay) 

� bo�tan farklı bir küme olsun. � üzerinde tanımlı bir metrik (metrik fonksiyon), her �� � � � için 

a) ���� �� $ !%      (pozitif tanımlılık) 

b) ���� �� & ! ' � & �  

c) ���� �� & ���� ��      (simetriklik) 

��������� �� ( � ������
d) )���� (� � ���� �� * ���� (�        (üçgen e�itsizli�i) 

özelliklerini sa�layan bir 

�� � + � � ,
fonksiyonudur. E�er �, � üzerinde bir metrik ise o zaman ��� �� çiftine bir metrik 

uzay denir [3].  

Uyarı 2.1. 

Aslında metrik aksiyomlarından (a) di�er üç aksiyomun bir sonucudur. Çünkü � bir 

metrik uzayı ise metrik aksiyomlarında (b), (c) ve (d) kullanılarak her �� � � � için 

! & ���� �� � ���� �� * ���� �� & -���� ���
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yani ���� �� $ ! bulunur. Bu yüzden metrik oldu�unu gösterirken (a) ko�ulunun 

gerçeklendi�i ayrıca gösterilmeyebilir [3]. 

Örnek 2.1. 

�� � � . (yani ,)veya / ) olmak üzere  

�0	0��� �� & 0� 1 �0
ile tanımlı �0	0 (mutlak de�er ) metri�i ile . kümesi bir metrik uzaydır. Bu metri�e .
için do�al (alı�ılmı�, standart) metrik adı verilir [3]. 

  

Örnek 2.2.  

2�3� 4� & �50)))5� �3� 4� � . fonksiyonu süreklidir} kümesini göz önüne alalım. 5� 6 � 2�3� 4� için 

�7�5� 6� 8 9:;<��=�>�05��� 1 6���0  
ile tanımlı  �7� 2�3� 4� + 2�3� 4� � , metri�i ile �2�3� 4�� �7) bir metrik uzaydır. �7� 2�3� 4� uzayı için do�al metriktir ve bu metri�e 2�3� 4� için supremum metri�i 

(ya da düzgün metrik) denir [3]. 

Tanım 2.2. (Yakınsak dizi) 

��� �� bir metrik uzay ve ��?�?@�7  bu uzayda bir dizi olsun. Her bir A B ! için C $ C� oldu�unda ���?� �� " A olacak �ekilde bir C� & C��A� � D sayısı varsa ��?�?@�7  dizisine � � � noktasına yakınsaktır denir [4]. 
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Tanım 2.3. (Cauchy dizisi) 

��� �� bir metrik uzay ve ��?�?@�7  bu uzayda bir dizi olsun. Her bir A B ! için E� C $ C� oldu�unda, ���?� �F� )" A olacak �ekilde bir C� & C��A� � D  sayısı 

varsa ��?�?@�7  dizisine Cauchy dizisi denir [4]. 

Tanım 2.4. (Tam metrik uzay) 

��� �� metrik uzay olsun.)�’teki her ��?�?@�7  Cauchy dizisi yakınsak ise ��� ��  
metrik uzayına tamdır denir [5]. 

Örnek 2.3.   

� " 4 olmak üzere  � & �3� 4� olsun.  2�G� & �H% ))))H� G � 2)))9IJKLMN)OPQL9NRPQ�
kümesi ele alalım. H� S � 2�G� için 

��H� S� & 9:;<�T 0H��� 1 S���0U)���
ile tanımlı  �� 2�G� + 2�G� � , metri�i ile  2�G� kümesi bir metrik uzaydır. Burada U� G � �!�V� azalmayan sürekli bir fonksiyondur. �2�G�� �� uzayı tam metrik 

uzaydır� [6]. 

Tanım 2.5. (Lineer uzay) 

W bo� olmayan bir küme ve . bir cisim olsun. *� W + W � W ve 	 � . + W � W i�lemleri 

tanımlansın. E�er a�a�ıdaki �artlar sa�lanıyorsa W’ye . cismi üzerinde vektör uzay 

(lineer uzay) denir. 

a. W� * i�lemine göre de�i�meli bir gruptur. Yani; 

(i) Her �� � � W için � * � � W dir, 

(ii) Her �� �� ( � W için � * �� * (� & �� * �� * ( dir, 
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(iii) Her � � W için � * X & X * � & � olacak �ekilde bir X � W
vardır, 

(iv) Her � � W için � * �1�� & �1�� * � & X olacak �ekilde bir 1� � W vardır, 

(v) Her �� � � W için � * � & � * � dir. 

b. �� � � W ve Y� Z � . olmak üzere a�a�ıdaki �artlar sa�lanır. 

(i) Y	 � � W dir, 

(ii) Y	 �� * �� & Y	 � * Y	 � dir, 

(iii) �Y * Z�	 � & )Y	 � * Z	 � dir, 

(iv) �Y	 Z�	 � & Y	 �Z	 �� dir, 

(v) #	 � & � dir, (Burada #, .’ nin birim elemanıdır.) 

. & ,  ise W’ye reel lineer uzay,  . & / ise  W’ye kompleks lineer uzay adı verilir 

[7]. 

Tanım 2.6. (Konveks küme) 

W bir reel lineer uzay ve [ \ W olsun. Her � � [ için 

] & �( � W� ( & Y� * �# 1 Y��� ! � Y � #� \ [  

ise [ kümesine konvekstir denir [8]. 

Tanım 2.7. (Normlu uzay) 

��) . üzerinde bir vektör  uzay olsun. � üzerinde bir norm a�a�ıdaki özellikleri 

sa�layan  bir  �	 ��)� � ),  fonksiyonudur. Her  �� � � � ve her Y � ). için 

a. ��� $ !
b. ��� & ! ancak ve ancak � & !
c. �Y�� & 0Y0	 ���



8�
�

�

�

d. �� * �� � ��� * ���. 

Üzerinde bir �	 � normu tanımlanmı� olan bir � vektör uzayına normlu vektör uzay 

ya da sadece normlu uzay adı verilir ve (�� �	 �) ile gösterilir [3]. 

Tanım 2.8. (Banach uzay) 

� bir normlu lineer uzay olsun. E�er � uzayı, ���� �� & �� 1 ��� ��� � � �� ile 

verilen normdan üretilen metri�e göre tam ise bu uzaya Banach uzayı denir. . nin 

reel veya kompleks lineer uzay olu�una göre � Banach uzayıda reel veya kompleks 

Banach uzayı olarak adlandırılır [9]. 

Tanım 2.9. (Düzgün konveks uzay) 

��� �	 �� bir normlu vektör uzay olsun. E�er her bir A B ! ve �� � � � için ��� � #,  ��� � # ve �� 1 �� $ A oldu�unda 

�<^_�` � # 1 a  

olacak �ekilde bir a B ! sayısı varsa, � uzayına düzgün konvekstir denir.[3]. 

Tanım. 2.10. (Sürekli dönü�üm) 

��� �� ve �b� c� iki metrik uzay 5� � � b bir dönü�üm ve �� � � olsun. Her bir A B ! sayısı için )���� ��� " a oldu�unda c�5���� 5���)�� " A veya denk bir ifade 

ile 5�d���% a�� \ d�5����% A� olacak �ekilde bir a & a�A� B ! sayısı varsa, 5 ye ��
noktasında süreklidir denir [8]. 
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Tanım 2.11. (Kuvvetli yakınsaklık) 

��?�� ��� �� metrik uzayı içinde bir dizi, ve  �� � � olsun. E�er MNe?�7 ���?� ��� &! ise, ba�ka bir deyi�le, e�er fA B ! için gCh)i)D j fC B Ch için ���?� ��� " A
oluyorsa,��?� dizisi �� noktasına yakınsıyor (ya da kuvvetli yakınsıyor) denir ve  

�? � ��    ya da  MNe?�7�? & ��   

�eklinde gösterilir [10]. 

Tanım 2.12. (�ç çarpım uzayı) 

k & , veya / olmak üzere � bir vektör uzayı olsun. l	 � 	 m� � + � � k dönü�ümü 

a�a�ıdaki özelliklere sahip ise l	 � 	 m’ ye � üzerinde bir iç çarpım, ��� l	 � 	 m� ikilisine 

de iç çarpım uzayı (veya ön Hilbert uzayı ) denir [3]. 

(i) Her � � � için l�� �m $ ! ve l�� �m & ! ' � & !; 

(ii) Her �� � � � için l�� �m & l�� �mnnnnnnn  (kompleks e�lenik); 

(iii) Her �� � � � için ve 3 � k için l3�� �m & 3l�� �m; 
(iv)Her �� �� ( � � için l� * �� (m & l�� (m * l�� (m	

Tanım 2.13. (Hilbert uzayı) 

Bir ��� l	 � 	 m� iç çarpım uzayı ��� & l�� �mop` normuna göre tam ise, yani  ��� l	 � 	 m�
içindeki her Cauchy dizisi yakınsarsa, bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir [3]. 

Tanım 2.14. [11]

��� �� bir metrik uzay ve �� � � � bir dönü�üm olsun.  

i) Her �� � � � için ����� ��� � W���� ��                                                                                            
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olacak �ekilde W B ! sabit sayısı varsa, � ye Lipschitzian (ya da L-Lipschitzian) 

dönü�üm denir. 

ii) Y � �!�#� olmak üzere �, Y-Lipschitzian dönü�üm ise � ye daralma dönü�ümü 

denir. 

iii) �, #-Lipschitzian dönü�üm ise � ye geni�lemeyen dönü�üm denir. 

iv) Her �� � � � ve � q � için 

����� ��� " ���� ��
ise � ye kesin daralma dönü�ümü denir. 

Tanım 2.15. (Pseudo-kesin daralma dönü�ümü) 

� bir reel Banach uzayı  ve  �� � � � bir dönü�üm olsun. Her �� � � � ve r B ! için           

�� 1 �� � ��# * r��� * �� 1 r��� 1 ����
ise � ye pseudo-kesin daralma dönü�ümü denir [11]. 

Tanım 2.16. (Quasi-daralma dönü�ümü) 

��� �� bir tam metrik uzay ve �� � � � bir dönü�üm olsun. E�er her �� � � � için 

����� ��� � s	E3������ ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  
olacak �ekilde bir s � �!�#� sayısı varsa � ye  quasi-daralma dönü�ümü denir [12]. 

  

Tanım 2.17. (Asimptotik geni�lemeyen dönü�üm) 
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� bir normlu uzay, k \ � bo� olmayan bir alt küme ve ��k � k bir dönü�üm olsun. 

E�er her �� � � k ve her C $ # için 

  ��?� 1 �?�� �  ?�� 1 ��
olacak �ekilde  ? � # �artını sa�layan bir � ?� t �#��� dizisi varsa � ye asimptotik 

geni�lemeyen dönü�üm denir [13]. 

Asimptotik geni�lemeyen dönü�ümlerin sınıfı, geni�lemeyen dönü�ümlerin bir 

genellemesidir. Yani, her geni�lemeyen dönü�üm asimptotik geni�lemeyen bir 

dönü�ümdür. Fakat tersi do�ru de�ildir [13]. 



�
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BÖLÜM 3. �NTEGRAL DENKLEMLER VE �TERASYON 

YÖNTEMLER�

3.1. �ntegral Denklemler 

Tanım 3.1. (�ntegral denklem) 

�ntegral i�areti altında bir bilinmeyen ihtiva eden denklemdir [14]. 

 3.1.1. �ntegral denklemlerin sınıflandırılması 

�ntegral denklemler farklı özelliklerine göre a�a�ıdaki gibi sınıflandırılabilirler. 

3.1.1.1. Lineer ve lineer olmayan integral denklemler 

�ntegral denklemler temel kavramlar açısından öncelikle, lineer ve lineer olmayan 

integral denklemler olarak iki büyük sınıfa ayrılır. 

H��� bilinmeyen fonksiyon, u q ! reel veya kompleks bir parametre olmak üzere, 

H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w<
=

yapısında bir integral denklemde, H��� fonsiyonunun lineer olması halinde integral 

denklem de lineer integral denklem adını almaktadır [14]. 
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H��� & 5��� * uvk��� w�H?�w��w<
=

integral denkleminde ise H��� bilinmeyen fonksiyonun C	 kuvveti bulundu�undan 

lineer olmayan bir integral denklem olmaktadır. Bunun gibi, daha genel olarak  

H��� & 5��� * uvx��� w� H�w���w<
=

integral denklemi de lineer olmayan integral denklem olmaktadır [14]. 

Örnek 3.1. 

���� & 6��� * )y zv 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<
= �

integral denklemi de lineer olmayan bir integral denklemdir. Bunların dı�ında birden 

çok sayıda de�i�keni bulunan, 

H��� �� & 5��� �� * uvvk��� w%�
� wo� w`��wo�w`>

=
�eklindeki integral denklemlerin de lineer olanı veya lineer olmayanı bulunmaktadır. 

Ele alınacak bir integral denklemin öncelikle lineer olup olmadı�ının saptanmasında 

yarar vardır [14]. 
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3.1.1.2. Tekil ve tekil olmayan lineer integral denklemler 

Tanım 3.2. 

�ntegral denklemlerin sınıflandırılmasında k��� w� fonksiyonunun süreklili�i 

önemlidir. k��� w� fonksiyonuna çekirdek fonksiyon denir. k��� w� fonksiyonu 3 � � � 4, 3 � w � 4 aralı�ında sürekli ise integral denklem tekil (singüler) 

olmayan integral denklem denir. E�er k��� w� bu aralıkta sürekli de�ilse integral 

denklem tekil integral denklem olarak adlandırılır [14]. 

Örnek 3.2. 

! " Y "1 olmak üzere, 

5��� & v H�w��w�� 1 w��
<
�

�eklindeki bir integral denklem tekil integral denklem sınıfına girmektedir. Ayrıca, 

integral sınırlarından en az birinin sonsuz olması halinde de denklem, tekil integral 

denklemler sınıfına girmektedir. 

5��� & uv ��C�w)H�w��w7
�

ve 

5��� & uv �^<�)H�w��w7
�
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denklemleri bu türe birer örnek te�kil etmektedir. Bunların ilkinde tanımlanan 5���
fonksiyonu, H��� fonksiyonunun Fourier Sinüs Transformasyonu, ikincisinde ise H��� fonksiyonunun Laplace Transformasyonu olarak kullanılır [14]. 

3.1.2. �ntegral denklemlerin yapılarına göre sınıflandırılması  

�ntegral denklemler, yapılarına göre üç sınıfa ayrılır. 

Tanım 3.3. (I. cins integral denklemler) 

H��� bilinmeyen fonksiyon ve k��� w� çekirdek fonksiyon olmak üzere, 

                                  ���� & u � k��� w�H�w��w>=                                                                                      (3.1)

                          

�eklindeki bir integral denkleme I. cins integral denklem denir. Bilinmeyen 

fonksiyon sadece integral içinde mevcuttur. Burada ���� fonksiyonu bilinen bir 

fonksiyondur. Benzer �ekilde, 

���� & 5��� * uvk��� w�H�w��w>
=

�eklindeki bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir. Burada ���� ve 5��� bilinen fonksiyonlardır. Ancak bu denklemler, 

���� 1 5��� & y���
olmak üzere 

y��� & uvk��� w�H�w��w>
=
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�eklinde ifade edilerek (3.1) yapısında yazılabilir [14]. 

Örnek 3.3. 

�` & v�� 1 w�H�w��wo
�

ve 

�< & � 1v�`w)H�w��w
ò
�

denklemleri, I. cins integral denklemlerdir [14]. 

Tanım 3.4. (II. cins integral denklemler) 

H��� bilinmeyen fonksiyon ve k��� w� çekirdek fonksiyon olmak üzere  

H��� & u � k��� w�H�w��w>=                                                                                      (3.2) 

veya 

H��� & 5��� * u � k��� w�H�w��w>=                                                                        (3.3) 

�eklindeki integral denklemlere II. cins integral denklemler denir [14]. Görüldü�ü 

gibi, H��� bilinmeyen fonksiyonu integralin hem içinde hem de dı�ında mevcuttur. 

Örnek 3.4.  

H��� & � 1 �^<v�`w`H�w��wo
�
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ve 

H��� & # * � * v9NQ�� * w� H�w��w`
�

denklemleri, II. cins integral denklemlerdir [14]. 

Tanım 3.5. (III. cins integral denklemler)

����,)5��� ve k��� w� bilinen fonksiyonlar ve H��� bilinmeyen fonksiyon olmak 

üzere   

����H��� & 5��� * u � k��� w�H�w��w>=                               (3.4)                     

                                                                   

�eklindeki integral denkleme III. cins integral denklemler denir [14]. 

Özel olarak ���� & ! ise (3.4) denklemi I. cins integral denkleme, ���� & # ise 

aynı denklem II. cins integral denkleme dönü�mektedir. Buradan I. ve II. cins 

integral denklemlerin, III. cins integral denklemlerin birer özel hali oldu�u 

görülmektedir. 

Örnek 3.5.

�)H��� & # 1 �^<v�`w`H�w��wo
�

denklemi III. cins bir integral denklemdir [14]. 
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3.1.2.1. Homojen ve homojen olmayan integral denklemler 

Tanım 3.6.  

�ntegral denklemler H��� bilinmeyen fonksiyonun homojen olup olmadı�ına göre 

sınıflandırılabilir. II. cins integral denklemler için söz konusu böyle bir sınıflandırma 

(3.2) ile verilen  

H��� & uvk��� w�H�w��w>
=

integral denklemi için yapılırsa, bu denklem homojen integral denklem olarak 

adlandırılır. Homojenli�i bozan bir  5��� fonksiyonu içeren (3.3) formundaki, 

H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w>
=

gibi denklemlere ise homojen olmayan integral denklemler denir [14]. 

H��� & uvk��� w�H�w��w>
=

homojen integral denkleminin kolayca görülebildi�i gibi H��� � ! olan bir çözümü 

vardır. Buna a�ikar çözüm, sıfır çözüm veya trivial çözüm denir. Ancak bunun 

dı�ında çözümlerinin bulunup bulunmadı�ının veya hangi ko�ullar altında çözümün 

olabilece�inin ara�tırılması ba�lı ba�ına bir konudur. Homojen integral denklemler 

daha genel bir yapıya sahip 

H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w>
=
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�eklindeki bir integral denklemin 5��� & ! olması haline uyan özel bir durumu 

olarak göz önüne alınabilir [14]. 

3.1.2.2. Volterra ve Fredholm integral denklemleri 

Tanım 3.7.  

�ntegral denklemler integral sınırlarının de�i�ken veya sabit olmasına göre de 

sınıflandırılırlar. Lineer ve homojen olup olmadıklarına bakılmaksızın, 

���� & uvk��� w�H�w��w<
=

H��� & uvk��� w�H�w��w<
=

H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w<
=

����H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w<
=

gibi denklemlere Volterra �ntegral Denklemleri denilmektedir [14]. Bu tür 

denklemlerde integral i�aretinin üst sınırında (veya sınırlarından birinde)  � de�i�keni 

bulunmaktadır. � de�i�keninin 4 gibi sabit bir de�ere e�it olması durumda 

yazılabilecek 

���� & uvk��� w�H�w��w>
=

H��� & uvk��� w�H�w��w>
=
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H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w>
=

����H��� & 5��� * uvk��� w�H�w��w>
=

�eklindeki denklemlere ise Fredholm �ntegral Denklemleri denilmektedir [14]. 

Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasındaki tek fark bu sınır yapısında 

ortaya çıkmaktadır. Ancak bu iki denklem türünün incelenmesi, zaman zaman iç içe 

girmi� bir görünüm verebilmektedir. 

Tanım 3.8. [15]

���� & 6��� * y {� 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<= ~ �)))))))� � �3� 4�  
�eklindeki denklemlere gecikmeli Volterra integral denklemleri denir. Burada 

• 3 ve 4 sayıları 3 " 4 �artını sa�layan sabit reel sayılardır,  

• y fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur, 

• 6� �3� 4� � /  ve 5� �3� 4� + �3� 4� + / + / � / sürekli fonksiyonlardır, 

• Y� �3� 4� + �3� 4� olmak üzere her � � �3� 4� için Y��� � � �artını sa�layan 

sürekli bir gecikme fonksiyonudur. 

2013 yılında Castro ve Guerra [15], gecikmeli Volterra integral denklemlerin 

çözümünün varlı�ını ve tekli�ini ispat etmi�tir. 

Teorem 3.1.  

)�� G + G � �!�V� ve ��)G + G � �!�V� iki sürekli fonksiyon olsun.  6 � 2�G�,  5� G + G + / + / � / sürekli bir fonksiyon ve her �)i)G için Y��� � � �artını 

sa�layan Y� G � G fonksiyonu sürekli bir gecikme fonksiyonu ve  y� 2�G� � 2�G�
fonksiyonu, k B ! sabit sayı olmak üzere  



21�
�

�

�

��y�so�� y�s`�)� � k)�|so�s`}
e�itsizli�ini sa�layacak �ekilde verilmi� sınırlı bir fonksiyon olsun. Bunlara ek 

olarak, � ���� w�U�w��w � ZU���<=  ve � ���� w�U�w��w � �U���<=  e�itsizliklerini 

sa�layan Z� �)i�!�#� sabitlerinin var oldu�unu ve her �� w) � G� H� S � /�G� için 

�5 {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ 1 5 {�� w� S�w�� S|Y�w�}~�
� ���� w�0H�w� 1 S�w�0 * ���� w��H|Y�w�} 1 S|Y�w�}�
e�itsizli�inin sa�landı�ını varsayalım. k)�Z * �� " # ise 

���� & 6��� * )y {� 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<= ~ �))))))))))))� � G                            (3.5) 

lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir �� � 2�G� çözümü 

vardır [15, Teorem 2.1]. 

3.2. Sabit Nokta Kavramı

Tanım 3.9. (Sabit Nokta)  

� bo� olmayan bir küme ve �� � � � bir fonksiyon olsun. �� & � e�itli�ini sa�layan � � �)elemanına � nin bir sabit noktası denir [16]. O halde �� & � denkleminin 

çözümü veya çözümleri � nin sabit noktalarıdır.)� nin tüm sabit noktalarının kümesi  ���� ile gösterilir.  

A�a�ıdaki örneklerden de görülece�i gibi �� � � � ile tanımlanan bir �
fonksiyonunun herhangi bir sabit noktası olmayabilir veya bir sabit noktası olabilir 

ya da birden çok sabit noktası olabilir. 
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Örnek 3.6. [13]

i. � & �!��� olmak üzere �� � � �,  �� & � 1 � dönü�ümü için �)��� & �-�
dir.  

ii. � q � olmak üzere G� � � � özde� dönü�ümü için � in her bir noktası bir 

sabit noktadır. 

iii. � & �!���  ve b & ����� olmak üzere herhangi bir )�� � � b  dönü�ümünün 

sabit noktası yoktur. 

iv. � & ,  olmak üzere, )�� � � �, )�� & �� dönü�ümünün sabit noktalarının 

kümesi ���� & �1#�!�#� dir. 

v. �� �!�#� � �!�#��  �� & <�   dönü�ümünün sabit noktası yoktur. Bu dönü�üm 

için � & ! noktası tek sabit nokta olabilirdi. Fakat ! � �!�#� dir. 

Teorem 3.2. 

)��� �� bir metrik uzay ve �� � � � bir daralma fonksiyonu ise �� � üzerinde 

düzgün süreklidir [16]. 

Tanım 3.10.  

� bo� olmayan bir küme ve �� � � � bir fonksiyon olsun. 

� � ���� & �������
ile verilen fonksiyonda � den � e bir fonksiyondur ve � nin ikinci iterasyonu adını 

alır. Genel olarak C adet � den elde edilen � � � � � � � � ����� C	 iterasyon adını alır 

ve   
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� � � � � � �� �����������������?)=���)� & �|�������}
ile verilir ve �? & � � � � � � � � ������������?)=���)�   ile gösterilir [16]. 

Örnek 3.11. 

���� & �� ile tanımlı ��, � , fonksiyonunun üçüncü iterasyonu 

����� & � {�|����}~ & ��������� & �`�
ile verilir. 

Teorem 3.3. (Banach Sabit Nokta Teoremi) 

��� �� tam metrik uzay ve )�� � � � bir daralma dönü�ümü olsun. Bu durumda � bir 

tek sabit noktaya sahiptir [13].  

Örnek 3.12. 

k & �!�#� t ,, ��k � k, �� & <  olsun. �� & o  olarak seçelim. Buradan, 

�o & ��� & ##¡
�` & ��o & �`�� & #¡�
�� & ��` & �`�o & ���� & #-�¡¢
�? & ��?^o & �`�?^` & £ & �?�� & #�?¤o¢
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�eklinde bir ��?�  dizisi elde ederiz.)C � �  için 

MNe?��))�? & !
olur. Dolayısıyla � dönü�ümünün sabit noktası ! � �!�#� dir. Sabit nokta tanımından 

da  

�� & � ¥ �� & � ¥ � & �� ¥ � & !
dir. Yani � & !, � dönü�ümünün sabit noktasıdır.  

Teorem 3.4. 

��� �� bir tam metrik uzay ve C � ¦ için �? bir daralma dönü�ümü olacak �ekilde 

bir ��� � � dönü�ümü verilsin. Bu durumda � bir tek sabit noktaya sahiptir [17]. 

3.3. �terasyon Yöntemleri 

Bir dönü�ümün sabit noktasını veya noktalarını bulurken çe�itli iterasyon metodları 

kullanılır. Bunlardan bazıları a�a�ıda verilmi�tir. 

3.3.1. Picard iterasyon metodu

��� �� bir metrik uzay, k \ � kapalı bir alt küme ve ��k � k bir dönü�üm olsun. �� � � olmak üzere Picard �terasyonu 

�? & ��?^o & �?���))))))C $ #�                                                                              (3.6) 

�eklinde tanımlanır [18].   
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Tam metrik uzayda tanımlı daralma dönü�ümlerinin sabit noktalarına yakla�ım için 

kullanılan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daralma dönü�ümü yerine 

farklı sınıftan bir dönü�üm alınırsa Picard iterasyonu, dönü�ümün sabit noktasına 

yakınsamayabilir. 

Örnek 3.13. 

� & �!�#� olmak üzere her � � �!�#� için �� �!�#� � �!�#�� �� & # 1 � olsun.)�
geni�lemeyen bir dönü�ümdür ve ���� & ò

 dir. Herhangi bir �� & Y q ò
 noktası için 

(3.6) Picard iterasyonu,  

�o & ��� & # 1 Y
�` & ��o & �`�� & Y
�� & ��` & �`�o & ���� & # 1 Y¢�? & ��?^o & �`�?^` & £ & �?��¢
�eklinde olup bu da �Y� # 1 Y� Y� # 1 Y� � � salınımlı dizisine kar�ılık gelir. Bu dizi Y q ò

 için yakınsak olmadı�ından, Picard iterasyonu dönü�ümün sabit noktasına 

yakınsamaz. Dolayısıyla istenilen sabit noktayı bulmak için di�er iterasyon 

metodlarını göz önüne almak gerekir [13]. 

3.3.2. Mann iterasyon metodu 

Banach sabit nokta teoremini sa�lamayan dönü�ümlerin sabit noktalarını elde etmek 

için kullanılmı�tır. 

� bir normlu uzay, k \ � bo� olmayan konveks bir alt küme, )�� k � k bir 

dönü�üm ve �� � k keyfi bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu 
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�?¤o & �# 1 Y?��? * Y?��?�))))))C $ !                                                            (3.7) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y? � �!�#� dir [19].  

(3.7) ile verilen Mann iterasyonunda her C $ ! için Y? & # olarak alınırsa bu 

iterasyon, Picard iterasyonuna indirgenir.  

W. R. Mann’ın bulmu� oldu�u sonuçlar R. L. Franks ve R. P. Marzec  [20] 

tarafından, aynı �ekilde Franks ve Marzec’in sonuçları da B. E. Rhoades [21] 

tarafından geni�letilmi�tir. Yine B. E. Rhoades [21] herhangi bir kapalı ve sınırlı 

aralıktan yine bu aralı�a tanımlı bir dönü�üm için Mann iterasyonunun bu 

dönü�ümün bir sabit noktasına yakınsadı�ını göstermi�tir.  

Örnek 3.14.  

� & �ò � -�  kümesi üzerinde, �� � � �� �� & o<  olarak tanımlanırsa, Mann iterasyonu 

bu dönü�ümün sabit noktası olan � & # e yakınsar [13]. 

3.3.3. Ishikawa iterasyon metodu  

Lipschitzian ve pseudo-kesin daralma dönü�ümleri için Mann iterasyon yönteminin 

yetersizli�i durumunda yeni bir iterasyon metodu olarak olu�turulmu�tur. Bu 

iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzayının konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde 

tanımlı Lipschitzian ve pseudo-kesin daralma bir dönü�ümün sabit noktaya kuvvetli 

yakınsadı�ını göstermek amacıyla kullanılmı�tır [11].  

� bir normlu uzay, k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k  bir dönü�üm 

ve �� � k  keyfi bir nokta olmak üzere Ishikawa iterasyonu 

( )

( )
1 1

1 ,         

,

   0

n n n n n

n n n n n

x x Ty

y x Tx n

α α

β β

+ = − +��
�

= − + ≥��
                                                                    (3.8.) 
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�eklinde tanımlanır. Burada Y?� )Z? ) � �!�#� dir [22].  

(3.8) ile verilen iterasyonda her C $ ! için Z? & ! alınırsa, bu iterasyon Mann 

iterasyonuna indirgenir. Buna ra�men Mann ve Ishikawa iterasyonları için yakınsama 

sonuçları arasında genel bir ba� yoktur [11]. 

3.3.4. Noor iterasyon metodu  

�  bir normlu uzay, k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k  bir dönü�üm 

ve �� � k   keyfi bir nokta olmak üzere Noor iterasyonu 

( )

( )

( )

1 1 ,

1  

1 ,     0

,

n n n n n

n n n n n

n n n n n

x x Ty

y x Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+ = − +�
�

= − +�
�

= − + ≥�

                                                                            (3.9) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z?� �? � �!�#�  dir [23]. 

M. A. Noor [23], Hilbert uzaylardaki çe�itli e�itsizliklerin yakla�ık çözümlerini 

çalı�mak için Noor (3-adım) iterasyonunu tanıtmı�tır. B. Xu ve M. A. Noor [24], 

(3.9) ile verilen iterasyonun düzgün konveks bir Banach uzayının kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümesinde kendi üzerine tanımlanmı� asimptotik geni�lemeyen bir 

dönü�ümün sabit noktaya yakınsaklı�ını çalı�mı�lardır. 

(3.9) ile verilen Noor iterasyonunda her C $ ! için �? & ! olarak alınırsa bu 

iterasyon Ishikawa iterasyonuna ve her C $ ! için Z? &)�? & ! alınırsa bu iterasyon 

Mann iterasyonuna indirgenir [25]. 

3.3.5. SP-iterasyon metodu 

� bir Banach uzay,  �� � � �  bir dönü�üm ve  �� � � keyfi bir nokta olmak üzere 

SP-iterasyonu 
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( )

( )

( )

1 1 ,

1

1 ,     0

,

n n n n n

n n n n n

n n n n n

x y Ty

y z Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+ = − +�
�

= − +�
�

= − + ≥�

                                                                           (3.10) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z?� �? � �!�#�  dir [26]. 

SP-iterasyon metodunda her C $ ! için Z? & �? & ! alınırsa bu iterasyon Mann 

iterasyonuna indirgenir [25]. Ayrıca W. Phuengrattana ve S. Suantai [26] SP-

iterasyon metodunun sürekli ve geni�lemeyen dönü�ümler için Noor iterasyon 

metodundan daha hızlı yakınsadı�ını göstermi�lerdir.�

3.3.6. S-iterasyon metodu  

� bir lineer uzay,)k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k   bir dönü�üm ve �o � k  keyfi bir nokta olmak üzere S-iterasyonu 

( )

( )
1 1 ,  

1 ,     1

n n n n n

n n n n n

x Tx Ty

y x Tx n

α α

β β

+ = − +��
�

= − + ≥��
                                                                           

(3.11) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z? � �!�#� dir [27].  

S-iterasyon yöntemi Mann ve Ishikawa iterasyon yöntemlerinden ba�ımsızdır. Yani 

S-iterasyonu ile Mann veya Ishikawa iterasyonu birbirinden elde edilemez. R. P. 

Agarwal, D. O’Regan ve D. R. Sahu [27] daralma dönü�ümleri için S-iterasyon 

yönteminin yakınsama hızının Picard iterasyon yönteminin yakınsama hızına denk ve 

di�er sabit nokta iterasyon yöntemlerinin yakınsama hızlarından daha hızlı oldu�unu 

göstermi�lerdir. 
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3.3.7.  Normal-S iterasyon metodu 

� bir normlu lineer uzay,)k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k   bir 

dönü�üm ve �o � k  olmak üzere Normal-S iterasyonu 

( )( ){ 1 1 ,   n n n n nx T x Tx n Nα α+ = − + ∈                                                 (3.12) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y? � �!�#� dir [28]. 

D. R. Sahu [28] daralma dönü�ümleri için Normal-S iterasyon yönteminin yakınsama 

hızını Mann iterasyon yönteminin yakınsama hızından daha hızlı oldu�unu 

göstermi�tir. 

3.3.8. Modifiye-SP iterasyon metodu 

� bir lineer uzay,)k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k   bir dönü�üm ve �o � k   olmak üzere 

( )

( )

1

1

1 ,       

,

,

n n

n n n n n

n n n n n

x Ty

y z Tz

z x Tx n

α α

β β

+
� =
�

= − +�
�

= − + ∈� �

                    (3.13) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z? � �!�#�  dir [29]. 

(3.13) ile verilen iterasyon yöntemi Y?� Z? � �!�#� oldu�u için Picard, Mann, 

Ishikawa ve S iterasyon yöntemlerinden ba�ımsızdır. E�er (3.13) de her C � D için Z? & ! alınırsa Normal-S iterasyonu ve her C � D için Y? & Z? & ! alınırsa da 

Picard iterasyonu elde edilir [29]. 
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N. Kadıo�lu ve I. Yıldırım [29] Modifiye-SP iterasyon yönteminin daralma 

dönü�ümleri için S ve Normal-S iterasyonlarından daha hızlı yakınsadı�ını 

göstermi�lerdir. 

3.3.9. CR-iterasyon metodu 

� bir Banach uzay,  �� � � �  bir dönü�üm ve  �� � � keyfi bir nokta olmak üzere 

CR-iterasyonu 

( )

( )

( )

1 1

1

1 ,

,

,

   

n n n n n

n n n n n

n n n n n

x y Ty

y Tx Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+ = − +�
�

= − +�
�

= − + ∈� �

)                                           (3.14) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z?� �? � �!�#�  ve § Y? & V7?@�  dir [25]. 

R. Chugh, V. Kumar ve S. Kumar [25], Banach uzayda quasi-daralma dönü�ümleri 

için CR-iterasyon yönteminin yakınsama hızının  Picard, Mann, Ishikawa, Noor, S ve 

SP-iterasyon metotlarından daha hızlı oldu�unu göstermi�lerdir. 

3.3.10. Abbas ve Nazır iterasyon metodu 

� bir normlu uzay k \ � bo� olmayan konveks alt küme ��k � k bir dönü�üm ve �o � k olmak üzere 

( )

( )

( )

1 ,1

1

1

,

,   

n n n n n

n n n n n

n n n n n

x Ty Tz

y Tx Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+ = − +�
�

= − +�
�

= − + ∈� �

                                                                            (3.15) 

                            

�eklindedir. Burada �Y?�� �Z?�� ��?� � �!�#� dir [30]. 

  

M. Abbas ve T. Nazır [30], (3.15) ile verilen iterasyonun daralma dönü�ümleri için 

Picard, Mann ve S-iterasyonlarından daha hızlı yakınsadı�ını göstermi�lerdir. 
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3.3.11. S*-iterasyon metodu 

� bir normlu uzay k \ � bo� olmayan konveks alt küme ��k � k bir dönü�üm ve �o � k olmak üzere S*-iterasyonu 

( )

( )

( )

1 1 ,

1 ,

1 ,  

n n n n n

n n n n n

n n n n n

x Tx Ty

y Tx Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+ = − +�
�

= − +�
�

= − + ∈� �

                                                           (3.16) 

�eklindedir. Burada �Y?�� �Z?�� ��?� � �!�#� dir [31]. 

(3.16) iterasyonu Picard, Mann, Ishikawa ve S-iterasyonlarından ba�ımsızdır. I. 

Karahan ve M. Özdemir [31], (3.16) ile verilen iterasyon metodunun quasi-daralma 

dönü�ümleri için  Picard, Mann, Ishikawa ve S-iterasyon metodlarından daha hızlı 

yakınsadı�ını göstermi�lerdir.

3.3.12. Picard-S iterasyon metodu 

�  bir normlu uzay, k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k  bir dönü�üm 

ve �� � k  keyfi bir nokta olmak üzere bu iterasyon  

( )

( )

1

,

,

1

1 ,       

n n

n n n n n

n n n n n

x Ty

y Tx Tz

z x Tx n

α α

β β

+
� =
�

= − +�
�

= − + ∈� �

                          (3.17) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z? � �!�#�  ve § Y? & V7?@�  dir [32]. 

V. Karakaya ve F. Gürsoy [32] daralma dönü�ümleri için Picard-S iterasyonun, 

Picard, Mann, Ishikawa, Noor, SP, CR, S, Normal-S, S* ve Abbas ve Nazır iterasyon 

metodlarından daha hızlı yakınsadı�ını göstermi�lerdir. Ayrıca Picard-S 
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iterasyonunun diferansiyel denklemleri çözmek için etkili bir yöntem oldu�unu 

belirtmi�lerdir. 

3.3.13. Thakur, Thakur ve Postolache iterasyon metodu 

�  bir normlu uzay, k \ �  bo� olmayan konveks alt küme, ��k � k  bir dönü�üm 

ve �� � k   keyfi bir nokta olmak üzere bu iterasyon  

( )

( )

( )

1

,

1

1

1 ,       

,n n n n n

n n n n n

n n n n n

x Tx Ty

y z Tz

z x Tx n

α α

β β

γ γ

+� = − +
�

= − +�
�

= − + ∈� �

                                                   (3.18) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y?� Z?� �? � �!�#� dir [33]. 

D. Thakur, B. S. Thakur ve M. Postalache [33] bu iterasyonun daralma dönü�ümleri 

için Picard, Mann, S ve Abbas ve Nazır iterasyon metodlarından daha hızlı 

yakınsadı�ını göstermi�lerdir. 

3.3.14. Picard-Mann iterasyon metodu 

� bir Banach uzay,  �� � � �  bir dönü�üm ve  �� � � keyfi bir nokta olmak üzere 

Picard-Mann iterasyonu 

( )
1 ,   

1 ,    1

n n

n n n n n

x Ty

y x Tx nα α

+ =��
�

= − + ≥��
                                                                             (3.19) 

�eklinde tanımlanır. Burada Y? � �!�#� dir [34]. 

S. H. Khan [34] bu iterasyonun Picard, Mann ve Ishikawa iterasyonlarından 

ba�ımsız oldu�unu ve Ishikawa iterasyonundan daha hızlı yakınsadı�ını göstermi�tir. 
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3.3.15. Vatan two-step iterasyon metodu

� bir normlu uzay k \ � bo� olmayan konveks alt küme ��k � k   bir dönü�üm �� � k  ve keyfi bir nokta olmak üzere Vatan two-step iterasyon metodu 

( )

( )

1 1 ,

1 ,     

n n n n n

n n n n n

x T y Ty

y T x Tx n

α α

β β

+
� = − +� �� � �
�

= − + ∈� �� � �� �

)                                                                (3.20) 

�eklindedir. Burada her C � D için �Y?�� �Z?� � �!�#�  ve § Y? & V7?@�  dir [35]. 

V. Karakaya, N. Bouzara, K. Do�an ve Y. Atalan [35],  (3.20)  ile verilen iterasyon 

metodunun daralma dönü�ümleri için yakınsama hızının Picard-Mann, Ishikawa, CR, 

Picard-S  ve SP-iterasyon metodlarından  daha hızlı oldu�unu göstermi�lerdir. 

3.3.16. Ullah ve Arshad iterasyon metodu 

� bir Banach uzay k \ � bo� olmayan konveks alt küme ��k � k bir dönü�üm ve �� � k olmak üzere bu iterasyon 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
1

2 1 3 1 3

3 2 1 2 1

,

1 ,

1 ,            

n n

n n n n n

n n n n n

x Tx

x T x Tx

x T x Tx n

α α

α α

+

�
=�

�
= − +�

�
� = − + ∈
�

�

                         (3.21) 

�eklinde tanımlanır. Burada ¨Y?�o�© � ¨Y?�`�© � �!�#� dir [36].  

K. Ullah ve M. Arshad [36] (3.21) ile verilen iterasyon yönteminin daralma 

dönü�ümleri için Vatan-two step iterasyon metodundan daha hızlı yakınsadı�ını 

göstermi�lerdir.  
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Ertürk ve arkada�ları [37] ise (3.21) de her C � D için Y?�o� & # alarak a�a�ıdaki 

iterasyon metodunu çalı�mı�lardır: 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

1

2 3

3 2 1 2 1

,

,

1 ,    .

n n

n n

n n n n n

x Tx

x T Tx

x T x Tx nα α

+

�
=�

�
=�

�
� = − + ∈
�

����

                                   (3.22) 

Ertürk ve arkada�ları [37], (3.22) ile verilen iterasyonun Picard, Mann, Ishikawa, 

Noor, S, Normal-S, CR, Picard-S, Modifiye-SP, Thakur, Thakur ve Postolache, Vatan 

two-step, Abbas ve Nazır, S* ve Ullah ve Arshad iterasyon metodlarından daha hızlı 

yakınsadı�ını göstermi�lerdir. 

�imdi, Ara�tırma Bulguları kısmında ispatlanan teoremlerde kullanılacak olan lemma 

verilecektir. 

Lemma 3.1. 

�3?�?@o�   negatif olmayan reel dizisi verilsin ve her C $ C�  için    

3?¤o � �# 1 �?�3? * �?�?                                                                                  (3.23) 

olacak �ekilde bir C� � D mevcut olsun. Burada fC � D için �? � �!�#�,  § �?�?@o &
� ve fC � D için)�? $ ! dır. Bu durumda 

! � MNe)9:;?��3? � MNe)9:;?���?
e�itsizli�i sa�lanır [38]. 
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BÖLÜM 4. ARA�TIRMA BULGULARI 

Bu bölümde elde edilen sonuçlardan olu�an makale (bak. [39]), Sakarya Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisinde yayınlanmak üzere kabul edilmi�tir.  

�lk olarak �2�G�� �� tam metrik uzayında (3.5) de verilen lineer olmayan gecikmeli 

Volterra integral denklem için  (3.22) ile tanımlanan ¨�?�o�©  iterasyon dizisinin 

kuvvetli yakınsaklık teoremi verilmi�tir. 

Teorem 4.1. 

�¨Y?�`�©�� ��!�#�’ da bir reel dizi olmak üzere  § Y?�`��?@o & � �artını sa�lasın. Teorem 

3.1’in varsayımları altında, (3.5) denklemi 2�G� kümesinde tek bir çözüme sahiptir 

(bu çözüme �� diyelim) ve  (3.22) ile verilen iterasyon metodu �� a kuvvetli 

yakınsaktır. 

�spat: 

¨�?�o�©  dizisi 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ): ( ) ( ),    , , , 
x

a

T C I C I T u x g x f x t u t u t dtψ α
	 


→ = + � �

 �
�   

dönü�ümü ile (3.22) iterasyon metodu tarafından olu�turulan bir iterasyon dizisi 

olsun. Burada C � � iken �?�o� � �� oldu�unu ispatlanacaktır. (3.5), (3.22) ve 

Teorem 3.1’in varsayımlarından  
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( )( )
( ) ( ) ( )

( )

3

03
0,  sup

n

n x I

x x y x
d x y

xϕ
∈

−
=   

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2 1 2 1

01
sup

n n n n

x I

T x Tx x Ty x

x

α α

ϕ
∈

− + −
=   

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

( )

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

, , 1 , 1

, , ,
sup

x

n n n n n n n n
a

x

a

x I

f x t x Tx t x Tx t dt

f x t y t y t dt

x

ψ α α α α α

ψ α

ϕ
∈

− + − +

−
=

�

�

  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( )

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

x I

, , 1 , 1

, , ,
sup

x

n n n n n n n n
a

x

a

f x t x Tx t x Tx t dt

f x t y t y t dt
K

x

α α α α α

α

ϕ
∈

− + − +

−
≤

�

�
  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( )

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

x I

, , 1 , 1
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sup
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a

f x t x Tx t x Tx t
dt

f x t y t y t
K

x

α α α α α

α

ϕ
∈

− + − +

−
≤

�

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
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2 1 2 1
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2 1 2 1
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, 1

, 1
sup

n n n nx
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n n n n

x I

x t x Tx t y t

dt

x t x Tx t y t

K
x

µ α α

η α α α α

ϕ
∈

	 
− + −
� �
� �
� �+ − + −

 �≤

�

  

  

& k9:;<�ª
� ���� w�U�w� �«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w� 1 ���w��U�w�<= �w

*� ���� w�U|Y�w�} �«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U|Y�w�} �w<= U���
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� k9:;��ª �«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w� 1 ���w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª �«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U|Y�w�} 9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}�w<= U���
� k ­� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�� ��¬ 	 Z * � «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�� ��¬ 	 �®
�

	k�Z * ��� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�� ��¬�
� k�Z * �� «{# 1 Y?�`�~�{�?�o�� ��~ * Y?�`��{��?�o�� ��~¬)                                       (4.1) 

ve benzer �ekilde 

�{��?�o�� ��~ & 9:;<�ª ���?�o���� 1 �������U���
& 9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?�o��w�� �?�o�|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w~�U���
� k9:;<�ª �� 5 {�� w� �?�o��w�� �?�o�|Y�w�}~ �w<= 1 � 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w�U���
� k9:;<�ª � �5 {�� w� �?�o��w�� �?�o�|Y�w�}~ 1 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~� �w<= U���
� k9:;<�ª � {���� w���?�o��w� 1 ���w�� * ���� w���?�o�|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�~ �w<= U���
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� k9:;¯�T � ���� w�U�w� ��?�o��w� 1 ���w��U�w� �w<= * � ���� w�U�Y�w�� ��?�o�|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U�Y�w�� �w<=U���
� k9:;��ª ��?�o��w� 1 ���w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ��?�o�|Y�w�} 1 ���w��U|Y�w�} 9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}�w<= U���
� k ­�{�?�o�� �°~	 Z * �{�?�o�� ��~	 �®�
�

�& k�Z * ���{�?�o�� ��~                                                                                                (4.2) 

e�itsizli�i elde edilir. 

(4.1) ve (4.2)’in birle�iminden a�a�ıdaki e�itsizlik yazılabilir. 

�{�?���� ��~ � k�Z * �� {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~�{�?�o�� ��~	
Di�er yandan, 

�{�?�`�� ��~ & 9:;<�ª ��{��?���~��� 1 �������U���
& 9:;<�ª �y {� 5 «�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w~�U���
� k9:;¯�T �� 5 {�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}~ �w<= 1 � 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w�U���
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� k9:;<�ª � �5 {�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}~ 1 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~� �w<= U���
� k9:;<�ª � {���� w����?����w� 1 ���w�� * ���� w����?���|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�~ �w<= U���

& k9:;¯�T
� ���� w�U�w� ���?����w� 1 ���w��U�w� �w<=

*� ���� w�U�Y�w�� ���?���|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U�Y�w�� �w<= U���
   

� k9:;��ª ���?����w� 1 ���w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ���?���|Y�w�} 1 ���w��U|Y�w�} 9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}�w<= U���
� k�Z * ���{��?���� ��~
ve 

  

�{��?���� ��~ & 9:;<�ª ���?������ 1 �������U���
& 9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w~�U���
  

� k9:;¯�T �� 5 {�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}~ �w<= 1 � 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w�U���
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� k9:;<�ª � �5 {�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}~ 1 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~� �w<= U���
  

� k9:;<�ª � {���� w���?����w� 1 ���w�� * ���� w���?���|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�~ �w<= U���

& k9:;¯�T � ���� w�U�w� ��?����w� 1 ���w��U�w� �w<= * � ���� w�U�Y�w�� ��?���|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U�Y�w�� �w<=U���
   

� k9:;��ª ��?����w� 1 ���w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ��?���|Y�w�} 1 ���w��U|Y�w�} 9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}�w<= U���
  � k�Z * �����?�� ����

�

e�itsizlikleri yazılabilir ve bu e�itsizliklerin birle�iminden  

�{�?�`�� ��~ � �k�Z * ���� {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~ �{�?�o�� ��~                     (4.3) 

elde edilir. 

Benzer �ekilde  

�{�?¤o�o� � ��~ & 9:;<�ª ���?�`���� 1 �������U���
& 9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?�`��w�� �?�`�|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w~�U���
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� k9:;¯�T �� 5 {�� w� �?�`��w�� �?�`�|Y�w�}~ �w<= 1 � 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~<= �w�U���
  

� k9:;<�ª � �5 {�� w� �?�`��w�� �?�`�|Y�w�}~ 1 5 {�� w� ���w�� ��|Y�w�}~� �w<= U���
  

� k9:;<�ª � {���� w���?�`��w� 1 ���w�� * ���� w���?�`�|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�~ �w<= U���

& k9:;¯�T
� ���� w�U�w� ��?�`��w� 1 ���w��U�w� �w<=

*� ���� w�U�Y�w�� ��?�`�|Y�w�} 1 ��|Y�w�}�U�Y�w�� �w<= U���
   

� k9:;��ª ��?�`��w� 1 ���w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ��?�`�|Y�w�} 1 ���w��U|Y�w�} 9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}�w<= U���
  � k�Z * ���{�?�`�� ��~                                                                                           (4.4) 

e�itsizli�i elde edilir. 

(4.3) ve (4.4) e�itsizliklerinden,  

�{�?¤o�o� � ��~ � �k�Z * ���  {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~ �{�?�o�� ��~  

e�itsizli�ine ula�ılır. k�Z * �� " # oldu�undan,  
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�{�?¤o�o� � ��~ � {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~�{�?�o�� ��~
yazılabilir. Buradan 

�{�?¤o�o� � ��~ � �{���o�� ��~± ­# 1 Y²�`�|# 1 k�Z * ��}®?²@�                                      (4.5) 

olur. Her  � D için Y²�`� � �!�#� ve k)�Z * �� " # oldu�undan  

! � Y²�`�|# 1 k�Z * ��} � #  

elde edilir. Her � � �!�#� için # 1 � � �^< oldu�undan (4.5) e�itsizli�i 

���?¤o�o� � ��� � �����o�� ����^�o^³�´¤µ��§ �¶�·�¶̧¹º

olarak yazılabilir. Bu e�itsizli�in her iki tarafından limit alınırsa 

)MNe?�� ���?�o�� ��� & !  

bulunur ve böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 4.1’de özel olarak y�6� & u6 seçilirse lineer olmayan gecikmeli Volterra 

integral denklemleri için a�a�ıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.1. 

)¨Y?�`�© dizisi Teorem 4.1 deki gibi olsun ve �� G + G � �!�V� ile ��)G + G � �!�V�
sürekli fonksiyonları verilsin. 6 � 2�G�,  5� G + G + / + / � / sürekli bir fonksiyon 

ve Y� G � G fonksiyonu her �)i)G için )Y��� � � �artını sa�layan sürekli bir gecikme 

fonksiyonu olsun. Bunlara ek olarak � ���� w�U�w��w � ZU���<= ) ve 
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)� ���� w�U�w��w � �U���<= �artlarını sa�layacak �ekilde Z� �)i)�!�#� sabitlerinin var 

oldu�unu ve her�)�� w � G��H� S � 2�G���için 

�5 {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ 1 5 {�� w� S�w�� S|Y�w�}~�
� ���� w�0H�w� 1 S�w�0 * ���� w��H|Y�w�} 1 S|Y�w�}�  
e�itsizli�inin sa�landı�ını varsayalım. E�er  )0u0�Z * �� " #�ise�

���� & 6��� * uv 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<
= �

�

gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir �� � 2�G� çözümü vardır ve (3.22) ile 

tanımlanan ¨�?�o�©  iterasyon  dizisi �� a kuvvetli yakınsar. 

Sonuç 4.1’i destekleyecek bir örnek verelim. 

Örnek 4.1.  

Her w � �#�#!� için Y�w� & w gecikme fonksiyonu ile f fonksiyonu 

5��� w� ��w�� �|Y�w�}� & o< {��w� * �|Y�w�}~
�eklinde verilsin. 6��� & ò< * <̀

 ve u & ò
 olsun. fC � D için  Y?�`� & o?  ve U� �#�#!� � �!����  U��� & �` alalım. 

���� & #-� * �- * #-v #� {��w� * �|Y�w�}~ �w<
o �)))))))))))� � �#�#!)�

denkleminin tam çözümü ����� & � dir. Sonuç 4.1’in �artlarını sa�ladı�ını 

gösterelim. 



44�
�

�

�

• 6� �#�#!� � / sürekli fonksiyondur; 

• Y� �#�#!� � �#�#!� süreklidir ve her �)i)�#�#!� için Y��� � � sa�lanır; 

• 5� �#�#!� + �#�#!� + / + / � / süreklidir  ve 

�5 {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ 1 5 {�� w� S�w�� S|Y�w�}~�
& �o< {H�w� * H|Y�w�}~ 1 o< {S�w� * S|Y�w�}~))�    
� #� 0H�w� 1 S�w�0 * #� �H|Y�w�} 1 S|Y�w�}�
e�itsizli�i sa�lanmaktadır.  

• �� �#�#!� + �#�#!� � �!�����ve ���)�#�#!� + �#�#!� � �!��� olmak üzere 

���� w� & ���� w� & o<)�fonksiyonları süreklidir. O halde her��� w � �#�#!)��için  

��

v ���� w�U�w��w &<
o v ���� w�U�w��w<

o �

�

v #�<o w`�w & #� z��� 1 #�� & #��` «# 1 #��¬ � #�U����
�

olup Z & � & o� i�!�#� bulunur.  

• 0u0�Z * �� & ò {o�* o�~ & o� " #
sa�lanır.  
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Bunlara ek olarak; )���� & #-� * �- * #-v #� {��w� * �|Y�w�}~ �w<
o �)))))))))))� � �#�#!)�

çözümü ����� & � dir. Gerçekten  

#-� * �- * #-v #� �w * w��w<
o & #-� * �- * #�v w�w<

o & #-� * �- * #� z�`- 1 #-� & ��
�

dir. 

�imdi (3.22) de verilen iterasyon metodunun yardımı ile (3.5) deki lineer olmayan 

gecikmeli Volterra integral denklemin çözümünün veri ba�ımlılı�ı teoremini 

ispatlanacaktır. Bu teoremde a�a�ıdaki notasyonlar kullanılacaktır. 

��H���� & 6��� * y {� 5 {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ �w<= ~                                            (4.6) 

�

ve 

��»�H���� & 6¼��� * y {� 5½ {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ �w<= ~	                                               (4.7) 

�

Burada 6� 6)¾ � 2�G� ve ))5� 5�¿ )G + G + / + / � /) sürekli fonksiyonlardır. 

Teorem 4.2.  

5� 6� Y ve y Teorem 3.1 deki gibi olsun. ¨�?�o�©, (3.22)  ile verilen iterasyon dizisi ve   

¨�¼?�o�© iterasyon dizisi ise 
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

1

2 (3)

3 2 1 2 1

,

,

1 ,            

n n

n n

n n n n n

x Tx

x T Tx

x T x Tx nα α

+

�
=�

�
=�

�
� = − + ∈
�

�� �

� �� �

� �� � �
�

                                                    (4.8) 

�eklinde verilsin. Burada ¨Y?�`�©, �!�#� de  her C � D  için (i)  
ò � Y?�`� �artını 

sa�layan reel bir dizidir. Ayrıca her  �� w � G� H � 2�G� için 

 (ii) |6��� 1 6¼���)0 � Ao ve  �5��� w� H�w�� H�Y�w�� 1 5½��� w� H�w�� H�Y�w��� � À·>^=)  
�artlarını sa�layan negatif olmayan Ao ve A` sabitlerinin var oldu�unu varsayalım. 

E�er  (4.6) ve (4.7) deki denklemlerin çözümleri sırasıyla �� ve �¼� ise Á &9:;<�ª oÂ�<�   olmak üzere  

����� �¼°� � ÃÁ�Ao * kA`�# 1 k�Z * �� �
�

e�itsizli�i elde edilir. 

�spat: 

(3.5), (4.5), (4.6), (4.7) ve Teorem 3.1’in hipotezleri ile (ii) �artı göz önünde 

bulundurularak, a�a�ıdaki  e�itsizlikler elde edilir; 

�{�?���� �¼?���~ & 9:;<�ª ��?������ 1 �¼?�������U���
& 9:;¯�T �� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ ��� 1 �» «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ ����U���
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� 9:;¯�T 06��� 1 6¼���0U���
  

*9:;¯�T
ÄÄ
Ä yÅ� 5 Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�} Æ�w<= Æ
1yÅ� 5½Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ |Y�w�} Æ�w<= ÆÄ

ÄÄ

U���

� 9:;��G A#U���

*k9:;<�ª
ÄÄ
Ä � 5 Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�} Æ�w<=

1� 5½ Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ |Y�w�} Æ�w<= ÄÄ
Ä

U���
� Ao	Á

*k9:;<�ª
� ÄÄ

Ä 5 Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�} Æ
15Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ |Y�w�} ÆÄ

ÄÄ �w<=

U���
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*k9:;<�ª
� ÄÄ
Ä 5 Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ |Y�w�} Æ
15½Å�� w� «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w��«{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ |Y�w�} ÆÄ

ÄÄ �w<=

U���
� Ao	Á

*k9:;<�ª
� Ç���� w� È {{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�~ �w�1 {{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�~ �w�ÈÉ �w<=

U���

*k9:;<�ª
� Ç���� w� È «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�}1 {{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�~ |Y�w�}ÈÉ �w<=

U���
*k9:;<�ªv A`4 1 3<

= 	 #U��� �w
� Ao	 Á

*)k9:;<�ª � ���� w�U�w�
Ä «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w�1 «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w�ÄU�w� �w<= U���
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*)k9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�}
Äz«{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�}�
1{{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�~ |Y�w�} ÄU|Y�w�} �w<= U���

*kA-	Á
� Á�Ao * kA`�

*k9:;��ª
Ä «{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�¬ �w�1 «{# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�¬ �w�ÄU�w� 9:;��G � ���� w�U�w��w�3 U���

*k9:;��ª
È «{# 1 Y?�`�~ �?�o� * Y?�`���?�o�¬ |Y�w�}1 {{# 1 Y?�`�~ �¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�~ |Y�w�}ÈU|Y�w�} 9:;�iG � ���� w�U�Y�w���w�3 U���

� Á�Ao * kA`�
*k�Z * ��� {{# 1 Y?�`�~�?�o� * Y?�`���?�o�� {# 1 Y?�`�~�¼?�o� * Y?�`��»�¼?�o�~
� k�Z * �� «{# 1 Y?�`�~�{�?�o�� �¼?�o�~ * Y?�`��{��?�o�� �»�¼?�o�~¬
*Á�Ao * kA`�                                                                                                                   (4.9) 

ve 

�{��?�o�� �»�¼?�o�~ & 9:;¯�T ���?�o���� 1 �»�¼?�o�����U���
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� 9:;<�ª 06��� 1 6¼���0U���
*9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?�o��w�� �?�o�|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5½ «�� w� �¼?�o��w�� �¼?�o�|Y�w�}¬ �w<= ~�U���
� 9:;<�ª AoU���
*k9:;<�ª �� 5 {�� w� �?�o��w�� �?�o�|Y�w�}~ �w<= 1 � 5½ {�� w� �¼?�o��w�� �¼?�o�|Y�w�}~ �w<= �U���
� AoÁ
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �?�o��w��?�o�|Y�w�}~ 1 5 {�� w� �¼?�o��w�� �¼?�o�|Y�w�}~� �w<= U���
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �¼?�o��w�� �¼?�o�|Y�w�}~ 1 5½ {�� w� �¼?�o��w�� �¼?�o�|Y�w�}~� �w<= U���
� Ao	Á)
*k9:;<�ª )� {���� w���?�o��w� 1 �¼?�o��w�� * ���� w���?�o�|Y�w�} 1 �¼?�o�|Y�w�}�~ �w<= U���
*k9:;<�ªv A`4 1 3<

= 	 #U��� �w� Ao	Á

*k9:;<�ª � ���� w�U�w� ��?�o��w� 1 �¼?�o��w��U�w� �w<= U���
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*)k9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�} ��?�o�|Y�w�} 1 �¼?�o�|Y�w�}�U|Y�w�} �w<= U���
*kA`	 Á
� Á�Ao * kA`�
*k9:;��ª ��?�o��w� 1 �¼?�o��w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ��?�o��w��Y�w�� 1 �¼?�o��Y�w���U�Y�w�� 9:;<Êª � ���� w�U�Y�w���w<= U���
  � Á�Ao * kA`� * k�Z * ���{�?�o�� �¼?�o�~	                                                   (4.10) 

(4.9) ve  (4.10) ’un birle�iminden 

�{�?���� �¼?���~
� k�Z * �� {# 1 Y?�`��# 1 k�Z * ��~�{�?�o�� �¼?�o�~
*k�Z * ��Y?�`�Á�Ao * kA`� * Á�Ao *kA`�                                                           (4.11) 

yazılır.  Ayrıca,

���?�`�� �¼?�`�� & 9:;<�ª �����?������� 1 �»��»�¼?��������U���
� 9:;<�ª 06��� 1 6¼���0U���
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*9:;<�ª �y {� 5 {�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}~ �w<= ~ 1 y {� 5½ {�� w� �»�¼?����w�� �»�¼?���|Y�w�}~�w<= ~�U���
� 9:;<�ª AoU���
*k9:;<�ª �� 5 «�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}¬<= �w 1 � 5½ «�� w� �»�¼?����w�� �»�¼?���|Y�w�}¬ �w<= �U���
� AoÁ
*k9:;<�ª � �5 {�� w� ��?����w�� ��?���|Y�w�}~ 1 5 {�� w� �»�¼?����w�� �»�¼?���|Y�w�}~� �w<= U���
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �»�¼?����w�� �»�¼?���|Y�w�}~ 1 5½ {�� w� �»�¼?����w�� �»�¼?���|Y�w�}~� �w<= U���
� Ao	Á

*k9:;<�ª )
� Ç ���� w����?����w� 1 �»�¼?����w��*���� w����?���|Y�w�} 1 �»�¼?���|Y�w�}�É �w<=

U���
*k9:;<�ªv A`4 1 3<

= 	 #U��� �w
� Ao	Á

*)k9:;<�ª � ���� w�U�w� ���?����w� 1 �»�¼?����w��U�w� �w<= U���
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*)k9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�} ���?���|Y�w�} 1 �»�¼?���|Y�w�}�U|Y�w�} �w<= U���
*kA`	 Á
� Á�Ao * kA`�
*k9:;��ª ���?����w� 1 �»�¼?����w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
*k9:;��ª ���?����Y�w�� 1 �»�¼?����Y�w���U�Y�w�� 9:;<Êª � ���� w�U�Y�w���w<= U���
� Á�Ao * kA`� * k�Z * ���{��?���� �»�¼?���~
ve 

�{��?���� �»�¼?���~ )& 9:;<�ª ���?������ 1 �»�¼?�������U���
� 9:;<�ª 06��� 1 6¼���0U���
*9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5½ «�� w� �¼?����w�� �¼?���|Y�w�}¬ �w<= ~�U���� 9:;<�ª AoU���
*k9:;<�ª �� 5 {�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}~<= �w 1 � 5½ {�� w� �¼?����w�� �¼?���|Y�w�}~ �w<= �U���
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� AoÁ
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �?����w�� �?���|Y�w�}~ 1 5 {�� w� �¼?����w�� �¼?���|Y�w�}~� �w<= U���
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �¼?����w�� �¼?���|Y�w�}~ 1 5½ {�� w� �¼?����w�� �¼?���|Y�w�}~� �w<= U���
� Ao	Á)
*k9:;<�ª )� {���� w���?����w� 1 �¼?����w�� * ���� w���?���|Y�w�} 1 �¼?���|Y�w�}�~ �w<= U���
*k9:;<�ªv A`4 1 3<

= 	 #U��� �w
� Ao	Á

*)k9:;<�ª � ���� w�U�w� ��?����w� 1 �¼?����w��U�w� �w<= U���

*)k9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�} ��?���|Y�w�} 1 �¼?���|Y�w�}�U|Y�w�} �w<= U���*kA`	 Á
� Á�Ao * kA`�
*k9:;��ª ��?����w� 1 �¼?����w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U���
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*k9:;��ª ��?����Y�w�� 1 �¼?����Y�w���U�Y�w�� 9:;<Êª � ���� w�U�Y�w���w<= U���
� Á�Ao * kA`� * k�Z * ���{�?���� �¼?���~
e�itsizlikleri elde edilir. Daha sonra a�a�ıdaki e�itsizlik yazılır; 

�{�?�`�� �¼?�`�~ � �k�Z * ���`�{�?���� �¼?���~ * k�Z * ��Á�Ao * kA`�
                        *Á�Ao * kA`�	                                                                                     (4.12)

(4.11) ve (4.12) den a�a�ıdaki e�itsizlik elde edilir; 

�{�?�`�� �¼?�`�~ � �k�Z * ���� {# 1 Y?�`��# 1 k�Z * ��~�{�?�o�� �¼?�o�~
*�k�Z * ����Y?�`�Á�Ao *kA`� * �k�Z * ���`Á�Ao * kA`��

�*k�Z * ��Á�Ao * kA`� * Á�Ao * kA`�
�                                                         (4.13) 

Benzer �ekilde  

���?¤o�o� � �¼?¤o�o� � & 9:;<�ª ���?�`���� 1 �»�¼?�`�����U���
� 9:;<�ª 06��� 1 6¼���0U���
*9:;<�ª �y {� 5 «�� w� �?�`��w�� �?�`�|Y�w�}¬ �w<= ~ 1 y {� 5½ «�� w� �¼?�`��w�� �¼?�`�|Y�w�}¬ �w<= ~�U���
�
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� 9:;<�ª AoU����
�

*k9:;<�ª �� 5 {�� w� �?�`��w�� �?�`�|Y�w�}~<= �w 1 � 5½ {�� w� �¼?�`��w�� �¼?�`�|Y�w�}~ �w<= �U��� �

�� Ao	Á�

�

*k9:;<�ª � �5 {�� w� �?�`��w��?�`�|Y�w�}~ 1 5 {�� w� �¼?�`��w�� �¼?�`�|Y�w�}~� �w<= U���
*k9:;<�ª � �5 {�� w� �¼?�`��w�� �¼?�`�|Y�w�}~ 1 5½ {�� w� �¼?�`��w�� �¼?�`�|Y�w�}~� �w<= U��� �

� Ao	Á)�
�

*k9:;<�ª )� {���� w���?�`��w� 1 �¼?�`��w�� * ���� w���?�`�|Y�w�} 1 �¼?�`�|Y�w�}�~ �w<= U��� �

�

*k9:;<�ªv A`4 1 3<
= 	 #U��� �w�

�� Ao	Á�

�

*k9:;<�ª � ���� w�U�w� ��?�`��w� 1 �¼?�`��w��U�w� �w<= U��� �

�

*)k9:;<�ª � ���� w�U|Y�w�} ��?�`�|Y�w�} 1 �¼?�`�|Y�w�}�U|Y�w�} �w<= U��� �

�
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*kA`	 Á�

�� Á�Ao * kA`��
�

*k9:;��ª ��?�`��w� 1 �¼?�`��w��U�w� 9:;<�ª � ���� w�U�w��w<= U��� �

�

*k9:;��ª ��?�`��Y�w�� 1 �¼?�`��Y�w���U�Y�w�� 9:;<Êª � ���� w�U�Y�w���w<= U��� �

�� Á�Ao * kA`� * k�Z * ���{�?�`�� �¼?�`�~                                                            (4.14) 

yazılabilir. (4.13) ve (4.14) ün kombinasyonu ile 

�{�?¤o�o� � �¼?¤o�o� ~
� �k�Z * ���  {# 1 Y?�`��# 1 k�Z * ��~�{�?�o�� �¼?�o�~
*�k�Z * ��� Y?�`�Á�Ao *kA`� * �k�Z * ����Á�Ao * kA`��
�*�k�Z * ���`Á�Ao * kA`� * k�Z * ��Á�Ao * kA`� * Á�Ao * kA`��
�

e�itsizli�i elde edilir. k)�Z * �� " #�oldu�u için 

  �{�?¤o�o� � �¼?¤o�o� ~�
�� {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~ �{�?�o�� �¼?�o�~ * Y?�`�Á�Ao *kA`� * �Á�Ao * kA`��

�

�
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& {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~ �{�?�o�� �¼?�o�~ * �ÁAo * Y?�`�ÁAo�
�*�ÁkA` * Y?�`�ÁkA`                                                                                           (4.15)�

olur. (i) varsayımı kullanılarak,  her C � D için
o��̧·� � - elde edilir. Bu nedenle (4.15)  

�u �ekilde yazılabilir.

�{�?¤o�o� � �¼?¤o�o� ~
� {# 1 Y?�`�|# 1 k�Z * ��}~ �{�?�o�� �¼?�o�~
*Y?�`�|# 1 k�Z * ��} )ËÌ�hÍ¤³h·�o^³�´¤µ� 	                                                                      (4.16) 

(4.16) e�itsizli�inin Lemma 3.1 deki tüm �artları sa�ladı�ı açıktır ve bu nedenle  

����� �¼�� � )ÃÁ�Ao * kA`�# 1 k�Z * �� �
�

elde edilir. 



�
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BÖLÜM 5. TARTI�MA VE SONUÇ 

Bu bölümde, çalı�mada elde edilen sonuçlara yer verilecektir. 

�lk olarak �2�G�� �� tam metrik uzayında lineer olmayan gecikmeli bir Volterra 

integral denklem için (3.22) ile tanımlanan ¨�?�o�©  iterasyon dizisinin kuvvetli 

yakınsamasıyla ilgili sonuçları verelim. 

Bulunan sonuçlar �unlardır: 

Sonuç  5.1. 

�¨Y?�`�©�� � �!�#� aralı�ında bir reel dizi olmak üzere  § Y?�`��?@o & � �artını sa�lasın. �� G + G � �!�V� ve ��)G + G � �!�V� sürekli iki fonksiyon olsun.  6 � 2�G�,  5� G + G + / + / � / sürekli bir fonksiyon ve her �)i)G için Y��� � � �artını 

sa�layan Y� G � G fonksiyonu sürekli bir gecikme fonksiyonu ve  y� 2�G� � 2�G�
fonksiyonu, k B ! sabit sayı olmak üzere  

��y�so�� y�s`�)� � k)�|so�s`}
e�itsizli�ini sa�layacak �ekilde verilmi� sınırlı bir fonksiyon olsun. Bunlara ek 

olarak, � ���� w�U�w��w � ZU���<=  ve � ���� w�U�w��w � �U���<=  e�itsizliklerini 

sa�layan Z� �)i�!�#� sabitlerinin var oldu�unu ve her �� w) � G� H� S � /�G� için 

�5 {�� w� H�w�� H|Y�w�}~ 1 5 {�� w� S�w�� S|Y�w�}~�
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� ���� w�0H�w� 1 S�w�0 * ���� w��H|Y�w�} 1 S|Y�w�}�
e�itsizli�inin sa�landı�ını varsayalım. k)�Z * �� " # ise 

���� & 6��� * )y {� 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<= ~ �))))))))))))� � G                            (5.1) 

lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir �� � 2�G� çözümü 

vardır ve  (3.22) ile verilen iterasyon metodu �� a kuvvetli yakınsaktır. 

Sonuç 5.2. 

Sonuç 5.1. deki varsayımlar altında y�6� & u6 seçilirse 

���� & 6��� * uv 5 {�� w� ��w�� �|Y�w�}~ �w<
= �

�

gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir �� � 2�G� çözümü vardır ve (3.22) ile 

tanımlanan ¨�?�o�©  iterasyon  dizisi �� a kuvvetli yakınsar. 

Son olarak (3.22) ile tanımlanan iterasyon metodunun yardımı ile (5.1) de verilen 

lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denklemin çözümünün veri ba�ımlılı�ıyla 

ilgili sonucu verelim. 

Sonuç 5.3. 

5� 6� Y ve y Sonuç 5.1 deki gibi olsun. ¨�?�o�©, (3.22)  ile verilen iterasyon dizisi ve   

¨�¼?�o�© iterasyon dizisi  
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

1

2 (3)

3 2 1 2 1

,

,

1 ,            

n n

n n

n n n n n

x Tx

x T Tx

x T x Tx nα α

+

�
=�

�
=�

�
� = − + ∈
�

�� �

� �� �

� �� � �
�

                                                    (5.2) 

�eklinde verilsin. Burada ¨Y?�`�©, �!�#� aralı�ında  her C � D  için (i)  
ò � Y?�`� �artını 

sa�layan reel bir dizidir. Ayrıca her  �� w � G� H � 2�G� için 

 (ii) |6��� 1 6¼���)0 � Ao ve  �5��� w� H�w�� H�Y�w�� 1 5½��� w� H�w�� H�Y�w��� � À·>^=)  
�artlarını sa�layan negatif olmayan Ao ve A` sabitlerinin var oldu�unu varsayalım. 

E�er  (4.6) ve (4.7) deki denklemlerin çözümleri sırasıyla �� ve �¼� ise 

Á & 9:;<�ª oÂ�<�   olmak üzere  

����� �¼°� � ÃÁ�Ao * kA`�# 1 k�Z * �� �
�

e�itsizli�i elde edilir. 

Elde edilen bu sonuçlar (3.21) ile tanımlanan Ullah ve Arshad iterasyon metodu ile 

benzer �ekilde ispat edilebilir. 
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