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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

c()
C
(X, d)

X AI-1D

: Cisim (F=R veya C )

: Dogal sayilar kiimesi
: T araliginda tanimli ve kompleks degerli siirekli fonksiyonlar kiimesi
: Kompleks sayilar kiimesi

: Metrik uzay
: Normlu uzay

: Reel sayilar kiimesi

: Supremum

: T donilistimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

s {x,} dizisi

: [a,b] kapal1 aralig1 iizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi

: Xo noktasinin 6 komsulugu



OZET

Anahtar kelimeler: Volterra integral denklemleri, Sabit nokta, Veri bagimliligi,
Iterasyon metotlari, Kuvvetli yakinsama

Bu calismada, Ullah ve Arshad (Springer Plus (2016) 5(1), 1616) tarafindan
tanimlanan iterasyon metodunun basitlestirilmis hali olan bir iteratif dizisinin,
gecikmeli lineer olmayan bir Volterra integral denklemin c¢oziimiine kuvvetli
yakinsadig1 gosterildi. Ayrica bu integral denklemin ¢6ziimii i¢in bir veri bagimlilig
sonucu ispatlandi.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ilk olarak tezdeki problemin tamtildigi giris
boliimii verilmistir. Daha sonra, Temel Kavramlar adini alan ikinci boliimde
calismada kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak integral denklemler tamtilmis ve integral denklemlerin
siniflandirilmasi verilmistir. Daha sonra sabit nokta kavrami ele alinmis ve Banach
sabit nokta teoremi verilmistir. Son olarak da bazi iterasyon metodlari incelenmistir.
Bunlardan bazilar1 Picard iterasyon metodu, Mann iterasyon metodu, Ishikawa
iterasyon metodu, Noor iterasyon metodu, Picard-S iterasyon metodu, Vatan two-step
iterasyon metodu ve Ullah ve Arshad iterasyon metodudur. Ugiincii béliim arastirma
bulgularinda kullanilacak olan bir lemma ile bitirilmistir.

Dordiincii boliimde bir iterasyon metodunun lineer olmayan WVolterra integral
denklemin c¢oziimiine kuvvetli yakinsamasi teoremi ispatlanmis ve bu integral
denklemin ¢Oziimiiniin veri bagimliligi arastirilmisti. Daha sonra sonuglar
desteklemek amaciyla bir 6rnek sunulmustur.

Besinci boliimde ise ¢alismada elde edilen sonuglara ve goriislere yer verilmistir.



SOME FIXED POINT THEOREMS FOR A SPECIAL CASE OF
THE ULLAH AND ARSHAD ITERATION METHOD

SUMMARY

Keywords: Volterra integral equations, Fixed point, Data dependence, Iteration
methods, Strong convergence

In this study, it is shown that the iterative sequence which is a simplified form of
the iteration method introduced by Ullah and Arshad (Springer Plus (2016) 5(1),
1616), converges strongly to the solution of a nonlinear Volterra integral equation
with delay. Also, it is proved the result of a data dependence for the solution of
this integral equation.

This thesis consists of five sections. Firstly, introductory section which it is
introduced of problem in thesis is given. Afterwards, basic definitions and
concepts, which are used in the study, are given in the second section, named as
‘Basic Concepts’.

In the third section, integral equations are introduced at first and the classification
of integral equations is given. Then, it is discussed on the concept of fixed point
and Banach Fixed Point Theorem is given. Finally, some iteration methods are
examined. Some of them are Picard iteration method, Mann iteration method,
Ishikawa iteration method, Noor iteration method, Picard-S iteration method, Vatan
two-step iteration method and Ullah and Arshad iteration method. Third section is
finished with a lemma to be used in research findings.

In the fourth section, the strong convergence theorem of a iteration method to the
solution of nonlinear Volterra integral equation is proven and the data dependence
of the solution of this integral equation is researched. Then, an example is
presented to support the results.

In the last section, the results and remarks, obtained in the study are included.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” ¢alismalar1 19. yiizy1l baslarina dayanmaktadir. Sabit nokta
teorisi, adi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiiniin varligini, tekligini ve bir integral

denklemde ¢oziimiin varligini géstermek amaciyla baslamistir.

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢alismalar1 iki yonde gelismektedir. Birincisi tam
metrik uzaylar iizerinde tanimli daralma (biiziilme) ve daralma tipi doniigiimler igin
sabit nokta teorisi, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri

tizerinde tanimh stirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

1922 yilinda S. Banach tarafindan ifade edilen ve “Daralma Déniisiimii flkesi” olarak
da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi, sabit noktanin varligini ve tekligini garanti
eden en Onemli teoremlerden biridir. Bu teorem °(X,d) bir tam metrik uzay ve

T:X — X doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y), 0<k<1

ise T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.” seklindedir. Bu teorem, S. Banach’in
doktora tezinin bir kismi olarak belirlenmis ve ispati yapilmistir. Bundan sonraki
asamalarda Banach’in sabit nokta teoremi, matematigin birgok dalindaki varlik

problemlerinin ¢oziimiinde, kullanish ve kolaylik saglayan bir unsur olmustur.

Fizik ve miihendislik uygulamalarinda zaman zaman diferansiyel denklemlerle ve
integral denklemlerle karsilasilir. Genellikle karsilasilan diferansiyel denklemler,
bilinmeyen fonksiyonun degisik tiirevlerinden olusurlar. Tiirev, bir fonksiyonun bir
nokta ve hemen yakinindaki degerleri kullanarak bulundugundan, diferansiyel

denklemler lokal (yerel) denklemlerdir. Integral denklemler ise biitiin uzay {izerinden



integral alinmasin1 gerektirdiklerinden global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan
fonksiyonun bir noktadaki degerinin o fonksiyonun biitiin uzay iizerinden integralini
iceren ifadeler cinsinden bulunmasi demektir. Integral denklemler genel olarak
¢Oziilmesi ¢ok daha zor denklemlerdir. Bilindigi gibi tabiat kanunlar1 diferansiyel
denklemler yardimi ile ifade edilebilirler. Buradan, yakin c¢evre incelendiginde
evrenin tamaminda gegerli tabiat kanunlarinin bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir.
Belki de biiyiik diisiiniir Albert Einstein’in ‘Bu tabiatin en anlasilmaz yoni
anlagilabilir olmasidir’ soziiniin altinda yatan gergeklerden bir tanesidir [1].
Diferansiyel denklemlerin o6nemli bir 06zelligi, tek baslarina bir problemi
tanimlamaya yetmemeleridir. Onlara sinir sartlarinin da ilave edilmesi gerekir.
Integral denklemler ise, bir problemin tam tanimini veritler. Ilave sartlara ne gerek
vardir, ne de kosulabilirler. Ancak, smir sartlar1 da uzayin biitiinlinde onlarin
ilgilenilen bolgeye etkisinin dolaylt yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak
yorumlanabileceginde, integral denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda yakin

bir iligski olmas1 da dogaldir.

Integral denklemlerle ilk ugrasilar ise 19. yiizyilin ilk yarisinda baslamistir. Onceleri
daginik ve rastgele arastirmalar yapilmisken, ayni yiizyillin sonlarina dogru daha
sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildigt ve bir takim sonuglarin alinmaya
baslandig1 izlenmektedir. ABEL’in 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi
esnada ilk defa integral denkleme rastladig: bilinmektedir. Ancak integral Denklem
deyimini Du Bois REYMOND un 1888’de yayinlanan bir ¢aligmasinda onerdigi
anlasilmaktadir [2].

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir. Bir baska
deyisle, bu tanimdan hareket ederek, integral denklemlerin biitiin tiirlerini
kapsayacak teoriyi kurmak olanaksizdir. Bu nedenle, birbirinden ayri nitelikteki
integral denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir. Boylece genis bir aragtirma

sahas1 ac¢ilmis olmakta ve konu bu oranda daginik bir inceleme tarzi gdstermektedir.



Bu ¢aligmadaki amag, integral denklem ¢esitlerinden Volterra integral denklemlerini,
sabit nokta kavramini ve cesitli iterasyon metodlarint inceleyip bir iterasyon
metodunun lineer olmayan Volterra integral denklemlerin ¢6ziimiine kuvvetli

yakinsamasini ve bu ¢6ziim i¢in veri bagimliligini ispatlamaktir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin okunulabilirligini ve anlasilabilirligini saglamak amaciyla bazi

temel bilgilere yer verilmistir.

Tamim 2.1. (Metrik uzay)

X bostan farkl bir kiime olsun. X iizerinde tanimli bir metrik (metrik fonksiyon), her

x,y € X igin

a) d(x,y)=0; (pozitif tanimlilik)
b) dix,y) =0 x=y
¢c) d(x,y) =d(y,x) (simetriklik)
ve herx,y,z € X igin
d) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2) (tiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglayan bir

d:XxX-R

fonksiyonudur. Eger d, X {izerinde bir metrik ise o zaman (X, d) ciftine bir metrik

uzay denir [3].

Uyan 2.1.

Aslinda metrik aksiyomlarindan (a) diger ii¢ aksiyomun bir sonucudur. Cilinkii X bir

metrik uzay1 ise metrik aksiyomlarinda (b), (c) ve (d) kullanilarak her x,y € X i¢in

0=d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) = 2d(x,y)



yani d(x,y) = 0 bulunur. Bu yiizden metrik oldugunu gosterirken (a) kosulunun

gerceklendigi ayrica gosterilmeyebilir [3].

Ornek 2.1.

x,y € F (yani R veya C ) olmak lizere

d(x,y) =lx—yl

ile taniml d|| (mutlak deger ) metrigi ile [F kiimesi bir metrik uzaydir. Bu metrige F

icin dogal (alisilmis, standart) metrik adi verilir [3].

Ornek 2.2.

Cla,b]l = {f| f:la,b] » F fonksiyonu siireklidir} kiimesini g6z Oniine alalim.

f,g € Cla, b] igin

doo(f,9) = supxefap | f(x) — g(x)|

ile tanimhi  d.: Cla, b] X C[a, b] » R metrigi ile (C[a, b], ds) bir metrik uzaydir.
dw, Cla, b] uzay1 i¢in dogal metriktir ve bu metrige C[a, b] i¢in supremum metrigi
(ya da diizgiin metrik) denir [3].

Tamm 2.2. (Yakinsak dizi)

(X,d) bir metrik uzay ve {x,}n-o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir € > 0 igin
n = ny oldugunda d(x,,x) < ¢ olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayis1 varsa

{x =0 dizisine x € X noktasina yakisaktir denir [4].



Tamm 2.3. (Cauchy dizisi)

(X,d) bir metrik uzay ve {x,},-o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir € > 0 igin
m,n = n, oldugunda, d(x,, x,) <& olacak sekilde bir ny = ny(¢) € N sayisi

varsa {X,}n=o dizisine Cauchy dizisi denir [4].
Tanim 2.4. (Tam metrik uzay)

(X,d) metrik uzay olsun. X’teki her {x,}n-, Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d)

metrik uzayina tamdir denir [5].
Ornek 2.3.

a<b olmak tizere I=[a,b] olsun. C(I)={u; wu:l— C siirekli fonksiyon}

kiimesi ele alalim. u, v € C(I) igin

lu(x) — v(x)|

d(u,v) = su
( ) Pxel (,0 (x)

ile tanimh d: C(I) X C(I) = R metrigi ile C(I) kiimesi bir metrik uzaydir. Burada
@:1 = (0,00) azalmayan siirekli bir fonksiyondur. (C(I),d) uzayr tam metrik
uzaydir [6].

Tanim 2.5. (Lineer uzay)

L bos olmayan bir kiime ve [F bir cisim olsun. +:L X L = L ve.:F X L — L islemleri
tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye FF cismi iizerinde vektor uzay
(lineer uzay) denir.

a. L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

(1) Herx,y € Licinx + y € L dir,
(i) Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir,



(i11) Her x € L i¢in x + 8 = 8 + x = x olacak sekilde bir 6 € L
vardir,

(iv) Her x € L i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir
—x € L vardir,

(v) Herx,y € Licinx +y =y + x dir.

b. x,y € Lve a, € [F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
(1) a.x € L dir,
(i) a.(x+y) =a.x+a.ydir,

(iii) (@ + B).x = a.x + B.x dir,
(iv) (a.B).x = a.(B.x) dir,

(v) 1.x = x dir, (Burada 1, [’ nin birim elemanidir.)

F =R ise L’ye reel lineer uzay, [F = C ise L’ye kompleks lineer uzay adi verilir

[7].

Tanim 2.6. (Konveks kiime)

L bir reel lineer uzay ve A € L olsun. Her x € A i¢in

B={zelz=ax+(1—-a)y, 0<a<1}c A

ise A kiimesine konvekstir denir [8].

Tanim 2.7. (Normlu uzay)

X, [ iizerinde bir vektdér uzay olsun. X iizerinde bir norm asagidaki ozellikleri

saglayan bir ||.||: X - R fonksiyonudur. Her x,y € X ve her « € F igin

a. |lx|]|=0
b. ||x|| = 0 ancak ve ancak x = 0

c. |lax|l = lal-lx|l



d. lx+yll < x|l + llyll.
Uzerinde bir ||. || normu tanimlanmis olan bir X vektdr uzayma normlu vektdr uzay

ya da sadece normlu uzay adi verilir ve (X, ||. ||) ile gosterilir [3].

Tamim 2.8. (Banach uzay)

X bir normlu lineer uzay olsun. Eger X uzayi, d(x,y) = ||lx —y||, (x,y € X) ile
verilen normdan {iretilen metrige gore tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir. F nin
reel veya kompleks lineer uzay olusuna gére X Banach uzayida reel veya kompleks
Banach uzayi olarak adlandirilir [9].

Tanim 2.9. (Diizgiin konveks uzay)

(X, |I. 1) bir normlu vektor uzay olsun. Eger her bir € > 0 ve x,y € X i¢in ||x|| < 1,

lyll <1 ve |lx —yl|l = & oldugunda
=yl 4 _ 5
2

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, X uzayina diizgiin konvekstir denir.[3].
Tanim. 2.10. (Siirekli doniisiim)

(X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay f: X — Y bir donilisim ve x, € X olsun. Her bir
€ > 0 sayist i¢in d(x,xy) < & oldugunda p(f(x), f(x,)) < € veya denk bir ifade
ile f(D(x¢;8)) S D(f(x); €) olacak sekilde bir § = §(g) > 0 sayisi varsa, f ye X,

noktasinda siireklidir denir [8].



Tamm 2.11. (Kuvvetli yakinsakhik)

{x,}, (X,d) metrik uzay1 iginde bir dizi, ve x, € X olsun. Eger lim,,_, o, d(x,, xo) =
0 ise, baska bir deyisle, eger Ve > 0 i¢in In.e N 3 Vn > n, i¢in d(x,, xy) < €

oluyorsa,{x, } dizisi x, noktasina yakinsiyor (ya da kuvvetli yakinsiyor) denir ve

X, =2 Xg vyada limx, = x,
n—-oo

seklinde gosterilir [10].

Tamm 2.12. (i¢ ¢carpim uzayi)

K = R veya C olmak tizere X bir vektor uzayi olsun. (.,.): X X X - K doniisiimii
asagidaki oOzelliklere sahip ise (.,.)’ ye X tlizerinde bir i¢ carpim, (X, (.,.)) ikilisine
de i¢ carpim uzayi (veya 6n Hilbert uzay1 ) denir [3].

(i) Herx € X igin (x,x) = 0ve (x,x) =0 © x = 0;
(ii) Her x,y € X i¢in (x,y) = (y,x) (kompleks eslenik);
(iii) Her x, y € X i¢in ve a € K i¢in {(ax,y) = a(x,y);
(iv)Her x,y,z € X i¢in (x + y,z) = (x, z) + (y, 2).

Tamm 2.13. (Hilbert uzay)

Bir (X, {.,.)) i¢ carpim uzay1 ||x|| = (x, x)'/? normuna gére tam ise, yani (X,{.,.))

icindeki her Cauchy dizisi yakinsarsa, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzayi denir [3].

Tamm 2.14. [11]

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.

i) Her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ld(x,y)
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olacak sekilde L > 0 sabit sayis1 varsa, T ye Lipschitzian (ya da L-Lipschitzian)

dontisiim denir.

ii) a € [0,1) olmak iizere T, a-Lipschitzian doniisiim ise T ye daralma doniistimii

denir.

1i1) T, 1-Lipschitzian doniisiim ise T ye genislemeyen doniisiim denir.

iv) Her x,y € X ve x # y i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye kesin daralma doniisiimii denir.

Tamm 2.15. (Pseudo-kesin daralma doniisiimii)

X bir reel Banach uzayr ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve r > 0 icin

lx =yl <A +7r)x+y) —rTx =Tyl

ise T ye pseudo-kesin daralma doniigiimii denir [11].

Tanim 2.16. (Quasi-daralma doniisiimii)

(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x, y € X igin

d(Tx,Ty) < h.max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}

olacak sekilde bir h € (0,1) sayisi varsa T ye quasi-daralma doniistimii denir [12].

Tanim 2.17. (Asimptotik genislemeyen doniisiim)
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X bir normlu uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun.

Eger her x,y € K ve hern > 1 i¢in

IT"x =Tyl < knllx -yl

olacak sekilde k,, — 1 sartin1 saglayan bir {k,} c [1, ) dizisi varsa T ye asimptotik

genislemeyen dontlistim denir [13].

Asimptotik genislemeyen doniistimlerin sinifi, genislemeyen doniistimlerin bir
genellemesidir. Yani, her genislemeyen donilisiim asimptotik genislemeyen bir

dontistimdiir. Fakat tersi dogru degildir [13].



BOLUM 3. INTEGRAL DENKLEMLER VE ITERASYON
YONTEMLERI

3.1. integral Denklemler

Tamim 3.1. (integral denklem)

Integral isareti altinda bir bilinmeyen ihtiva eden denklemdir [14].

3.1.1. integral denklemlerin siiflandirilmasi

Integral denklemler farkl1 dzelliklerine gore asagidaki gibi siniflandirilabilirler.
3.1.1.1. Lineer ve lineer olmayan integral denklemler

Integral denklemler temel kavramlar agisindan oncelikle, lineer ve lineer olmayan

integral denklemler olarak iki biiytlik sinifa ayrilir.

u(x) bilinmeyen fonksiyon, 4 # 0 reel veya kompleks bir parametre olmak tizere,

u(@) = £(x) + 2 j K Cx, Ou(t)d

yapisinda bir integral denklemde, u(x) fonsiyonunun lineer olmasi halinde integral

denklem de lineer integral denklem adini1 almaktadir [14].
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u(x) = f(x) +/1fK(x, tu(t)dt

a

integral denkleminde ise u(x) bilinmeyen fonksiyonun n. kuvveti bulundugundan

lineer olmayan bir integral denklem olmaktadir. Bunun gibi, daha genel olarak

u(@) = F(x) + 4 j o[, £, u(O)]dt

integral denklemi de lineer olmayan integral denklem olmaktadir [14].

Ornek 3.1.

y() = g() + ¥ ( [ (xt@.a)) dt)

integral denklemi de lineer olmayan bir integral denklemdir. Bunlarin disinda birden

cok sayida degiskeni bulunan,

b d
ulx,y) =f(xy) +A]J-K[x, t; ty, ty]dt dt,
a

Cc

seklindeki integral denklemlerin de lineer olani veya lineer olmayani bulunmaktadir.
Ele alinacak bir integral denklemin Oncelikle lineer olup olmadiginin saptanmasinda

yarar vardir [ 14].
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3.1.1.2. Tekil ve tekil olmayan lineer integral denklemler
Tanim 3.2.

Integral denklemlerin smiflandiriimasinda K (x,t) fonksiyonunun siirekliligi
onemlidir. K(x,t) fonksiyonuna ¢ekirdek fonksiyon denir. K(x,t) fonksiyonu
a<x<b, a<t<b araliginda siirekli ise integral denklem tekil (singiiler)
olmayan integral denklem denir. Eger K(x,t) bu aralikta siirekli degilse integral

denklem tekil integral denklem olarak adlandirilir [ 14].
Ornek 3.2.

0 < a <1 olmak tizere,

) = u(t)dt

(x —t)*
0

seklindeki bir integral denklem tekil integral denklem sinifina girmektedir. Ayrica,
integral sinirlarindan en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil integral

denklemler sinifina girmektedir.

flx) = Af sinxt u(t)dt
0

Ve

Fx) = A f =Xt y(£)dt
0
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denklemleri bu tiire birer 6rnek teskil etmektedir. Bunlarin ilkinde tanimlanan f(x)
fonksiyonu, u(x) fonksiyonunun Fourier Sinilis Transformasyonu, ikincisinde ise
u(x) fonksiyonunun Laplace Transformasyonu olarak kullanilir [14].

3.1.2. integral denklemlerin yapilarina gore siniflandiriimasi

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir.

Tanim 3.3. (1. cins integral denklemler)

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K (x, t) ¢ekirdek fonksiyon olmak tizere,

¢(0) = [, K(x, Ou(t)dt 3.1)

seklindeki bir integral denkleme I. cins integral denklem denir. Bilinmeyen
fonksiyon sadece integral iginde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu bilinen bir

fonksiyondur. Benzer sekilde,

b
$() = F(O) + A j K Cx, Ou(t)d

seklindeki bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir. Burada ¢(x) ve
f (x) bilinen fonksiyonlardir. Ancak bu denklemler,

¢(x) = f(x) = P(x)

olmak lizere

b
W(x) = f K (x, Ou(t)dt



seklinde ifade edilerek (3.1) yapisinda yazilabilir [14].

Ornek 3.3.

1
x? = [ (x = tu(t)dt
|

Ve

e¥ =x— | x*tu(t)dt

O — i

denklemleri, I. cins integral denklemlerdir [14].

Tamim 3.4. (IL. cins integral denklemler)

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x, t) ¢ekirdek fonksiyon olmak tizere
u(x) = 2 [, K(x, u(t)de

veya

u(x) = f(x) + 4[] K(x, Hu(t)dt

16

(3.2)

(3.3)

seklindeki integral denklemlere II. cins integral denklemler denir [14]. Gortldigi

gibi, u(x) bilinmeyen fonksiyonu integralin hem i¢inde hem de disinda mevcuttur.

Ornek 3.4.

u(x) =5-— e‘xfxztzu(t)dt

0
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ve
ulx)=1+x+ f sin(x + t) u(t)dt

0

denklemleri, II. cins integral denklemlerdir [14].
Tanim 3.5. (I11. cins integral denklemler)

¢(x), f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar ve u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak

luzere

$Cu(x) = £() + 2 [7 K(x, u(t)dt (3.4)
seklindeki integral denkleme III. cins integral denklemler denir [14].

Ozel olarak ¢(x) = 0 ise (3.4) denklemi 1. cins integral denkleme, ¢p(x) = 1 ise
aynt denklem II. cins integral denkleme doniismektedir. Buradan 1. ve II. cins
integral denklemlerin, III. cins integral denklemlerin birer 6zel hali oldugu

goriilmektedir.

Ornek 3.5.
1
xu(x)=1—e7* j x?t?u(t)dt

0

denklemi III. cins bir integral denklemdir [14].
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3.1.2.1. Homojen ve homojen olmayan integral denklemler
Tanim 3.6.

Integral denklemler u(x) bilinmeyen fonksiyonun homojen olup olmadigina gore
siiflandirilabilir. II. cins integral denklemler i¢in s6z konusu bdyle bir siniflandirma

(3.2) ile verilen

b
w(x) = A j K (x, Dut)dt

integral denklemi i¢in yapilirsa, bu denklem homojen integral denklem olarak

adlandirilir. Homojenligi bozan bir f(x) fonksiyonu igeren (3.3) formundaki,

b

u(x) = f(x) +Af K(x, t)u(t)dt

a

gibi denklemlere ise homojen olmayan integral denklemler denir [14].

b
w(x) = A j K (x, Hu(t)dt

homojen integral denkleminin kolayca goriilebildigi gibi u(x) = 0 olan bir ¢6ziimii
vardir. Buna asikar ¢6zlim, sifir ¢6zim veya trivial ¢6ziim denir. Ancak bunun
disinda ¢6ziimlerinin bulunup bulunmadiginin veya hangi kosullar altinda ¢éziimiin
olabileceginin arastirilmasi basl basina bir konudur. Homojen integral denklemler

daha genel bir yapiya sahip

b

u(x) = f(x) +Af K(x, t)u(t)dt

a
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seklindeki bir integral denklemin f(x) = 0 olmasi haline uyan &zel bir durumu

olarak g6z Oniine alinabilir [14].
3.1.2.2. Volterra ve Fredholm integral denklemleri
Tamim 3.7.

Integral denklemler integral sinirlarmin degisken veya sabit olmasina gore de

siniflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakilmaksizin,

X

P(x) = Af K(x, t)u(t)dt

a
X

u(x) = AfK(x, Hu(t)dt

a
X

ulx) =f(x) + AfK(x, tu(t)dt

a
X

d()u(x) = f(x) +/1fK(x, Hu(t)dt

a

gibi denklemlere Volterra Integral Denklemleri denilmektedir [14]. Bu tiir
denklemlerde integral isaretinin {ist sinirinda (veya sinirlarindan birinde) x degiskeni
bulunmaktadir. x degiskeninin b gibi sabit bir degere esit olmasi durumda

yazilabilecek

b
b(x) = A j K Cx, u(t)dt

b
w(x) = A j K (x, Dut)dt
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b

u(x) = f(x) +Af K(x, t)u(t)dt

a
b

d()u(x) = f(x) +/1fK(x, Hu(t)dt

a

seklindeki denklemlere ise Fredholm Integral Denklemleri denilmektedir [14].
Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasindaki tek fark bu sinir yapisinda
ortaya ¢ikmaktadir. Ancak bu iki denklem tiirliniin incelenmesi, zaman zaman i¢ ice

girmis bir goriiniim verebilmektedir.

Tanim 3.8. [15]

y(x) =g(x) + ¢ (f;f (x, t,y(t),y(a(t))) dt), x € [a, b]
seklindeki denklemlere gecikmeli Volterra integral denklemleri denir. Burada

e ave b sayilart a < b sartin1 saglayan sabit reel sayilardir,

e 1) fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur,

e g:la,b] » C ve f:[a,b] X [a,b] X Cx C — C siirekli fonksiyonlardir,

e a:[a,b] X [a,b] olmak tizere her x € [a, b] i¢in a(x) < x sartin1 saglayan

siirekli bir gecikme fonksiyonudur.

2013 yilinda Castro ve Guerra [15], gecikmeli Volterra integral denklemlerin

¢ozlimiiniin varligini ve tekligini ispat etmistir.
Teorem 3.1.

I xXI—[0,0) ve n:IxI—[0,0) iki siirekli fonksiyon olsun. g € C(1),
fiIXIXxCxC- C siirekli bir fonksiyon ve her x el i¢in a(x) <x sartin
saglayan a:I — I fonksiyonu siirekli bir gecikme fonksiyonu ve :C(I) — C(I)

fonksiyonu, K > 0 sabit say1 olmak iizere
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d(@(hy), Y (hy) ) < K d(hy hy)

esitsizligini saglayacak sekilde verilmis sinirli bir fonksiyon olsun. Bunlara ek
olarak, f;,u(x, He(t)dt < Be(x) ve f;n(x, He(t)dt < yp(x) esitsizliklerini

saglayan £,y €[0,1) sabitlerinin var oldugunu ve her x,t € I, u,v € C(I) igin
|f (x, t,u(t),u(a(t))) —f (x, t,v(t),v(a(t)))|

< ulx, t)lult) —v()| +n(x, t)|u(a(t)) — v(a(t))|

esitsizliginin saglandigini varsayalim. K (8 +y) < 1ise

ye) =g+ ([} f (v ty©®y(a®))dt),  xel (35)

lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir y, € C(I) ¢ozlimii

vardir [15, Teorem 2.1].
3.2. Sabit Nokta Kavrami
Tamm 3.9. (Sabit Nokta)

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Tx = x esitligini saglayan
x € X elemanina T nin bir sabit noktast denir [16]. O halde Tx = x denkleminin
¢Oziimii veya ¢ozlimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi

F(T) ile gosterilir.

Asagidaki Orneklerden de goriilecegi gibi T:X — X ile tanimlanan bir T
fonksiyonunun herhangi bir sabit noktas1 olmayabilir veya bir sabit noktas1 olabilir

ya da birden ¢ok sabit noktasi olabilir.
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Ornek 3.6. [13]

1i.

1il.

X =[0,4] olmak tizere T: X —» X, Tx =4 — x dontsimi i¢in F (T) = {2}
dir.

X # @ olmak tlizere I: X = X 0zdes doniisiimii i¢in X in her bir noktas1 bir

sabit noktadir.

X =1[0,3] veY = [4,5] olmak iizere herhangi bir T:X = Y donilisiimiiniin

sabit noktas1 yoktur.

iv. X =R olmak iizere, T:X —» X, Tx = x° doniisiimiiniin sabit noktalarinin
kiimesi F(T) = {—1,0,1} dir.
v. T:(0,1) - (0,1], Tx = g dontisiimiiniin sabit noktasi yoktur. Bu doniisiim
icin x = 0 noktasi tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 & (0,1] dir.
Teorem 3.2.

(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir daralma fonksiyonu ise T, X lzerinde

diizgiin siireklidir [16].

Tanim 3.10.

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun.

ToT(x)=T(T(x))

ile verilen fonksiyonda X den X e bir fonksiyondur ve T nin ikinci iterasyonu adini

alir. Genel olarak n adet T den elde edilen T o T o T o ... o T(x), n. iterasyon adin1 alir

Ve
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ToToTo..0oT(x)=T(T(..T(x))

nadetT

ile verilirve T =T oT oT o ..oT ile gosterilir [16].
nadetT

Ornek 3.11.

T(x) = x3 ile tanimhi T: R > R fonksiyonunun iigiincii iterasyonu
T3(x) =T (T(T(®)) = (3% = x¥7
ile verilir.

Teorem 3.3. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X, d) tam metrik uzay ve T:X — X bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T bir

tek sabit noktaya sahiptir [13].

Ornek 3.12.

K=[01]]cR T:K—->K, Tx = Eolsun. Xg = iolarak secelim. Buradan,

X1=TXO=E
_T _TZ _1
Xo = 1X1 = x0_64
x3 :sz :szlszxO:ﬁ
2 n 1
Xn=Txp_1 =Txy_5, = =T"xg

- 4n+1
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seklinde bir {x,,} dizisi elde ederiz. n — « i¢in

lim x, =0

n—-oo

olur. Dolayisiyla T doniisiimiiniin sabit noktas1 0 € [0,1] dir. Sabit nokta tanimindan

da

Tx=x>-=x=>x=4x>=>x=0

dir. Yani x = 0, T doniistimiiniin sabit noktasidir.

Teorem 3.4.

(X, d) bir tam metrik uzay ve n € N i¢in T" bir daralma doniisiimii olacak sekilde

bir T: X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir [17].

3.3. iterasyon Yéntemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasini veya noktalarini bulurken cesitli iterasyon metodlari

kullanilir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.

3.3.1. Picard iterasyon metodu

(X, d) bir metrik uzay, K € X kapali bir alt kiime ve T: K = K bir doniisiim olsun.

Xo € X olmak iizere Picard Iterasyonu

Xp=Txp_q1 =T"xy, n=1, (3.6)

seklinde tanimlanir [18].
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Tam metrik uzayda tanimli daralma dontistimlerinin sabit noktalarina yaklagim i¢in
kullanilan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daralma doniisiimii yerine
farkli smiftan bir doniisiim alinirsa Picard iterasyonu, doniisiimiin sabit noktasina
yakinsamayabilir.

Ornek 3.13.

X =[0,1] olmak tzere her x € [0,1] i¢in T:[0,1] - [0,1], Tx =1 —x olsun. T
geniglemeyen bir doniistimdiir ve F(T) = % dir. Herhangi bir x, = a # % noktasi i¢in

(3.6) Picard iterasyonu,
x1=Txpg=1—«a

X, =Tx; =T?*xg =

X3=Tx, =T?x;,=T3xy=1—«
Xp =Txp_q1 = T?xp_y = =T"x,

seklinde olup bu da (a,1 —a,a,1 — a, ...) salimimli dizisine karsilik gelir. Bu dizi
a i% icin yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina

yakinsamaz. Dolayisiyla istenilen sabit noktayr bulmak icin diger iterasyon

metodlarini g6z 6niine almak gerekir [13].
3.3.2. Mann iterasyon metodu

Banach sabit nokta teoremini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek

i¢in kullanilmastir.

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T:K — K bir

dontisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak {izere Mann iterasyonu
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Xps1 = (1 —ap)x, + a,Tx,, n=0 (3.7)
seklinde tanimlanir. Burada a,, € [0,1] dir [19].

(3.7) ile verilen Mann iterasyonunda her n > 0 i¢in a, = 1 olarak alinirsa bu

iterasyon, Picard iterasyonuna indirgenir.

W. R. Mann’in bulmus oldugu sonuglar R. L. Franks ve R. P. Marzec [20]
tarafindan, ayni sekilde Franks ve Marzec’in sonuglari da B. E. Rhoades [21]
tarafindan genisletilmistir. Yine B. E. Rhoades [21] herhangi bir kapali ve simirh
araliktan yine bu aralia tanimli bir donlisim i¢cin Mann iterasyonunun bu

dontisiimiin bir sabit noktasina yakinsadigini1 gostermistir.

Ornek 3.14.

X = [%, 2] kiimesi lizerinde, T: X - X, Tx = % olarak tanimlanirsa, Mann iterasyonu

bu doniisiimiin sabit noktasi olan x = 1 e yakinsar [13].
3.3.3. Ishikawa iterasyon metodu

Lipschitzian ve pseudo-kesin daralma doniisiimleri i¢in Mann iterasyon yonteminin
yetersizligi durumunda yeni bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Bu
iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzaymin konveks ve kompakt alt kiimesi tizerinde
taniml1 Lipschitzian ve pseudo-kesin daralma bir doniistimiin sabit noktaya kuvvetli

yakinsadigini gostermek amaciyla kullanilmistir [11].

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir doniistim

ve xg € K keyfi bir nokta olmak iizere Ishikawa iterasyonu

{xn+l:(1_an)xn+anTyn’ (38)

yn:(l_ﬂn)xn—i—ﬂnTxn’ nZO
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seklinde tanimlanir. Burada «,,, 8, € [0,1] dir [22].

(3.8) ile verilen iterasyonda her n > 0 icin S, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann
iterasyonuna indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama

sonuglar1 arasinda genel bir bag yoktur [11].
3.3.4. Noor iterasyon metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K = K bir doniisiim

ve xg € K keyfi bir nokta olmak iizere Noor iterasyonu

xn+1 :(l_an)xn +anTyn’

yn:(l_ﬂn)xn+ﬂnTZn’ (39)
z,=(1-y,)x,+7TIx,, n20

n

seklinde tanimlanir. Burada a,, ,,, ¥» € [0,1] dir [23].

M. A. Noor [23], Hilbert uzaylardaki cesitli esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini
calismak i¢in Noor (3-adim) iterasyonunu tanitmistir. B. Xu ve M. A. Noor [24],
(3.9) ile verilen iterasyonun diizglin konveks bir Banach uzayinin kapali, sinirli ve
konveks alt kiimesinde kendi {izerine tanimlanmis asimptotik genislemeyen bir

doniisiimiin sabit noktaya yakinsakligini ¢aligmiglardir.

(3.9) ile verilen Noor iterasyonunda her n > 0 i¢in y, = 0 olarak alinirsa bu
iterasyon Ishikawa iterasyonuna ve her n > 0 i¢in 8, = ¥, = 0 alinirsa bu iterasyon
Mann iterasyonuna indirgenir [25].

3.3.5. SP-iterasyon metodu

X bir Banach uzay, T:X — X bir donlisiim ve x, € X keyfi bir nokta olmak {izere

SP-iterasyonu
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er—l :(l_an)yn +anTyn’
v, =(1-8)z,+B1Iz,, (3.10)
Zn:(l_}/n)xn-i_}/nTxn’ nZO

seklinde tanimlanir. Burada a,,, 5,, ¥, € [0,1] dir [26].

SP-iterasyon metodunda her n > 0 i¢in S, = ¥, = 0 alinirsa bu iterasyon Mann
iterasyonuna indirgenir [25]. Ayrica W. Phuengrattana ve S. Suantai [26] SP-
iterasyon metodunun stirekli ve genislemeyen doniisiimler i¢cin Noor iterasyon

metodundan daha hizli yakinsadigin1 gostermislerdir.
3.3.6. S-iterasyon metodu

X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve

x; € K keyfi bir nokta olmak iizere S-iterasyonu

xn+1 :(l_an)Txn +anTyn7
yn:(l_ﬂn)xn+ﬂnTxn7 nZl

(3.11)
seklinde tanimlanir. Burada a,,, 5, € [0,1] dir [27].

S-iterasyon yontemi Mann ve Ishikawa iterasyon yontemlerinden bagimsizdir. Yani
S-iterasyonu ile Mann veya Ishikawa iterasyonu birbirinden elde edilemez. R. P.
Agarwal, D. O’Regan ve D. R. Sahu [27] daralma doniisiimleri i¢in S-iterasyon
yonteminin yakinsama hizinin Picard iterasyon yonteminin yakinsama hizina denk ve
diger sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsama hizlarindan daha hizli oldugunu

gostermislerdir.
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3.3.7. Normal-S iterasyon metodu

X bir normlu lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K  bir

doniigiim ve x; € K olmak tizere Normal-S iterasyonu
{x,.=T((1-a,)x,+a,Tx,), ne N (3.12)

seklinde tanimlanir. Burada a,, € (0,1) dir [28].

D. R. Sahu [28] daralma doniisiimleri i¢in Normal-S iterasyon yonteminin yakinsama
hizint Mann iterasyon yonteminin yakinsama hizindan daha hizli oldugunu

gostermistir.
3.3.8. Modifiye-SP iterasyon metodu

X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve

x; € K olmak tizere

xn+1 :Tyn’
ynz(l—an)zn+0{nTzn, (3.13)
z,=(1-4,)x,+B,Ix,, neN

n

seklinde tanimlanir. Burada a,,, 5, € (0,1) dir [29].

(3.13) ile verilen iterasyon yontemi a,,f, € (0,1) oldugu icin Picard, Mann,
Ishikawa ve S iterasyon yontemlerinden bagimsizdir. Eger (3.13) de her n € N i¢in
Bn = 0 almirsa Normal-S iterasyonu ve her n € N i¢in a, = 5, = 0 alinirsa da

Picard iterasyonu elde edilir [29].



30

N. Kadioglu ve I. Yildinm [29] Modifiye-SP iterasyon yonteminin daralma
doniistimleri icin S ve Normal-S iterasyonlarindan daha hizli yakinsadigini

gostermislerdir.
3.3.9. CR-iterasyon metodu

X bir Banach uzay, T: X — X bir doniisiim ve x, € X keyfi bir nokta olmak iizere

CR-iterasyonu

er—l :(l_an)yn +anTyn’

v, =(1-8)Ix, + B,1Iz,, (3.14)
Zn (l_yn)xn-i_}/nTxn’ nEN

seklinde tanimlanir. Burada a,, B, ¥» € [0,1] ve Yoo &, = oo dir [25].

R. Chugh, V. Kumar ve S. Kumar [25], Banach uzayda quasi-daralma doniigiimleri
icin CR-iterasyon yonteminin yakinsama hizinin Picard, Mann, Ishikawa, Noor, S ve

SP-iterasyon metotlarindan daha hizli oldugunu géstermislerdir.
3.3.10. Abbas ve Nazir iterasyon metodu

X bir normlu uzay K € X bos olmayan konveks alt kiime T: K — K bir donlisiim ve

x; € K olmak iizere

xa=(1-a)Ty, +a,Iz,

n+l

yn:(l_ﬂn)Txn+ﬂnTZn’ (315)
z,=(1-y,)x,+7TIx,, neN

n

seklindedir. Burada {a,,}, {B.}, {¥»} € (0,1) dir [30].

M. Abbas ve T. Nazir [30], (3.15) ile verilen iterasyonun daralma doniisiimleri igin

Picard, Mann ve S-iterasyonlarindan daha hizli yakinsadigini géstermislerdir.
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3.3.11. S*-iterasyon metodu

X bir normlu uzay K € X bos olmayan konveks alt kiime T: K — K bir donlisiim ve

x; € K olmak iizere S*-iterasyonu

x,0=(1-a,)Ix, +,Tv,,

yn:(l_ﬁn)Txn+ﬂnTZn’ (316)
z,=(1-y,)x,+7Ix,, ne N

n

seklindedir. Burada {a,,}, {6.}, {vx} € (0,1) dir [31].

(3.16) iterasyonu Picard, Mann, Ishikawa ve S-iterasyonlarindan bagimsizdir. I.
Karahan ve M. Ozdemir [31], (3.16) ile verilen iterasyon metodunun quasi-daralma
dontistimleri i¢in Picard, Mann, Ishikawa ve S-iterasyon metodlarindan daha hizli

yakinsadigini gostermislerdir.

3.3.12. Picard-S iterasyon metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K = K bir doniistim

ve xo € K keyfi bir nokta olmak {izere bu iterasyon

xn+1 :Tyn’
v, =(l-a)Ix, + oIz, (3.17)
z,=(1-4,)x,+B,Ix,, neN

seklinde tanimlanir. Burada a,,, B, € [0,1] ve Ypeo @, = oo dir [32].
V. Karakaya ve F. Giirsoy [32] daralma dontisiimleri i¢in Picard-S iterasyonun,

Picard, Mann, Ishikawa, Noor, SP, CR, S, Normal-S, S* ve Abbas ve Nazir iterasyon

metodlarindan  daha hizli  yakinsadigini  gdstermiglerdir.  Ayrica  Picard-S
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iterasyonunun diferansiyel denklemleri ¢ozmek ic¢in etkili bir yontem oldugunu

belirtmislerdir.
3.3.13. Thakur, Thakur ve Postolache iterasyon metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir doniisiim

ve xg € K keyfi bir nokta olmak iizere bu iterasyon

er—l = (l_an)Txn +anTyn’

(1-8,)z,+B1z, (3.18)
(I-7,)x,+71Ix,, neN

Yo =
Zl’l

seklinde tanimlanir. Burada a,,, 5, ¥, € (0,1) dir [33].

D. Thakur, B. S. Thakur ve M. Postalache [33] bu iterasyonun daralma doniisiimleri
icin Picard, Mann, S ve Abbas ve Nazir iterasyon metodlarindan daha hizh
yakinsadigini gostermislerdir.

3.3.14. Picard-Mann iterasyon metodu

X bir Banach uzay, T:X — X bir donlisiim ve x, € X keyfi bir nokta olmak {izere

Picard-Mann iterasyonu

xn+ = Tyn’
{ : (3.19)

yv,=(l-e,)x, +a,Tx,, nx1

seklinde tanimlanir. Burada a,, € (0,1) dir [34].

S. H. Khan [34] bu iterasyonun Picard, Mann ve Ishikawa iterasyonlarindan

bagimsiz oldugunu ve Ishikawa iterasyonundan daha hizli yakinsadigini gostermistir.
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3.3.15. Vatan two-step iterasyon metodu

X bir normlu uzay K € X bos olmayan konveks alt kiime T: K - K  bir donilisiim

X9 € K ve keyfi bir nokta olmak {izere Vatan two-step iterasyon metodu

%, =T[(1-a,)y,+a,Ty,].

3.20
y,=T[(1=B.)%, +BTx,]. neN (20

seklindedir. Burada her n € N i¢in {a,,}, {8} € [0,1] ve Yoy @, = oo dir [35].

V. Karakaya, N. Bouzara, K. Dogan ve Y. Atalan [35], (3.20) ile verilen iterasyon
metodunun daralma doniisiimleri i¢in yakinsama hizinin Picard-Mann, Ishikawa, CR,
Picard-S ve SP-iterasyon metodlarindan daha hizli oldugunu gostermislerdir.

3.3.16. Ullah ve Arshad iterasyon metodu

X bir Banach uzay K € X bos olmayan konveks alt kiime T: K — K bir doniisiim ve

Xy € K olmak {izere bu iterasyon

=10,
X7 :T((l—a}il))x,(f) +05,51)Tx,(13)), (3:21)
=7 ((1 —a? )x,(ql) +o 1 ), ne N

seklinde tanimlanir. Burada {a,(ll)}, {a,(lz)} € [0,1] dir [36].

K. Ullah ve M. Arshad [36] (3.21) ile verilen iterasyon ydnteminin daralma
dontistimleri i¢in Vatan-two step iterasyon metodundan daha hizli yakinsadigini

gostermislerdir.
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Ertiirk ve arkadaslar1 [37] ise (3.21) de her n € N i¢in a,(ll) = 1 alarak asagidaki

iterasyon metodunu ¢alismislardir:

KW= Tx,(f),

n+l

P =T1(1), (3.22)

W =T ((1-a)a0 40 1), ne N

Ertiirk ve arkadaslart [37], (3.22) ile verilen iterasyonun Picard, Mann, Ishikawa,
Noor, S, Normal-S, CR, Picard-S, Modifiye-SP, Thakur, Thakur ve Postolache, Vatan
two-step, Abbas ve Nazir, S* ve Ullah ve Arshad iterasyon metodlarindan daha hizli

yakinsadigini gostermislerdir.

Simdi, Arastirma Bulgular1 kisminda ispatlanan teoremlerde kullanilacak olan lemma

verilecektir.

Lemma 3.1.

{a,}n=1 negatif olmayan reel dizisi verilsin ve her n > n, igin

An1 < (1 — pp)ay + pnhn (3.23)

olacak sekilde bir ny, € N mevcut olsun. Burada Vn € N igin u,, € (0,1), Yo—q Up =

o ve VYn € N i¢in 7, = 0 dir. Bu durumda
0 < limsup,_.a, < limsup,_.n,

esitsizligi saglanir [38].



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde elde edilen sonuglardan olusan makale (bak. [39]), Sakarya Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisti Dergisinde yayinlanmak iizere kabul edilmistir.

[k olarak (C(I),d) tam metrik uzayinda (3.5) de verilen lineer olmayan gecikmeli

ey

Volterra integral denklem i¢in (3.22) ile tanimlanan { n } iterasyon dizisinin

kuvvetli yakinsaklik teoremi verilmistir.

Teorem 4.1.

{a,(f)}, [0,1]" da bir reel dizi olmak iizere 3%, @ = oo sartim saglasin. Teorem

3.1%in varsayimlari altinda, (3.5) denklemi C(I) kiimesinde tek bir ¢oziime sahiptir
(bu ¢ozliime y, diyelim) ve (3.22) ile verilen iterasyon metodu y, a kuvvetli

yakinsaktir.
Ispat:
{xP} dizisi

X

T:C(I)—C{), T(u)(x)=g(x)+l//[jf(x,t,u(t),u(a(t)))dl}

a

dontigiimii ile (3.22) iterasyon metodu tarafindan olusturulan bir iterasyon dizisi

olsun. Burada n - « iken x,(ll) - Yo oldugunu ispatlanacaktir. (3.5), (3.22) ve

Teorem 3.1’in varsayimlarindan
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‘T ((1 —a ) X o) ) (x)=Ty, (x)

= Supxe]

o(x)

([ (e (1) 50+ 0T ) (). (1= )+ @27 ) (1))

_W(J:f(x,t,yo ()., (Ot(t)))dt)

= supxe]

9(x)

[ (=)o) + 070} 1), (1= )+ 0T (1))

[ (530 (1), 3 (@(2)) )t

< Ksup,,

9(x)
jx f(x,t,((l—a,ﬁz))x,gl) +a,£2)Tx,S‘))(t),((l—a,ﬁz))xf) +0(,52)Tx,(11))(05(t))) .
t
’ _f(xatayo (t)’yo (a(t)))
< Ksup,,
9(x)
[ ﬂ(x,t)‘((1—a§2>)x§>+a§2>Tx§1>)(;)-y0(t)‘
dt
. | +1(x,1) ((1—0{}52) )x,(f) +a,(f)Tx,Sl))(a(t))—yo (a(t))‘
S ASU
Prer ¢(x)
_ @) ..® )., (1) _
S uCe () |<(1 ) +:&)Txn >(t) ) dt
x |((1 — a,(lz)) xr(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) (oc(t)) — yo(a(t))|
= KSUPye; G lola(®) ¢(a(®) a

p(x)
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|((1 —a?)xP + aff)Tx,S”) (©) = yo(t)] [* ulx H(0)at
< Ksuptel (p(t) SUPxer (p(x)

|((1 - a7<12)) NOM aflz)Txfll)) (a(®) - yo(oc(t))| X0 D (a®)dt
+KSsup;e; (p(a(t)) SUPxer ()

<K [d ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll),y()) p+d ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll),yO) .y]
=K(B +vy)d ((1 — a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll),yO)

<K@P+y) ((1 — a,(lz))d(x,(ll),yo) + a,(lz)d(Tx,(ll),yO» 4.1)

ve benzer sekilde

7260 = Tyo ()|
¢ (x)

d(Txr(ll)JYO) = SUPxer

[ (05 f (62,20 (@) de) = (1 F (26300, 90(a®) ) de)|
@ (x)

= SUDPxer

2 F (ot 0, x50 () de = [ F (3,6, 70(6), yo (@(®) ) dt|
¢ (x)

< Ksupye;

N

£ (3 £x2 @, 52 (a(0)) = f (% £ 70(0), yo (@(®) )| dt
¢ (x)

< Ksupye

17 (kG 0|52 @ = o] + n e 0|1 (@(®) = yo(@(®)|) dt
@ (x)

< Ksupye
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1 (6) = yo (0)|

[ (e®) - yo(e@)]
@(t) '

de + [ n(x, Dp(a(t)) p(a(D)
@(x)

7 u(e e (0)

< Ksupye

[0 (0) = o (0] [, Op(O)dt
SUDyer
@(t) (%)

< Ksup¢;

P @®) -y e 0e(a@)dt
pla) 0 o (x)

+Ksup;¢;

<K [d(x,(ll),yo).ﬂ + d(x,(ll),yo).y]

= K(B +)d(x",,) (42)
esitsizligi elde edilir.

(4.1) ve (4.2)’in birlesiminden asagidaki esitsizlik yazilabilir.

d(x,y0) KB+ (1 - P (1= KB +1)) d(x, 7o)

Diger yandan,

(12 0) = Tyo )|
¢ (x)

d(xr(zz)’ Yo) = SUPxer

[ (5 f (26722 @, 722 (@) ) de) = 9 (17 £ (.00, v0(a(®)) ) )|
@ (x)

= SUDPxer

|f;f (x, t, Tx,(f)(t), Tx,({?’)(a(t))) dt — f;f (x, t, yo(t),yo(a(t))) dt|
@(x)

< Ksupygep
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Ff (ot 220, 762 (@(©)) = £ (26,500, yo(a(®)) )| dt
@(x)

< Ksup,g;

[ (1G0T = yoO] + 10 0|2 (€(0) = yo(a(®)|) dt
@ (x)

< Ksup,g;

. TP ) - yo(0)|
Jo 1O DP(O) —— y——dt

» 732 (a(0) - yo(a®)]
+ [, 10, Dp(a () eEO) dt

p(x)

= Ksupyer

PO -y®]  [Fu e
SUPxes
(O e

< Ksupqg;

T2 (@) =yo@®| [T 00(a(®)dt
(p(a(t)) SUPxel @ (x)

+Ksup;e;

< K(B +v)d(Tx, o)

Ve

|72 ) = Tyo@)|
¢ (x)

d(Txr(zg);YO) = SUPxes

(] F (x, £, xﬁ”(t),xf)(a(t))) de) = ([ (%6, 30(0), yo(a(®) ) dr )|
@ (x)

= SUPxer

2 f (667 0,22 (a(®)) de = [ f (x,6,30(0), vo(a(®)) ]
@ (x)

< Ksupgep
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f (6t 22 @, 57 (a(0)) = f (%6 70(0), yo (@(®) )| dt
@ (x)

< Ksup,g;

12 (0G0 (0 = yo®] + 06 0|6 (€(®) = yo(a(®)]) dt
@ (x)

< Ksup,g;

EROREA0] [ (a(®)) = yo(a®))

S uCxe e (6)

(p(t) dt + fa T)(X, t)(/’(a’(t)) (p(a’(t))

40

dt

=K
SUPxer e

2 (0) = yo (0] [, Op(O)dt
SUPyer
@(t) o (x)

< Ksup¢;

P (@) - y®|  [Fn0e(a®)dt
o(a®) b o(x)

+Ksup;¢;

< K(B +7v)d(xi, o)

esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizliklerin birlesiminden

d(x?,y0) < KB +PP (1 - P (1= KB +1)) (=", 30) (43)
elde edilir.
Benzer sekilde

|72 () = Tyo ()
¢ (x)

d(x,(llﬁl,yo) = SUPxer

[ (05 f (652,22 (@) de) = (1 F (2. £.30@, 90(e®) ) )|
P(x)

= SUDPxer
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| f (et 2 (0,267 (@) de = [ f (26,300, v0(@(®)) ) |
@ (x)

< Ksupge;

e

f (6 tx2 @, 57 («(0)) = (%6700, yo (@(®) )| dt
@ (x)

< Ksup,g;

17 (G, 0620 = yo (0| + 1o, 0) 62 (@(©)) = yo(a(®))]) dt
@ (x)

< Ksupye;

20 -%©]
p(t) ‘

2
x n (t) - Jo (t)
+fan(x,t)<p(a(t))|x @ (p()a(t)y)(“ N

@ (x)

[ u ()

= Ksupxel

2@ -y  [FuOe®dt
S

< KsuptEI ® (t) UDyer ® (x)

e [PPE@) =@ e oe(a)d
HSupeer oy Sube e
<K@ +pd(x?, ) (4.4)

esitsizligi elde edilir.

(4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden,

d(x&yy0) < KB+ M1 (1 aP(1 - KB +7))) d(xP, 70)

esitsizligine ulasilir. K (S + y) < 1 oldugundan,
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d(xr(llfl,yo) < (1 — a,(lz)(l —-K(@B+ y))) d(x,(ll),yo)

yazilabilir. Buradan

d(x,(llfl,yo) < d(xél),yo) 7(1:0[1 — a,(cz)(l - KB+ )/))] (4.5)
olur. Her k € N igin a}({z) € [0,1] ve K (8 +¥) < 1 oldugundan
0<aP(1-K@B+y)<1

elde edilir. Her x € [0,1] i¢in 1 — x < e~ oldugundan (4.5) esitsizligi

A, ¥0) < d(xP, yp)e KB B0

n+1’
olarak yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafindan limit alinirsa
limy,-... 4, y0) = 0

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1°de 6zel olarak Y (g) = Ag secilirse lineer olmayan gecikmeli Volterra

integral denklemleri i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.

{a,(lz)} dizisi Teorem 4.1 deki gibi olsun ve pu:I X I — [0,00) ile n: I X [ — [0, o)
stirekli fonksiyonlar1 verilsin. g € C(I), f:1 X1 X C X C — C siirekli bir fonksiyon
ve a:1 — I fonksiyonu her x € I igin a(x) < x sartin1 saglayan stirekli bir gecikme

fonksiyonu  olsun. Bunlara ek olarak f; ulx, et)dt < Be(x) ve
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f;n(x, t)(t)dt < yp(x) sartlarint saglayacak sekilde S,y € [0,1) sabitlerinin var

oldugunu ve her x,t € I, u,v € C(I) igin
|f (x, t,u(t),u(oc(t))) —f (x, t,v(t),v(a(t)))|

< ulx, t)lult) —v()| +n(x, t)|u(a(t)) — v(a(t))|

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Eger |A|(f +y) < lise
X

y() = 9@+ 4 | f (3,30, 7(a(0)) de
a

gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir y, € C(I) ¢6ztimii vardir ve (3.22) ile

tanimlanan {x,(ll)} iterasyon dizisi y, a kuvvetli yakinsar.

Sonug 4.1°1 destekleyecek bir 6rnek verelim.
Ornek 4.1.

Her t € [1,10] i¢in a(t) = t gecikme fonksiyonu ile f fonksiyonu

X

f Gt y(@©),y(a®)) = 3 (v +y(a®))

seklinde wverilsin. g(x) = % +§ ve A =% olsun. Vn € N igin a,(lz) = % ve

@: [1r10] - (O, Oo)p (P(x) = xz alalim.

1 1*1
y(x)=§+§+§jl ~(y® +y(@®))de,  xe[110]

denkleminin tam ¢6ziimi y,(x) = x dir. Sonu¢ 4.1’in sartlarm1 sagladigin

gosterelim.
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e g:[1,10] - C siirekli fonksiyondur;
e :[1,10] — [1,10] stireklidir ve her x € [1,10] i¢in a(x) < x saglanir;
e f:[1,10] x [1,10] X € X C — C stireklidir ve

IF (% L@, u(a®)) - £ (x.t,v@), v(a®))|
= | (u(®) + u(a®)) = (v(®) + v(a(®)) |
< ()~ v(©) + - fu(a(®) ~ v(a()]
esitsizligi saglanmaktadir.
e u:[1,10] x [1,10] - [0, 2°) ve n:[1,10] x [1,10] — [0, o°) olmak iizere

ulx,t) =nlx,t) = i fonksiyonlari siireklidir. O halde her x,t € [1,10 ] igin

f u(x, O©)de = f N ()t

1 1/x3 1) 1 1\ 1
—edr=—(T-2) =52 (1-5) =3
fl X x(3 3) 3% ) <39

olup f =y = 2€[0,1) bulunur.

1 1

* B+ =3(3+3) =31

saglanir.
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Bunlara ek olarak;

1 1(*1
y(x)=ﬂ+§+5f1 ~(v® +y(a®))dr,  xe[L10]

¢oziimii v, (x) = x dir. Gergekten

1+x+1fx1(t+t)dt_1+x+1fxtdt_1+x+1 1 =
2 272) % T2 2 %), T T2 -

dir.

Simdi (3.22) de verilen iterasyon metodunun yardimi ile (3.5) deki lineer olmayan
gecikmeli Volterra integral denklemin ¢Oziimiiniin veri bagimliligr teoremini

ispatlanacaktir. Bu teoremde asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

Tw(x) =g +y (fzf (x, t,u(t),u(a(t))) dt) (4.6)
ve
T @) = o) + ¥ ([ F (2 tu@), u(a®)) dt). (4.7)

Burada g, € C(I)ve f,f: I xIXxCxC — C siirekli fonksiyonlardur.

Teorem 4.2.

f,g,a ve 1 Teorem 3.1 deki gibi olsun. {x,(ll)}, (3.22) ile verilen iterasyon dizisi ve

{%7(11)} iterasyon dizisi ise



v =Tx,
v =T(Tx), (4.8)
& =7 ((1-0):0 +aP 7). neN

seklinde verilsin. Burada {a,(lz)}, [0,1] de her n € N i¢in (i) %S a,(lz) sartini

saglayan reel bir dizidir. Ayrica her x,t € I,u € C(I) i¢in

(i) [g(0) = F@) | < &1 ve |, t,u(®), ula(®) — f(x t,u®), u(@®)] < 2=

sartlarin1 saglayan negatif olmayan &; ve &, sabitlerinin var oldugunu varsayalim.

Eger (4.6) ve (4.7) deki denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla y, ve y, ise M =

su ! olmak uzere

OM (& + Key)

Ao, ¥o) < T-KG+7)

esitsizligi elde edilir.

Ispat:

(3.5), (4.5), (4.6), (4.7) ve Teorem 3.1’in hipotezleri ile (i1) sarti goz Oniinde

bulundurularak, asagidaki esitsizlikler elde edilir;

2 @) - 52 @)
¢ (x)

(=259 = supe

|T ((1 - a,(lz)) x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) x)-=T ((1 - a,(lz)) Jf,(ll) + a,(lz)T"%,(ll)> (x)|
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= SUPxel



lg(x) — g0l

<
— SupXEI (p(x)
x,t, ((1 - a,(lz)) x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) ),
| [ f dt
¢ ((1 - a,(lz)) x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) (a(®)
x, t, ((1 - a,(lz)) J?,(ll) + a,(lz)TJ?,(ll)) (v),
—w| 5 f dt
(- a®)50 + P150) (e)
+SupXEI (p(x)
< £1
< sup,, )
N E? t, ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)> (v),
I f dt
¢ ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) (a(t))
v (1= @0 + 0P 750) ),
— fxf dt
(- @)+ aPT50) (o)
+Ksup,e;
P(x)
<&.M
x,t, ((1 - ocr(lz)) x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)> (),
f
y ((1 - a,(lz)) x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)> (oc(t))
) dt
| [xe((1- )50+ a@T50) ),
_f _
((1 - a,(lz)) Jf,(ll) + a,(lz)T%,(ll)) (a(®))
+Ksup,¢;

p(x)




v (1= a@)5P + P T50) ),
f .~
" ((1 - a,(lz)) Jf,(ll) + a,(lz)T%,(ll)) (a(®))
dt
¢ ; X, t, ((1 - a,(lz)) Jf,(ll) + a,(f)T"%,(ll)) ),
(1= )50 + a@750) (e)
+Ksu
Pxer (%)
<&.M
. ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) (t)
Jo [ MO @)z | @51 at
K - ((1 —a, )xn + o, TX, ) (t)
SUDPxer (%)
| (= 10 e
N,
o (1 - @V + «PTHY) (a0)
SUPxer (p(x)
+K f F a1
SUPxes b a (p(x)
<&M
((1 — a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) ()
. — ((1 — a,(lz))y‘c',(ll) + a,(lz)T%,(ll)> (t)
fa uCx, t)p(t) P10 dt
+ KSup,e;

p(x)

48
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(((1 — a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll)) (a(t)))

((1 - a,(f))affﬂ) + a,(f)ml)) (a(®) o
p(a®)
@(x)

[0, 09 (a®) —

+ Ksup,e;

+K€2.M
< M(& + Key)

((1 — ar(lz)) xr(ll) + oc,(lz)Tx,(ll)> ®)

_ ((1 _ 057(12)) #O 4 argz)ﬁrgl)) (t) " X ulx, Hpdt
o) P o)

+Ksup;e;

<(1 - a’,(f)) xr(Ll) + aT(LZ)Tx,(ll)) (a(®)

~((1-a?) 5" + PT5") (a(t)) [Fn(x, Oe(alt))dt
Supxel <
o(a(®) P(x)

+Ksupse;
< M(& + Key)

+K(B +y)d ((1 - a,(lz))x,(ll) + a,(lz)Tx,(ll), (1 - a,(lz))%,(ll) + a,(lz)Ty‘c',(ll))

<K@ +7) ((1 ~a)d(xP,50) + aPa(Tx?, Tf,(})))

+M(g; + Key) (4.9)

Ve

TP ) - T ()
@(x)

d(Txr(ll); T‘%r(ll)) = SUPxel



50

o g =gl
—= Pxer QD(X)

[ (1 F (2620, 20 (@) ) de) = w (17 (x, £ 700, az,(f)(a(t))) d)|
+SupPyes

163

< ‘1
= SUPye; (p(x)

Lf (x, t, x,(f)(t),x,(l”(a(t))) dt— [ f (x, t, XV (o), J?fll)(a(t))) dt|

+Ksup,e; 200
<&M
x @ 1D _ D) 7O d
Ksup.., fa f(x,t,xn (t)x,, (a(t))) f(x,t,xn ®), %, (a(t)))| t
¢ (x)

L (o0 57@, 8 (@®)) - F (0657 0,57 (a®) )| dt
+Ksup,e; ( ?p(x) ( )|
<&M

I (G 0] (0 = 5P @] + nx, 0 (a(0) — % (a(®)|) dt
+Ksup,e; 200

x 1
+Ksupxaj; bETza'go(x)dt
<&.M
® »(1)
x n (t)_ n (t)

f e, 09 - (p(t;

+Ksup,e;

@ (x)
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i (@®) - ()]
o(a(®) ‘
p(x)

[ 0 0e(a®)

+ KSsup,e;

+Kep,. M

< M(& + Key)

S GEESIG] I uCx, O (0)dt
Supxel
o o ()

+Ksup;e;

PO @) - ¥ @) [ e@)dt

+Ksu su
ptEI (p(a(t)) prI (p(x)

< M(e, + Ke,) + K(B + y)d(x,(}), f,(})). (4.10)
(4.9) ve (4.10) ’un birlesiminden
d(x2,2)
<K@+ (1-aP—Kk@+p)d(x", %)

+K (B +1)aPM(e, + Key) + M(g; + Key) (4.11)

yazilir. Ayrica,
T(Tx) (x) = T(TxP) (x)
o (x)

2) (2
d(xP, %) = supye;

lg(x) — G(x)]
@ (x)

< SUDyer
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[ (7 f (2.6, TP 0, TP (@(®))) de) = (7 F (£, TP 0, T5D (a(0) ) dt )|

FSUDye;

@(x)
< .
= SUPyer m
|f:f (x, t, Tx,(f)(t),Tx,(f)(oc(t))) dt— [ f (x t, T3 (0), Tx (3)(a(t))) dt|
+Ksup,¢;
@(x)
<&M
[ | f (x, t, TxP (1), Tx,ﬁ”(a(t))) - (x t, T¥(b), Tx (3>(a(t)))|
+Ksupye;
P(x)
I (6,6 TxP (0, 752 (a(®)) - f (%6, T2 (0), T%(3)(a(t)))|
+Ksupye;
@(x)
<&M
o nGn|TeP© - TP @)
t
102, O[T (a())) = T2 (a(®))|
+Ksupye;

p(x)

. TxP () — TP (6)
J, 1G9 () 2@

@ (x)

+ KSup,e;
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TxP (a(t)) - Tx (3)(a(t))|
¢(a(®)
@ (x)

[ 0 0e(a®) i

+ KSsup,e;
+Kep,. M
< M(& + Key)

O -TE®] a0
710 BRTE)

+Ksup;e;

T (@) -T2 @®)]  [FneDea®)de
p(a(D) P T @)

+Ksup;e;

< M(e, +Key,) + K(B + )/)d(Tx,(f),'IV‘J?,(f))
ve

|72 () - T2 ()
@(x)

d(T (3) TV(3)) = SUPyes

lg() — gl

=su o)

= Pxer

|v,b (f(ff (x, t,x3 (0, x,(l”(oc(t))) dt) — (f;f (x t, 3@, %(3)(a(t))) dt)|
@(x)

+Supye;
< SUDyer

o)

|f;f (x, t, x,(f)(t),x,(f’)(a(t))) dt— [ f (x t, X (0), %(3)(a(t))) dt|
@ (x)

+Ksup,e;
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<&M

e

f (x’ t x7(13)(t),x7(13)(a(t))) _ (x £, x(3)(t) (3)(a(t)))|
€9

+Ksupye;

A

f(x ¢ x(3)(t) (3)(a(t))) (x t x(3)(t) (3)(a(t)))|
@(x)

+Ksup,e;
<&M

I (uGe 0620 = 5P @ + 0, 0|62 (a(0) - %7 (a(0)|) dt
@ (x)

+Ksup,e;

() = 57 (0)
o)

[ uC ()

+ KSsup,e; <p(x)

[ (@) = 52 (@)
o(a(t))

[ 0 0e(a®)

+ KSup,e; <p(x)

+Kep,. M

< M(&; + Ke,)

. (6) — “(3)(t)| INTETIOL:
(p(t) SUPxer (p(X')

+Ksup;e;



(@) -2 @®)|  [FatDea@)dt
+KsuptEI (p((l(t)) Supxel (p(x)

< M(e; +Key) + K(B +7)d(x, %)

esitsizlikleri elde edilir. Daha sonra asagidaki esitsizlik yazilir;

d(xP,27) < K@ +)Pd(x 57) + KB +y)M(e; + Key)
+M(g; + Key).

(4.11) ve (4.12) den asagidaki esitsizlik elde edilir;

d(x2%57) <K@+ PP (1-aP @ - K@ +p)d(x",%7)

+K B+ NP Mer +Kep) + [K(B +1)*M(er + Kep)

+K(B +y)M(e, + Key) + M(gq + Key).

Benzer sekilde

TxP (x) = Tx? (x)

d(x(l) ~ (1)
o (x)

ni1 Xn+1) = SUPxer

o 9@ - @)
= SUPxe; W
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4.12)

(4.13)

(1 F (x, t, %P (0), x,(lz)(a(t))) dt) -y ([ f (x t, %2 (0), 3?(2)(a(t))) dt))|

+
SUPxer 200
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< ‘1
= SUPye; (p(x)

|f;f (x, t, x,(f)(t),x,(f)(a(t))) dt— [ f (x t, X2 (o), %(2)(a(t))) dt|

+Ksup,e;

@(x)
<&.M
x @ (41, @ _ ‘@ 5@ d
Ksup.., fa f(x,t,xn (t)x,, (a(t))) f(x,t,xn ®), %, (a(t)))| t
@(x)

LA (0632, %7 (a(®) x,t, X2 (0), ¥P (a ()
+Ksup,e; ( ?p(x) ( )|
<&.M

[ (uGe 062 (0 = 52 ® + 0, 062 (a(0) — %2 (a(0)|) dt
+Ksup,e;

@(x)
g 1
+Ksupr,L b—a p(x)
<&M
@y _ ¥

[ uCe () o (tzp(t;” Ol 4

+Ksupye; 200
@ @
x () ()

Ja n(x, t)w(a(t))| “ 204(1:)) . )|
+ KSup,e; L

@ (x)
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+Kep,. M

< M(&; + Ke,)

0570 [Fee e
0@ T e

+Ksup;¢;

P @) -xP@®)| e oe@o)dt

K
B TC(3) B A €

< M(e; +Key) + K(B +7)d(x”, %) (4.14)

yazilabilir. (4.13) ve (4.14) in kombinasyonu ile

d(xr(ll-l-)l' 557(11-21)

<K@+ (1-a? (- K@ +p)d(x", %)
+K B +NI* 0 M(er + Kep) + [K(B +1)PPM(er + Kep)

+[K(B +y)]?M (e, + Kep) + K(B +v)M(&y + Kep) + M(g; + Key)

esitsizligi elde edilir. K (f + y) < 1 oldugu igin
® ~@
d(xn+1' xn+1)

< (1 — a,(lz)(l - KB+ y))) d(x,(ll),y‘c',(ll)) + a,(lz)M(s1 + Ke,) + 4M(&; + Key)
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= (1 - ar(12)(1 - KB+ ]/))) d(x,(ll),y‘c',(ll)) +4Me; + a,(lz)Ms1

+4MKe, + aP MKe, (4.15)

olur. (i) varsayimi kullanilarak, her n € N i¢in % < 2 elde edilir. Bu nedenle (4.15)
aTL

su sekilde yazilabilir.
L 2
d(xn+1, xn+1)

< (1K 4 ) (.10

IM(e1+Kep)

+a,(12)(1 —K(B+7) KBy

(4.16)

(4.16) esitsizliginin Lemma 3.1 deki tiim sartlar1 sagladig aciktir ve bu nedenle

OM(&, + Key)

d(yo,Yo) < T-KG+7)

elde edilir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde, ¢aligmada elde edilen sonuglara yer verilecektir.

Ik olarak (C(I),d) tam metrik uzayinda lineer olmayan gecikmeli bir Volterra

M)

n } iterasyon dizisinin kuvvetli

integral denklem i¢in (3.22) ile tanimlanan {

yakinsamastyla ilgili sonuglar1 verelim.
Bulunan sonugclar sunlardir:
Sonu¢ 5.1.

{ar(‘Z)}; [0,1] araliginda bir reel dizi olmak tizere Y;—; 067(12) = oo sartini saglasin.

I X1 —[0,0) ve n:1 X[ —[0,00) siirekli iki fonksiyon olsun. g € C(I),
fiIXIXxCxC- C siirekli bir fonksiyon ve her x el i¢in a(x) <x sartin
saglayan a:I — I fonksiyonu siirekli bir gecikme fonksiyonu ve :C(I) — C(I)

fonksiyonu, K > 0 sabit say1 olmak iizere

d(@(hy), Y (hy) ) < K d(hy hy)

esitsizligini saglayacak sekilde verilmis simirli bir fonksiyon olsun. Bunlara ek
olarak, f;,u(x, He(t)dt < Be(x) ve f;n(x, He(t)dt < yp(x) esitsizliklerini

saglayan (3, y €[0,1) sabitlerinin var oldugunu ve her x,t €I, u,v € C(I) igin

|f (x, t,u(t),u(a(t))) —f (x, t,v(t),v(a(t)))|



60

< ulx, t)ult) —v()| +n(x, t)|u(a(t)) — v(a(t))|

esitsizliginin saglandigini varsayalim. K (8 +y) < 1ise

y() =g@ + ¥ ([ f (v ty@®,y(a(®))dt),  xel (5.1)

lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir y, € C(I) ¢oziimii

vardir ve (3.22) ile verilen iterasyon metodu y, a kuvvetli yakinsaktir.
Sonug 5.2.

Sonug 5.1. deki varsayimlar altinda ¥(g) = Ag segilirse

Y@ = g0+ [ f(xty0,y(e®)) at

gecikmeli Volterra integral denkleminin tek bir y, € C(I) ¢6ziimii vardir ve (3.22) ile

tanimlanan {x,(ll)} iterasyon dizisi y, a kuvvetli yakinsar.

Son olarak (3.22) ile tanimlanan iterasyon metodunun yardimi ile (5.1) de verilen
lineer olmayan gecikmeli Volterra integral denklemin ¢6ziimiiniin veri bagimliligiyla

ilgili sonucu verelim.

Sonuc 5.3.

f,g,a ve Y Sonug 5.1 deki gibi olsun. {x,(ll)}, (3.22) ile verilen iterasyon dizisi ve

{%7(11)} iterasyon dizisi
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v =Tx,
v =T(Tx), (5.2)
& =7 ((1-0):0 +aP 7). neN

seklinde verilsin. Burada {a(z)}, [0,1] araliginda her n € N i¢in (i) % < a,(lz) sartini

n

saglayan reel bir dizidir. Ayrica her x,t € I,u € C(I) igin

(i) [g(x) — () | < & ve |f(x, t,u®), u(a(®) — f(x t,u(t), u(@®)| < be__za

sartlarin1 saglayan negatif olmayan &; ve &, sabitlerinin var oldugunu varsayalim.

Eger (4.6) ve (4.7) deki denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla y, ve ¥, ise
1 .
M = SUPxer o olmak tizere

. IM (g1 + Key)
Ao, Yo) < T-K(E+y)

esitsizligi elde edilir.

Elde edilen bu sonuclar (3.21) ile tanimlanan Ullah ve Arshad iterasyon metodu ile

benzer sekilde ispat edilebilir.
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