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OZET
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Uc boliimden olusan bu calismada, ilk boliimde cebir ve kodlama teorisinden bazi
temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde Gauss tamsayilarinda yapilmus
olan t—miikemmel kiimeler ile ilgili ¢aligma acgiklanmis ve 6rneklendirilmistir. Son
boliimde ise Gauss tamsayilar1 iizerinde yapilan calismalar Hurwitz sayilarina
aktartlmistir.
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TO OBTAIN PERFECT CODES OVER HURWITZ INTEGERS
VIA CIRCULANT GRAPH

SUMMARY

Keywords: Perfect codes, metric on Gaussian and Hurwitz integers, perfect set.

This thesis consists of three sections. The first section is devoted to definitions and
theorems associated with coding theory and algebra. In the second section, studies
for t—perfect sets on Gaussian integers are explained and exemplified. In the last
section, the previous study is extended to Hurwitz integers.
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BOLUM 1. GIRIS

Bu béliimde verilen temel tanim, teorem ve 6nermeler diger boliimlerde kullanilacak

On bilgiler niteligindedir.
1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. Ax A dan A ya bir fonksiyona A da bir ikili islem denir.

"+" A da bir ikili islem ve a,b e A olsun. (a,b) nin "x" islemi altindaki goriintiisii
ax*b ile gosterilsin. Fonksiyon olma 6zelliklerinden V a,b€ A igin A da bir a*b

elemanmin var olmasina islemin kapalihig denir. Bu a*b elemaninin tek tiirlii

belirli olmasina islemin iyi tanimliligi denir [1].

Tanim 1.1.2. G bos olmayan bir kiime ve "+", G de bir ikili islem olsun. (G,*)

cebirsel yapis1 agagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bu yapiya bir grup denir.

1) "«", G de bir ikili islemdir.

2) "+" isleminin G de birlesme Ozelligi vardir. Yani, V a,b,ceG igin

(a*b)*c=a=(b*c) dir.

3) "+" isleminin, G de birim elemani vardir. Yani, V aeG i¢in a*e=e*a=a

olacak sekilde e € G vardir.

4) "x" islemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani VaeG igin

a*a ' =a'*a=e olacak sekilde 3 a €G bulunabilir [1].



Tamm 1.1.3. G bir grup ve Va,beG i¢in a*b=Db=a oluyor ise G ye bir
degismeli (Abel) grup denir [1].

Tanmm 1.1.4. G bir grup Y#HcG olsun. Eger H, G deki isleme gore kendi
bagina bir grup ise H alt kiimesine G nin bir alt grubu denir ve bu H <Gile

gosterilir [1].

Onerme 1.1.1. G bir grup @#H <G olsun. H nin G nin bir altgrubu olmas igin
gerek ve yeter sart asagidaki iki sartin saglanmasidir.
1) Va,beH i¢in abeH dir,

2) VaeH ic¢in a*eH dir[1].

Onerme 1.1.2. G bir grup @#H <G olsun. H nin G nin alt grubu olmasi igin

gerek ve yeter sart Va,beH icin ab™ e H olmasidir [1].

Onerme 1.1.3. G bir grup@#H <G ve H sonlu elemanli olsun. Eger H kiimesi

G deki isleme gore kapali ise H <G dir [1].

Tamim 1.1.5. M, bir G grubunun bir alt kiimesi olsun. M yi kapsayan, G nin

biitiin alt gruplarmin arakesitine M nin ftirettigi alt grup denir ve (M) ile gosterilir.

M nin elemanlarina da (M) grubunun tiretegleri denir.

Eger bir G grubu icin G=(M) olacak sekilde bir M <G alt kiimesi
bulunabiliyorsa; G ye M ile iiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G

ye sonlu iiretilmis grup ve M = {a} tek elemanli bir kiime ise G ye a ile iiretilmis

devirli grup denir ve G =(a) yazilur.

G carpimsal grup olarak alinirsa (a) = {a” ‘ne Z} dir.



G toplamsal grup olarak alimirsa (a) ={na:neZ} dir [1].

Onerme 1.1.4. G=(a) t. mertebeden bir devirli grup ise G nin her alt grubunun

mertebesi t yi boler [1].
Teorem 1.1.1. G birgrup ve H <G olsun. G de
a=b(mod H) < ab™eH

seklinde tanimlanan "=" bagintis1 denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore

bir ae G elemaninin sinifi 8 = Ha = {ha ‘he H} alt kiimesidir [1].

Tamm 1.1.6. Teorem 1.1.1.” de verilen Ha kiimesine, H alt grubuna gore a nin sag
denklik sinifi denir [1].

Benzer sekilde sol denklik siniflar1 da tanimlanabilir.

Teorem 1.1.2. N <G olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktir.
1) VaeG, V xeN icin axa* N dir.

2) V aeG i¢in aNa' <N dir.

3) V aeG igin aNa™ =N dir.

4) V aeG igin aN = Na dir [1].

Tamm 1.1.7. Teorem 1.1.2.” de ki denk kosullardan birini saglayan G nin bir N alt
grubuna normal alt grup denir. N <G ile gosterilir. Buna gore N <G ise N ye

gore gore tanimlanan sag ve sol denklik siniflar1 aynidir [1].

Tammm 1.1.8. N <G olsun. G nin N normal alt grubuna gore sag (veya sol)

denklik siniflar1 kiimesi % ile gosterilir [1].



Teorem 1.1.3. N <G ise % gruptur [1].
Tamm 1.1.9. N <G ise % grubuna G nin N ye gore boliim grubu denir [1].

Teorem 1.1.4. G sonlu bir grup ve N <G ise % de sonlu bir gruptur ve

/|18l 4
M\l\_“\l' dir [1].
Teorem 1.1.5. (Lagrange Teoremi) G bir grup ve H <G ise |G|=‘%‘|H| dir.

Ozel olarak sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi, grubun mertebesini béler

[1].

Tamm 1.1.10. R = & kiimesi lizerinde "+" ve "" ikili islemleri tanimli olsun.

Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +,-) cebirsel yapisina bir halka denir.

1) (R,+) bir degismeli gruptur.

2) "" isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

3) " igleminin "+" iglemi lizerine sagdan ve soldan dagilma ozellikleri vardir. Yani

V a,b,ceRigin as(b+c)=asb+asc ve (a+b)c=a-c+bec dir.

Halkanmn "+" islemine gore etkisiz elemanina halkanm sifir elemani denir ve 0y ile

gosterilir. Halkanin "" iglemine gore etkisiz elemani varsa buna halkanin birim

elemani denir ve 1, ile gosterilir. Birim elemani olan halkaya birimli halka denir.

Halka "+" islemine gore degisme Ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka denir

[1].



Tanim 1.1.11. R halkasinda O, #a€R eleman: i¢in; ab=0, veya ba =0, olacak

sekilde 3 0, #b e R bulunabilirse a ya halkanin bir sifir boleni denir [1].

Tamm 1.1.12. Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve sifir

bolensiz (tam) halkaya da bir tamlik boélgesi denir [1].

Tamm 1.1.13. R birimli ve degigsmeli bir halka ve R —{OR} =R", ikinci islem olan

ya gore bir grup ise R ye bir cisim denir. Yani bir cisimde sifirdan farkli her

elemanin tersi vardir [1].
Onerme 1.1.5. Sonlu elemanli her tamlik bdlgesi cisimdir [1].

Tanmm 1.1.14. R bir halka ve @#ScR olsun. S kiimesi R kimesindeki

islemlere gore kendi basina bir halka ise S ye R nin bir alt halkasi denir [1].

Onerme 1.1.6. R bir halkave @#S <R olsun. S nin R nin bir alt halkasi olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul V a,b €S igin a~beS ve abeS olmasidir [1].

Tamm 1.1.15. R birhalka, @#1 cR ve V a,bel i¢cin a—be | olsun. Eger

Vael ve VreR igin rael ise | ya R nin bir sol ideali denir. Benzer sekilde

Vael veVreRiginarel ise | ya R nin bir sag ideali denir.
Hem sol hem de sag ideale kisaca ideal denir [1].
Onerme 1.1.7. Bir halkanin bir takim ideallerinin arakesiti de bir idealdir [1].

Tanmmm 1.1.16. |, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin, | y1 kapsayan tiim

ideallerinin arakesitine | nin iirettigi ideal denir ve <I> ile gosterilir. Eger | ={a}
tek elemanli bir kiime ise | nin {irettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile gosterilir.

R birimli ve degismeli bir halka ise <a> =aR= {ar re R} dir [1].



Tanimm 1.1.17. Her ideali temel ideal olan bir tamlik bolgesine temel ideal bolgesi

denir ve kisaca TiB ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.18. R bir halka ve |, R nin bir ideali olsun. "=" bagintisi, V a,beR

icin a=b (mod I) < a—bel olarak tanimlansin [1].

Onerme 1.1.8. Yukarida tanimlanan "=" bagmtis1 R de bir denklik bagintisidir. Bu

bagintiya gore r€R nin denklik simufi F=r+1={r+a:ael} dir. Biitiin denklik

siniflarinin kiimesi R/I ile gosterilir [1].

Onerme 1.1.9. R halkasmin bir | idealine gére tanimlanan denklik siniflari

arasinda (a+1)®(b+1)=(a+b)+1 ve (a+1)O(b+1)=(ab)+1I ile tanimlanan

"@" ve "O" islemlerine gére R/I bir halkadir. Bu halkaya R nin | idealine gore
boliim halkasi denir [1].

Tamm 1.1.19. R bir tamlik bolgesi olmak iizere @,b € R i¢in, a =bc olacak sekilde

JceR varise b, a y1 boler denir ve bu b|a ile gosterilir [1].

Tamim 1.1.20. R tamlik bdlgesinin tiim elemanlarin1 bélen R nin bir elemanina
birimsel eleman ya da aritmetik birim denir. R nin tiim aritmetik birimlerinin kiimesi

U ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.21. 8,beR i¢in, b=u,au, olacak sekilde Ju,,u, €U, varise a ile b
ile ilgilidir denir ve a~b ile gosterilir [2].

Onerme 1.1.10. a,beR olsun.

1) alb < (b)=(a) dir.

2) b =0 olmak iizere alb ve b|a < a=~b dir[1].



Tamm 1.1.22. R bir tamlik bolgesi ve a,b e R olsun.
1) ceR olmakiizere c|a ve c|b ise ¢ ye a ile b nin bir ortak béleni denir.

2) c, a ile b nin ortak béleni olmak tizere a ile b nin tim ortak bélenleri ¢ i

boliiyor ise ¢ ye a ile b nin bir en biiyiik ortak boleni denir [1].

Tanim 1.1.23. Ebob leri aritmetik birimler olan elemanlara aralarinda asal denir ve

a ile b aralarinda asal ise (a,b)=1 ile gdsterilir [1].

Tamm 1.1.24. xeR, xeU; ve x=0; olsun.

1) x in aritmetik birimlerden ve x ile ilgili elemanlardan bagka hig¢bir béleni yoksa
X elemanina, R nin bir indirgenemez eleman1 denir.

2) a,beR icin, x|ab = x|a veya x|b oluyorsa xR ye asal eleman denir [1].

Tanmm 1.1.25. R bir tamlik bodlgesi olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde
bir d:R —Z fonksiyonu var ise R ye bir Euclid bolgesi denir ve kisaca EB ile

gosterilir.

1) V xeR igin, d(x) >0,
2) d(x)=0<x=0;g,

3) V X yeR igin, d(xy)=d(x)d(y),
4) ¥V x,yeR, y#0, i¢in, x=qy+r ve 0<d(r) <d(y) olacak sekilde 3 q,reR
bulunabilir [1].

Teorem 1.1.6. R bir EB ise TIB dir [1].

Tamm 1.1.26. Z[i] :{a+bi ‘a,b EZ} tamlik bolgesine Gauss tamsayilar bolgesi
denir [1].

Onerme 1.1.11. Z[i] Gauss tamsayilar bolgesi EB dir [1].



Tanm 1.1.27. (M, +) bir degismeli grup ve R bir degismeli halka olsun. M deki

elemanlari, R deki elemanlarla skaler ¢carpimi, RxM — M fonksiyonu asagidaki

kosullart sagliyorsa, M ye R {izerinde bir modiil veya kisaca R —modiil denir.

1) Her reR, her mym €M igin, r(m+m'):rm+rm',
2) Her r,r' eR, her meM igin (r+r')m=rm+rm,
3) Her r,r'eR, her meM icin (rr')m=r(r'm),

4) Her me M i¢in, Im=m [3].

Eger R bir degismeli halka degil ise sag ve sol R—Modiil tanim1 benzer sekilde
yapilabilir.

Tamm 1.1.28. A={a,4a,,...,a,}, q elemanh bir kiime olsun. Bu kiimeye alfabe

kiimesi denir [4].

Tamm 1.1.29. Her i i¢in W, € A olmak tizere, A" lizerinde wW=wWw,...w, seklinde
tanimlanan bir diziye N uzunluklu bir séz denir. n uzunluklu bir so6z
W= (W, W,,...,w,) seklinde bir vektor olarak da goz oniine alinabilir. A" kiimesine

sOz kiimesi denir [4].

Tanmm 1.1.30. A" kiimesinin bostan farkli bir C alt kiimesine g— lu blok kod yada
kisaca kod denir. C kodunun elemanlarina da kodsoz denir. C nin kodsozlerinin

sayisl |C| ile gosterilir ve buna C nin biyiikliigi denir [4].
Tamim 1.1.31. n uzunluklu bir C kodunun hiz1 (Iogq |C|)/n olarak tanimlanir [4].

Tamm 1.1.32. n uzunlugunda ve M biiyiikligiinde bir kod (n,M) kodu olarak

tanimlanir [4].



Tanmm 1.1.33. Bir iletisim kanalinda kodsdzler iletilirken iletisim sirasinda bir hata
olustugunda en ¢ok ihtimalle gonderilmis kodsozii bulmak i¢in olusturulan kurala

dekodlama kural1 denir [4].

Tamm 1.1.34. X ve y bir A alfabesi lizerinde n uzunluklu iki s6z olsun. X ve y

arasindaki Hamming uzaklig1 d (X, y) ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanir.

L x#Y;
X=X X,, Y=VY,..Y, Ve d(xi,yi)={

olmak lzere

d(x,y)=d(x, y,)+...+d (X, ¥,)

dir [4].

Tamim 1.1.35. Bir C kodunun bir kodsozii bir iletisim kanalindan gegsin ve bir X
sOzii olarak alinsin. X in diger tiim ceC ler ile arasindaki uzaklik hesaplanarak bu

uzakligin en az oldugu kodsoéz c, olarak bulunur ise X sozi, c, olarak dekodlanir.

Yani d(x,cx)=micnd(x,c) ise kanaldan gelen X sozii c, olarak dekodlanir. Bu

dekodlamaya en yakin komsuluk dekodlama kurali (minimum mesafe dekodlama

kural1) denir [4].

Tamm 1.1.36. En az iki kodsdze sahip bir C kodunun minimum mesafesi d(C) ile

gosterilir ve d(C) =min {d (X, y):x,yeC, x# y} olarak tanimlanir [4].

Tamm 1.1.37. n uzunluklu, M biiyiikligiinde ve d minimum mesafesine sahip bir

kod (n,M,d) kodu olarak adlandirilir. Burada n, M ve d sayilarina kodun

parametreleri denir [4].

Tamim 1.1.38. p bir asal say1 olmak iizere p*=q ve F,, karakteristigi p olan

sonlu bir cisim olsun. F={(v,V,.....v,):v, €F,} ve VcF bostan farkl: bir
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kiime olmak tizere; V vektorel toplama olan "+" islemi ile F, nun elemanlar ile
skaler ¢arpim "." islemlemine gore asagidaki kosullari saglyor ise V ye F,

tizerinde bir vektor uzayi denir.

Her u,veV ve 4, ueF, igin;

1) (V,+) degismeli grup,

2) AveV,

3) A(u+V)=Au+Av Ve (A+u)u=Au+uu,
4) (Ap)u=A.(pu),

5) Eger F, nun carmaya gore etkisiz elemani 1 ise L.u=u [4].

Tanmm 1.1.39. V vektor uzaymin bostan farkli bir C alt kiimesi, V vektor
uzayindaki vektorel toplam ve skalerle carpma islemlerine gére kendi basma bir

vektor uzayi ise C ye V vektor uzaymin bir alt vektor uzayi denir [4].

Tamm 1.1.40. F' vektor uzaymin herhangi bir C alt vektor uzay: bir lineer kod

olarak tanimlanir [4].



BOLUM 2. GAUSS TAMSAYILARINDA t —-MUKEMMEL
KUMELER VE OZELLIiKLERIi

2.1. Gauss Tamsayilarinda Kalan Smiflar1 ve G, Cizgesinin Ozellikleri

Tamm 2.1.1. Gauss tamsayilar kiimesi Z[i] ile gosterilir. Bu kiime kompleks

sayilarin bir alt kiimesidir ve Z [I] = {a +bi:a,be Z} olarak tanimlanur.

Z(i] Euclid bélgesinde, N norm fonksiyonu
N =Z[i] > Z" {0},

N (X+yi)=(x+yi)(x+yi)=(x+yi).(x—yi)=x*+Yy?

olarak tanimlanir.

Bu norm fonsiyonuna gore bolme algoritmasi ise agagidaki gibidir.

Va,Belli] ve a=0igin f=qa+r ve N(r)<N(q) olacak sekilde q,r e Z[i]

vardir [5].

Bir halka Euclid bolgesi ise temel ideal bolgesi olacagindan Z[i] Gauss tamsayilar

halkas1 bir temel ideal bolgesidir. Yani Z[i] deki her ideal tek elemanla tiretilir.

Tamm 2.1.2. 0= a €Z[i] ve | da « ile iiretilen ideal olsun. Bu durumda Z[i]a

kiimesi Z[i]/1 olarak diisiiniilebilir. Bu kiime sonlu bir halkadir. Bu halkaya bdliim

halkasi denir.
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Eger £ ve [’ elemanlar Z[i]a da aym smufa ait iki eleman ise S =" (mod «)

seklinde gosterilir [5].

Not 2.1.1. ZeZ[i], i¢in Z={z+ka:keZ[i]jolup 7 kimesi & modiline gore

bir denklik sinifi belirtir.

Not 2.1.2. a=m+ni, z=c+di eZ[i] ve " =m-ni olmak iizere, z nin « ile

boliimiinden kalan x+ yi ise

x+yi:z—{z'a*]a (2.1)

*
a-a

dir.

Burada x+YieZ olup Va+biez igin genellikle |x|+|y|<|a|+|b| dir. Eger o bir
asal Gaus tamsayisi ve N(a)<113 ise x+yieZ olup, Va+bieZ igin

|x|+|y| <|a]+]b] dir.

Ayrica "[-]" sembolii en yakin tamsaylya yuvarlama islemidir. a-+bi bir kompleks
say1 olmak {izere, bu kompleks sayiy1 en yakin Gauss tamsayisina yuvarlama
[a+bi]=[a]+[b]i

seklinde tanimlanir.

Bundan sonra a Z[i]a kolaylik i¢in a olarak yazilacaktir.

Ornek 2.1.1. z=4+2i nin o =3+2i ile boliimiinden kalan asagidaki gibi bulunur.
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4+2i {Eg:;;;g:z:ﬂ(sui):4+2i{171—_32i}(3+2i)

=4+2i—[[a{aij(gm):uzi_(1_o.i)(3+zi)
—442i-3-2i=1
dir.

Ornek 2.1.2. o =3+2i igin Z[i], , kiimesi su sekilde bulunur.

Z[i]a+2i kiimesinin elemanlarin1 bulmak igin Z[i] deki tiim elemanlarin o ile
boliimiinden kalanlar1 incelemek yerine N (Z) <N (a) =3%+2° =13 olacak sekilde

Ze Z[i] elemanlarina (2.1) islemini yapmak yeterlidir.

Buna gore

olarak bulunur.

Sekil 2.1.” de Z[i]3+2i kiimesinin elemanlart kompleks diizlemde gosterilmistir.

2@
® le ®
* : t : 4
[ ] - 1@ [ ]
- 20

Sekil 2.1. Z[i],_,, kiimesi
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Teorem 2.1.1. a =a+bi e Z[i] ve (a,b)=1 olsun.

¢ Ly, —Z[i] , ¢(k)=x+yi(mod ) fonksiyonu birebir ve érten bir halka

a H

homomorfizmasidir. Yani Z,,, = Z[i]_ dur [5].

Ornek 2.1.3. a=2+3i i¢in N(a)=2°+3"=13 oldugundan Z[i], . =%, olup
Z[i] ,.5 Din 13 tane elemant vardir. Bu elemanlar Z,, tin elemanlarina sirastyla (2.1)

islemi yapilarak, yani « =2+ 3i ile bolimiinden kalanlar bulunarak, elde edilir.

Buna gore
Z[i]2+3i ={0,1,—1, 2,—2, i,—i,2i,—2i,1+i,1—i,—1+i,—1—i}

olarak bulunur.

Tammm 2.1.3. f,ye Z[i]a olmak tlizere X+yi eleman1 f—y nin smnifindaki
elemanlardan reel ve imajiner kisimlarinin mutlak degerleri toplami en kiiciik olan

eleman olsun. Yani x+yie B—y dyleki Va+bie f—y icin |x|+|y|<|a|+|b| olsun.

Bu durumda f ile y arasindaki Mannheim mesafesi D, (f,y) ile gosterilir ve

D, ( yop }/) = |X| +|y| olarak tanimlanir [5].

Teorem 2.1.2. Yukarida tanimlanan D, mesafesi, Z[i]a halkasi tizerinde bir metrik

tanimlar [5].

Ornek 2.1.4. o =3+2i ve f=1+i, y=-1-i olsun.
Bu durumda S ile y arasindaki mesafe su sekilde bulunur.

B—y=1+i—(-1-i)=2+2i=-1(mod 3+2i) olup, buna gore
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D, (1+i,-1—i)=|-1+|0| =1 dir.
Ornek 2.1.5.
Z[i],,. =L 2,-2+2i,-1+2i,2i,1+ 2i,2+2i,1-3i,-3—i,-2—i,-1-i,-i,1-i,2—i,

—2+1,-1+0,i,1+1,2+1,3+1,-1+3i,-2-2i,—-1-2i,-2i,1- 2i,2- 2i,—-2,-1,0}

kiimesinin bazi elemanlar1 i¢in D, mesafesi asagidaki gibi bulunur.

f=-2+21 ve y=1-i igin ,B—7=—3+3i52+i(m0d2+5i) oldugundan

D, (—2+2i,1—i)=|2|+[1| =3 olarak bulunur.

p=-1 ve y==1-i igin B—y=i=i(mod 2+5i) oldugundan

D, (-1,—1—i)=0[+[1| =1 olarak bulunur.

Sekil 2.2.” de Z[i]2+5i kiimesinin elemanlar1 kompleks diizlemde gdsterilmistir.

® 3

L ® 2 [ ] o

L ® le [ ] ([ ] L

® ® ® L 4 4 :
3 -2 1 1 2 3
[ ] L { - le [ ] ([ ]

L L 20 [ ] [ ]

- 3¢ [ ]

Sekil 2.2. Z[i], . kiimesi

2+5i
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Tamm 2.1.4. Iki ayr1 uc noktas1 olan dogru parcasina ¢izgi, bir ¢izginin her bir ug

noktasina diigiim denir [6].

Tammm 2.1.5. Rastgele sayida g¢izgilerin diiglimlere c¢akisik oldugu cizgiler ve

diigiimler kiimesinin timiine ¢izge (graf) denir [6].

Tanmm 2.1.6. G ¢izgesinde hicbir cizginin ¢akismadigr diiglimlere tekdiigiim denir

[6].

Tamim 2.1.7. Bir G ¢izgesinin ¢izgilerinin veya tekdiigiimlerinin alt kiimesinden

olusan G ¢izgesine, G nin bir alt ¢izgesi denir [6].

Tanimm 2.1.8. Bir ¢izge lizerinde bir veya daha fazla diiglimden ve kenardan gecen

rotaya yol denir.

Cizge teorisi (graph theory) literatiirde ¢ok farkli disiplinlerin ¢alisma alanina
girmektedir. G=(V,E) gosterimi ¢ogu kaynakta sirali olarak kabul edilmektedir.

Oncelikle diigiimler, ardindan da kenarlar gosterilmektedir.

O SE—

O 0

Sekil 2.3. Cizge 6rnegi [7]

Ornegin yukaridaki sekilde, 4 diigiimden ve 4 kenardan olusan bir ¢izge
gosterilmektedir. Bu cizgeyi

G- ({AB.C.D}.{(AB).(AC).(C.D).(AD))
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seklinde ifade etmek miimkiindiir [7].

Tamim 2.1.9. Bir G ¢izgesinde her diigiim ¢ifti arasinda en az bir yol var ise G

cizgesine bir baglh ¢izge denir [6].

Tamim 2.1.10. n ve N iki pozitif tamsay1 olsun. 0<n<N —1 olmak {izere, bir n
koseyi diger tim n¥ j, kdseye baglayan cizgeye yonsiiz ¢izge denir. Burada m < % :

1<i<mve {jl, Jorees jm} koselerin atlama kiimesidir [5].

Tanmm 2.1.11. m <% olmak tizere N kosenin herbiri i¢in {jl, Jorees jm} atlamalari

ile olusturulan ve yukaridaki gibi tanimlanan bir yonsiiz ¢izgeye, dongiisel cizge

denir. Bu ¢izge Cy (j;--- j,,) sembolii ile gosterilir. Cy, nin bagl olmasi i¢in gerek
ve yeter sart (jl, Joseeor Iy N)=1 olmasidir. Bu durumda C, ¢izgesi bir diizenli

¢izge olur [5].
Cizge teorisi hakkinda daha fazla bilgi [5, 6, 7]” de bulunabilir.

Tamm 2.1.12. « =a+bi e Z[i] ve (a,b)=1 olsun.

1) V =Z[i], kiimesi, kdselerin kiimesi ve
2) E= {( £, 7/) eVxV:D, ( £, 7/) :1} kiimesi, kenarlarin kiimesi olarak alinirsa

G, = (V, E) bir ¢izge tanimlar [5].

Ornek 2.1.6. a =2+5i icin G,,,; cizgesi asagidaki gibidir.
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Sekil 2.4. G,,; cizgesi

Ornek 2.1.7. a =3+4i i¢in E kiimesi asagidaki sekilde bulunur.

Oncelikle N(3+4i)=3"+4=25 oldugundan Z, in elemanlarnm o ile

boliimiinden kalanlardan olusan
Z[i]3+4i ={0,1,-1i,-1,2,—-2,2i,-2i,3,-3,3i,—-3i,1+i,1—i,-1+i,-1—i,1+2i,
1-2i,-1+2i,-1-2i,2+i,2—i,—-2+1i,—2-2i}

kiimesi bulunur.

E kiimesini bulmak i¢in V ﬂeZ[i]3+4i icin D, (,8,7/)=1 olan 7eZ[i]a sayilari

bulunmalidir.
p-y=|x+|y|=1ise x=71 ve y=0 veya x=0 ve y =71 dir.

Buna gore y sayis1t f—1, S+1, f—i, f+] degerlerini alir.
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S =0 elemanina 1 uzakliktaki y elemanlari bulunur ise;

f—1=-1=-1(mod 3+4i)=(0,-1) < E dir.
f+1=1=1(mod 3+4i)=(0,1)E dir.
f—i=—i=—i (mod 3+4i)=(0,~i)eE dir.

B+i=i=i(mod 3+4i)=(0,i)<E dir.

S =3I elemanma 1 uzakliktaki y elemanlar bulunur ise;

B—1=—1+3i=3 (mod 3+4i)=>(3i,3)E dir.
B+1=1+3i=-2—i (mod 3+4i)=(3i,-2—-i) < E dir.
B—i=2i=2i (mod 3+4i)=>(3i,2i) < E dir.

B+i=4i=-3(mod 3+4i)=(3i,—-3) € E dir.

Z,,, kiumesindeki diger elemanlara da benzer islemler yapildiginda E kiimesi

bulunmus olur.
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E={(01),(0,-1),(0,i),(0,1),(2,0),(2.2), (L1+i), (L1-i), (<L), (-1 -2),
10, (-4 -1+i),(2.1).(2,3), (2.2+1),(2.2-i), (-2,-1),(-2,-3), (-2, ~2i),
3,2),(3,31),(3,-3i),(3 -1+2i),(-3,-2),(-3,-3i),(-3,1-2i),(i,0),
), (=21, (4,0, (=, ~21), (=i, ~1—i), (~i,1-i), (20, i), (21, 3i),
~2i,i),(~2i,-3i),(~2i,-1-2i),(-2i,1-2i),(3i,-3),
(=3i,3),(-3i,2i), (~3i,~2i),(-3i,2+1), (1+i,2), (L+i,i),

-1,
-2,-2+i),(
2i),(i,1+i
1+2i),(2i,-1+2i),
3),(3i,2i),(3i,—2-1),
140,14 20),(1+i,2+i),(1-i,2),(1-i,-i),(1-1,1-2i),(1-i,2-i),(-1+i,-1),

(-
(-
(i
(2i
(31
(
(=1+i0,0), (<140, -1+ 2i),(-1+i,-2+i),(-1-i,-1),(-1-i,-i),(-1-i,-1- 2i),
(-
(
(-
(
(-
(-

“1-i,-2-i),(1+2i,20), (L+2i,1+1), (1+ 2i, -1}, (1+ 2i, 2 —i), (1~ 2i,-3),
1-2i,-2i),(1-2i,1-i), (1= 2i,~2+1), (~1+2i,3), (~1+ 2i, 2i ), (~1+ 21, ~L+i),
-1+2i,2-1),(-1-2i,-2i),(-1-2i,-1-i),(-1-2i,1+ 2i),(-1-2i,2+i),(2+i,2),
2+i,-3i),(2+i,1+1),(2+i,-1-2i),(2-,2),(2-,3i),(2-i,1-i),(2—i,-2+i),
—2+i,-2),(-2+1,-8i),(-2+i,~1+i),(-2+i,2-i),(-2-i,-2),(-2-1,3i),
-2-i,-1-i),(-2-i,1+2i)}
dir.

Teorem 2.1.3. o =a+bi e Z][i] ve (a,b)=1 olsun. Bu durumda C (a,b) déngiisel
cizgesi ile G, cizgesi izomorf ¢izgelerdir. k =ax+by (mod N (a)) olmak tizere

¢ Ly, —Z[i],, ¢(k)=x+yi (mod «) fonksiyonu bir ¢izge izomorfizmasidir [5].

2.2. Agirhik Dagihimlar:

Tamm 2.2.1. G, daki f ve y koseleri arasindaki mesafe

D, (B,7)=min {|X| +|y|: B—y =x+yi (mod a)} olarak tanimlanir [5].

Tamm 2.2.2. G, daki f kosesinin aguligt w, (ﬁ) ile gosterilir ve

w, (B8)=D,(8.0)=min{|x|+|y|: B=x+yi (mod )} olarak tanimlanr [5].
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Buna gore bir Gauss ¢izgesinin mesafe dagilimini hesaplamak i¢in k c¢izgenin gapi

ve $=0,1,2,...,.K olmak lizere s agirlikli kdselerin sayisin1 bulmak yeterlidir. Bu
sayt W, (s) ile gosterilecektir [5].
Lemma 2.2.1. G,,,, =G_,,; olmasi i¢in gerek ve yeter sart a+bi =u(C+di) veya

a+b c+di

a—bi=u (C + di) olacak sekilde u e {—1, 1i,— i} elemaninin var olmasidir [5].

Ornek 2.2.1. (—i)(2+3i)=3-2i oldugundan G, ,, =G, Ve G,,, =G,y dir.

Teorem 221. Oza=a+hieZ[i], O<a<b ve (ab)=1 olsun. Eger

+b-1

N(a)=a’+b® tek tamsay1 ve t= a ise G, min agirhik dagilimi asagidaki

gibidir.

1) W, (0)=1 dir.
2) Eger 1<s<t ise W, (s)=4s dir.

3) Eger t<s<b-1ise W, (s)=4(b-s) dir [5].

Ornek 2.2.2. @ =4+7i igin G, ,; nin elemanlarinin agirlik dagihmi asagidaki gibi

bulunur.

4+7_1=5 dir.

a=4, b=7 oldugundan t =

1) W, (O) =1 oldugundan agirlig1 sifir olan eleman 1 tanedir ve bu eleman 0 dir.

2) 1<s<t=1<s<5dir.
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Buna gore W, (1)=4.1=4 olup agirlig1 bir olan eleman 4 tanedir. Bu elemanlar

1-11i ve —idir.

W, (2):4.2=8 olup agirligi iki olan elemanlar 8 tanedir. Bu elemanlar

2,-2,2i,-2i,1+i,1—i,-1+i ve —1—i dir.

W, (3)=4.3=12 olup agirhig 3 olan elemanlar 12 tanedir. Bu elemanlar

a

3,-3,31,-3i,1+2i,1-2i,-1+2i,-1-2i,2+1,2—1,-2+i ve —2—i dir.

W, (4)=4.4=16 olup agirligi 4 olan elemanlar 16 tanedir. Bu elemanlar
4,-4,4i,-4i,1-3i,1+3i,-1+3i,-1-3i,2+2i,2 - 2i,-2+ 2i,—2—-2i,3+1,3—i,-3+i ve
—3—i dir.

W, (5):4.5:20 olup agirhigt 5 olan elemanlar 20 tanedir. Bu elemanlar
5,-5,51,-5i1,1+4i,1-4i,-1+4i,-1-4i,2+3i,2-3i,-2+31,-2- 31,3+ 2i,3-2i

—3+42i,-3-2i,4+i,4—i,—4+i ve —4—i dir.

3) t<s<b-1=5<s<6=s=6 dir. W,(s)=4(b-s) ise w,(6)=4(7-6)=4

dir.

Buna gore agirhigi 6 olan 4 eleman vardir. Bu elemanlar 1-5i,—1+5i,5+1 ve —5—i

dir.
2.3. Gauss Tamsayilarinda t — Miikemmel Kiimeler ve Kodlama ile iliskisi

O<a<b ve (a,b)=1 olmak iizere  =a+bi olsun.

Bu béliimde t<b olmak iizere Z[i] kiimesi i¢inde bir t —baskin alt kiime olan S

nin varhig i¢in gerek ve yeter kosul verilmektedir. Burada S, elemanlari Z[i]a nin
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bir alt grubunu olusturan G, iginde bir kiimedir. Bu sonug Z[i] iizerinde

miitkemmel grup kodlarin varligini gerektirir.

Sonug 2.3.1. a =a+bieZ[i] ve (a,b)=1 olsun.

1) BeZ[i] ve Bla ise (B) toplamsal grubunun mertebesi K,B)‘:E(a) ve

<,B> cZ[i]a dir.

2) Belli], Bta ve pty=(p.a) ise S=(p)cZli] toplamsal grubu y

tarafindan tretilir. Yani S = < p > = <7/> dir.

Ayrica Kﬁ)‘ =M dir [5].

N(7)

Ornek 2.3.1. f=2-3i ve a=4+7i igin (2-3i)|(4+7i) dir.

Buna gore \(2—3i)\=%:$—2:5 olup (B)=(2-3i) kiimesinin elemanlari
asagidaki gibi bulunur.

0.(2-3i)=0=0 (mod 4+7i),

1.(2-3i)=2-3i=2-3i (mod 4+7i)

2.(2-3i)=4-6i=-3-2i (mod 4+7i)

3.(2-3i)=6—-9i=3+2i (mod 4+7i)

4.(2—-3i)=8-12i=-2+3i (mod 4+7i)

5.(2-3i)=0=0 (mod 4+7i) dir
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Buna gore (2—3i)={0,2—3i,—3—2i,3+2i,-2+3i} dir.

Ornek 2.3.2. a=4+7i, f=4+2i icin f{a di.
y =1-2i=(4+2i,4+7i) segilirse 1y dur.

Buna gore
(4+2i) = (1-2i) ve |()| = :E‘;’)) =6—55 ~13
diir.

Ornek 2.3.1.” deki islemler yapildiginda (4+2i) =(1—2i) kiimesi
{0,1-2i,2—-4i,-4-2i,1+3i,2+1,3—1,—-3+1,—2—1,-1-3i,4+2i,-2 + 4i,-1+2i}

olarak bulunur.

Tanim 2.3.1. O<a<b ve (a,b) =1 olmak lizere ¢ =a+bie Z[i] olsun.

t<b icin G, i¢inde y merkezli ve 't yaricapli bir yuvar

B,(y)={4<2]i],:D, (4 7)<t}

olarak tanimlanir.

Eger 1€B,(y) ise y kosesi 4 kdsesine t —baskindir denir [5].

Ornek 2.3.3. Z[i]2 kiimesinde B, (3+i) ve B,(3+i) yuvarlar asagidaki gibi

+5i

bulunur.

Z[i]2+5i ={0,1,-1,2,-2,i,—-i,2i,-2i,1+i,1—i,-1+1i,-1-i,1+2i,1- 2i,-1+2i,
—1-2i,2+i,2—i,-2+i,-2—1,2+2i,2-2i,-2+2i,-2-2i,-1+3i,
1-3i,3+i,-3—1i}

dir.
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Buna gore B, (3+i)={4eZ[i], :D,s(43+i)<1} ve

B,(3+i)={2eZ[i], :D,.5(43+i)<2} kiimeleri, merkezleri 3+i ve siasiyla

yarigaplari 1 ve 2 olan yuvarlardir.

B, (3+ i) kiimesinin elemanlar1 asagidaki gibi bulunur.
Burada birbiri ile karismamasi i¢in A degerleri indislenmistir.
t=0ise D, (A4,3+i)=0 olup A, =3+i dir.

t=1ise D, (4,3+i)=1dir.

Buna gore 3+i elemanina agirligi 1 olan elemanlar eklenip sonuglarin 2+5i ye gore

kalanlar1 bulunur ise;

A, =(3+i)—1=2+i=2+i(mod 2+5i),
Ay =(3+i)+1=4+i=-1+3i (mod 2+5i),
Ay =(3+i)—i=3=-2+2i (mod 2+5i),
A5 =(3+i)+i=3+2i=1-3i (mod 2+5i)
olur

Boylece t nin 0 ve 1 degerlerine gore
B,(3+i)={3+i,2+i,-1+3i,—-2+2i,1-3i}

olarak bulunur.

t=2ise D, (4,3+i)=2 dir.
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Yukarida 3+i elemanma 0 ve 1 uzaklikdaki elemanlar bulundugundan burada 3+i
ye 2 uzakliktaki elemanlarin bulunmasi yeterlidir. 3+i elemanina agirligi 2 olan

elemanlar eklenip 2+5i ye gore kalanlar1 bulunur ise;

o =(3+i)—2=1+i=1+i (mod 2+5i),

4, =(3+i)+2=5+i=-2-2i (mod 2+5i),
Jo=(3+i)—2i=3-i=-2+i (mod 2+5i),

g =(3+i)+2i =3+3i=1-2i (mod 2+5i),

Jup =(3+1)+(1+i)=4+2i =—3—i (mod 2+5i),
Ay =(3+1)+(1-i)=4=-1+2i (mod 2+5i),

A =(3+i)+(~1+i)=2+2i =2+2i (mod 2+5i),
Ay =(3+i)+(~1-i)=2=2 (mod 2+5i)

Boylece t nin 0, 1ve 2 degerlerine gore B, (3+i) kiimesi
{3+i1,2+i,-1+3i,-2+2i,1-3i,1+i,-2-2i,-2+1,1-2i,-3—1i,-1+2i,2+2i, 2}

olarak bulunur.

Tamm 2.3.2. ScG, ve teZ" olsun. Eger G, nin her kosesi S deki yalmz bir

kose ile t —baskilanirsa S ye bir milkemmel t —baskin kiime denir [5].

Teorem 2.3.1. a =a+bi e Z[i], (a,b)=1ve teZ" olsun.

1) B=t+(t+1)i olmak iizere | ise S=(p) kiimesi, G, da bir milkemmel t—

baskin kiimedir.

2) B :t—(t+1)i olmak iizere S |a ise S =<ﬂ*> kiimesi G, da bir miikemmel

t —baskin kiimedir [5].
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teZ" olmak iizere, t+(t+1)i ya da t—(t+1)i a y1 boliiyor ise Teorem 2.3.1." e
gore G, iginde bir t — baskin S kiimesi vardir. Bu kiime Z[i]a nin bir alt grubudur.

Bundan yararlanarak kod sézleri S nin elemanlari olan Z[i] iizerinde bir C=$

kodu tanimlanabilir. S uzunlugu t olan, 2t +1 mesafeli bir miikemmel grup koddur.

Ornek 2.3.4. ¢ =4+7i ve t=1 icin G, da milkemmel 1—baskin kiime asagidaki

gibi bulunur.

Z[i]4+7i ={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,5,-5,i,-1, 2i,-2i, 3i,-3i,4i,-4i,51,-5i,1+1i,1—1,
—1+i,-1-1,1+2i,1-2i,-1+2i,-1-2i,1+ 3i,1-3i, -1+ 3i,—1—3i,1+ 4i,
1-4i,-1+4i,-1-4i,1-51,-1+51,2+1,2—1,-2+1,-2—1,2+ 21,2 -2,
—2+2i,-2-2i,2+31,2-3i,-2+3i,-2-3i,3+1,3—1,-3+1,-3—1,3+ 2i,
3-2i,-3+2i,-3-2i,4+1,4—1,-4+1,-4-1,5+1,-5-1}

dir.

t =1 oldugundan Teorem 2.3.1 e gore 1¥2i elemanlarinin & y1 boliip bolmedigi

kontrol edilir. #=1+2i{ 4+7i fakat g~ =1-2i|4+7i dir.

Buna gore 1—baskin kiime icin iireteg olarak 3~ elemani segilir.

S :<,B*>:{x+ yik(1-2i)=x+yi (mod 4+7i),k € Z|
={0,1-2i,-5,51,1+3i,2+i,3—1,-3+1,—2—-1,-1-3i,-5i1,5,-1+ 2i}
dir.

S ={0,1-2i,-5,5i,1+3i,2+i,3—i,—3+i,—2-1,—-1-3i,-5i,5,-1+2i}  kiimesinin
elemanlarina agirligi 0 ve 1 olan elemanlar eklenerek o =4+7i ye gore mod islemi

yapildiginda olusan 1 yarigapl yuvarlar asagida verilmistir.

0eS igin B, (0)={4ez]i], , : D, (4,0)<1} ={0,1,-Li,—i}

dir.
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1-2i eSigin
B,(1-2i)={AeZ[i],  : D, (A1-2i) <1} = {1-2i,2—2i,-2i,1-i,1-3i},
~5¢5 icin

B,(-5)={4€Z[i],, : Dy (12-4i) <1} ={-5-4,1-4i,2-3i,-5-i}

dir.

Benzer sekilde;
5i € S i¢in B, (5i)={5i,-3—2i,—1+5i,-4—i,4i},

1+3i S igin B, (1+3i) = {1+3i,2+3i,3i,1+ 41,1+ 2i}
2+ieS igin B (2+i)={2+i,3+i,1+i,2+2i,2},

3-ie$S igin B (3—i)={3-i,4-i,2-i,3,3-2i},

—3+ieS igin B (-3+i)={-3+i,—-2+i,—4+i,-3+2i,-3},
—2-ieS igin B (~2—i)={-2—i,~1-i,-3-i,~2,~2-2i},
~1-3i €S igin B (~1-3i)={-1-3i,~1—2i,~1—4i,~3i,~2-3i},
_5ieS igin B, (~5i)={-5i,1-5i,3+2i,~4i,4+i},

5cS igin B,(5)={5,~1+4i,4,5+i,—2+3i},

_1+2i S igin B, (~1+2i) = {~1+2i,2i,~2+2i,~1+3i,1+i}
dir.

Boylece birlesimleri Z[i] kiimesini veren 1 yarigapli ve 5 elemanli olan

4471

5,(0),8.(1-20),8(-5), B, (51, B, (1+3), 8 (2.1, B, (3-1), B, (-3+1),B.(-2-1),
B,(—1-3i),B,(-5i),B,(5) ve B,(—1+2i) ayrik yuvarlar1 bulunmus olur.

Ayrica S :<ﬂ*> kiimesinin miikemmel 1—baskin kiime oldugu agikca
goriilmektedir. Asagidaki sekil G,,,; ¢izgesini ve lizerindeki 1—baskin kiimeyi

vermektedir. Koyu renkli noktalar t =1 igin < ,B*> = <1— 2i> kiimesinin elemanlaridir.



29

Sekil 2.5. G,,,; ¢izgesinde 1—baskin kiime

Ornek 2.3.5. o =4+7i olmak iizere G,,,, de miikemmel 2—baskin kiime asagidaki

gibi bulunur.
t =2 oldugundan Teorem 2.3.1.” e gére 2 3i elemanlari kontrol edilir.
L=(2+3i) 1 (4+7i) fakat g~ =(2-3i)|(4+7i) oldugundan S~ iiretectir.

S =<ﬂ*>={x+ yi:k(2-3i)=x+yi (mod 4+7i), k e Z}
—{0,2-3i,-3-2i,3+2i,-2+3i}
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dir.

Gergekten |S|= K,E>‘ =

S ={0,2—-3i,-3-2i,3+2i,—2+3i} kiimesinin elemanlarina agirhg 0, 1 ve 2 olan

elemanlar eklenerek a=4+7i ye gore mod islemi yapildiginda olusan 2 yarigaph

yuvarlar asagida verilmistir.

0eS i¢in

B,(0)= {77 €Z[i], ;;: Dyri(n,0) < 2}
={0,1,-1,2,-2,i,—i,2i,-2i,1+i,1—i,-1+i,-1-i}

dir.

2-3ieS igin

82(2_3i):{77€Z[i]4+7i Dy (77,2_3i)S 2}
:{2—3i,—4+i,1—3i,2—2i,—5,—3+i,—3i,2—i,—5—i,3—2i,1—4i,—4,1—2i}
dir.

—3-2i €S i¢in

B,(-3-2i)={nZli],, : D, (1.-3-2i)<2|
={-3-2i,-2—-2i,5i,-3—i,1— 4i,~1— 2i,~1+5i,-3,1+3i,~2 —i,4i,-2 - 3i,~4 — i}
dir.

—2+3ieS i¢in

B,(-2+3i)={n e Z[i], : Dy (n.—2+3i)<2}
={-2+3i,4—i,-1+3i,-2+2i,5,3-1,3i,-2+1,5+i,-3+2i,~1+4i,4,-1+2i}
dir.



31

3+2ieS i¢in

B,(3+2i)={neZli],, D, (n3+2)<2|
={3+2i,2+2i,-5i,3+i,—-1+4i,1+2i,1-5i,3,—1-3i,2+i,-4i,2+3i,4 +i}
dir.

Burada B, (0),B,(2-3i),B,(-3-2i),B,(3+2i) ve B,(-2+3i) ayrik kiimelerinin

birlesimleri Z[i], ,, kiimesine esittir ve (8)={0, 2-3i, —-3-2i, 3+ 2i, —2+3i}

4471

kiimesi 2 —baskin kiimedir.

Ornek 2.3.4.” de t=1 icin bulunan S kiimesi bir kod kiimesi olsun ve S nin

herhangi bir 7 eleman: iletisime sokulsun. iletisim esnasinda 7 hatasiz iletildiginde
yada 7© da 1 bozulma meydana geldiginde bu 7  elemam
B,(n7)= { BeZli],.. Dy (L) Sl} kiimesinin elemanlarindan biri olarak iletilir.
Dolayistyla tekrar 7 olarak dekodlanir. Yani 1-—baskin kiime, 1 hata diizelten

miikemmel kod gibi diisiintilebilir.



BOLUM 3. HURWITZ SAYILARINDA t -MUKEMMEL
KUMELER VE MUKEMMEL KODLAR

Son yillarda birgok arastirmaci Gauss, Lipschitz ve Hurwitz sayilar1 iizerinde yeni
kodlar insa etmislerdir. Bu kiimeler iizerinde kod insaa etmeye ¢alisilmasinin temel
nedeni, bu kodlarin dordiil genlik modiiliine (Quadrature Amplitude Modulatin,
kisaca QAM) gore Hamming metrigine ve Lee metrigine gore yazilmis kodlardan
daha iyi performans saglamasidir. 1996 yilinda Huber Gauss tamsayilar kiimesi
tizerinde Mannheim metrigini tanimlayarak bu kiime iizerinde bir hata diizeltebilen
miikemmel kodlar elde etti [8]. Bu ¢alismadan esinlenerek, Huberin bu c¢alismasi
Lipschitz sayilar {lizerine aktarildi [5, 9]. Lipschitz sayilarina aktarilan bu kodlarin
QAM ig¢in ortalama enerji, bant genisligi ve kod hiz1 agisindan Huber' in kodlarindan
daha iyi oldugu gosterildi. Daha sonra Lipshitz sayilari iizerinde miikemmel kod
bulmak i¢in [10]” da Cayley Cizge kullanildi ve t=1 i¢in miikemmel kodlar

tanimlandi.

2013 yilinda [11]’ de, Hurwitz sayilar {izerinde ilk lineer kodlar tanimlandi ve bu
kodlarin ortalama enerji, bant genisligi ve kod hiz1 agisindan literatiirdeki kodlardan
daha iyi oldugu gosterildi. Daha sonra Lipschitz ve Hurwitz iizerinde bir c¢ok

mitkemmel kod bulma yontemi [10, 12, 13, 14]’ de verilmistir.

Bu calismada [5]° de verilmis olan ¢izge kurami kullanilarak Hurwitz sayilari
tizerinde t—hata diizeltebilen mitkemmel kodlar elde edilmistir. [12, 14]’ de Hurwitz

sayilar1 lizerinde bir hata diizeltebilen miikemmel kodlar karakterize edilmistir.

Ayrica [11, 12, 14]’ de, « asal Hurwitz sayisi olarak alinmasina karsin bu ¢alismada
a asal degildir. Ustelik bu ¢alismada sadece bir hata diizeltebilen miikkemmel kodlar

degil, ayn1 zamanda t —hata diizeltebilen miikemmel kodlar karakterize edilmistir.
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3.1. H, Kiimesi ve Ozellikleri

Tamm 3.1.1. H={a,+aji+a,j+ak:a,a,a,a R} ile gosterilen Hamilton

Kuaterniyonlar kiimesi; R reel sayilar kiimesi iizerinde bir serbest modiildiir. Bu

modiiliin bazlar1 1,1, j,K dir ve bu bazlar asagidaki gibi tanimlanur.

1, R nin birim elemani olmak tzere;

2)ij=—ji=k; jk=—Kj=i;ki=—ik=]j
dir.

Ayrica q=a,+aji+a,j+akeH Kuaterniyonunun eslenigi q° ile gosterilir ve

q° =a,—ai—-a,]—ak

olarak tanimlanir.

H {izerinde q=a,+aji+a,]j+ak € H sayisinin normu

N(q)=0q"=a) +a’ +a’ +a;
dir.

Bu norm ¢arpimsal normdur. Yani
N (qlqz) =N (ql) N (Q2)
dir [10].

Tanim 3.1.2. Lipschitz tamsayilari
H[Z]={a,+ai+a,j+ak:a,a,a,,a, Z}

olarak tanimlanir [10].

Tamim 3.1.3. Hurwitz sayilar1 H ile gosterilir ve
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HzH[Z]uH{Z+ﬂ

={ao+a1i+azj+a3k.
5 :

a,=a =a,=a,(mod2),a,,a,3,,a, eZ}

seklinde tanimlanir [15].

Hamilton Quaternionlar1 tizerinde yukarida tanimlanan N (q) norm fonksiyonu ve

ozellikleri Hurwitz sayilari i¢in de gegerlidir.

Tamm 3.1.4. Eger bir Hurwitz sayisinin normu tek tamsayi ise bu sayiya tek

Hurwitz sayisi, eger normu ¢ift tamsayi ise ¢ift Hurwitz sayisi denir.
Bu boéliimde yalnizca tek Hurwitz sayilar1 kullanilacaktir.
Ornek 3.1.1.

2+1=2+1+0]+0k e H dir.

§+5=§+O.l+0.i+5¢H dir.
2 2 2 2 2 2
l—l+i+ﬂ+5ez7-(dlr.

2 2 2
1_§+ﬂ_EeHdlr

2 2 2

Tanmm 3.1.5. ¢,,0, €M olsun. g, —0,=ad olacak sekilde 30e€H var ise «
modiiliine goére ,, g, ye soldan denktir denir ve q,=,q, (mod a) seklinde

gosterilir.

Not 3.1.1. Bu calismada sol denklik kullanilacaktir. Benzer sonuglar sag denklik
kullanilarak da elde edilebilir.
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Tanmm 3.1.6. 0=« e’H bir tek Hurwitz sayist olsun. o nin {irettigi sag ideal

<a> = {a./l Ae H} olarak tanimlanir. Bu ideale gore kalan siniflarinin olusturdugu

kiime H, ile gosterilir.
Teorem 3.1.1. 'H, bir degismeli gruptur ve H,, H lizerinde bir sag modiildiir [12].

Teorem 3.1.2. 0= a e M ise H,, N(a) elemana sahiptir [12].

o . ... 2 2 2 2_ 2 _ . .
Ornek 3.1.2. a=1+2] igin N(a) (1 +2 ) =5°=25 dir. Bu yiizden H, 25

elemanlidir ve

H _={O,l,—1,i,—i,j,—j,k,—k,1+l l+K,—1+l+l+5,l—l+i+5,
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
1 i j k1 i j k 10 jk 1 i j k 10 jk
—+— NSk, — + il — , - + — - — e+ — , ——+—+———,
2 2 2 2'2 2 2 22 2 2 2" 2222 2222
1 i j k1 i j k1 i jk 1 i jk 10 jk
————— L R R R b e e e
2 2 2 2'2 2 2 22 2 22 22 2 2"2 2 22
SRS O S D . S .1
2 2 2 222 2 2 2 2 22

olur.

Not 3.1.2. aeH, olsun. a nin simnifindaki baz1 elemanlarin normu ile @ nin normu

esit c¢ikabilir. Bu sebeple a nin simifindaki normu en kiigiik olan elemanlardan

herhangi biri tam temsilci olarak secilebilir. Ornegin a=1+3i+2j+k alinirsa

a= g + %i +g j+ % k elemaninin sinifinda —2+k eleman1 da bulunmaktadir. Yani

1. . —
§+EI +g J +E k=-2+k dir. Bu smifta normu 5 olan yalniz bu iki eleman vardir.

Bu smuftaki diger elemanlarin normu 5 ten biiyiiktiir. Dolayisi ile tam temsilci olarak

g+%i +§ J +%k veya —2+k elemanlarindan herhangi biri segilebilir. Denk olan

bu elemanlar matematiksel olarak ¢€H olmak iizere a+a.¢=-2+k (mod a)



36

seklinde kontrol edilebilir. Bu kontrol Mathematica programi kullanilarak asagidaki

gibi yapilir.

<< Quaternions’

3 X 38 A
Mod[Quaternion[—, s —], Quaternion[l, 3, 2, 1]]
2727272
. 3 &2 3 A& . . a i (R K .
Mod[Quaternlon[—, e —] + Quaternion[l1, 3, 2, 1]**Quaternlon[—, = o —], Quaternion[1l, 3, 2,1]]
.l Z ). 25 25 2n 2
s 3 X ] =X % X I T T r P
Mod[Quaternlon[E, 5, 5, 5] + Quaternion[1, 3, 2, 1]**Quaternlon[—5, 5, 5, 5]’ Quaternion[l, 3, 2, 1]
3 1 3 A
Mod[Quaternion[E, 5, 5, 5] + Quaternion[1l, 3, 2, 1] ** Quaternion[1l, 0, 0, 0], Quaternion[1, 3, 2,1]]
. 3 X 8 A . . .
Mod[Quaternlon[E, 5, 5, 5] + Quaternion[1l, 3, 2, 1] % Quaternion[-1, 1, 0, 0], Quaternion[1, 3, 2,1]]
" 3 d 3B @
Quaternion ’ r r
t 2 2 2
Quaternion[-2, 0, 0, 1]
Quaternion(-2, 0, 0, 1]
Quat i (3 4 3 A9
uaternion
Lg% 194" g% iyl
AT . B3 A 3 A3
uaternion
La" 5" 2" iad

Teorem3.13. 0xaeH, feH, ve [, a nmn sol bdleni olsun.

Buna gore ( ﬂ) ile gosterilen £ elemaninin tirettigi alt grubun eleman sayisi

Ispat: H, nin eleman sayisi N(a)2 ve H, nin eleman sayisi N(ﬂ)2 dir. Bla

secildiginden Lagrange teoremine gére f nin H, icinde irettigi alt grubun eleman

sayisl

Ornek 3.1.3. a=(2+i)(1+i+j)=1+3i+2j+k olsun. f#=2+i, a nimn sol béleni
olup (B)={0,2+i,-2—i,-1+2i,1-2i,2j+k,—2j—k,—j+2k, j—2k}
dir.
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=z

(B)=9= (o) _(B+3+241) 15
N(a)’ (22 +22) 5°

Tamm 3.1.7. S,y € H, olsun. x4 elemani f—y nm denklik smifindaki normu en

kiigiik eleman olsun. S ile y arasindaki mesafe d, (3,7)=N(u) olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.4. a=1+3i+2j—k, f=2+i+] ve 7/=1+l+i—5 icin
2 2 2 2
3 i j k 3 i j k y
—y=f=—+—+-+—=—+—+=+—(mod 1d d
Por=m=gtytyty Tyt (Mde) cldugundan

d, (B.7)= sz +[%)Z +@j2 +(%)z =3 diir.

Ornek 3.1.5. a=1+3i+2j—k, B=1+i+]j, y=2+] igin

p—y=-1+i=-1+i(mod ) olup d, (1+i+ j,2+ j)=(-1)°+(1)* =2 dir.

Ornek 3.1.6. a=1+3i+2j—k, B=2-i, y=-2i—K i¢in
f-y=2+i+k=-2+i(mod &) oldugundan d_ (2-i,~2i—k)=(-2)"+(1)° =5

olarak bulunur.

Ornek 3.1.7. 0,7 € H,,,;, a:—%+%—%+g, T =— i¢in

1 3 j k 1 i j Kk NN .
—T=——t——"+—=—————=—— mod (1+2j)) dir. Buna gore
TR 272 5 7 (Mod (L+2])) dir. Buna g

o
o
P
N
Ve
Q
=
A —
|
N |-
— N
+
A/ DN
|
N |-
N—
N
+
|
N |-
N—
N
+
|
| =
N—
N
Il
[

4 =1 dir.
4

Tamm 3.1.8. feH, nin agirhg w, (f) ile gosterilir ve w, (B)=d, (,0) olarak

tanimlanir.
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Bu tanima gore a=b=c=d (mod 2) olmak iizere ﬁ,:g+g'+%j+%ke7{a

elemaninin agirliginin 1 ve 2 olmasi durumunda A degerleri asagidaki gibi bulunur.

a’ b* ¢ d’
w,(2)=d,(4,0)=1 ise N(/1)27+Z+Z+7=1 dir. Buna gore

a’+b*+c®+d*=4 olup iki farkli durum s6z konusudur. Ya a,b,c ve d
sayilarindan herhangi biri 2 ve digerleri 0 ya da a,b,c ve d sayilarinin herbiri

F1 olur.

Bu durumda agirligi 1 olan 24 elemanmn 8 tanesi ¥1,Fi,F j,FK ve 16 tanesi

w,(4)=d, (2,0)=2 ise N(A)=—+—+—+—=2  dir.  Buradan

a’ +b*+c®+d” =8 olur. Buna gore a,b,¢c ve d sayilarindan herhangi ikisi F2 ve

digerleri 0 olmalidir.

Omegin a=b=72 icin A, 1+i,1—i,—1+i, veya —1—i den biri olur. Buna gére

agirhigi 2 olan 24 eleman ¥1Fi, F1F j, F1¥K, FiF j, FiF¥Kk, F jFK dur.

Not 3.1.3. d_, bazi durumlarda iliggen esitsizligini saglamaz. Fakat bu durumda o ya

gore sol denklik siifindan yararlanilabilir.

Omegin  a=7+12i, LS=2-6i, y=3+2i ve  A=2-5i i¢in

d, (B.7)<d,(B,2)+d, (A7) esitsizliginde f-A=—0, A-y=-1-T7i ve
f-y=-1-8i=6+4i (mod ) dir. 6°+4” <(-1)"+((-1)" +(-7)") oldugundan

52 <51 celiskisi olusur. Ancak sag denklik sinifindaki 6+4i sayisina sol denklik
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sinifinda _§+___+7k sayis1 karsilik gelir ve bu saymin normu da

49+9+425+81 = 124 =41 olup 41<51 elde edilir.

Bu durum her « e H igin meydana gelmemektedir. Bu problemden kaginmak igin

uygun elemanlar se¢ilmelidir.
3.2. Hurwitz Sayilar1 Uzerinde Miikemmel Kiimeler ve Miikemmel Kodlar
Tamim 3.2.1. 0+ o € H tek Hurwitz sayist olsun.

1) V ='H, koselerin kiimesi ve
2) E= {(/1 7/) eV xV:d, (ﬂ,, 7/) =1} kiimesi kenarlarin kiimesi olarak alinirsa

G, (V,E) bir ¢izge tanimlar.

y € H, olmak lizere y ya 1 birim uzaklikta olan elemanlar, agirhigi 1 olan 24

elemanin teker teker y ya eklenmesi ile bulunur.

Bu tezde Tanim 2.1.10.” da verilen diizenli ¢izge CN(a)z(jl' jos--- Jp) dir. Bu

durumda N («)=a; +a; +a; +a; =2m+1, meZ olarak alinacaktr.

Teorem 3.2.1. e €{i, j,k} ve a=a,+ai+a,j+ak=(a,+ai)+(a,+a,i)e, eH

olmak iizere & bir tek Hurwitz sayist olsun. Bu durumda C . (JpJprer b)) ile

a

G, izomorf c¢izgelerdir ve ¢izge izomorfizmasi;;, X,Y,,X,,Y, €Z, (@« V€
G, =a,% +a,Y; (mod N(«)), g, =a,x, +a,y, (mod N(a)) olmak iizere

WLy * Ly, > H,

(0,,0,) > (X +Yi)+(X+Y,i)e,(mode)

olarak tanimlanir.
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Ispat: G, cizgesinin koseleri H, kiimesinden ve C, (a)z(jl’ Jo1--- i) koseleri ise
ZN(Q) xZN(a) kiimesinden segileceginden ispat i¢in H, 'nin ZN(Q) xZN(a) 'ya izomorf
oldugunu gostermek yeterlidir. H, ve ZN(a) xZN(a) toplamsal degismeli grup olup
bu gruplarin bazlari sirasi ile €, e, € {1, i, k} ve (1, O),(O,l) olarak sec¢ilebilir.

W Ly <Ly, —H,
(L0) e
(01) e
fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu fonksiyonun birebir ve Orten bir grup

izomorfizmasi oldugu agiktir. Soyle ki; (a,,b,),(a,.b,) € Z, @ * L) olmak iizere;

v((ah)+(ab,))=w((a+a,b +b,))
=(a,+a,)e,+(b +b,)e,
=v((&b))+y((2:b:))

v((ab))=v((a:b:))

= ae +be, =ae +he,

= (a,b,)=(a,,b,) (mod N ())

dir.

O halde H, ve Ly () % Ly, 1zomorf gruplardr.

Bu fonksiyonun iyi tanimli oldugu [15]” de gosterilmistir.

Ornek 3.2.1. Asagida Wolfram Mathematica programi kullanilarak siras1 ile

G125 Ve Cgy(13,14,...,24) cizgeleri olusturulmustur.
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a =Quaternion [-1, 2, 2, 0]; X =Norm [a]; A =Table [1, {k}]; Do[A[[n]l] =n, {n, 1, k}]

B = Quaternion [0, 0, 1, 0] «A; GG = Table [1, {k*2}];
Do[Do[GG[[n+Xw(m-1)]] =A[[n]] +B[[m]], {n, 1, X}], {m, 1, k}];
Ha = Table [1, {k~2}]; (»Ha denotes the Hyw)

Do [Ha[[tt]1] = Mod [GG[[tt]], a], {tt, 1, k~2}];

MatrixForm [Ha]:

BB = Table [1, {k*2}, {4}]1;

Do[BB[[t, 1]] =Ha[[t, 111; BB[I[t, 2]] =Ha[[t, 2]1]; BB[[t, 3]1] =Ha[[t, 3]1; BBII[t,

» {8, 1, k%2315
KK =Table [1, {k*42-1}];
Do [KK [[t]] =BB[[t]1] »BB[[t+1]], {t, 1, k+2-1}];
KKK =Union [KK, {{0, 0, 0, 0y->{1,0, 1, 0}}1;
G = Graph [KKK , VertexLabelStyle - Directive [Red , Italic , 11], VertexSize -0.5]
(xThe graph G shows G_i.ni.j.%)
G = CirculantGraph [81, {13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}, VertexSize
EdgeCount [G]
GraphDiameter [G]

o0 ¢ O

Sekil 3.1. G, 5.,; cizgesi

4]1] =Ha[[t, 41]:

-+ 0.5, EdgeStyle - Dashed ]
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Sekil 3.2. Cy(13,14,...,24) cizgesi

A 1
8={¢l¢|,11,$k,$5+

F "_Lg} kiimesi carpma islemine goére bir degismeli

N | =
l\)ll_.

olmayan gruptur.

Onerme 3.2.1. a bir tek Hurwitz sayis1, o, o, €€ ve B, 3, € H olsun. Eger
B.=p, (mod a)

ise

PP, = PP (mOd plap2)

olur.

Ispat: Eger B, =5, (mod ) ise B, =p,+ad olacak sekilde §eH vardir. Bu

esitligin her iki yani soldan p, ve sagdan p, ile ¢arpilirsa
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B+ad)p,
=p (B ,02+pl(0!5),02
= p(B) o+ pi(a(p.p,) 5 ) s

PP, =

P
(
(
=p.(B) . + (o, (2P,
(
(
(

)

)

)
=p.(B)p,

)

)

+(pap,)8,,6,=p, p, e
=p(B) P, +(p@) Py,
=p(B) P, + (e )ps,pg p,0 €€
= p1(B) P+ (paps)

elde edilir. Bu da

PP = P (mOd plap2)

oldugunu gosterir.

Onerme 3.2.2. o bir tek Hurwitz sayisi olsun. Eger {e=¢,,¢,,...,&,} kiimesi H,

nin bir boliintiisii ise {60, P.6,0,,-.., p&,p,} kilmesi de H,.,, kiimesinin bir

boluntisi olur.

Ispat: p,p, ec olmak iizere, kabul edelim ki pegp, N pé,p, #2 olsun. Bu
durumda a e pgp, ve ac ps,p, olacak sekilde en az bir ae’H, vardir. ae pgp,
ve aeps,p, ise sirast ile a=pbp, ve a=pcCp, olacak sekilde beg,cee, ve
Pp, P, € € vardir. ¢ bir carpimsal grup oldugundan

a=pCp,=>C=pap, ce

bulunur. Buradan ce¢ ve ceg, olup ene, # I geligkisi olur.

Asagidaki énermenin ispatt Onerme 3.2.1. ve Onerme 3.2.2.” den agiktir.

Onerme 3.2.3. o, a,e€H olsun. G, =G, olmast icin gerek ve yeter sart

o, = p,a,p, olacak sekilde p,, p, € ¢ sayilarinin var olmasidir.
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Ornek 3.2.2. o =1+3i+2j+k olsun. jo, = j(1+3i+2j+k)=-2+i+j-3k=q,

olarak segilirse G, =G, olur.

Tamm 3.2.2. aeH olsun. teN igin G, iginde y merkezli ve t yarigapli bir
yuvar
B (r)={1eH,:d,(4y)<t]

olarak tanimlanur.
Eger 4B, (7/) ise ¥ kosesi A kosesine t —baskindir denir.

Ornek 3.2.3. @ =1+3i+2j+k olmak iizere G, icinde ¥ =—2]—k merkezli

+3i+2 j+k

ve t =1 yarigapli B, (—2j—k) yuvari asagidaki sekilde bulunur.
Yukaridaki tanima gore B, (—2j—k)= {ﬂ, € Mgz - Ogizjc (A 2] —k) < 1} dir.

Burada birbiri ile karismamasi i¢in 2 degerleri indislenmistir.

t=0=d,(4,—2j—k)=0 oldugundan y =4 =-2j—k olup —2j—k e B (-2j—k)
dir.

t=1=d_(4,-2j—k)=1 oldugundan —2j—k elemania agirligi 1 olan elemanlar

eklenerek a modiilosuna gore kalan islemi yapildiginda 4 degerleri asagidaki gibi

bulunur.
J=(-2j-k)-1=-1-2j- z%—é+%+%(mod (1+3i+2j+K))
:>1—l+i+%e B,(—2j—k) olur.

2 2 2 2
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. . 1 i 3j k .
=(-2j-k)+1=1-2j-k=—=+—+———(mod (1+3i+2j+k
A =(-2i-k) jmk=—Z o+~ (mod ( j+k))
1 i 3] k . . . <
:>—§+§+?——e B,(—2j—k) olup, benzer sekilde islemler yapildiginda

1 1 3) k1 i1 jJ 3k3 i1 j 3k .
B.(r)={-2j-k-S4—+2-2 =—— S+ 14 2i— -k,
(1) =2l -k o = T e Tt .

3 i j k 3 0 j k1 i 3] k 1 i 3 k1 i 3 k
P e S It 2 [ e e R S !
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
_1+i+j,l+l_3_1_%1_E_L_3_J_5’1_§+1_%,1+j+k,_1+j’

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
%—%—3—2]—%,—1+i+j—k,—2+j,1—i+j+k,1+k,—1+j—k,l—i+k}

olarak bulunur.

Burada —2j—k kosesi B, (—2j—k) kiimesindeki elemanlara 1—baskindir.

Tamm 3.2.3. ScG, ve teZ" olsun. Eger G, nin her kdsesi S deki yalmz bir

kose ile t—baskilanirsa S ye bir miikkemmel t —baskin kiime denir.

Tanim 3.2.4. Bir agirliklt hatalar1 diizeltebilen n uzunluklu bir miikemmel grup kod

olan C, H, grubunun n defa direkt ¢arpimi olan " kiimesinin bir alt grubudur.

Burada H,"\C kiimesindeki her elemanin C kiimesinde bir ve yalniz bir elemana

olan uzakligi 1 dir [13].

Lemma3.2l. o#7 Ve 0,7 ¢ <,B> ise d, (o,7)=d_(By,0) olacak sekilde sifirdan

farkl bir y € H, vardur.
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Ispat: o,7 e< ,B> ise o= o, ve t=p0, olacak sekilde o,,0, € H, vardir. Burada
o#7 oldugundan &,—6,#0(mod &) dir. Bu durumda y=4,-6, (mod «)

alinirsa ¥ € H, olup,

d,(o.7)=d,(c-7,0)=d, (85 - B5,,0)=d,(B(5-5,),0)=d,(57.0)

esitligi elde edilir.
Teorem 3.2.2.

1) 0£BeH, N(B)=5 ve Bla ise H, iizerindeki (B)=S sag modili, G,

kiimesinde miikemmel 1—baskin kiimedir.

2) 0=BeH, N(B)=7 ve pla ise H, izerindeki (B)=S sag modili, G,

kiimesinde mikemmel 2 —baskin kiimedir.

Ispat1: 0= BeH,,N(B)=5 ve B|a olsun.

S= < p > kiimesinin 1—baskin kiime olmasi1 i¢in S nin birbirinden farkli herhangi iki
eleman1 o ve 7 i¢in d,(o,7)>3 olmaldir. Lemma 3.2.1." ¢ gbre en az bir
0#yeH,igin d,(o,7)=d,(By,0) oldugundan ispat i¢in d, (Sy,0)>3 oldugunu
gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki 0#ye™, Sy +0(moda) ve d,(8y,0)<3

olsun.

Buna gore en az bir a=a,+ai+a,j+akeH, i¢cin
By =, a=a,+ai+a,j+ak(moda) ve d, (By,0)=N(a)=a,’ +a°+a," +a,” <3
olur. By =, a(mod a) oldugundan By =a+ay, ve f, a nn sol bdleni oldugundan

a = By, olacak sekilde 3 y,,y, € H elemanlar1 vardir.

Buradan
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Py =a+ay,=a+(By,)rn=a+pB(r.n)
=a=fy-p(r.n)=B(r-rn)
=a=p(y-7.n)
olur. N nin garpimsal bir norm oldugu goz 6niine alinarak son esitlikte her iki tarafin
normu almir ise
N(A(r=7.72)) =N(B)N(r=7.12) =N(a)
N(a)
N (B

= N(y-70)=

N—"

bulunur.

o # 1 segildiginden N(a)=0 dir. Dolays ile

N(B)=5ve N(a)<3

oldugundan

N(a)
5

celiskisi olusur.

=N(y-y0)eZ

Buna gore d, (8y,0)>3 olur.

Yani S sag modiilii, G, kiimesinde miikemmel 1— baskin kiimedir.

Ispat2:0# Be™H, ,N(B)=7 ve B|a olsun.

Bu durumda S :< ﬂ) kiimesinin farkli iki elemaniin olusturacagi yuvarlarin
yarigapt 2 olacagindan, her yeH igin d,(fBy,0)>5 oldugunun gosterilmesi

gerekir.

Yukaridaki ispata benzer sekilde en az bir yeH igin ,8;/$0(m0d a) ve

d,(By,0)<5 oldugu kabul edildiginde, N(B)=7 ve N(a)<5 olacagindan
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N(a)
7

=N (7/—72]/1) ¢ 7 celiskisi olusur. Buna gore d (ﬂ}/, O) >5 olur. Yani S sag

modiilii, G, kiimesinde milkemmel 2 —baskin kiimedir.

Not 3.2.1. Teorem 3.2.2., uygun sartlar saglandiginda farkli t degerleri icin de
benzer sekilde ispatlanabilir. Ornegin t=3 igin agirhg 3 ve 3 den kiigiik olan
elemanlarin sayist bir asal sayinin karesine esit degildir ve Teorem 3.2.2.” nin

sartlarint saglayacak uygun f ve « degerleri bulunamaz. Fakat t =4 oldugunda

agirhigi 4 ve 4 den kiigiik olan elemanlarin sayis1 169 =13 olup Teorem 3.2.2.” nin

sartlarin1 saglayan uygun B ve a sayilan segilerek mitkemmel 4—baskin kiimeler

olusturulabilir.

Sonu¢ 3.2.1. Agirligi t ve t den kiiglik Hurwitz sayilarinin sayist N ( ,8)2 olacak

sekilde bir f Hurwitz sayisi var olsun. Bu durumda {izerinde bir mitkemmel t—

baskin kiime olusturulabilecek H, kiimesinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N ( Y5 ) = p olacak sekilde bir p asal tamsayisinin var olmasidir.

Teorem 3.2.2. ye gbre 0= feH, ,N(S)=5 ve B|a ise (B)=S sag modili G,
kiimesinde miikkemmel 1-—baskin kiimedir. Bu kiime 7, nm bir alt grubudur.

Bundan yararlanilarak kod sozleri S nin elemanlar1 olan H, iizerinde bir C=S

kodu tanimlanabilir. S sag modiili minimum mesafesi 3 ve uzunlugu 1 olan bir

miikemmel grup kod tanimlar.

Benzer sekilde N(£)=7 oldugunda G, nin bir 2—baskin S kiimesi vardir. Bu

kiime H, nin bir alt grubu olup H, {lizerinde bir C=S kodu tanimlanabilir. S

minimum mesafesi 5 ve uzunlugu 1 olan bir miikemmel grup kod tanimlar.

Ornek 3.24. f=2+i ve a=(2+i)(1+i+ j)=1+3i+ j+k olsun.
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<,B> :{O,2+i,—2—i,—1+ 21,1-2i,2j+k,-2]—k,— ]+ 2k, j—2k} olup bu kiimedeki
9 elemanin herbiri H, kiimesinde 25 eleman1 1—baskilar. Yani toplamda 9 yuvar
vardir ve bu dokuz yuvarin her birinde 25 eleman bulunur. Dolayisi ile ( ﬂ) kiimesi

H, tizerinde 1—baskin kiime olusturur.

H, iizerinde C =S =(f) segilirse C kodu 1—hata diizeltebilen bir miikemmel kod

olur.
Bu 6rnek asagida verilen Wolfram Mathematica programi ile elde edilebilir.

Programdaki "K" tablosunun 1. siitunu A, kiimesinin elemanlarmi ve 2. siitunu da

Bp2= < ﬂ) kiimesinin elemanlarinin baskiladigi 25 eleman sirasiyla vermektedir.

Programdaki "SW1" kiimesi agirlig1 bir olan Hurwitz sayilarini, "B1 " kiimesi ise

yE < p > elemanina bir uzakliktaki elemanlarin kiimesini gostermektedir.

"KKKK" tablosunun 2. siitunu 2+I e<ﬂ> elemanin baskiladigi 25 elemam

gostermektedir. Bu tablo "K" tablosunun ilk 25 elemaninmi gostermektedir.

"G" ise Sekil 3.3.” de gosterilen, koseleri ‘H, kiimesinden olan dongiisel ¢izgeyi ve
bu ¢izgede ki isaretli 1,2,...,9 noktalar ise (,6’) kiimesinin elemanlarinin yerini

gostermektedir.

Sekil 3.4. ise Gy, Sizgesine izomorfolan C,,(13,14,...,24) déngiisel ¢izgesini
gostermektedir. Bu ¢izgenin ¢apt 5 tir. Diger yandan G, g, kiimesindeki

elemanlar ile sifir arasindaki maksimum karesel Oklidyen mesafesi de 5 tir.



In[227):= =< Quaternions”

@ ={maternion[l, 3, 2, 1] k=Norm[a]: A= Tabkle[l, {k}]: Do[A[In]] =n, {n, 1, k}]
B = (maternion[0, 0, 1, 0] «A; GG =Table[1l, {k*2}]:
Do[Do[GG[[n+ks (m-1)]] =A[[n]] +B[[m]], {n, 1, k}], {fm, 1, k}]:
Hex = Table[1l, {k*2}];(sHa denotes the Hp=)
Do[Ha[[tt]] = Mod [GG[[tt]], @], {tt, 1, k*2}];
B ={(maternion[2, 1, 0, 0] Dimensions [Ha]l ;
B =Table[l, {k*2}]: Do[B[[t]] = Mod[B «xHa[[t]], al,

{t, 1, k*2}]: Bf = Union[B] ; Dimensions[BF]
Bf1 = Table[0, {Dimensions[BA][[1]1]1}]1:

1

11 1
Do[Bﬁl[[t]] =If[B,s[[t]] ==Mod[B,s[[t11 . (awauatemlon[E, 55 5]), a], Bﬁ[[t]]],

2
{t, 1, Dimensions[Bﬁ][[l]]}]:

MatrixForm [BS1]

fmaternion[2, 1, 0, 0]
fmaternion[0, 0, -2, -1]
fmaternion[0, 0, -1, 2]
fmaternion[-1, 2, 0, 0]
Bp2 = fmaternion[0, 0, 0, 0] ; (=Bf2 shows the set generated by g
fmaternion[0, 0, 2, 1]
fmaternion[l, -2, 0, 0]
fmaternion[0, 0, 1, -2]
maternion[-2, -1, 0, 0]
ed. seco

i= obt BE1l is checked. Using the commend

Member(, eqn ent elements are elected. =)

denotes the elements of weiaht 1. =)

P

{«The set
SW1 = Table[l, {25}]:
Do[Do[SWi[[m+5« (n-1)]] = Mod [{maternion[m, 1, 0, O] +
fmaternion[l, 0, n, 0], gmaternion[2, 1, 0, 011,
{fm, 1, 5}], {n, 1, 5}]1:
Bly = Table[l, {k~2}]:
Do[Do[Bly[[m+25« (n-1)]] =SWi[[m]] +BE2[[n]],
{m, 1, 25}1, {n, 1, Dimensions[BFZI[[1]]1}]~
MatrixForm [Ha] ; Dimensions [Bly]:
K = Table{l, (225}, {2}]1.
Do[K[[t, 1]1] =Ha[[t]l]l: K[[t, 2]] = Mod [Bly[[t]], a],
{t, 1, 225}]; Dimensions[Union[Ha]]: MatrixForm [K];

he first column of the matrix K denotes the elemnts of Hy and the first 25

rows of the s=econd column of the matrix K are

distance one from the first elemnt

of BS2. The next elements occcurs in the same w)

BB = Table[1, {k*2}, {4}]:

Do[BB[[t, 1]] =He[[t, 1]]: BB[[t, 2]] =He[[t, 2]]: BB[[t, 3]] =Ha[[t, 3]]: BB[[t, 4]] =Ha[[t, 4]]*

At 1, k™23

EK = Table[1l, {k*2-13}]:

Do[KK[[t]] =BB[[t]] »BB[[t+1]], {t, 1, k*2-1}];

FFE =TUnion|EE, {{0, D0, D, D} - {1, O, 1, D}37:

FEFFK = Table[1l, {25}]1:

Do[REEE [[t]] =K[[t]], {t, 1, 25}]:

MatrixForm [EEEK ]

C = Graph[EEE, Vertexlabels » {{0, 0, 0, 0} »"1", {0, 0, -2, -1} »"2", {0, 0O, -1, 2} »
"43", {-1, 2, 0, 0} +"4", {2,1, 0, 0}+" 5", {0, 0, 2, 1} »"6", {1, -2, 0, 0} »
n,In, {0, 0,1, -2} +"8", {-2, -1, 0, 0} +"9"},

VertexlabelStyle -+ Directive[Red, Italic, 11], VertexSize -+ 0.5]

[ o

(«The graph G shows Gy,

The elemnts of the set =8> occcurs {1,2,..9} in that graph
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G = CirculantGraph[225, {13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}, VertexSize + 0.5, EdgeStyle + Dashed]

EdgeCount [G]
GraphDiameter[G]

Yukaridaki programin ¢iktilart sunlardir:



Tablo 3.1. H,,5.;.k

Out[ 252} /MatrixForm=

kiimesi ve < B > kiimesinin baskiladigi elemanlar

guaternion[1, 0, 1, 0] Quateminn[—i, ir —i.— i] .
Quatemian[—i, —i, —i, i] Quaternion[-1, -1, 1, 0]
Quaterniﬂn[—i' _;1':' _i' i] Quaternionid, -1, 1, 01
Quatemicm[i, —if —ir i] Quatemion[i. i’ _i' i]
Quatemion[i, —i, —i: i] Quatemion[—i, ;’ i’ _i]
Quaternian[—i, i, i, —i] Quaternion(0, 0, 1, 2]

Quateminn[i, i, i, —z] Quatemion[i, i' i' i]

Quatemion[i, ;:, i, —E] Quaternion([-1, 1, -1, 1]
Quaternion[-1, 0, -1, -1] Quatemiﬂn[%, i e

Quaternion(0, 0, -1, -1] Quateminn[—‘l. 6' :1"1]

Quaternion[l, 0, -1, -1] Quacemion[—jj. S l;]

Quaternion(0, -1, 0, 2]  Quaternion(-1, -1, 1, -1]

Quaternion[-2, 0, 1, 0] Quarernion(0, -1, 1, -1]

Quaternion[-1, 0, 1, O] Quaterninn[g, i —ir —i]

'
Quaternion[-1, 0, -2, 0]

Quaternion([0, 0, 1, 0]
Quate:r:nicnn[—-i, —-E, 2, -2

fuaternion([l, 0, 2, 0]

Quatemian[—%, —’:‘, 1:‘, %] Quaternian[%, %, —i, —’:‘]
Quatemion[—’:‘, —’:‘, 1:‘, 1;] Quaternion[-1, 1, -1, O]
Quateminn[-:, —l;' -i, E] Quatemian[%, -i, %, —%]
Quatemiun[—i, —l;r %‘, %] Quaternion[-1, 0, -1, 0]
Quaternion[-1, -1, -1, 1] Quaternion2, 1, 0, 0]
Quaternion|[0, -1, -1, 1] Quaterninn[—’:‘, ’:‘, %, 1_:]
Quaternion(l, -1, -1, 1] Quaternion[2, 0, 0, 0]
Quaternion|[-1, 0, 0, -1] Quate:r:nicnn[—-i, —-f, :-:, —E]

Quaternion[l, 1, 0, 0]

Quaternion[0, 0, 0, -1]

;;7;/ 173 ﬂ,‘;ﬁ-“'-.-f‘;‘ﬁiﬂ’;j‘f\v—,‘

77 AN

N,
A NN
) " -

0,78 “ﬂ
\WIND

/ '\\ ’ (\/

A

N
N
N

b

Sekil 3.3. Gy 5,5,k Sizgesi
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Out[304]=

out[305]= 2700

Out[306]= b

Sekil 3.4. C,,5(13,14,...,24) gizgesi

Not 3.2.2. Tablo 3.1° de M, 4,,;, kiimesi ve <ﬂ> kiimesinin baskiladig:

elemanlarin bir boliimii verilmistir. Program calistirilarak bu iki kiimedeki 225
elemanin tamami goriintiilendiginde sol ve sag siitundaki baz1 elemanlar birbirinden
farkli gibi goziikebilir. Ancak Not 3.1.2.” de agiklandig1 gibi bu elemanlar birbirinin
yerine kullanilabilen denk elemanlardir. Dolayisiyla iki siitun da ayni kiimeyi ifade

etmektedir.

Ornek 3.2.5. a=3+4i+3j+k i¢in f=2+i+j+k elemam H, iizerinde 2—

baskin kiime olusturur. Bu kiimeyi olusturan Mathematica programi asagida

verilmistir.
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In[73= <<« {maternions"
a = Quaternion[3, 4, 3, 1]: k=Norm[a]: A =Table[1, {k}]:
Do[A[[n]l]l =n, {n, 1, k}]; B =Quaternion[0, 0O, 1, 0] «A&;
GG = Table[1l, {k*2}, {2}]:; £t=0; Do[
Do[GG[[n+t, 1]] =n+t; GG[[n+t, 2]] =A[[m]] +B[[n]],
{fn, 1, k}];t=t+k, {m, 1, k}]-
Ha = Table[1, {k~2}]:
Do[Ha[[tt]] = Mod[GG[[tt, 211, a], {tt, 1, k~2}]:
B = Quaternion[2, 1, 1, 1]: Bl = Table[1, {k*2}]:
Do[B1[[t]] = B==«Ha[[t]], {t, 1, k~2}]1:
BS2 = Union[Mod [B1, a]]; SW2 = Table[1, {49}];
Do[Do[SW2[[m+ 7% (n-1}]] = Mod [naternion[m, 1, 0, 0] + guaternion[l, 0, n, 0],
maternionf[2, 1, 1, 111, {wm, 1, 7}1, {u, 1, T}]:
Dimensions [Union[5W2]]: B2y = Table[1, {k*2}]:
Do[Do[B2y[[m+ 4%« (n-1)]1] = SW2[[m]] +BS2[[n]], {m, 1, 49}]1, {n, 1, 25}]1:
K = Table[l, {k*2}, {2}]:
Do[K[[t, 1]1] =Ha[[t]]; K[[t, 2]] = Mod [B2¥[[t]1], ],
{t, 1, k*2}]:

Asagidaki tabloda baz1 t —baskin kiime 6rnekleri verilmistir.

Tablo 3.2. Baz1 t — baskin kiime 6rnekleri

S degeri o degeri Kag baskin kiime oldugu

i—2k 1+2i-3j+k 1
3 1 3j k 5 5 3] k 1
—t—t—t— ——t—t—t—
2 2 2 2 2 2 2 2
1 i j 65k 3 i 5j 7k 2
=t t— —t———
2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3] k 3 5i 9j 5k 2
—t—t—t— —t = —
2 2 2 2 2 2 2 2

2+i+j+k 3+4i+3j+k 2

1+2i+2j+2k —4+5i+5j+5k 4
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