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ONSOZ

Bilimin hemen hemen her dalinda belirsizlik i¢eren problemleri matematiksel olarak
modellemek ve belirsizlikle basa c¢ikmak amaciyla 1999 yilinda esnek kiime
teorisinin, bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atilmasi, son yillarda esnek kiimelere
olan ilgiyi artirmigtir. Giliniimiizde esnek kiimeler {izerine matematiksel yapilar

kurma ile ilgili ¢alismalar hizla ilerlemektedir.

Esnek kiimeler tizerine grup, halka, cisim gibi cebirsel yapilar kurulup, 6zellikleri
calisildiktan sonra esnek kiime teorisi bircok matematikg¢inin ilgisini ¢ekmis, esnek
vektor uzaylar, esnek normlu uzaylar, esnek metrik uzaylar, esnek topolojik uzaylar

v.s lizerine ¢ok sayida yeni ¢alisma literatiire kazandirilmistir.

Bu c¢alisgmanin her asamasinda matematiksel bakis agisini, bilgisini, dngoriisiinii ve
tecriibesini benimle paylasan degerli hocam Dog. Dr. ismet ALTINTAS’ a en igten

tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, bana her tiirlii destegi veren aileme tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

A : Parametreler kiimesi

E : Evrensel kiime

( F, A) : Esnek kiime

E : Mutlak esnek kiime

o : Esnek bos kiime

S, ( E) : E evrenseli lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi
X : Esnek eleman

: Esnek reel say1

N

r : Her A parametresi igin T(A)=r ile tammh 6zel esnek reel
sayl

S(E) . @ esnek kiime ve her A parametresi igin F(A)#& olan
esnek kiimelerin ailesi

SE(F,A) : (F, A) kiimesinin esnek elemanlarinin ailesi

]R( A) : Esnek reel sayilar ailesi

{ jﬂ} : Esnek elemanlarinin dizisi

B( )z,g) : Esnek elemanlardan olusan agik yuvar

SS(B(;})&)) : Esnek agik yuvar

SS [ B(%, 5)] : Esnek kapali yuvar

T, : Esnek koni metrik topoloji
O : Esnek birlesim islemi

A : Esnek kesisim islemi

c : Esnek kapsama



< : Esnek kiigtikliik

< : Esnek kiigiik esitlik

~ : Esnek siralama

U] : Elemanter birlesim islemi
m : Elemanter kesisim iglemi
EET : Elemanter esnek topoloji

BCK=BCI : Dolayli anlatim i¢eren 6nerme hesab1
B : Esnek baz



OZET

Anahtar kelimeler: Esnek kiime, esnek eleman, elemanter esnek islemler, esnek koni
metrik, yakinsama, tamlik, sabit nokta teoremleri.

Dogruluk degeri goreceli olan kavramlarin matematiksel olarak modelleme
girisimleri  belirsizlik igeren problemlere ilgiyi artirmisti. Bu problemlerin
modellenmesi ve ¢oziimii i¢in, aralik matematigi, olasilik teorisi, bulanik kiimeler
teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi farkli teoriler
gelistirildi. Bu teoriler arasinda en ilgi ¢ekicilerden birisi, bulanik kiimeler teorisidir.
Bir bulanik kiime onun iiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanabilir. Her bir 6zel
durumda tiyelik fonksiyonu kuruldugu icin son derece bireyseldir. Bu nedenle, iiyelik
fonksiyonu ingasindan bagimsiz bir kiime teorisine ihtiya¢ duyulmustur.

Bu ihtiyac1 karsilamak ve belirsizliklerle baga ¢ikmak amaciyla giiniimiizde esnek
kiime teorisi, bir matematiksel ara¢ olarak kullanilmaktadir. Esnek kiime teorisi,
bulanik kiime ve sezgisel bulanik kiime teorilerinin aksine reel degerli bir fonksiyon
yerine bir se¢im doniigiimii ile belirsizligi ortadan kaldirmayr amaglamaktadir.
Siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi, yoneylem arastirmasi,
Riemann integrali, Peron integrali, olasilik teorisi, Ol¢iim teorisi gibi bir¢ok
matematik alanina esnek kiime teorisi bagartyla uygulanmigtir. Yakin ge¢miste esnek
kiime tlizerine grup, halka ve cisim gibi birgok cebirsel yap1 ve vektor, norm, metrik
ve topolojik gibi uzaysal yapilar basariyla kurulmus ve oldukea ilgi ¢ekici sonuglar
elde edilmistir. Bu yondeki ¢alismalar hizla devam etmektedir.

Bu tezde, Esnek Banach uzaylarinda esnek koni kavrami tanimlanmakta ve esnek
kiimeler {izerine, esnek eleman yardimiyla esnek koni metrik yapist kurulmaktadir.
Esnek koni metrik uzaylar ile klasik koni metrik uzaylar arasindaki iliskiler
ispatlanmakta ve ornekler verilmektedir. Esnek koni metrik uzaylarda esnek agik ve
esnek kapali yuvarlar, esnek ac¢ik kiimeler tanimlanmakta ve temel ozellikleri
verilmektedir. Hangi sartlar altinda esnek agik kiimelerin elemanter esnek birlesimin
ve elemanter esnek kesisiminin agik oldugu ispatlanmakta ve bir esnek koni metrik
uzaylarin elemanter islemler altinda esnek topolojik uzay oldugu gosterilmektedir.
Ayni zamanda esnek koni metrik uzaylarda dizilerin yakinsamasi1 ve Cauchy dizileri
kavramlar ve 6zellikleri verilmektedir. Son olarak esnek koni metrik uzaylarda bazi
Onemli sabit nokta teoremleri esnek eleman tlizerinden ifade ve ispat edilmektedir.

Bu tez kapsaminda elde edilen sonuglar, bu konulardaki ¢alismalara kaynak teskil
edecek ve ileri ¢alismalara 151k tutacak niteliktedir.
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INTRODUCTION TO SOFT CONE METRIC SPACES

SUMMARY

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, soft cone metric,
convergence, completeness, fixed point theorems

Mathematical modeling attempts of Concepts that are relative to accuracy have
increased the interest in the problems involving uncertainty. Different theories such
as interval mathematics, probability theory, fuzzy set theory, approximated set theory,
soft set theory have been developed for modeling and solving these problems. One of
the most interesting of these theories is the fuzzy set theory. A fuzzy set can be
defined by its membership function. Since a membership function is set up for each
particular case it is extremely individual. For this reason, a set theory that is
independent of the membership function construction was needed.

In order to meet this need and to deal with uncertainty, soft set theory is used as a
mathematical tool at the present time. In contrast to the fuzzy set and intuitive fuzzy
set theory, the flexible set theory aims to remove ambiguity with a selection
transformation instead of a real valued function. The flexible set theory has been
successfully applied to many mathematical fields such as continuous differentiable
functions, game theory, navigation research, Riemann integral, Peron integral,
probability theory, measurement theory. In the recent past, many algebraic structures
such as groups, rings and objects and spatial structures such as vectors, norms,
metrics and topological have been successfully established on soft sets and very
interesting results have been obtained.

In this tesis, soft cone concept is defined in soft Banach spaces and soft cone metric
structure is established on soft clusters with soft element. Relations between soft
cone metric spaces and classical cone metric spaces are proved and examples are
given. The soft open ball, soft closed ball, soft open set in soft cone metric spaces are
defined and their basic properties are given. Under what conditions, it is proved that
the elementary union and elementary intersection of soft open sets are open and a
soft conic metric space is shown to be soft topological space relative to elementary
operations. Also, the concepts of the convergence of sequences and Cauchy
sequences in soft conic metric spaces and their properties are given. Finally, some
important fixed point theorems in soft conic metric spaces are expressed and proved
via soft element.

The results obtained within the scope of this tesis will be the basis for further studies
in this context.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Dogruluk degeri goreceli olan kavramlari matematiksel olarak modelleme arzusu,
birgok arastirmacinin belirsizlik igeren problemlere karsi ilgi duymasini saglamistir.
Bu problemleri klasik Aristo mantig1 ile matematiksel olarak modellemek her zaman
kolay degildir. Ciinkii klasik matematiksel yaklasimda, bir varlik ya bir kiimenin
elemanidir ya da degildir. Glinliik hayatta sikca kullanilan giizel ev, soguk hava,
mutlu insan, vb. ifadeler kisiden kisiye gore degistigi i¢in kesinlik icermezler.
Kesinlik icermeyen belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade edilebilmesi ve
belirsiz tipteki problemlerin ¢6zlimii i¢in, aralik matematigi, olasilik teorisi, bulanik
kiimeler teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi farkli teoriler
gelistirildi. Bu teoriler arasinda, en goze carpanlardan birisi, Zadeh'in bulanik
kiimeler teorisidir [1]. Bir bulanik kiime onun {yelik fonksiyonu yoluyla
tanimlanabilir. Her bir 6zel durumda iiyelik fonksiyonu kuruldugu ic¢in son derece
bireyseldir. Bu nedenle, {iyelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kiime teorisine

ihtiya¢ duyulmustur.

Bu ihtiyaci kargilamak ve belirsizlikle basa ¢ikmak amaciyla 1999 yilinda Molodtsov
[2] tarafindan esnek kiime teorisi, bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atildi. Esnek
kiime teorisi, bulanik kiime ve sezgisel bulanik kiime teorilerinin aksine reel degerli
bir fonksiyon yerine bir se¢im fonksiyonuyla belirsizligi ortadan kaldirmay1
amaglamaktadir. Molodtsov [2,3] siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun
teorisi, yoneylem arastirmasi, Riemann integrali, Peron integrali, olasilik teorisi,

Olclim teorisi gibi birgok alana esnek kiime teorisini basariyla uygulamistir.



Son zamanlarda matematigin bir¢ok alaninda esnek kiime teorisi lizerinde ¢alismalar
yapilmistir. Maji ve ark. [4-6], Pawlak’in [7] yaklasimli kiime teorisi yardimiyla, bir
karar verme probleminde esnek kiimenin uygulamasini sundular, esnek kiimelerde
bazi islemleri tanimladilar ve bulanik esnek kiimeler {izerinde yaptiklar1 calismadan
sonra sezgisel bulanik esnek kiime teorisini ortaya attilar [6]. Xiao ve ark. [8] esnek
kiime temelli hesaplama metodu {iizerine, Chen ve ark. [9] esnek kiimelerde
parametre indirgemesi lizerine ve Mushrif ve ark. [10] esnek kiime temelli
siniflandirmalar iizerine caligmalar yaptilar. Yang ve ark. [11,12] bulanik esnek
kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak, bulanik esnek kiimeler yoluyla karar verme
problemini analiz ettiler. Ayrica aralik degerli bulanik esnek kiime kavramini
tanimlayarak bu yeni kiimenin kesisim, birlesim ve De Morgan gibi temel kiime

islemi 6zelliklerinin sagladigini gosterdiler.

Yakin zamanda esnek kiimeler iizerine cebirsel ve topolojik yapilar gibi matematiksel
yapilar kurup bu yapilara gore esnek kiimelerin 6zelliklerini ortaya ¢ikaran birgok
calisma yapilmaktadir. Aktas ve Cagman [13] esnek gruplarin bir tanimini vererek,
bazi temel oOzelliklerini elde ettiler. Yine Cagman ve ark. [14] esnek topoloji
kavramini tanimlayip temel 6zelliklerini incelediler. Feng ve ark. [15-17] esnek yar1
halkayr tanimlayip temel Ozelliklerini inceledikten sonra karar vermeye dayali
bulanik esnek kiimeye ayarlanabilir yaklagim tanimini verip bir uygulama sundular
ve aralik degerli bulanik esnek kiimelere dayali olarak seviye esnek kiimelerinin
karar vermede uygulanmasini verdiler. 2008 yilinda Jun [18] esnek BKC=BCI
cebirlerini tanimladiktan sonra arkadaslariyla birlikte bircok 6nemli calisma yaptilar.
BCK cebirlerindeki degismeli ideallere esnek kiime teorisini uygulamalar1 [19], BCK
cebirlerindeki ideallere esnek kiime teorisini uygulamalari [20], Pseudo d-cebirlerini
tanimlamalar1 [21] ve esnek kiime teorisini d-cebirlerine uygulamalar1 [22], BCK-
cebirlerinin esnek p-ideallerini incelemeleri [23], Hilbert cebirlerinde esnek
kiimelerin uygulamalarin1 aragtirmalart ve bulanik esnek kiime teorisini BCK-
cebirlerine uygulamalar1 [24] bu ¢alismalarindan birkacidir. Sun ve ark. [25], Acar ve
Tanay [26] Ataglin ve Sezgin [27] ve diger bir¢ok yazar modiillerin, halka ve
cisimlerin, esnek yapilari iizerinde ¢alistilar. Aygiinoglu ve Aygiin [28] bulanik esnek

kiimelerin bazi 6zelliklerini inceleyip bulanik esnek fonksiyon ve bulanik esnek



homomorfizm tanimlarin1 verdikten sonra 2011 yilinda esnek topolojik uzaylar
lizerine bir ¢alisma yaptilar [29]. Aym1 yilda Shabir ve Naz [30] tarafindan esnek
topolojik yapilar tizerine bir calisma yayimlandi. Ardindan Zorlutuna ve ark. [31] ve
Min [32] esnek topolojik uzaylar iizerine temel bazi sonuglar ortaya koydular.
Taskoprii ve Altintas [33] heniiz hakemlik siirecinde olan bir ¢alismalarinda esnek
kiimeler lizerine elemanter esnek kiime islemleri ile yeni esnek topolojik yapilar

kurdular.

Giiniimiizde esnek kiimeler ile ilgili analiz konular1 yogun ilgi ¢ekmektedir. Ozellikle
Das ve Samanta’nin c¢alismalar1 analiz konularna temel olusturmaktadir. Das ve
Samanta [34] esnek reel kiimeler esnek reel sayilar, esnek kompleks kiimeler ve
esnek kompleks sayilari [35] inceledikten sonra esnek noktadan farkli olan esnek
eleman kavramini ortaya attilar. Gerek esnek nokta gerekse esnek eleman 1s18inda,
esnek metrik uzaylar [36,37] esnek vektor uzaylar [38], esnek normlu uzaylar
[39,40], esnek i¢ carpim uzaylar1 [41], esnek Banach uzaylar [42] gibi Onemli
calismalar yaptilar. 2016 yilinda Giiler ve ark. [43] esnek eleman 1s181nda esnek G-
metrik uzaylarimi tanimladilar ve bu uzayda Banach sabit nokta teoremini
ispatladilar. Bu literatiir 6zetinden de anlasilacagi lizere esnek kiime teorisi ve onun

uygulamalari iizerine yapilan giincel ¢caligsmalar hizla gelismektedir.

Diger taraftan son zamanlarin bir baska ilgi ¢ekici alan1 koni metrik uzaylardir. 2007
yilinda Huang ve Zhang [44] metrik uzaylarin bir genellemesi olarak normal koniye
sahip koni metrik uzaylar1 tanitip, bu uzayda bazi sabit nokta teoremleri ispatladilar.
Rezapour ve Hamlbarani [45], koni metrik uzaylarda koninin normalligine gerek
olmadan da Huang ve Zhang’in sonuglarmin dogru olduklarmi gosterdikten sonra
koni metrik uzaylar bir¢ok yazarin ilgisini ¢ekti. Bu konuda son zamanlarda yapilan

bazi 6nemli ¢alismalar i¢in bakiniz [46-52].



Bu tezin temel amaci, esnek kiimeler iizerine, esnek eleman yardimiyla esnek koni
metrik yapis1 kurmak ve esnek koni metrik uzaylarin topolojik ve tamlik 6zelliklerini

caligmaktir. Bu amaca uygun olarak asagidaki ¢calismalar yapildi.

1. Esnek Banach uzaylarda esnek koni kavrami tanimlandi, g¢esitleri aciklandi ve

ornekler verildi.

2. Bos olmayan bir esnek kiime iizerine esnek elemanlar yardimiyla esnek koni

metrik yapist kuruldu ve kesin (klasik) metrik uzaylarla iligkileri incelendi.

3. Esnek koni metrik uzaylarin topolojik ozellikleri incelendi ve bir esnek koni
metrik uzayin bazi sartlar altinda elemanter esnek kesisim ve birlesim islemlerine

gore bir esnek topolojik uzay oldugu ispatlandi.

4. Esnek koni metrik uzaylarda esnek elemanlardan olusan diziler ele alindi, esnek

dizilerin yakinsakligi ve Cauchy dizilerinin yakinsakligi incelendi.

5. Esnek koni metrik uzaylarda, klasik koni metrik uzaylardaki sabit nokta

teoremlerine benzer, bazi esnek sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edildi.

Bu tezde elde edilen sonuglar, bu konulardaki ¢aligmalara kaynak teskil edecek ve

ileri ¢caligmalara 151k tutacak niteliktedir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde bazi temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlar, bir sonraki boliimde
tanim ve yapilarin kurulmasinda, teoremlerin ispatlanmasinda Onbilgi ve yontem

olarak kulanilacaktir

2.1. Esnek Kiimeler

Tamm 2.1.1. [2] A# bir parametreler kiimesi, £ # O bir evrensel kiime ve

P(E ), E kiimesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi olsun. Bir F :A—>73(E ) kiime

degerli doniigiimiine £ kiimesi {izerinde bir esnek kiime denir ve (F,A) ikilisi ile

gosterilir.

Baska bir ifade ile £ kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmig bir ailesine £

iizerinde bir esnek kiime denir. Her A€ A i¢in F(A) kiimesi, (F,4) esnek

kiimesinin ~ A-yaklasimli  elemanlarinin  bir  kiimesi olarak gdz Oniinde

bulundurulabilir. Boylece E kiimesi lizerinde bir (F ,A) esnek kiimesi

(F,A)={(/1,F(/1)):/le AveF(A) CE}

seklinde ikililer ile ifade edilir. 4 parametre kiimesi tarafindan parametrelendirilmis

E evrensel kiimesi iizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi S, (E) ile gosterilir.



Tanim 2.1.2. [2] (F, 4),(G,A)€ S, (E) esnek kiimeler olsun.

1. Her Ae 4 i¢in F(A)=D ise (F,A) kiimesine esnek bos kiime denir ve ® ile

gosterilir.

2. Her A€ 4 igin F(A)=E ise (F,A) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir
ve E ile gosterilir.

3. Her A€ 4 igin F(A)cG(A) ise (F,A) esnek kiimesine (G,A4) esnek
kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve (F,A)&(G,A) ile gosterilir. (G,A)
kiimesine de (F,A4) kiimesinin esnek iist kiimesi denir ve (G,4)D (F,4) ile
gosterilir.

4. (F,A) kimesi, (G, 4) kiimesinin esnek alt kiimesi ve (G,4) de (F,A)
kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F,4) ve (G, ) kiimelerine esnek esit kiimeler
denir.

5. (F,A4) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek birlesimi (H,A), her A€ A4 igin
H(A)=F(A)UG(A) seklinde tanimlanir ve (H,A4)=(F,A4)O(G,4) ile
gosterilir.

6. (F,A4) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek kesisimi (H,A), her A€ A igin
H(A)=F(A)NnG(A) seklinde tammlanir ve (H,A)=(F,A)A(G,A4) ile
gosterilir.

7. (F,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin esnek farki (H,A), her A€ A igin
H(A)=F(A)\G(A) seklinde tammlanir ve (H,A4)=(F,4)\(G,4) ile
gosterilir.

8. Her A€ 4 igin F*(A)=E—F(A) ile tamimlanan F°: A4 — P(E) ddniisiimiine
E iizerinde (F,A) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir ve (F*,A)=(F,4)’

ile gosterilir. Agikca E°=® ve ®° = E olur.



9. Her (Au)e AxA  i¢gin  H(Au)=F(A)xG(u) ile tammlanan
H:AxA—P(EXE) doniisimine (F,A) ile (G,A) esnek kiimelerinin

kartezyen ¢carpimi denir ve (H,AXA)=(F,4)%(G,A) ile gosterilir.

Onerme 2.1.1. [2,3] (F,4), (G,A) ve (H,A), E iizerinde esnek kiimeler olsun.

Asagidaki bagintilar saglanir.

1. ((F,4)O(G,4)) =(F,4) A(G,4),
2. ((F,A)A(G,4)) =(F,4) O(G,A),
3. ((F,A)A(G,4))O(H,4)=((F,4)O(H,4))A((G,4) O(H, 4)),
4. ((F,A)O(G,A)A(H,A)=((F,A)A(H,4))O((G, 4) A (H, A))

Tamim 2.1.3. [34,37] Bir £:4A—E doniisimiine E kiimesi lizerinde bir esnek

eleman denir. ¢, E tuzerinde bir esnek eleman ve bir (F ,A)e S, (E ) verildiginde
her A€ 4 i¢in €(4)e F(A) ise & esnek elemani (F,A) esnek kiimesine aittir
denir ve €€ (F,A) ile gosterilir. Burada (F,A4)(A)={e(A).€& (F,A4)} dir Her tek

elemanli esnek kiime yalnizca bir tek esnek eleman ile 6zdeslenebilir.

Esnek elemanlar igin %,J,Z,... gosterimi kullanilmistit. Her A€ 4 i¢in F(A)# D
olacak sekilde E iizerinde tanimli tiim esnek kiimeler ile birlikte @ esnek bos

kiimenin olusturdugu aile S (E) ve (F,A)e S (E) esnek kiimesinin tiim esnek

elemanlarinmn ailesi SE((F,A4)) ile gosterilir.



Onerme 2.1.2. [37] 1. Bir (F ,A)e S (E ) esnek kiimenin esnek elemanlarinin bir

ailesi bu esnek kiimenin bir esnek alt kiimesini Uretir.

2. B, E mutlak esnek kiimenin esnek elemanlarmin bir ailesi olmak iizere 2

ailesinin iirettigi esnek kiime SS () ile gdsterilir.

3. Herhangi bir (F,4)e S(E) esnek kiimesi icin SS(SE(F,A)):(F,A) olur.
Ancak E kiimesinin esnek elemanlarmm bir 2 smufi i¢in SE (SS (B ))7&25‘

olur.

4. B,B,c SE(E) olmak iizere B, B, olsun. Her A€ 4 igin B, (1) =2,(1)

ise SS(B,)=S85(3,) olur.

5. Herhangi (F,A4),(G,A)e S(E) esnek kiimeleri igin (F,A4) kiimesinin her
esnek elemani (G, A) esnek kiimesinin de bir esnek elemani ise (F , A) c (G, A)

olur.

Uyan 2.1.1.[37] (F, 4),(G, 4)e S(E) verilsin.
1. XE(F,4)0(G,A) ise X&€(F,A) veya ¥€ (G, A) olmasi gerekmez.

2. Herhangi (F,4),(G,4)e S(E ) esnek kiimelerinin esnek tiimleyenlerinin veya

bu iki esnek kiimenin esnek kesisiminin S (E ) sinifina ait olmas1 gerekmez.

2.2. Esnek Elemanter islemler

Tamm 2.2.1. [33,37] (F,4),(G,4)e S(f() esnek kiimeleri verilsin.



1. ﬁz{ié X 5é& (F,A) veya €& (G,A)} olmak iizere
(F,A)U(G,A4)=SS(Z) esnek kiimesine (F,4) ve (G, A) esnek kiimelerinin

elemanter birlesimi denir. Diger bir deyisle
(F,A)U(G,A)=SS(SE(F,A)USE(G,4))
olarak tanimlanur.
2. B={x& X:%&(F,4) ve ¥&(G,A4)] olmak iizere (F,A)M(G,A4)=SS(B)

esnek kiimesine (F,A4) ve (G, A) esnek kiimelerinin elemanter kesisimi denir.

Diger bir deyisle
(F,4)m(G,A4)=SS(SE(F,A)NSE(G, 4))
olarak tanimlanir.
3. B={feX:%&(F,4)] olmak iizere (F,A4)=SS(B) esnek kimesine

(F,A) esnek kiimesinin elemanter tiimleyeni denir. Diger bir deyisle

(F©,4)=sS

—_

SE(F*, 4))
olarak tanimlanir.
4. B={xe X:5&(F,4)\(G,4)} olmak iizere (F,A4)\(G,A4)=SS(B) esnek

kiimesine (F ,A) ve (G,A) esnek kiimelerinin elemanter fark: denir. Diger bir

deyisle
(F,A)\(G,4)=SS(SE((F,4) (G, 4)))

olarak tanimlanair.

Onerme 2.2.1. [33,37] (F,4),(G,4)e S(f() esnek kiimeleri i¢in asagidaki islemler

gecerlidir.
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1. (F,A)U(G,A)=(F,A) (G, A).
2. (F,AM(G,A) & (F,AAN(G, A).
3. (F5,A)E(F°,A).

4. (F,DH\(G,A) & (F,A)\ (G, A).
5. (F,A)U(F,4)c X.

6. (F,A)M(F, A)=d.

iel iel

7. Her i€ i¢in (F,,A)=SS(B,) olmak iizere Ll_JJ(F,A)i =SS(U2§J.

8. Her i€ [ igin (F,A)=SS(2,) olmak iizere @(E,A)iss(ﬂﬂs;j.

iel iel

Uyarnt  2.2.1.  Herhangi (F , A) ,(G, A) esS ()~( ) esnek  kiimeleri  i¢in

(F,AAM(G,A)=® olmast (F,A)E(G%,4) ve (G,A)E(F®,4) olmasin

gerektirmez.

Ornegin; X ={a,b,c,d} ve A={A,u} olmak iizere

~{(2{ab}). (1 {a ),
{(2de.ap).(udb. e}
{(24e.d))(wdabap)}.

F
G
H

esnek  kiimelerini ve onlarin  elemanter tiimleyenlerini ele  alalim.

(F,A)M(G,A)=® ve (F,A)m(H,A)=® olmasma ragmen (F,A)(Z(GC,A)
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veya (G,A)&(F°,A4) ve (F,A)&(H",4) veya (H,A)&(F°,4) olur. Fakat
(HC,A)é(F,A) ve (FC,A)é(H,A) olur. Ayrica (G, A4) M (H,A)#® olmasina

ragmen (GC,A) m (HC,A) =® olur.

Onerme 2.2.2. [33] Herhangi (F,A4),(G,A)eS (f( ) esnek kiimeleri i¢in
(F,AMNG, D= ve (F.AANG NHeS(X) ise (F,AEG,4) ve

(G, A) & (F©, A) olur.

Lemma 2.2.1. [33,37] Herhangi (F', A),(G, A)e S(f() esnek kiimeleri i¢in
1. SE((F,A)m(G,A))=SE(F,A)NSE(G,A),

2. SE((F,A)U(G,A4))2SE(F,A)USE(G,A).

Onerme 2.2.3. [33,37] (F,A4),(G,4),(H,A)e S(f() herhangi esnek kiimeler

olsun.

1. ((F,A)A(G,A)U(H, A) & ((F, AU H, A)) 0 ((G, A) U (H, A)),

2. ((F,A)U(G, A) @ (H,A)D((F, A (H,A) Y((G, A) @ (H, 4)).

Hangi sartlarda elemanter birlegsim ve elemanter kesisim iglemlerinin S ()~( ) iizerinde

dagilma 6zelligine sahip olacagi agagidaki dnermede verilmistir.

Onerme 2.2.4. [33] Herhangi (F, 4),(G, A),(H,A4)e S(f() esnek kiimeleri i¢in

1. Eger (F,A)A\(G,A)e S(X) ise
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((F, A) M (G, A)) U (H, A) = ((F, A) U H, A)) m ((G, A) U (H, A)).

2. Eger (F,A)A\(H,A)e S(X) ve (G, A)A(H, A)e S(X) ise

((F,A) (G, A)) 0 (H, A) = ((F, A) 0 (H, 4)) Y ((G, A) ™ (H, 4)).

Onerme 2.2.5. [33] Herhangi (F, 4),(G, A)e S (f( ) esnek kiimeleri i¢in
1. (FL,AM(G,A) = ise (F,A)U(G,A4) =(F,A)n (G, A4),

2. ((F,AM(G,A) #® ise ((F,A)N(G,A4)) =(F,A)U (G, A).

Onerme 2.2.6. [33] Herhangi (F, A),(G, A)e S (f( ) esnek kiimeleri i¢in

1. (F,AM(G,A)zD, (F°,A)#d ve (G°,4)# D ise

((F,A) U (G,4))" =(F, ) A (G, 4).

2. (F,AMN(GA)#D, (FC,A)#D ve (G°,4) =D ise

((F,A) M (G, 4))" =(F°, AW (G", 4).

Uyan 2.2.2. [33] Yukaridaki 6nermede de goriildiigii gibi elemanter islemler De

Morgan kurallarint genelde saglamazlar. Eger her (F,A),(G,A)e S ()~( ) icin
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(F,A)AN (G, A)e S(X), (F,A,(G . HeS(X) ve (F,AN(G e S(X) ise

De Morgan kurallar1 elemanter islemler i¢in saglanir.

Tamim 2.2.2.[33] 7 c S ()~( ) esnek elemanlarin bir ailesi olmak iizere

. &, XeT,

2. {U}_, T i¢in, YU,eT,

iel

3. {U}, =T iin, (MU, €T .

i=1

sartlar1 saglanirsa 7 smifina X {izerinde bir elemanter islemlere gore bir esnek

topoloji veya elemanter esnek topoloji ve ()~( ,T,A) ticllistine de elemanter esnek

topolojik (EET) uzay adi verilir.

Tanmm 2.2.3. [33] BcC S(f( ) esnek kiimelerin bir sinifi olsun. B smifi asagidaki

sartlar1 saglarsa X tizerindeki bir elemanter esnek topoloji icin esnek bazdur denir.
Bl. Her X€ X icin ¥€ B olacak sekilde en az bir B€ B esnek kiimesi vardir.

B2. B.,B,cB igin ¥€ X ve $EB MB, ise X€B,&B MB, olacak sekilde

B, € B esnek kiimesi vardir.

2.3. Esnek Reel Sayilar

Tanim 2.3.1. [34] B(]R), R reel sayilar kiimesinin bostan farkli tiim sirh alt

kiimelerinin ailesi olsun. F :A%B(]R) dontigimii ile birlikte (F ,A) esnek
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kiimesine esnek reel kiime denir. Eger (F , A) esnek reel kiimesi tek elemanli esnek
kiime ise (F ,A) kiimesine karsilik gelen esnek eleman ile iliskilendirerek bu esnek

kiimeye esnek reel sayir denir. Tiim esnek reel kiimelerin ailesi R(A), tiim esnek
reel sayilarin ailesi ]R(A) ve negatif olmayan esnek reel sayilarin ailesi R (A)* ile
gosterilir. R(A4)=SE (]R) oldugu agiktir. Esnek sayilar i¢in 7,5,7,... gOsterimi ve

ozel olarak her A€ A4 igin 7(A)=r ise 7 gosterimi kullanilmistir.

Tamm 2.3.2. [34] 7,5€ R(A) esnek reel sayilar1 verildiginde bu esnek reel sayilarin

siralamasi, her A€ 4 igin

1. 7#(A)<5(4) ise 7 <3,

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.3.3. [34] (F,A),(G,4)e R(A), esnek reel kiimeler olsun.
1. (F,A) ve (G,A) esnek reel kiimelerinin roplami her A€ A igin
(F+G)(4) ={a+b:ae F(A).be G(/i)}

seklinde tanimlanir.

2. (F,A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin fark: her A€ A4 igin

(F-G)(A)={a—b:ac F(A).be G(A)]
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ile tanimlanir.
3. (F,A) ve (G, A) esnek reel kiimelerinin ¢arpimi her A€ A igin
(F.G)(A)={ab:ac F(4),be G(A)]

ile tanimlanir.

4. (F,A) ve (G, A) esnck reel kiimelerinin béliimii her A€ A igin
(F/G)(A)={alb:ae F(A),be G(A)\{0}}

ile tanimlanir.

R (A) esnek reel sayilar sinifi lizerinde toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme islemleri
R(A), izerindeki islemlere benzer sekilde yapili Ormegin; 7,5€ R(A4)

verildiginde bu iki esnek reel saymin toplami, her A€ A igin
(F+5)(A)={a+b:a=7(A),b=5(1)}
olmak iizere 743§ biciminde ve bu iki esnek reel saymin ¢arpimi, her A€ A igin

(75)(A)={ab:a=F(A),b=5(1)}

olmak iizere 7.5 bi¢imindedir. Bu durumda R(4), tanimlanan toplama ve ¢arpma

islemlerine gore bir cisim olur.

2.4. Esnek Fonksiyonlar

Tamim 2.4.1. [33] X ve Y bostan farkli iki kiime ve A4 bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. f:SE ()~( ) — SE ()7 ) doniistimiine bir esnek doniisiim denir.
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X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime, 4 bostan farkli parametreler kiimesi ve

{ A€ A} , X kiimesinden Y kiimesine kesin doniisiimlerin herhangi parametrize
edilmis ailesi olsun. Bu durumda her x & X veher e 4 icin
f()(2)= 71, (2(4))

seklinde tanimlanan f : SE ()~( ) - SE(I? ) doniistimii bir esnek dontistimdiir.

Yine X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. g: X — Y, bir kesin doniisiim olmak {izere her x& X ve her Ae 4
i¢in f(X)(4)= g(fc(ﬂ,)) seklinde tanimlanan f: SE(;() - SE();) dontistimii bir
esnek doniisiimdiir. Bu sekildeki bir esnek doniisiime g kesin doniisiimii tarafindan

tiretilen esnek doniisiim denir.

Boylece, X kiimesinden Y kiimesine herhangi bir kesin doniisiim bir esnek

dontigsiime genisletilebilir.

Dikkat edilmelidir ki, kesin doniisiimlerin herhangi parametrize edilmis ailesi bir
esnek doniisiim olmasina ragmen bir esnek doniisiim kesin dontlistimlerin herhangi

parametrize edilmis ailesi olmayabilir.

Boylece esnek doniisiim kesin doniistimlerin herhangi parametrize edilmis ailesinden

daha genel ve daha kapsamlidir.

Teorem 2.4.1. [33] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve 4 bostan farklhi

parametreler kiimesi olsun. f: SE(f( ) — SE (f’ ) esnek doniigiimii asagidaki (1)

sartint saglarsa her Xé& X ve her e X igcin )?(/1) =&  olmak iizere
£:(&)=f(X)(A) ile tanmmlanan f,:X —Y, her bir A€ 4 i¢in bir kesin

doniisiimdiir.



17

(f.). Her Ae A ve e X igin {f()?)(/l):fcéf(afc(/l)zf} tek elemanli bir

kiimedir.

Tamim 2.4.2. [33] X ve Y bostan farkli iki kiime ve A4 bostan farkli parametreler
kiimesi olsun. ( f,) sartin1 saglayan f:SE (f( )—)SE (f’ ) doniisiimiine bir esnek

fonksiyon denir.

2.5. Esnek Metrik Uzaylar

Tamm 2.5.1. [37] X #O bir evrensel kiime ve A# bir parametreler kiimesi

olmak {lizere ve d:SE ()N( )XSE ()N( ) - R(A)* esnek doniisiimii asagidaki sartlar

saglarsa d doniisiimii X tizerinde esnek metrik denir.

V1

ml. Her ,7€ X igin d(%,7)20,

m2. Her %,7€ X igin d(%,7)=0%=7,

m3. Her %,7€ X i¢in d(%,7)=d(5,%),

m4. Her %,7,2€ X igin d(X,7)<d(X,2)+d(Z,7).

X esnek kiimesine, iizerindeki d esnek metrigi ile birlikte esnek metrik uzay denir ve

()?, d, A) ile gosterilir.

{d L Ae A} , bir X kesin kiimesi tizerindeki kesin metriklerin herhangi parametrize

edilmis ailesi olsun. Bu durumda her %, 7€ X ve her A€ 4 i¢in
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seklinde tanimlanan d : SE ()? )XSE ()N( ) —>]R(A)* doniigimii X iizerinde bir esnek

metrik olur.

Benzer sekilde p, bir X kesin kiimesi iizerindeki herhangi kesin metrik olmak
iizere, her %7€ X ve her A€ A icin d(%7)(4)=p(%(1),7(4)) seklinde
tanmimlanan d : SE (X' )XSE (X' ) — R(A)* dontisiimi bir esnek metrik olur. Bu esnek

metrie p kesin metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik denir. Boylece X

tizerindeki herhangi metrik bir esnek metrige genisletilebilir.

Teorem 2.5.1. [37] Eger X iizerinde bir d : SE()?)XSE()N() —>]R(A)* esnek metrigi
asagidaki (mS) sartim saglarsa her %7€ X icin d,(%(4),7(4))=d(%7)(4)

seklinde tanimlanan 4, : X x X — R*, her A€ 4 igin X iizerinde bir metriktir.

(mS5). Her A€ 4, %, 7€ X ve (1,8)e XxXigin {d(%,7)(4):%(1)=n,7(4)=¢}

tek elemanl: bir kiimedir.

2.6. Esnek Banach Uzaylar

Tamim 2.6.1. [38] E, bir K cismi iizerinde bir vektor uzay, 4 bostan farkl bir para-

metreler kiimesi ve (F ,A), E lizerinde bir esnek kiime olsun. Her A€ 4 igin

F(A), E vektdr uzaynin bir alt uzayi ise (F , A) esnek kiimesine esnek vektor uzay
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veya esnek lineer uzay denir. Esnek vektor uzayin her bir esnek elemanina bir esnek

vektor denir ve X ile gosterilir.

Benzer sekilde (K ,A) esnek kiimesine esnek cisim ve esnek cismin her bir

elemanina esnek skaler adi verilir ve & ile gosterilir.

0, E vektor uzaymm sifir vektorii olmak iizere her Ae 4 igin X¥(A)=6 ise ¥

elemanina sifir esnek vektor denir ve O ile gosterilir.

Her A€ A igin X,y esnek vektorlerin X+ J toplam1 (X+ y)(A)=%(A)+ P(L) ve
%X skaler ¢arpmmi (&.X)(A) = &(A).X(A) seklinde tanimlanir.

Tamm 2.6.2. [39] £ mutlak esnek lineer uzay ve |||: SE (E ) — ]R(A)* bir déniisiim

olsun. Eger asagidaki sartlar saglamirsa || donistimiine E ftizerinde bir esnek norm

denir.

nl. Her ¥€ E icin ||)?||§6,

[\

n2. [f=0e3=0,

n3. Her ¥€ E ve her & skaleri i¢in ||0?)~c|| =| 0~t|||5c

n4. Her %, j€ E igin ||)~c+)7|| S||)?||+||)7||

E mutlak esnek lineer uzayina tizerindeki || esnek norm déniisimil ile birlikte esnek

normlu uzay veya esnek normlu lineer uzay denir ve (E IH[» A) ile gosterilir.



20

Ornek 2.6.1. [39] R(A), A parametre kiimesi lizerinde tanimli tiim esnek reel

sayilarin kiimesi olsun. Her X€ R(A) esnek reel sayist igin ||.||:]R(A)—>]R(A)*

fonksiyonu ||)~c|| =|)~c| seklinde tanimlansin. Burada |5c| esnek reel sayilarin modiiliidiir.
Bu durumda |||| 'R (A) ->R (A)* fonksiyonu esnek norm aksiyomlarini

sagladigindan bir esnek normdur. (R(4), |/, 4) esnek normlu bir uzaydur.

%

Tanim 2.6.3. [39] (E””A) bir esnek normlu uzay, xé€ E ve ¢ ]R(A) olsun. Bu

durumda

B(x.&)={ye E:|x-7|<&} c SE(E),
B[x.¢]={ye E:|x-7| <&} = SE(E),
S(x.&)={ye E:|x-j|=¢€] < SE(E)

ailelerine sirasiyla X merkezli € yarigaph agik yuvar, kapalt yuvar ve kiire,
SS(B()E,E‘)), SS(E()E,?)) ve SS(S()?,E)) esnek kiimelerine de sirasiyla X

merkezli € yarigaph esnek agik yuvar, esnek kapali yuvar ve esnek kiire denir.

Tamm 2.6.4. [39] (E,

, A) , bir esnek normlu uzay olsun.

1. (£,

,A) esnek normlu uzaymda bir (F,A) esnek kiimesi verilsin. Bir
XE(F,A) esnek elemani igin ¥e B(%,&)c SE(F,A) olacak sekilde &3>0
esnek reel sayisi varsa X esnek elemanina (F ,A) esnek kiimesinin bir i¢
elemani denir. (F ,A) esnek kiimesinin tiim i¢ elemanlarinin kiimesi Int(F ,A)

ile gosterilir. Buradan SS(/nt(F,A)) esnek kiimesine de (F,A) esnek

kiimesinin esnek i¢i denir.
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2. (E,

,A) bir esnek normlu uzay ve B c SE (E ) ailesi bostan farkli olsun. Eger

bir x€ B esnek elemani igin xe B(i,é) c B olacak sekilde €50 esnek reel

sayisi varsa X esnek elemanina B ailesinin bir i¢ eleman: denir. B ailesinin her

eleman1 i¢ eleman ise B ailesine (E, . ,A) icinde actktir denir. Buradan

SS(2) esnek kiimesine de esnek acik dentir.

3. (£

,A) esnek normlu uzay olsun. Bir (F,A4)e S(E ) esnek kiimesinin esnek

timleyeni (F,4)", (E, ) ,A) iginde esnek agik ise (F,A4) esnek kiimesine

(E]

, A) icinde esnek kapalidir denir.

Tanim 2.6.5. [39] (E,

, A) bir esnek normlu uzay1 verilsin.

1. (E)

,A) esnek normlu uzaymnin esnek elemanlarindan olusan bir {%,} dizisi
verilsin. Eger n—e igin ||)~cn —JE” —0 ise {x,} dizisine Xxé& E noktasina
yakinsaktir denir. Bunun anlami, keyfi secilen her & 5 0 igin bir N =N (é‘) var
oyle ki Vn>N ic¢in 0<%, —3|<& olur. Yani n>N =%, € B(X,). Burada

B(i,é‘) , X merkezli ve € yarigapli agik yuvardir.

2. (E)

,A) esnek normlu uzaymnda esnek elemanlarindan olusan bir {%,} dizisi
verilsin. Eger her &> 0 esnek reel sayisina karsilik bir N = N (5) varsa Oyle ki
Vm,n>N i¢in |X, —%,|< & ise diger bir ifadeyle m,n — oo iken %, —%,|—0

ise {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

3. (E)

,A) esnek normlu lineer uzay: verilsin. Eger E uzayinda esnek

elemanlardan olugan her Cauchy dizisi bu uzayda bir esnek elemana yakinsiyor

1se (E, .

,A) esnek normlu uzayina tamdir denir. Her tam esnek normlu uzaya

esnek Banach uzayr ad1 verilir.
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Teorem 2.6.1. [39] 4 sonlu parametreler kiimesi olmak {izere (R,|.|,A) uzayinda
esnek elemanlardan olusan her Cauchy dizisi yakinsaktir.
Bagka bir ifadeyle sonlu parametreler kiimesi iizerinde alisilmis modiiliin iirettigi

esnek norm ile esnek reel sayilarin ailesi {irettigi mutlak esnek reel kiime, Banach

uzayidir.

Onerme 2.6.1. [39] (E,

,A) esnek normlu lineer uzay olsun. Her %,7€ E igin

d(fj}) =Hf—)~/H seklinde tanimlanan d : SE(E)XSE(E) - ]R(A)* donlisimii E

uzerinde bir esnek metriktir.

2.7. Koni Metrik Uzaylar

Tanim 2.7.1. [44] E bir reel Banach uzayr ve P c E olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa P c E alt kiimesine bir koni denir.

1. P#Q ve P#{6} bir kapal kiime, burada 0, E uzaymmn sifir vektdriinii

gosterir.
2. a,be R, a,b>20, x,ye P=>ax+bye P.
3. xe Pve—-—xeP=x=0.

P c E verildiginde, P konisine goére bir < kismi siralama bagmtisi
"x<y < y—xe P" seklinde tanimlanir. x<y ve x# y i¢in "x<y & y—xe P"
ifadesine karsilik X <<y sembolii kullanilir. Burada int P, P Konisinin ig

noktalarinin kiimesidir.
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Eger her x,ye E igin 6<x<y = ||x|| < Ot”y” olacak sekilde bir >0 sayis1 varsa

P konisine normal koni denir. o sayisina koninin normal sabiti adi verilir. Eger
tistten sinirli her azalan dizi sinirli ise P konisine diizenli koni adi verilir. Buna
benzer olarak eger alttan siirli her artan dizi siirli ise P konisi diizenli koni adini

alir.

Diizenli koniler normaldir ve normal konilerin diizenli olmadig1 agiktir.

Tamm 2.7.2. [44] X # bir kiime ve E bir reel Banach uzayir olsun. Eger

d: XxX — E doniistiimii asagidaki sartlar1 saglarsa d doniisiimiine X lizerinde bir

koni metrik ve (X ,d ) ikilisine koni metrik uzay denir.
1. Her x,ye X i¢in 0<d(x,y) ve d(x,y)=0 = x=y.
2. Her x,ye X i¢in d(x,y)=d(y,x).

3. Her x,y,z€ X igin d(x,y)=d(x,z)+d(z).



BOLUM 3. ESNEK KONi METRIiK UZAYLAR

3.1. Esnek Koni Metrik

Tanim 3.1.1. (E,

,A) esnek reel Banach uzay1 ve (P, 4)e S (E ), E kiimesinin bir

esnek alt kiimesi olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (P,A) esnek kiimesine bir

esnek koni denir.

1. (P, A) kapali, (P, 4)#® ve (P,4)#SS({©}),

2. abe R(A), %,7€(P,A) ise at+byé (P, A),

3. X€(P,A) ve —x€(P,A) ise x=0.

(P,A)e S (E ) verildiginde (P, A) konisine gore bir < kismi siralama bagntisi, her

=0
<0

,JEE icin ¥Xy& y—xe (P,A) seklinde tammmlanir. X<y ve X# ) i¢in
X < y siralama bagmtis1 y—xe int(P,A) ifadesine karsilik gelir ve ¥ < 3 sembolii

ile gdsterilir. Burada int(P, 4), (P, A) konisinin esnek i¢ elemanlarinin kiimesidir.

Tamm 3.1.2. (P, 4), (E,

, A) esnek reel Banach uzayinda bir esnek koni olsun.

1. Eger her %X, 7€ E igin © X% X7 olmasi ||)~c|| < 07”)7” olmasini gerektirecek
sekilde bir & > 0 esnek reel say1 varsa (P,A) esnek konisine normal koni ve &

sayisina, (P, A) konisinin esnek sabiti ad verilir.
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2. Eger her % jEE icin E iginde Sup(f, )7) varsa (P,A) esnek konisine
minihedraldir denir.

3. Eger E uzaymnda istten smrli her esnek kiime ((F ,A)e S (E)olsun. Her
X, Y€ (F,A) igin ||5c'—)7||§||5|| olacak sekildle @< ¢ ile ¢€ E varsa (F,A)
esnek kiimesine iistten sinirlidir denir) bir supremuma sahip ise (P,A) esnek

konisine gii¢lii minihedraldir denir.

4. Eger Int(P,A)#Q ise (P, A) esnek konisine katidir denir.

5. Eger E uzaymnda esnek elemanlardan olusan iistten smirli her azalan dizi

yakinsak ise (P,A) esnek konisine regiilerdir denir. Yani E uzaymda

... X %,--- olacak sekilde esnek elemanlarin dizisi {X,} ise bu

[A
IA?

j1 j2
durumda bir X€ E esnek elemani vardir dyle ki n — o iken ||)E" —)E” —0 olur.
Buna denk olarak, eger esnek elemanlarin alttan siirli her artan dizisi yakinsak

ise (P, A) esnek konisine regiilerdir denir.

Ornek 3.1.1. R (A4), A sonlu parametreler kiimesi iizerinde tanimli tiim esnek reel

sayilarin ailesi, R mutlak esnek reel kiime ve R”" =RXRX---XR olsun. Teorem

2.6.1. nm bir sonucu olarak R", bir esnek Banach uzaydur. E=R" uzayinda

(P, A)=SS{(%, %,y -5, ) : % 30,Vi=1,2,---,n]

esnek kiimesi bir esnek konidir. Ayni1 zamanda bu (P,A) konisi normal, minihedral,

gii¢lii minihedral ve katidir.
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Bundan sonra E esnek Banach uzayinda bir (P,A) esnek koniyi, bir kat1 koni ve

" <" bagintisini, (P,A) esnek kati koniye gore kismi siralama bagintisi olarak goz

Oniine alacagiz.

Tanmm 3.1.3. A# @ parametreler kiimesi, X #& bir kiime ve X mutlak esnek

kiime olsun. Eger d:SE ()~( )XSE ()~( ) — SE (E ) doniisimii  asagidaki sartlari
saglarsa d doniisiimiine X iizerinde bir esnek koni metrik ve X esnek kiimesine
tizerindeki d esnek koni metrigi ile birlikte esnek koni metrik uzay denir ve ()? , d,A)
ile gosterilir.

dl. Her %,7€ X i¢in ©<d(%,7) ve d(%,7)=0 & x=7,
d2. Her %,7€ X igin d(%,y)=d(y,X),

d3. Her %,7,2€ X i¢in d(%,7)<d(%,2)+d(Z,7).

Her esnek metrik uzayin bir esnek koni metrigi oldugu agiktir.

Ornek 3.1.2. 4 sonlu parametreler kiimesi, E=R?,

(P,A)=5S{(%, 7)€ E:%,720},

X =R ve @>0 esnek sabit olmak iizere

d(%,5)=(%-7],ax- )
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ile taniml1 d : SE()?)XSE(X) - SE(E) doniisiim verilsin. (f(,d,A) bir esnek koni

metrik uzaydir.

Teorem 3.1.1. {d i Ae A} , bir X kiimesi tizerindeki kesin koni metriklerin her

parametrize edilmis ailesi, X {iizerinde bir esnek koni metriktir.

Ispat. VAe 4 ve %,7€ X igin X(4),7(4)e X olsun. VA€ 4 ve V%, 7€ X igin

d(x,y)(4)=d, (x(ﬂ)f/(/l)) seklinde tanimlanan d : SE()?)XSE()Z) - SE(E)

doniisiimiiniin - X iizerinde bir esnek metrik oldugunu gostermek igin (d1-d3)

aksiyomlariin saglandigini géstermeliyiz.

dl. VA€ 4 ve Vi, € X i¢in ON)=0<d(%,7)(A)=d, (%(L),7(A)) esitligine

sahip oldugumuzdan © < d ()E )7) elde ederiz. Ayrica,
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d3. Her x,y,z€ X i¢in

Béylece d(%,7)Xd(X,2)+d(Z¥) elde edilir. O halde d déniisiimii X iizerinde

bir koni metriktir.

Sonu¢ 3.1.1. p, bir X kiimesi iizerindeki herhangi bir kesin metrik olmak iizere,

X tizerinde bir esnek metrige genisletilebilir.

ispat. Once mutlak esnek kiimeyi ve E esnek Banach uzayimi bos olmayan A

parametreler kiimesini kullanarak olusturalim. Her X, 7€ X ve her A€ 4 igin
d(x,7)(4)= p(i(ﬂ)f}(l)) seklinde tanmimlanan d : SE()Z)XSE(X) — SE(E)
doniistimii tanimlayalim. Teorem 3.1.1. ile ayni igslemi kullanarak d doniistimiiniin

X tizerinde bir esnek koni metrik oldugu kolaylikla ispatlanr.

p kesin koni metrigi kullanarak tanimlanan esnek koni metrige, p metrigi

tarafindan ziretilen esnek koni metrik denir.

Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.1. nin tersi dogru degildir. Kesin metriklerin herhangi
parametrize edilmis ailesi bir esnek metrik olmasina ragmen, herhangi esnek metrik,

kesin metriklerin parametrize edilmis bir ailesi olmasi gerekmez. Boylece esnek
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metrik, kesin metriklerin herhangi parametrize edilmis ailesinden daha genel ve daha

kapsamlidir.

Teorem 3.1.2. Eger X iizerinde bir d esnek metrigi asagidaki (d4) aksiyomunu
saglarsa her %, 7€ X ve her A€ 4 igin dl(i(ﬂ),f(ﬂ))zd(i,j})(ﬂ) seklinde
tanimlanan d, : XXX — E, fonksiyonu her A€ 4 igin X iizerinde bir koni

metriktir.

(d4). Her A€ 4, %, 7€ X ve (r,s)e XxX i¢in {d (% 7)(4): %(A)=r,7(4)=s]

tek elemanli kiimedir.

Ispat. Agikca VA€ 4 igin d, : XxX — E, X kiimesinin bir sirali ¢iftini bir e€ E
elemanina karsilik getiren bir kuraldir. (dl) aksiyomundan 0 < e olur. Her A€ 4
i¢in d, doniigiimiiniin iyi tanimh oldugu (d4) aksiyomundan gikar. Bdylece esnek
koni metrik uzay aksiyomlari her A€ A4 i¢in d, doniigiimiiniin koni metrik sartlarini
verir. Bu bakis acisindan d,; metrigi, (d4) aksiyomunu saglayan bir koni metrik
oldugu goriilir. Burada d,, [40] da tanimlandig1 gibi bir 6zel doniisiimdiir dyle ki
d:A— (E*)XXX bir doniisimdir. (E°, ©<e sartim saglayan biitin e€ E

elemanlarin kiimesini gosterir.)

Onerme 3.1.1. ()~( ,d, A) esnek koni metrik uzay olsun. Bu durumda her © < ¢ ile
¢EE iginbir 6 30 esnek reel sayist vardir dyle ki ||)?|| 23 iken (5—56)6 int(P,A) ,

yani X < ¢ olur.
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Ispat. SR oldugundan ceint(P,A) olur. Boylece

{)Eé E:|x-¢|< 5'} cint(P,A) olacak sekilde &5 50 esnek reel sayist bulunabilir.

O halde ||¥] < 6 ise (¢ —%)—¢]=]-H =[|< & olur. Yani (¢—%)€ int(P,A) olur.

Onerme 3.1.2. ()? , d,A) esnek koni metrik uzay olsun. Bu durumda her bir © < ¢,

O@<&¢, ile ¢,¢,& E igin ¢ & & ve ¢ < ¢, olacak sekilde © < ¢ ile ¢€ E vardir.

Ispat. © < ¢, oldugundan Onerme 3.1.1. ile ||)?||25 olacak sekilde & 50 esnek

reel sayisi vardir ki bu X < ¢ olmasimi gerektirir. Bir n, dogal sayisi segelim dyle ki

[}

ui é olur. Boylece
n()

S

n

|_Qz

diyelim. Bu durumda [¢]|=

0

N

1 6 _
—<— olsun. ¢=
n, el

0

¢ < ¢, olur. Benzer sekilde ¢ < ¢, oldugu gosterilebilir.

3.2. Esnek Koni Metrik Uzaylarin Topolojisi

Tamm 3.2.1. ()?,d,A) bir esnek koni metrik uzay xé& X ve ©K¢ ile ¢EE
olsun. d(%,y) < ¢ sartin1 saglayan X uzayinin esnek elemanlarinin ailesine bir actk
yuvar denir ve B (fé) ile gosterilir. Yani

{7e X :d(x,9) <&} < SE(X)

olarak tanimlanir.Benzer sekilde X uzayinin esnek elemanlarinin
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B[%,é]={7€ X :d(%,§) X ¢} < SE(X)

ailesine bir kapali yuvar denir.

d(%,3) < ¢ ise (¢—d (. 7))€ int(P,A) ve d(%,5) < ¢ ise (¢—d(%,9))€ (P, A)

olduguna dikkat edilmelidir.

SS(B(%,¢)) ve SS(B[X,¢]) esnek kiimelerine sirastyla esnek acik yuvar ve esnek

kapalt yuvar diyecegiz.

Tanim 3.2.2. (f(,d,A) bir esnek koni metrik uzay ve ® < ¢ ile ¢ € E olsun. Eger
d(X,§)>0O sartim saglayan herhangi iki 7€ X esnek elemam igin
SS (B()?,E) mB(j/,E)) =® (Bu, B(X,0)NB(y,¢)=C ifadesine denktir) olacak
sekilde B(x,¢) ve B(Y,c) agik yuvarlart varsa ()~( ,d,A) uzayma Hausdorff

ozelligine sahiptir denir.

Teorem 3.2.1. Her esnek koni metrik uzay Hausdorff 6zelligine sahiptir.

Ispat. ()? , d,A) bir esnek koni metrik uzay ve © < ¢ ile ¢ € E olsun. Herhangi iki

%, 7€ X esnek elemam verilsin. d(%§)50© oldugundan her A€ 4 igin

ile

d(%,5)(A\) =6 yani |d(Z,5)(A)|>0 olur. 0<||cﬂ||<;

reel sayisim gozoniine alalm. Her A€ A4 igin E(/1)=cl olsun. Bu durumda
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B(x,0)={z& X:d(%,2)< ¢} ve B(3,6)={2& X:d(§,2)<¢] agk yuvarlarima
sahibiz. B(x,c)nB(y,c) =Y oldugu aciktir. Sonug olarak

SS(B(%,¢)NB(3,¢))=® olur.

Tamm 3.2.3. 5, ()~( ,d,A) esnek koni metrik uzayinda esnek elemanlarinin bir
ailesi, x€ 2B bir esnek eleman olsun. X€ B(X,¢) C B olacak sekilde ® < ¢ ile bir

¢ € E esnek elemani varsa X esnek elemanina B ailesinin bir i¢ eleman: denir.

Tamm 3.2.4. ()?,d,A) esnek koni metrik uzay, (F,A4)e S(f() bir esnek kiime

olsun. ¥ B(X,&) c SE(F, A) olacak sekilde © < ¢ ile bir ¢ € E esnek elemant

varsa X esnek elemanma (F, A) kiimesinin bir i¢ eleman: denir. (F, A) kiimesinin

biitiin i¢ elemanlarinin ailesi int(F, A) ile gdsterilir. Bdylece

int(F,A)={%& (F,A) : Xe B(%,¢)cSE(F,A), © L€ E|

olarak tanimlanir. SS (int(F A)) esnek kiimesine (F, A) kiimesinin esnek ici denir.

Teorem 3.2.2. ()?,d,A) esnek koni metrik uzay, (F,4,),(G, 4)e S(f() iki esnek

kiime olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
1. SS(int(F,A))&(F,A).
2. (F,A)&(G,4)=int(F,A)cint(G,A).

3. (int(F.A)Nint(G,A))cint((F,A) M (G, 4)).
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4. (int(F,A)Vint(G,A)) cint((F,A)U (G, A)).

Ispat. 1. x€ int(F, A) herhangi bir esnek eleman olsun. Bu durumda © < ¢ ile bir

¢ € E esnek elemant vardir dyle ki ¥€ B(%,¢)  SE(F, A) olur. Buradan

xe SE(F, A) ve SS(int(F,A)) &(F,A) elde edilir.

2. ¥eint(F,A) olsun. Bu durumda © < ¢ ile bir ¢ € E esnek elemani vardir Gyle

ki xe B(x,c) c SE(F, A) olur. (F,A) & (G, A) oldugundan

Xe B(%,¢)cSE(F,A)c SE(G,A)= e int(G, A)

olur. Buradan int(F,A4) Cint(G,A) elde edilir.

3. ie(int(F,A)mint(G,A))olsun. Bu durumda ¥e€int(F,A4) ve Xeint(G,A)

olur. Boylece xe B(X,¢,)c SE(F,A4A) ve xe B(X,¢,)c SE(G,A) olacak sekilde

O<K ¢ ve @KLy, ile ¢,¢ & E esnek elemanlari vardir. Onerme 3.1.2.ile ¢ < ¢, ve

¢ L ¢, olacak sekilde bir ® X ¢ € E esnek eleman1 vardir. Simdi

%€ B(%,¢) C SE(F, A) ve ie B(%,&) c SE(G, A)
= Xeint(F,A) ve X€int(G,A)

= xeint((F,A)M(G,A))
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olur. Buradan (int(F,A)ﬁint(G,A)) Cint((F,A) rm(G,A)) bulunur.

4. 5 (int(F,A)vint(G,A)) = Xe€ int(F,A) veya %€ int(G,A)
=3O K CEE>Xe B(%,¢)c SE(F, A) veya e B(%,¢)c SE(G, A)
= %€ B(%,6)  (SE(F, A) USE(F, 4)) c SE(F, A) U SE(G, A)

= (int(F,A)int(G,A)) cint((F,A)U(G,4))

= xeint((F,A)U(G,A))

olur. Buradan (int(F,A)Uint(G,A)) < int((F,A)W(G,A)) yazilir.

Tanimm 3.2.5. (f( ,d,A) bir esnek koni metrik uzayi, B esnek elemanlarinin bir

ailesi, B ailesinin her elemani bir i¢ eleman ise B ailesine aciktir denir.

(F,A)e S ()~( ) bostan farkli bir esnek kiime olsun. Eger (F,A4)=SS(*B) olacak

sekilde (F, A) kiimesinin esnek elemanlarinin bir agik %25 ailesi varsa (F ,A) esnek

acik kiime denir. Acik¢a her acik yuvar bir agik kiime ve her esnek acgik yuvar bir

esnek agik kiimedir.

Onerme 3.2.1. ()~( ,d,A), (d4) aksiyomunu saglayan bir esnek koni metrik uzay

olsun. Bu durumda ()~( ,d ,A) icinde her B(X,¢) agik yuvari igin,

SS(B(x,¢))(A) = B(X(A),c(4)), VAe A,

(X.d,,A) iginde bir agik yuvardur.
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ispat.® < ¢ ile bir ¢€ E ve her A€ 4 i¢in 0<KE(A)€ E olmak iizere B(X,&) bir
acik yuvar olsun. y€SS (B(fc', 5)) (A) alalim. Bu durumda 3(A)=y olacak sekilde
bir ye B(x,é) vardir. ye€ B(X,¢) oldugundan d(%,y)< ¢ olur. Bdylece
d(x,7)(A)=d,(x(1),y) < ¢(A) olacak sekilde bir 6 < ¢(L)€ E vardir. Buradan her

y€ SS(B(X,6))(A) igin d,(X(A), y) < &(A) oldugundan
SS(B(%,8))(A) © B(X(A),E(A))

elde edilir. Tersine olarak, d,(x(4),y)< c¢(A) olacak sekilde ye X olsun.
¥ € B(%,C) segelim ve 7€ X esnek elemanm g€ A igin =2 ise y(u)=y ile
U#A ise p(u)=x(u) ile tammlayalim. Bu durumda (d4) aksiyomundan

d(X,y) < ¢ ve boylece y€ B(%,¢) ve her A€ A4 igin J(A)=y olur. Buradan da
B(x(4),¢(A)) € SS(B(x,¢))(A)

elde edilir. O halde SS(B(X,¢))(A)=B(%(A),c(A)) olur. Bu her A€ A icin dogru
oldugundan her A€ 4 icin SS(B(%,¢))(A4), (X.d,,A) kesin koni metrik uzayinda

bir acik yuvardir.

Teorem 3.2.3. (f( ,d,A), (d4) aksiyomunu saglayan bir esnek koni metrik uzay
olsun. Bu durumda (F ,A)e S ()~( ) esnek kiimesinin esnek acik olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her A€ A igin (F, A)(A) kiimesinin (X,d,,A) kesin koni metrik uzayinda

acik olmasidir.
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Ispat. (F,A) bir esnek acik kiime olsun. (), A) kiimesinin esnek elemanlarmin bir
B ailesi vardir dyle ki B acgiktir ve (F, A)=SS(B) olur. xe SS(B)(A) alalim.

Bu durumda X(4)=x olacak sekilde bir Xx€ 2 esnek eleman1 vardir. & acik

oldugundan %€ B(%,¢) © B olacak sekilde © < ¢ ile bir ¢é € E vardir. Yani

x=3(A)e SS(B(,&))A) < SS(B)A)

oldugundan SS(B(%,¢))(A4), (X.d,,A) uzayinda bir acik yuvardir ve x, SS(& )A)
kiimesinin bir i¢ elemamdir. x eleman keyfi oldugundan her x€ SS(B)(A) eleman

bir i¢ elemandir ve A€ 4 icin SS(B)(A), (X,d,,A) uzayinda bir agik kiimedir.

Tersine A€ A ig¢in SS(B)(A), (X,d,,A) vuzaymda bir agik kiime olsun.
X€ SS(!B) alalim. Bu durumda A€ 4 i¢in ¥(A)e SS(B)(A) olur. SS(B)(A), acik
oldugundan 6 < ¢, ile bir ¢, € £ elemant ve (X,d,,4) iginde bir B, (%(4).c,),
acik yuvari vardir dyle ki her A€ 4 i¢in ¥(1)€ B, ()Nc(l),cﬂ) c SS(B)(A) olur. Her
A€ A igin é(A)=c, ile CE E esnek elemamm gozoniine alalim. Bu durumda
O<¢ ve B(x0)), (X ,d,A) uzayinda bir agik yuvardir. Boylece

i€ B(%,¢)c SE(SS(B)) ve SE(SS(B))=U B(%,&) olur. SE(SS(B)) acik

FESS(B)

ailelerin birlesimi oldugundan SE(SS(2)) agiktir. SS(2)=SS(SE(SS(B(%.¢))))

oldugundan (F, 4)=SS(2) esnek agiktir.

Teorem 3.2.4. (f( , d,A) bir esnek koni metrik uzay1 olsun. Bu durumda,

1. ® ve X esnek kiimeleri esnek aciktirlar,
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2. Esnek agik kiimelerin keyfi elemanter birlesimi esnek agiktir.

Ispat.1. ® kiimesinin esnek acgik oldugu asikardir. Her xe SE (f( ) i¢in
xXe B(f,&')CSE ()? ) olacak sekilde © < ¢ ile bir ¢E€ E esnek eleman var

oldugundan X, SE ()? ) ailesinin bir i¢ elemamidir. X =SS (SE (X )) oldugundan X

esnek aciktir.

2. A keyfi bir indis kiimesi ve her i€ A igin (F, A) soft kiimeleri (f(,d,A)
uzayinda agik kiimeler olsun. (F,4)=U_, (F,, A) kiimesinin esnek a¢ik oldugunu
gosterelim. A= ise (F,4)=U,, (F,A)=® kiimesi esnek agiktir. A#J olsun.
Her ie A igin (F,A)=® ise (F,A)=U_, (F,,A)=® olur ki esnek agiktir. En az
bir i€ A igin (F,,4)#® olsun. Her bir (F,, 4) kiimesi esnek acik oldugunda
(F,,4)=SS(B,) olacak sekilde (F,,A4) kiimesinin esnek elemanlarmin 2, agik
ailesi vardir. Bu durumda Uca B, agiktir. Boylece

(F,A)=U_, (F,4)=SS(U.,B,) esnek agiktir.

Uyan 3.2.1. Genel olarak SS(B,) m SS(Z,) = SS(B, NnB,) oldugundan iki esnek

acik kiimenin elemanter kesisimi esnek ac¢ik olmasi gerekmez. Buna ragmen

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.5. (d4) aksiyomunu saglayan bir esnek koni metrik uzayda esnek acik

iki kiimenin elemanter kesisimi esnek agiktir.
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Ispat. (f( ,d,A), (d4) aksiyomunu saglayan bir esnek koni metrik uzay,

(F,A4),(G,A)e S()?) esnek acik iki kiime olsun. Bu durumda (f(,d,A) uzayinda
esnek elemanlarin 2, ve B, acik aileleri vardir dyle ki (F,A)=SS(B,) ve
(G,A4)=SS(’B,) olur. Eger (F,4) M (G, A) =D ise esnek agiktir.

(F,A)M (G, A) 2 ® ise (F,A) M (G, A)=(F,A)A(G,A)

olur. Buradan

((F,AAN(G,A))(A)=(F,A(A) N (G, A1), Vie A

olur. Her A€ 4 i¢in (F,A(A) ve (G,ANA) kimeleri (X,d,) i¢inde agik
olduklarindan ((F,4)A(G,A))(A) kiimesi de agiktir. Bdylece Teorem 3.2.3. ile

(F,A)N\(G, A) yani (F,A) M (G, A) esnek agiktir.

Teorem 3.2.6. (d4) aksiyomunu saglayan her esnek koni metrik uzay, elemanter

birlesim ve elemanter kesisim islemine goére X {izerinde bir elemanter esnek

topolojik uzaydir. Bu topolojiye elemanter esnek koni metrik topoloji diyecegiz.

Ispat. (f( ,d ,A), (d4) aksiyomunu saglayan bir esnek koni metrik uzay, 5 esnek

elemanlarin bir ailesi ve

7. ={ (F,A) & X :V¥e B,3B(%,¢) > Xe B(x,¢) © B,(F,4)=SS(B),0 K€ E} c S(X)
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ailesinin X {izerinde elemanter islemlere gére bir topoloji oldugunu gostermeliyiz.

Bu, Tanim 2.2.2. ye gore Teorem 3.2.4. ve Teorem 3.2.5. den ¢ikar.

3.3. Esnek Koni Metrik Uzaylarin Tamhg:

Tamm 3.3.1. (f( ,d,A) esnek koni metrik uzay ve {%,] X kiimesinin esnek

elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Eger ©® < ¢ ile ¢ € E verildiginde her n > N

dogal sayisi i¢in d ()En,fc)<~<5 olacak sekilde N dogal sayist varsa {X,} dizisi
XE X esnek elemanina yakinsaktir ve % esnek elemanma da, {X,} dizisinin

limitidir denir. Bu n — o iken limx, =X veya X, — X ile gosterilir.

n—oo

Onerme 3.3.1. ()~( ,d,A) esnek koni metrik uzay , (P,A) normal esnek sabiti &
olan esnek normal koni ve {in}, ()~( ,d,A) esnek koni metrik uzaymn esnek

elemanlarinin bir dizisi olsun. {x,} dizisinin yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart

n— oo iken d(%,,X) > ©

Ispat. Kabul edelim ki {X,} dizisi, ¥ elemanina yakinsasm. Her esnek reel &> 0
icin @< ¢ ile ¢EE ve 07”5” <& segelim. Her n>N dogal sayisi i¢in
d(%,X)<¢ olacak sekildle N sayist vardir. Boylece n>N  oldugunda

|d (%,.%)| < @|é| < & elde edilir. Bunun anlami n — e iken d(,,%)—© olur.

Tersine olarak n — o iken d(%,,X) = © oldugunu kabul edelim. Her ©® < ¢ ile

¢EE icin |7]|< 6 olacak sekilde & >0 var ise Onerme 3.1.1. ile ¢—X& Int(P, A)
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elde edilir. Bu & igin, bir N sayisi vardir dyle ki her n>N dogal sayisi igin
|d(%,,%)| <6 olur. Buradan d(%,.%)<¢ elde edilir. Boylece {X,} dizisi,
elemanina yakinsar.

Teorem 3.3.1. (f( ,d,A) bir esnek koni metrik uzay , (P,A), normal esnek sabiti &
olan bir normal esnek koni ve {fcn}, (f( ,d,A) esnek koni metrik uzayin esnek

elemanlarinin bir dizisi olsun. {X,} dizisinin limiti tektir.

Ispat. Xx#y ile X, 7€ X alalm. n — o iken ¥, - % ve %, —  olacak sekilde X
iizerinde esnek elemanlardan olusan bir {%,] dizisinin var oldugunu kabul edelim.

X # ¥ oldugundan d(X,7)(A)#0 olacak sekilde en az bir A€ A4 vardir. E Banach
uzaymda 0 < ¢, ile 0<||C/1|| <%Hd (%, J?)(/l)” sartin1 saglayan bir ¢, elemanini

gozoniine alalm. VAe 4 igin ¢(A)=c, ile CEE olsun. %, »% ve % —7

oldugundan bir N sayis1 vardir 6yle ki her n > N dogal sayisi i¢in
d(%,.%) L é=d(5,.5) (1) <c, ve d(%,.7) L é=d(%,.7)(A) <,
olur. (d3) aksiyomundan

d(x,y)(A)=d(x,,%)(4)+d(x,,7)(1) < 2,

— n’

elde ederiz. Bdoylece (P,A), normal esnek sabiti & olan normal esnek koni

oldugundan
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Ja(%.3)(A)] < 22(A) .| veya || >ﬁ(ﬂ)ud<w>u)u

elde edilir. Bu ¢; elemaninin keyfi oldugu gergegi ile ¢eliskidir. O halde kabuliimiiz

yanlistir ve dolaysiyla ¢ keyfidir. Boylece sonug elde edilir.

Onerme 3.3.2. (f( ,d ,A) bir esnek koni metrik uzay ve (P, ), normal esnek sabiti

@ olan bir normal esnek koni olsun. {%,} ve {7}, (f( ,d,A) esnek koni metrik
uzaym esnek elemanlarinin iki dizisi olsun. n — ~ iken X, X ve X, > ) ise

n— oo igin d(X,,7,) —d(X,7) olur.

ispat. Her esnek reel £ 0 sayisi igin © K ¢ ile ¢€ E ve ||5|| < segelim.

_€&
4|a|+2

X,—>Xx ve y,— y oldugundan her n>N dogal says1 i¢in d (in,fc) <C ve

d(7,.7) < ¢ olacak sekilde N sayisi vardir. Simdi

d(%,,7,)=d(%,,%)+d(%,7)+d(5,.7) = d(%,7)+2¢,

d(%,7)=d(%,,%)+d(%,,9,)+d(5,,7)=d(%,,5,)+2¢,
sahibiz. Buradan 0 Xd (%,7)+2¢—d(%,,7,) < 4¢ ve

|d(%.7)+26-d(%,.5,)| < 4@é| oldugundan
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|d(%,.5,)-d(%.7)| 2 |d (. 7)+ 26 -d (%,.5,)| +]2¢| £ 4a+2)|¢| < &

elde edilir. Boylece d(X,,7,) —>d(X,7), (n—>eo) olur.

Tanim 3.3.2. (f( ,d ,A) esnek koni metrik uzay olsun Ve{fcn} , X esnek kiimesinin

esnek elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Eger © < ¢ ile ¢€ E esnek eleman

verildiginde her n,m> N i¢in d(%,,X, ) < ¢ olacak sekilde bir N sayisi varsa {X, }

dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisidir denir.

Tamm 3.3.3. (f( ,d,A) esnek koni metrik uzay olsun. Eger her Cauchy dizisi X

kiimesindeki bir esnek elemana yakinsiyorsa (f( ,d,A) uzayina esnek tam koni

metrik uzay ad1 verilir.

Onerme 3.3.3. (f( ,d,A) bir esnek koni metrik uzay olsun. X esnek kiimesinin

esnek elemanlarindan olusan her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. {x,} X kiimesinin esnek elemanlarmdan olusan bir dizi ve n — o iken

%, — X olsun. Bu durumda © < ¢ sartini saglayan her ¢ € E karsilik bir N sayisi

vardir dyle ki her n,m> N dogal sayist i¢in d(%,,%) <~<§ ve d(X,,X) Z<% olur.

Buradan (d3) aksiyomu ile
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d(%,,%,)=d(%,,%)+d(%,,%) <&

m?

elde edilir. Bdylece {x,] bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.2. (f( ,d ,A) bir esnek koni metrik uzay, (P,A) normal esnek sabiti &
olan bir normal esnek koni ve {fcn}, (f( ,d,A) esnek koni metrik uzaym esnek

elemanlarinin bir dizisi olsun. {fcn} dizisi bir Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve

yeter sart n,m> N iken d(X,,X,) — O olmasidir.

ispat. {%,} bir Cauchy dizisi olsun. Her esnek reel €30 sayisi igin @ L ¢ ile

ce E esnek elemanini ve (3{”5”25 ecelim. Her n,m>N dogal sayisi igin

W

(%,.%,) < ¢ olacak sekilde N sayist vardir. Boylece (P, A4) normal esnek sabiti
& olan bir normal esnek koni oldugundan n,m> N igin Hd (%,.%, )H <ale| <& elde

edilir. Bu, n,m — o« iken d(X,,X,)—© demektir.

Tersine olarak n,m — oo iken d(%,,%,) —>© olsun. Her @ < ¢ ile ¢€ E esnek
elemant igin ||%]|< & olacak sekilde 550 varise ¢—¥e Int(P,A) elde edilir. Bu &
icin bir N sayist vardir dyle ki her n,m>N dogal sayisi i¢in Hd (fcn,im)u 26 olur.

Boylece ¢—d(x,,X,)€ Int(P,A) olur. Bu d(%,,%,)< ¢ demektir. O halde {X,}

dizisi, bir Cauchy dizisidir.

3.4. Sabit Nokta Teorisi
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Bu kesimde esnek koni metrik uzaylar iizerinde daralma doniisiimleri i¢in sabit nokta

teoremlerini ispatlayacagiz.

Tanim 3.4.1. (f(,d,A) esnek koni metrik uzay ve T: SE()?)—)SE()?) bir

doniistim olsun. Eger 7X, =X, olacak sekilde bir %, & X esnek eleman: varsa bu

durumda %, & X esnek elemanna T déniisiimiiniin bir sabiti denir.

Tanim 3.4.2. (f(,d,A) esnek koni metrik uzay ve T: SE()?)—)SE()?) bir

doniisiim olsun. Her %, & X i¢in

~ S ey g ~ _mp~ oz
x=1x,, x,=T%, =T°%,, ..., ¥, =T%, , =T"%,, -

n n

esnek elemanlarimin  {X,} dizisini olusturalm. Bu durumda {%,} dizisine,

tekrarlama metodu ile olusturulan bir dizidir denir.

Tanim 3.4.3. (f(,d,A) esnek koni metrik uzay ve T: SE()?)—)SE()?) bir

doniisiim olsun. Eger her %, € X i¢in d(7T%,77) = #d (%, 7) olacak sekilde 0<7 <1

ile bir 7 pozitif esnek reel sayisi varsa T doniisiimiine daralma doniisiimii dentir.

Teorem 3.4.1. (X,d,A) tam esnek koni metrik uzay ve 7 : SE()?) - SE()?) bir
daralma doniisiimii olsun. Bu durumda 7, X icinde bir tek sabit esnek elemana
sahiptir ve her x€ X igin tekrarlama metoduyla olusan {T "i} dizisi bu sabit esnek

elemana yakinsar.
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Ispat. (f( ,d,A) esnek tam koni metrik uzay ve T : SE ()~( ) — SE ()~( ) bir daralma

déniisiimii olsun. Bu durumda her %, 7€ X i¢in d(7X,1y) < id (X, 7) olacak sekilde

0<7<1 ile bir 7 pozitif esnek reel sayisi vardir. Her bir 3, & ¥ ve n>1 igin,

tekrarlama metoduna gore

T S~ _ o g2 ~ e e
x =1x,, x,=T%, =T°%,, ..., ¥, =T%, , =T"%,, .-

ile X esnek kiimesinin esnek elemanlarm bir {x dizisine sahibiz. Buradan,

elde edilir. Boylece n > m icin

olur. Simdi © < ¢ ile ¢ € E esnek elemani verilsin ve & > 0 keyfi esnek reel sayisi

segelim dyle ki ¢+ N (©)&(P,A) olsun. Burada N, ( ) ({}é E~||)7||25‘})

e (P,A) bir esnek konidir. Aym1 zamanda bir N, dogal sayisi segelim Oyle ki



Vm>N, igin I_t Zd(fc,,fc,,)é N;(©) olsun. Bu
Tt fd(fcl,fco)<~<5 olur. Boylece her n > m igin
d(in,im)th =d(%.5) e
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durumda Vm=N, i¢in

bulunur. O halde {1} dizisi, X iginde bir Cauchy dizisidir. ()~( ,d,A) esnek tam

koni uzayr oldugunda »n — « iken %, — % olacak sekilde bir ¥ E€X vardr.

Vn=N, i¢in d (in,fc*)<~<% olacak sekilde bir N, dogal sayisi secelim. (d3)

aksiyomundan Vn = N, i¢in

elde ederiz. Boylece, Vm=>1 igin d (T)E*,X*) <

El(‘:z

m m

olur. Buradan Vm2>1 icin

¢ d(ﬁ*,f*)é (P,A) olur. m — oo iken £ 50 ve (P, A) kapali koni oldugundan

—d (Ti*,i*)é (P, A) elde edilir. Bu nedenle d (TJE,JE) =0 ve buradan 7% =X olur.
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Sonu¢ 3.4.1. (f(,d,A) bir tam esnek koni metrik uzay olsun. @ < ¢ ile ¢€ E
esnek sabit elemant ve ¥, € X icin esnek elemanlarin
B[)EO,E ={)?é )~(:d(~0,)?) < 5} kapali yuvart ve (P,A) =SS(B[)?O,E]) verilsin.
Kabul edelim ki 0<7 <1 ile bir 7 esnek sabit ve d(7%,,%,) < (1 —7)¢ olmak iizere

T:(X,dA)—(X,d, A) doniisiimii

daralma sartin1 saglasin. Bu durumda 7', (P,A) icinde bir tek sabit esnek elemana

sahiptir.

ispat. (P, A4) esnek konisinin tam oldugunu ve X€ (P, A) icin TX€ (P, 4) oldugunu
gostermeliyiz. (P,A) icinde esnek elemanlarinin {56”} dizisi bir Cauchy dizisi
oldugunu kabul edelim. Bu durumda {X,} dizisi X i¢inde de bir Cauchy dizisidir.

()~( ,d ,A) esnek koni metrik uzaymn tamlhigindan n — « iken X, —x olacak sekilde

bir ¥€ X esnck elemani vardir. (d3) aksiyomundan

d(%), %) 2d (%, %, ) +d (%,,%) Xd (%, %) +¢

no

elde edilir. X, >X¥=d(X,X) >0 oldugundan d(X,,X)<¢ ve XE (P A)

bulunur.

Her X€ (P, A) igin
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d (%, T%) Xd(T%),%,)+d (T%,,T%) X (1-7)é+id (%,,%) < (1 -0 )é+ic=¢

olur. Boylece Tx€ (P ) A) olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.4.2. (f(,d,A) bir tam esnek koni metrik uzay olsun. 0<7 <1 ile 7 bir

esnek sabit olmak iizere bir n pozitif tam sayisi igin 7 : SE (f( ) — SE (f( ) dontistimi

d(T"%,T"7)%d(%,7), Vi, 7€ X

daralma sartim1 saglasin. Bu durumda 7, X icinde bir tek sabit esnck elemana

sahiptir.

ispat. Teorem 3.4.1. ile 7", X icinde bir tek X  sabit esnek elemana sahiptir.

T (T)E*):T (T "X'*):T)E* oldugundan 7x" da 7" nin bir sabit esnek elemanidir.

Boylece 7x =x oldugundan X', T nin bir sabit esnek elemamdir. 7 nin sabit

esnek elemant ayni zamanda 7" nin sabit esnek elemani oldugu i¢in 7 nin sabit

esnek elemani tektir.

Teorem 3.4.2. (X,d,A) bir tam esnek koni metrik uzay ve T : SE(;() - SE(;()

doniisiimii 0 <7 < — ile 7 bir esnek sabit olmak iizere

N | —|
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daralma sartin1 saglasin. Bu durumda 7', bir tek sabit esnek elemana sahiptir. Her bir

Y€ X igin {X‘n} tekrarlama dizisi sabit esnek elemana yakinsaktir.

Ispat. Her bir 5 € X i¢in
xl :TX-O’ 5&2 ZTJ‘EI =T2'i'0’ o0 "i'nﬂ :Tj}n :TnHjEO’ oo

diyelim. Bu durumda

d(%,,.x,)=d(I%,,Tx, )

olur. Boylece

.t
yazilir. Burada § = =

T olsun. Buradan n > m igin,
—t
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yazihr. ©&¢é ile GEE esnek sabit elemani verilsin. Vm>N, igin

< -d (%,,%,) < ¢ olacak sekilde bir N, dogal sayist segilirse, n>m igin
-3

d(X,,%,) < olur. O halde {X,}, X iginde bir Cauchy dizisidir. (X,d, ) bir tam

esnek koni metrik uzay oldugundan bir ¥ € X esnek elemani vardir Syle ki n — oo

iken X, — X" olur. Her n > N, i¢in

. = [1-7)¢ Y ey =
d(%,,,%,)<| — o Ve d (X0 %) <(1—t)
olacak sekilde bir N, dogal sayis1 secelim. Boylece n > N, igin

A(1%.7) %d (15, 1% ) +d (5. )

A

i(d(T%,.%,)+d(T% %)) +d (X, %)
elde edilir. Buradan
1 . _ ¢ ¢

d(TjZ*’X*) :—< T_Z’ (td()’zn+17'in)+d(j€n+l7i*))<<E+E:5



bulunur. O halde d(7%,%)<<, Vm=lve

3 |~
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—d(ﬁ*,i*)é (P,A) olur.

% —0,(m—>0) ve (P, A) kapali koni oldugundan —d (7%, X )€ (P, 4) olur. Aym

zamanda d (7% ,X") € (P, A) oldugu i¢in d(7X,X )=0 ve Ix = elde edilir

Eger 7', T nin bir diger sabit esnek elemani ise bu durumda

olur. Buradan X = 3" ¢ikar. Yani T nin sabit esnek elemani tektir.

Teorem 3.4.3. ()~(,d,A) bir tam esnek koni metrik uzay ve 7T : SE()Z) - SE(;()

déniisiimii 0<7 <1 ile 7 bir esnek sabit olmak iizere,

d(Tx,T7) X1 (d (T%.7)+d (19,%)), VX, 7€ X

daralma sartin1 saglasin. Bu durumda 7' bir tek sabit esnek elemana sahiptir. Her bir

Y€ X igin {X‘n} tekrarlama dizisi sabit esnek elemana yakinsaktir.

Ispat. Her bir ¥, &€ X igin

> 5~ _pm 2 ~ = _ otz
X =Tx,, x,=Tx, =T°%,5 --- »%,,, =Tx, =T""'%,,
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diyelim. Bu durumda

d(xnﬂ’jén):d(Txn’T)zn—l)

A

P(d(%,%,,)+d(T%, %))

A

(i) +d (55 )

olur. Boylece

elde edilir. Burada s = olsun. Buradan n > m i¢in,

1-7

yazilir, © & ¢é ile GEE esnek sabit elemam verilsin. Vm>N, igin

< ~d(%,,% )< ¢ olacak sekilde bir N, dogal sayisi segilirse n>m igin
-3

d()?n,fcm) < ¢ olur. O halde {)~Cn} , X icinde bir Cauchy dizisidir. (f(,d, A) bir tam

esnek koni metrik uzay oldugundan bir X" € X esnek elemani vardir Oyle ki n — oo
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iken ¥ — X olur. Her n> N, i¢in d ()En+l,)~c*)i<(i—f )% olacak sekilde bir N,

dogal sayis1 segelim. Boylece n = N, i¢in

2I(d(T%,5)+d (%,,5)+d(%,,.%))+d(X,,,.%)

elde edilir. Buradan

bulunur. O halde Vm21 i¢in d(7%,%)< ~d(7%",")€ (P,4) olur.

£ 50,(m—>) ve (P,4) kapali koni oldugundan —d (7% ,%)€ (P, 4) olur.
m

Ayni zamanda d (H*,X*)é (P,A) oldugu icin d (T)"C,)E) =0 ve TX =% elde edilir.

Eger ", T nin bir diger sabit esnek elemani ise bu durumda

olur. Buradan d (55*, )7) =0 ve X' =y ¢ikar. Yani T nin sabit esnek eleman tektir.
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Teorem 3.4.4. (f(,d,A) bir tam esnek koni metrik uzay ve 7 : SE()?) - SE()?)

doniisimii 0<7,7 <1 esnek sabitler olmak tizere

d(T%,T7) X id (%,7)+7d (9, T %), V5, 7€ X

daralma sartin1 saglasin. Bu durumda f+i<1 oldugunda 7 bir tek sabit esnek

elemana sahiptir.

Ispat. Her bir 5 € X i¢in X, =7X,, x,=T% =T"%,, --- »%,,, =T%, =T""%,, ...

diyelim. Bu durumda

olur. Boylece n > m igin,
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yazili., ©< ¢ ile CEE esnek sabit elemam verilsinn Vm>N, igin

d(x,,% )< ¢ olacak sekilde bir N, dogal sayisi segilirse n>m igin

d ()?n,fcm) < ¢ olur. O halde {)En} , X icinde bir Cauchy dizisidir. ()~( ,d ,A) bir tam
esnek koni metrik uzay oldugundan bir ¥ € X esnek elemani vardir Syle ki n — oo

iken ¥, > X" olur. Her n> N, i¢in d ( ) —t 3 olacak sekilde bir N,

dogal sayisi segelim. Boylece n= N, igin

bulunur. O halde d(IX,%)<E,Vm21 ve £—d(IX,%)E(P,A) olur
% —0,(m—) ve (P,A) kapali oldugundan —d(7%,X )€ (P,A) olur. Aym
zamanda d (7% ,X') € (P,A) oldugu igin d (7%',X)=O ve Tx =" elde edilir. Eger

¥", T nin bir diger sabit esnek elemani ve ¢ +7 21 ise bu durumda

Il
{Q
=
<
LA
SN
“
‘<z
+
&
=
‘<z

D) =(t+7)d(x,5)
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olur. Buradan, d (56*,)7*):@ ve ¥ =7 cikar. Boylece 7+7<1 igin T nin sabit

esnek elemani tektir.



BOLUM 4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez esnek koni metrik uzaylara giris niteligindedir. Tezde ilk 6nce esnek koni
metrik uzaylar tamimlanmis ve bircok Ozelligi ispatlanmistir. Esnek koni metrik
uzaylarda agik yuvarlar, esnek elemanlarin olusturdugu agik aileler ve esnek kiimeler
ile bir esnek kiimenin esnek i¢i gerektigi kadar incelenmistir. Bu kavramlarin ileri
konularda kullanilabilecek birgcok 6zelligi ortaya ¢ikarilmistir. Bu sayede bazi sartlar
((d4) aksiyomu) altinda koni metrik uzaylarin elemanter esnek topolojik uzaylar
oldugu goriilmiistiir. Benzer yontemlerle esnek kapali kiimeler, esnek tiirev kiimeleri,
esnek kapanis kiimeler, esnek yogun kiimeler v.s. ve onlarin temel ozellikleri

incelenebilir.

Tezde ikinci olarak esnek koni metrik uzaylarin tamligina bir giris yapilmistir. Bu
baglamda esnek elamanlardan olusan yakinsak dizilerin limitinin tek oldugu, esnek
yakinsak her dizinin bir esnek Cauchy dizisi oldugu v.s gibi birka¢ Ozellik
ispatlanmistir. Tezde yapilan tanimlar ve ispat yontemleriyle yakinsak diziler ve
Cauchy dizilerin bir¢ok 6zelligi incelenebilir. Ayni sekilde esnek tam koni metrik

uzaylarin bir¢ok 6zelligi calisilabilir.

Tezde son olarak esnek metrik uzaylarda daralma doniisiimlerinin sabit nokta teorisi
ele almmustir. Onemli bazi sabit nokta teoremleri esnek eleman teriminde ifade ve
ispat edilmistir. Benzer yontemler ile esnek koni metrik uzaylarda cap olarak
daralma doniistimlerinin sabit nokta teorisi c¢alisilabilir ve bu doniisiimler i¢in de

sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilebilir.

Bu tezde, klasik koni metrik uzaylarin hangi kavramlarinin esnek koni metrik
uzaylarda eleman bazinda ve elemanter kiime islemleri altinda hangi sartlarla ele
alinabilecegini incelenmistir. Bu yoniiyle tez arastirmacilar i¢in kaynak teskil

edebilecek niteliktedir. Tezde kavramlari ele alma yontemlerine benzer yontemlerle,
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esnek elemandan farkli olan esnek nokta bazinda ve esnek kiime islemleri altinda

esnek kiimeler lizerine koni metrik yapilar kurulabilir.
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