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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

int(T)

int. (T)

: X’in A alt uzayinin de Groot duali

: X ’in de Groot dual uzay1 olan X ’dan A ’ya indirgenmis alt uzay
: T ’nin R *deki kapanis1

: R ’nin kapali alt kiimelerinin hiperuzay1

. T ’nin R"’daki kapanist

: X kiimesinin kuvvet kiimesi

: f fonksiyonunun Hilger A —tiirevi

: T ’nin R ’deki i¢i

: T ’nin R"’daki ici

: Dogal sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi
: R ’deki &—komsuluk

: Irrasyonel sayilar kiimesi

: R ’nin de Groot duali

: Gergek sayilar kiimesi



: Zaman skalasi

: T ’deki &—komsuluk
: Zaman skalasinin tiirevi
: T ’nin de Groot duali

: T ’nin relatif topolojisi
: X ’in de Groot duali

: Tamsayilar kiimesi

: Tleri sigrama operatorii
: Geri sigrama operatorii
: T ’nin R ’deki sinir1

: T ’nin R*’daki sinir1

: Taneli fonksiyon



OZET

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, zaman skalasinin topolojisi, de Groot dual
topolojisi, zaman skalasinin de Groot duali.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismma ayrilmustir. Ikinci
bolimde zaman skalasinin tanimyi, ileri Sigrama operatdrii, geri sigrama operatorii ve
zaman skalasindaki siireklilik kavramlar1 verilmistir. Ugiincii béliimde zaman
skalasinin topolojik yapisi incelenmistir. Zaman skalasi ile ilgili komsuluk tanimi,
T — aciklik ve kapalilik kavramlari verilmistir.

Dordiincii boliimde de Groot dual topolojisinin yapisi incelenmistir. De Groot dual
topolojisine gore bir kiimenin i¢i, kapanist ve siniri ile ilgili teoremler ve ispatlar
verilmigtir.

Besinci boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bolimde R reel
sayilar kiimesinin de Groot dualine gore zaman skalasinin topolojik yapisi
incelenmis ve zaman skalasinin dual uzaydaki kapanisi, ici, sinir1 ve baglantililigr ile
ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica bir zaman skalasinin de Groot duali
ile reel sayilarin alisgilmig uzaymin de Groot dualinden bu zaman skalasi iizerine
indirgenmis alt topolojik uzay karsilastirilmistir. Daha sonra elde edilen tiim sonuglar
bilinen ayrik ve siirekli zaman skalalari ile 6rneklendirilmistir.

Altinci boliimde tiim ¢alismanin kisa bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
yeni aragtirmalara yonelik oneride bulunulmustur.
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THE DE GROOT DUAL OF TIME SCALE

SUMMARY

Keywords: Time scale, topology of time scale, the de Groot dual topology, the de
Groot’s dual of time scale.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the basic definitions of time scale, the forward jump operator,
the backward jump operator and the concept of continuity on time scale are given.
In the third chapter, topological structure of time scales is investigated. The
definition of neighborhood in terms of a time scale, the notions of T — openness and
the closedness are given.

In the fourth chapter de Groot dual of topology is studied. The theorems and proofs
related to the closure, interior, and boundary of a set with respect to the de Groot
dual topology are given.

The fifth chapter is the original part of this study. In this chapter, the topological
properties of a time scale with respect to the de Groot dual of usual topology of set of
the real numbers R are studied and the theorems related to the closure, interior,
boundary and connectedness of a time scale in dual space are stated and proved.
Also, the de Groot dual of a time scale and a time scale with subspace topology
induced from the de Groot dual of usual topological space of the real numbers are
compared. All obtained results are exemplified by well-known examples of discrete
and continuous time scales.

In the sixth chapter of this thesis, a brief summary of this study is given and some
suggestions are proposed for new investigations.
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BOLUM 1. GIRIS

Zaman skalasi teorisi ilk olarak 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan [1] doktora
tezinde siirekli ve ayrik analizi birlestirmek amaciyla tanitilmistir. Olgiim zinciri
olarak da adlandirilan zaman skalas1 gercek sayilarin bostan farkli kapali bir alt
kiimesi olarak tanimlanmis ve T ile gosterilmistir. Zaman skalasinin en iyi bilinen
ornekleri gercek sayilar kiimesi R, tam sayilar kiimesi Z , kapali araliklar kiimesi P
ve Cantor kiimesidir. Zaman skalasi kavrami 0Ozellikle uygulamali matematik
alaninda ¢alisilmis olmasinin yani sira analiz, geometri, cebir ve topoloji gibi
matematigin diger dallarinda da incelenmis ve gelistirilmistir. Hilger [2]’de zaman
skalasi i¢in tiirev kavrami, diferansiyel hesaplamalar, topolojik 6zellikler ile dinamik
esitliklerden bahsetmistir. Ayrica, Aulbach ve Hilger [3]’te zaman skalasi {izerinde
dinamik sistemleri c¢alismistir. Bohner ve Peterson tarafindan yazilan [4,5]
kitaplarinda zaman skalasi ile ilgili tanimlar verilerek Cauchy integralleri tanitilmis
ve integrallenebilme kosullart verilmistir. Gray [6]’da baz1 temel Opial tiir dinamik
esitsizlikleri vermistir. Bunun i¢in zaman skalasinin temel 6zelliklerini gz Oniine
alarak esitsizlikleri igeren sonuglari birlestirmenin yani sira zaman skalasini topolojik
acidan da irdelemistir. Guseinov [7]’deki makalesinde Riemann ve Lebesque
integrallerinin zaman skalasi iizerindeki islemlerini ¢alismis ve bu integrallerle ilgili
baglantilar1 incelemistir. Kaymakgalan ve Leela [8]’deki makalesinde diferansiyel
esitlikleri ve farki birlestiren bir yaklasim olarak zaman skalasindaki dinamik
sistemleri ¢alismiglardir. Zaman skalasi i¢in Taylor formiilii, L'Hospital kurali ve
Kneser teoremi de Agarwal ve Bohner tarafindan [9]’da yorumlanmistir. Bu
teoremlerin  uygulamalar1 olarak zaman skalalarinda yiiksek mertebeden
denklemlerin ¢Oziimlerinin asimptotik ve titresimli davramiglarini arastirmislardir.
Zaman skalalar1 lizerinde Abel-Gontscharoff interpolasyon polinomu ile Taylor
formiiliniin uygulamasi bu c¢alismada karsimiza ¢ikmaktadir. Siirekli ve ayrik

dinamik sistemlerin teorisi olarak isimlendirilen iki farkli teorinin karsilikli



etkilesimi Lakshmikantham, Sivasundaram ve Kaymakgalan’in “Ol¢iim Zincirinde
Dinamik Sistemler” kitabinda ele alinmis ve verilen sonuglara gore bir teori

gelistirilmistir [10, 11].

Zaman skalas1 kavraminin topoloji alanindaki gelisimi de dikkate degerdir. Oberste-

Vorth [12]’de zaman skalalar1 uzayi olarak
CL(R)={T=R|T =@ ve T, R'nin kapah alt kiimesi}

kiimesini almis ve bu kiime lzerindeki standart topolojileri incelemistir. Burada

herhangi bir TeCL(R) alt kiimesi bir zaman skalas1 (veya olgiim zinciri) olarak

tanmtilmistir. Cilinkii R gercek sayilar kiimesinin bostan farkli keyfi kapali alt
kiimeleri zaman skalasi olarak bilinmektedir. Hiperuzay teorisinde iyi bilinen
topolojiler Hausdorff metrik topolojisi [13], Vietoris topolojisi [14] ve Fell topolojisi
[15] olmakla birlikte Oberste-Vorth bu topolojiler iginde Fell topolojisinin zaman
skalalar1 i¢in uygun oldugunu ifade etmistir. Fell topolojisi ile birlikte verilen

CL(R) zaman skalalar1 uzayinda yakinsaklig1 aragtirmigtir.

Esty ve Hilger, [16]’da hiperuzaylar tizerinde pek cok topolojiyi incelemis ve
Ozellikle zaman skalalarni igeren hiperuzay icin kullanigli olan topolojileri
arastirmistir. Bu ¢alismada da Fell topolojisinin zaman skalalari i¢in uygun oldugu

ifade edilmistir. Fell topolojisi altinda Hausdorff metrik uzaylarin hiperuzaylarindaki

yakinsaklik hakkinda pek c¢ok teorem incelenmis ve hiperuzayin CL(R) olmasi

durumda zaman skalalari i¢in ilgili teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Lawrence ve Oberste-Vorth [17]’de zaman skalalar1 tizerinde verilen dinamik
esitlikler i¢in ¢6ziim uzaymi ¢alismis ve bu uzay iizerindeki topolojiyi Hausdorff-
Fell topolojisi olarak adlandiriimistir. Hausdorff-Fell topolojisi ile verilen tiim zaman

skalalarinin uzayinda, sonlu zaman skalasi uzaymin yogun oldugu ifade edilmistir.



Diger taraftan 1960’11 yillarin sonunda J. de Groot ve meslektaslari, Aarts, Herrlich,
Strecker ve Wattel ko-kompaktlik kavramini ilk kez tanitmig ve kavram iizerine
sistemli bir sekilde c¢alismislardir [18]-[22]. Aslinda J. de Groot 1967’de [19]
caligmasinda ko-kompakt uzay yerine anti-uzay terimini kullanmistir. J. de Groot
tanimladig1 anti-uzaym topolojisinin orijinal topolojiden daha kaba olmasinin yani
sira anti-uzaym kompakt, siiper baglantili bir 7;-uzayi oldugunu ancak Hausdorff
uzayr olmadigimi ifade etmistir. Ayrica gercek sayilar kiimesi R 'nin anti-uzayi
olarak tamimladigi R’ tiim kapali sinirl alt kiimeleri iizerinde ayni topolojiye
sahip oldugunu ve R ’nin kompakt olmamasima ragmen R’ kompakt oldugunu
ifade etmistir. Buradan yola ¢ikarak R zaman olarak diisiiniildiigiinde zamanin
sonsuz oldugunu fakat R ’m kompaktlik bakimindan sonlu oldugunu sdyleyerek

potansiyelimiz var olmasma ragmen gergek anlamda sonsuzluk yoktur, seklinde

felsefik acidan yorumlamaistir.

1968’de Wattle [23]’de kompaktlik operatoriiniin tanimint vermis ve Alexander alt
taban teoreminin kuvvetli bir seklini elde etmistir. Minus uzay ve anti-uzay
kavramlarim1 ~ tamitmustir  ve  daha  sonra  kompaktlik  operatoriiniin

karakterizasyonlarini vermistir.

1973°de Liden [24] tezinde X ’in anti-uzaymi tanimlamis ve X ile gdstermistir. X
tizerindeki asil topoloji ile tirettigi bu yeni topolojiyi su sekilde agiklamistir: X ’deki
tim kompakt kiimelerinin ailesi herhangi sayidaki kesisimler ve sonlu birlesimler
altinda kapali olsun. Boylece X ’in tiim kompakt alt kiimeleri ve X ’in kendisi de

kapali alinarak X {izerinde iretilen yeni daha kaba topolojisi ile birlikte X~

anti-uzayi olusmaktadir. A¢ik bir sekilde her X€ X noktasi i¢in {X} kiimesi X ’de
kompakt kiime olup X*’da kapali olacagindan X* anti-uzayr daima T, -uzayidir.

X ’in tim kompakt alt kiimeleri ve X ’in kendisinin X"’da kapali kiime olmasi
X’in X"’da kapali olan 6z alt kiimelerinin X ’de kompakt olmasini gerektirir.
Liden anti-uzaymin yapisini1 ortaya koyduktan sonra [24]’de ve 1975’de yayinladigi

[25] makalesinde X ve Y uzaylarinin anti-uzaylari arasindaki dontisiimleri



kiyaslayarak X ve Y wuzaylarn arasindaki dontigiimlerin cesitli 6zelliklerini

incelemeyi amaglamistir.

Ko-kompakt topoloji ya da anti-uzay kavrami J. de Groot’un ilk tanimlamasindan
yaklasik 20 yil sonra alan teorisindeki arastirmalar ile tekrar topolojicilerin ve teorik
bilgisayar miihendislerinin ilgi odagi olmustur. Zaman igerisinde de Groot’un orijinal
ko-kompakt uzay tanimina birlesimleri kapali olan kompakt kiimelerin doymus olma
kosulu da eklenmis ve artik de Groot duali olarak da anilmaya baslanmistir [26]-[29].

Bir kiime, agik kiimelerin bir kesisimi ise o kiime doymus olarak adlandirilir. Bu

yizden T, —uzayinda her kiime doymustur. Bir (X,T) topolojik uzayindaki tiim

kompakt doymus kiimelerin ailesi, kapalilar ailesinin bir tabani alinarak iiretilen

topoloji, orijinal topolojinin de Groot duali veya ko-kompakt topoloji olarak

adlandirilmistir ve genellikle 7° ile gosterilmistir.

Literatiirde de Groot dual topolojisi tizerine Lawson and Mislove [30], Kopperman
[26], Kovar [27,28], Yokoyama [31], Liden [24] tarafindan yapilmis olan

arastirmalar bu kavrama farkli yonlerden yaklasmislardir.

Kovar, [29]’da Minkowski uzaymin kompakt, siiper baglantili, T, ve Hausdorff

olmayan bir yapiya sahip oldugunu belirterek iizerindeki yapmin Oklid topolojisinin
de Groot dual topolojisi oldugunu ifade etmistir. Minkowski uzayindaki de Groot
dual topolojisinin tiim kompakt kiimeler {izerindeki Oklid topolojisi ile gakistigimni
ifade etmistir. Evreni tanimlamak i¢in de Groot dual topolojinin Oklid topolojisinden

daha uygun oldugu belirtilmistir.

Tim bu calismalar goz Oniine alinarak bu tezde de zaman skalasinin topolojisi
lizerine ¢alisilmis ve R ’den zaman skalasi {izerine indirgenen Oklid (alisiimus)
topolojisi yerine de Groot dual topolojisi alinarak zaman skalasinin topolojik

ozellikleri incelenmis, ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.



BOLUM 2. ZAMAN SKALASI

Son zamanlarda matematikgiler arasinda ilgi odagi olan zaman skalasi, 1988 yilinda
Stefan Hilger tarafindan [1]’de ortaya atilmistir. Stefan Hilger, ayrik analiz ile siirekli
analizi bir ¢at1 altinda birlestirmek amaciyla bu teoriyi ortaya atmistir. Bunun igin de

her ikisini kapsayan bir kiime almis ve bu kiilmeye zaman skalas1 adin1 vermistir [1].

Zaman skalasi, reel sayilarin bostan farkli kapali bir alt kiimesine denir ve genellikle
T ile gosterilir [1]. Ornegin, R, Z ve N kiimeleri R *nin kapal alt kiimeleri olup

birer zaman skalasidir. Fakat Q, R\Q ve (0,1) gibi R ’nin kapali olmayan alt

kiimeleri birer zaman skalasi degildir. Zaman skalalarinin R ’nin kapali alt kiimeleri
olarak se¢ilmesinin nedeni reel sayilarin kapali olmayan alt kiimelerinin yigilma
noktalarimin hepsini igermemesidir. Bir T zaman skalasi, reel sayilarin standart
topolojisine sahiptir.

Tamim 2.1. T bir zaman skalas1 olsun. Herhangi t € T igin t <maxT olmak iizere

o(t)=inf{seT:s>t} ve p(t)=sup{seT:s<t}

seklinde tanimlanan o,p:T—T fonksiyonlar1 sigrama operatorleri olarak

adlandirtlir [2,6,9].

o, ileri sigrama operatorii ve p, geri sigrama operatoridiir [2,9].

T, dstten sl ise O'(maXT) =maxT wveya T, alttan smirh ise

p(min T):=minT seklinde tammlanur [6].



Eger 0(t)>t ise t’nin sag-sacildigi soylenir. p(t)<t iken t’nin sol-sagildig1
soylenir [2,6,9].

Hem sag-sagilan hem de sol-sagilan noktalar ayriktir [9].

Eger t<supT ve O'(t) =t ise t sag yogun olarak adlandirilir. t>inf T ve p(t) =t

ise t sol yogun olarak adlandirilir. Hem sag yogun hem de sol yogun noktalar ayni

zamanda yogun olarak adlandirilir [2,6,9].

Bu sigrama operatorleri herhangi t € T igin sirasiyla O'(t) =t, U(t) >t, p(t) =t ve
p(t) <t olup olmadigina bagli olan sag yogun, sag-sagilan, sol yogun Ve sol-sagilan

noktalar gibi bir zaman skalasinin {t} noktalarinin siniflandirilmasina imkan verir

[6]. Bu siiflandirma asagidaki tabloda verilmistir.

t sag-sacilan nokta O'(t) >t
t sol-sagilan nokta p(t) <t
t sag yogun nokta O'(t) =t
t sol yogun nokta p(t) =t
t ayrik nokta p(t)<t<o'(t)
t yogun nokta p(t) =t= o-(t)

Tablo 2.1. Noktalarin siniflandirmasi

Ornek 2.2. Bir zaman skalasi

TZ={X€RZ—2SXSO}U{%Z HGN}U{XGRZZSXS3}U{4}

olarak verildiginde

sag yogun ve sol yogun noktalar kiimesi: [—2, O] u(2, 3) ,



sag yogun ve sol-sagilan noktalar kiimesi: {2,4},
sag-sagilan ve sol yogun noktalar kiimesi: {3},

1 neN}
n

sag-sacilan ve sol-sagilan noktalar kiimesi: {—

olur. Burada sirastyla —2’nin minimal nokta ve 4’in maksimal nokta oldugu

goriilmektedir. Bu yiizden ,0(—2) =—-2 olup -2 bir sol yogun noktadir ve 6(4) =4

olup 4 bir sag yogun noktadir [6].

Bir f:T—R fonksiyon verildiginde f°:T—R fonksiyonu her teT igin
fo (t) = f (O'(t)) olarak tanimlanir [9].

Tanim 2.3. ,u:'[['—)[O,oo) fonksiyonu (t):=c(t)—-t olacak sekilde taneli

fonksiyonu olarak adlandirilir [9].
Ornek 2.4. T=R ve T=7 zaman skalalar verilsin.
i. Eger T=R ise herhangi te R ig¢in
o(t)=inf{seR:s>t} =inf(t,c0) =t
olur ve benzer sekilde p(t)=t dir.
u taneli fonksiyonu, her t e T igin z(t)=0 olacak sekilde sonuglanir,
ii.  Eger T=7 ise herhangi teZ igin

o(t)=inf{seZ:s>t}=inf{t+1t+2,..} =t+1



saglanir ve benzer sekilde p(t)=t—1 dir. Bu yiizden her bir T =Z noktasi ayriktur.

u taneli fonksiyonu, her te T igin z(t)=1 olacak sekilde sonuglanir [9].

Teorem 2.5. (Matematiksel Tiimevarim)

t,eT ve {S (t) te [to,oo)} asagidaki ifadeleri saglayan 6nermeler ailesi olsun.

i.  S(t,) onermesi dogrudur.
ii.  te[ty,oo) sag-sagilmig ve S(t) dogruise S(o(t)) dogrudur.
iii.  te[t;,0) sag yogun ve S(t) dogru ise t’nin bir U komsulugu vardir
dyle ki her s €U M(t,o) i¢in S(s) dnermesi dogrudur.

iv.  te(ty,) sol yogun ve her se(ty,t) i¢in S(s) dogruise S(t) dogrudur.
O halde S(t) her t e[t,, ) i¢in dogrudur [4].

Uyar 2.6.

T =N ig¢in iii. ve iv. kosullar1 gereksizdir ve teorem dogal sayilar i¢in matematiksel

tiimevarimin genel prensibine indirgenir [6].

Matematiksel timevarimin bir uygulamasi olan Teorem 2.5’in bir sonucu olarak

zaman skalasinda ara deger teoremi asagidaki sekilde verilmistir [6].

Sonu¢ 2.7. T bir zaman skalas1 olmak iizere t,t, €T, [1‘.l,t2]={'te"1[’:tl ststz}

kapali araliginda tanimli f, gergek degerli siirekli fonksiyon igin f (tz).f (t1)<0

olsun. O halde

f(t)f(o(t))<0



olacak sekilde bir t €[t,,t,] eleman vardr.

Boyle bir t noktasi diigiim (node) noktasi olarak adlandirilir ve bu durumda f, t ve

G(t) arasinda sifirlanir [6].

Tanmm 2.8. f:T—R fonksiyonunun T ’deki her sag yogun noktada sag tarafli
limiti ve T ’deki her sol yogun noktada sol tarafli limiti mevcutsa f fonksiyonu

diizenli olarak adlandirilir [9].

Tamm 2.9. f:T—R fonksiyonu T ’deki sag yogun noktalarda siirekli ve T ’deki
sol yogun noktalarda f fonksiyonunun sol tarafli limitleri mevcutsa fonksiyon sag

yogun siirekli olarak adlandirilir (rd —siirekli olarak gosterilir) [9].
f:T—R, rd —sirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cy =Cy (T)=Cy (T'R)

ile gosterilir [9].

Tanmim 2.10. f: T — R fonksiyonu T ’deki sag yogun noktalarda pargal siirekli ve
T *deki sol yogun noktalarda f fonksiyonunun sol tarafli limitleri mevcutsa pargali

sag yogun stirekli olarak adlandirilir ( prd — siirekli olarak adlandirilir) [9].

f:T—R, prd—siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Coa =Cps (T) =Cpa (T'R)

ile gosterilir [9].



10

Tamm 2.11. f:T—>R fonksiyonu ve t,eT olsun. Verilen her &£>0 igin
| f(t)—f(t,)| <& olacak sekilde her teU(t,) igin bir U(t,) komsulugu varsa f

fonksiyonu t, ’da siireklidir denir [6].

rd —siirekli ve diizenli fonksiyonlar ile ilgili olan bazi sonuglar asagidaki teoremde

verilmektedir.

Teorem 2.12. f : T — R fonksiyonu verilsin.

i. Eger f stirekliise f, rd —sireklidir.

ii. Eger f rd—sirekli f, diizenlidir.

iii. Ileri sigrama operatérii o, rd — siireklidir.

iv. Eger f diizenli veya rd —siirekliise f, f? fonksiyonudur.

v. Eger f siirekli, g:T—R fonksiyonu dizenli (rd —siirekli) ise fog
diizenlidir (rd —stireklidir) [2].

Sonug olarak, bir f fonksiyonu

stirekli= rd —siirekli = diizenli
seklindedir [2].

Ancak rd —siirekli her fonksiyon siirekli olmayabilir. Omegin #:T—>R
fonksiyonu T = [0,1]UN durumunda rd —siireklidir fakat 1 noktasinda siirekli

degildir [6].

Zaman skalasinda delta (Hilger) tiirevi kavramini agiklamak tizere T ’den elde edilen

delta tiirevlenebilirlik bolgesi T* asagidaki sekilde tanimlanmaktadur.
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Eger T bir sol-sagilan maksimum m’ye sahipse o zaman T =T—{m} dir. Diger

durumda T¢ =T dir. Ozet olarak

T T\(p(maxT ),maxT) , T dstten siurh ise
T , T dstten sinirh degilse

seklindedir [9].

Tamm 2.13. f:T— R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Her & >0 igin t ’nin bir U

komsulugundaki her seU igin
[ (o(t)~ £(5)- £ ()(0(1)-5)|<elor(t) -5

olacak sekilde bir fA(t) sayisi varsa bu saytya f fonksiyonunun t noktasindaki
delta tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte her t e T*igin f*(t) varsa f

fonksiyonuna T* ’da delta diferensiyellenebilirdir denir [9].

Ornek 2.14. i. o sabit olmak iizere f:T—>R fonksiyonu, f(t)=a olarak

tanimlansin. O halde herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her s T i¢in

t(o(1)) 1 (5)-0(o(t)-s) =la—a|=0< o ()

olup f*(t)=0 dur.
ii. Her teT i¢in f:T—R fonksiyonu f(t):t olarak tanimlansin. Herhangi

& >0 sayisi verildiginde her s € T igin

‘f (O'(t))— f (s)—l.(a(t)—s)‘ =‘6(t)—8—(0‘(t)—5)‘ =OS5|0‘(t)—S|
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olurve f*(t)=1dir.

Teorem 2.15. f:T— R bir fonksiyon ve t e T* olsun. O halde asagidaki 6zellikler

saglanir.

i. f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonu t noktasinda

sureklidir.

ii. f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktasi sag-sagilmis ise f

fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

olur.

iii. t noktasi sag yogun ise f fonksiyonu t noktasinda tirevlenebilirdir ancak
ve ancak
s—t t—s

degeri vardir ve sonludur. Bu durumda

£+ (1) =tim F = ()

s—t t—s

seklindedir.

(\2 f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise

f(o(1)= £ (0)+ (1) (1)

dir [4].
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Ornek 2.16. T=R ve T =7 olarak verilsin.

i. T=R olmasi durumunda Teorem 2.15 iii.’"den f:R—>R fonksiyonu teR

noktasinda A — tiirevlenebilirdir ancak ve ancak

(1) =tim =)

s—t t—s

limiti vardir. Diger bir ifadeyle f fonksiyonu fonksiyonu teR noktasinda

tirevlenebilirdir. Bu durumda

£2(0) = lim =T ) gy

st t_S
olur.

ii. T=7 ise Teorem 2.15 ii.’den f :Z — R fonksiyonu ve A fark denklemlerinde

kullanilan ileri fark operatorii olmak iizere

(1) = fo(t)-f(t) _f(t+1)-f(t) (D)= f () =Af (1)

,u(t) 1

A —tiirevlenebilirdir [4].



BOLUM 3. ZAMAN SKALASININ TOPOLOJiSI

Bu boliimde zaman skalasinin topolojik yapist incelenmektedir. Bir T zaman
skalasinin R gercek sayilar kiimesinin kapali alt kiimesi olarak tanimlanmasindan
dolay1 T ’nin topolojik yapis1 6zellikle agiklik bakimindan farkli 6zelliklere sahiptir.
T ’nin herhangi bir A alt kiimesi R ’de acik ise ayn1 zamanda T ’de de agiktir.
Ancak bununla birlikte tersi genelde dogru degildir. R ’nin herhangi bir alt kiimesi
indirgenmis topolojiye gore T alt uzayinda agik olan fakat R ’de agik olmayan basit
ornek olarak T =7 gosterilir. Bu sebeple R —acgiklik, T —agiklik, R —komsuluk ve
T —komsuluk kavramlarmin farkliligina dikkat etmek gerekir. Oncelikle topolojik

uzaylara iliskin kavramlari tanimlayalim.

Tamm 3.1. X bos olmayan bir kiime ve 7 ailesi de P(X) kuvvet kiimesinin

herhangi bir alt ailesi olsun.
T1) X ve & kiimeleri 7 ailesine aittir.

T2) 7 ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki elemanlarin birlesimi yine 7

ailesine aittir.

T3) 7 ailesine ait sonlu elemanlarin kesisimi yine 7 ailesine aittir.

ozellikleri saglaniyorsa 7’ya X iizerinde bir topolojik yapt veya kisaca topoloji
denir. Eger 7 ailesi X iizerinde bir topoloji ise (X,r) sirali ikilisine topolojik uzay

ve 7 ailesinin her bir elemanina X kiimesinde bir a¢ik kiime denir [32].
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Tammm 3.2. Herhangi Ac R kiimesi verilsin. Eger her xe A i¢in Xe(a,b)cA

olacak sekilde en az bir (a,b) =R agik araligi varsa A kiimesine (p) ozelligine

sahiptir denir [32].

R gergek sayilar kiimesinin (p) Ozelligine sahip olan biitiin alt kiimelerinin ailesi

Z/:{A}iel ile gosterilmek {lizere 7/ ailesi T1), T2) ve T3) aciklar aksiyomunu

saglar.

Sonu¢ 3.3. %/ topolojik yapisina R gergek sayilar kiimesi ilizerinde aligilmig
topolojik yapi, (R, Z/) uzayma R kiimesinin aligilmig uzayr ve ¢/ ailesinin her

elemanina da R kiimesinin agik bir alt kiimesi denir [32].

Teorem 3.4. (X,T) topolojik uzay1 ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. Bu takdirde

Ty = {AmU |U € z‘} ailesi A kiimesi tlizerinde bir topolojidir [32].

Tamm 3.5. (X,T) topolojik uzay1r ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. Bu takdirde
Ty :{AmU|U er} topolojisine A kiimesi iizerine indirgenen alt uzay topolojisi,

(A, TA) topolojik uzayina da (X ) T) uzaynin alt uzayi denir [32].

Tanim 3.6. (X,T) topolojik uzay: ve bir X, € X noktasi verilsin. X, noktasini igeren
her Ac X agik alt kiimesine X, noktasinin bir agik komsulugu ve X, noktasinin bir
acik komsulugunu kapsayan her V < X alt kiimesine X, noktasinin bir komsulugu

denir ve X, noktasinin komsuluklar ailesi V(XO) ile gosterilir [32].

Topolojinin bu temel kavramlar1 1s1¢inda zaman skalasinda acgiklik kavraminin
detaylarmi incelemek iizere R —agiklik ve T —agiklik arasindaki farki belirten

R —komsuluk ve T —komsuluk olmak iizere iki farkli gosterim kullanilmistir.
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T bir zaman skalasi olmak tlizere teT ve &£>0 icin t’nin R ve T ’deki

& —komgsulugu sirasiyla
R, (t)={xeR:t—s<x<t+s}
ve

T, (t)={xeT:t-e<x<t+e}

ile gosterilmistir [6].

Zaman skalasi igindeki bir aralik denildiginde verilen zaman skalasi ile gergek bir

araligin daima kesisimi olarak anlasilir.

Sonu¢ olarak T —acgik kiime kavramimi vermek tizere T —komsuluk asagidaki

sekilde tanimlanmustir.

Tamm 3.7. T bir zaman skalas1 ve te T olsun. U c R kiimesi i¢in R, (t)gU
olacak sekilde bir & >0 sayisimnin var olmas: durumda U kiimesi t noktasinin bir
R —komsulugu olarak adlandirilir. Diger taraftan T, (t) cV olacak sekilde bir £ >0

sayist varsa V < T kiimesine t ’nin T —komsulugu ad1 verilir [6].

Komsuluk kavramu ileri topolojik kavramlarin agiklanmasini saglar.

Tamm 3.8. A bir T zaman skalasinin alt kiimesi olsun. Her te A icin T, (t)g A

olacak sekilde bir £ >0 varsa A kiimesi T ’de agiktir denir [6].

Uyan 3.9. Herhangi bir T zaman skalasi verildiginde & ve T, T ’de agiktir [6].
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Ornek 3.10. T:= {xeR:-1<x<0} u{l ‘ne N} zaman skalasi, a>0 olacak
n

sekilde herhangi bir ae T ve bir ne N igin a =% seklinde verilsin.

T (a)={xeT:a—s<x<a+¢}={a}c{a},

&

a>0 oldugu i¢in {a} kiimesi bir T—agik kiimedir. Benzer sekilde ~1<b<c<0

icin (b,C) bir T —acik kiimedir. d <0 olmak iizere

T (-1)={xeT:-1-e<x<-1+¢&} c[-1d]

£
ve

T (d)={xeT:d-e<x<d+e}={d} c[-1d]

oldugu i¢in [—1, d] araligimin bir T —acik kiime oldugu goriiliir. Diger taraftan e >0
olmak tizere her eeT i¢cin T\ {e} kiimesi T —agiktir. Ciinkii herhangi bir

teT\{e} yani t+e icin

T, (t)={xeT:t—e<x<t+e&} cT\{e}

&

seklindedir. Diger bir yandan a € T igin a<0, {a} kiimesi T — agik degildir. Clinkii

T (a)={xeT:a-e<x<a+e}z{a}

&

saglanmaktadir [6].
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Ornek 3.11. Bir TZ={XERI—1SXSO}U{EIHEN} zaman skalas1 igin
n

A:{E:n EN} kiimesi T ’de aciktir. Bu Ornek 3.10°da her bir ne N igin A’nmn
n

T— agik olacagini gosteren {1} formundaki kiimelerin keyfi bir birlesimi alinarak
n

kolayca goriilebilir. Boylece A kiimesi de T— agik kiimedir [6].

Asagidaki teorem T-—aciklik ve R - acgiklik kavramlar1 arasinda bir baglantiy1

incelemek igin verilmistir [6].

Teorem 3.12. Ac T kiimesi R ’de a¢ik kiimedir ancak ve ancak A=BNT olacak

sekilde R ’de agik kiime olan bir B R kiimesi vardir [6].

Ornek 3.13. T:= {X eR:-1<x< O} u{l ‘ne N} zaman  skalast igin
n

Ornek 3.11°de A={l:neN} kiimesinin T —agik oldugu gosterilmistir. O halde
n

Teorem 3.12°den A=BANT olacak sekilde R ’de bir B agik kiimesi var olmalidir.

Ornegin her bir neN igin I = {X eR: ZL <X< 23} acik kiimeleri verildiginde
n n

keyfi sayida agik kiimenin birlesimi agik kiime oldugundan B = U |, kiimesi de

neN

R ’de agik kiimedir. Ayrica BNT = {1 ‘ne N} = A saglanmaktadir [6].
n

Ornek 3.13 gbz oniine alinarak tersinin dogru olmadigma tekrar vurgulanan ve daha

onceden bahsedilen asagidaki sonug verilmistir.

Teorem 3.14. A, T ’nin bir alt kiimesi olmak tizere A, R ’de acik kiime ise 0

zaman T ’de de agiktir [6].
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T ’nin kapaliligindan dolayr T ’deki kapalilik kavrami1 R *deki kapalilik kavramu ile
cakismasina ragmen T-—agikligin tanimi asagidaki kapalilik kavramia dogal bir

bigimde yon vermektedir [6].

Tamm 3.15. Bir T zaman skalasiin bir A alt kiimesi i¢in T\ A kiimesi T ’de agik
kiime ise A T ’de kapali kiimedir denir [6].

Herhangi bir T zaman skalasi R gergek sayilar kiimesinin alt kiimesi oldugundan
alttan veya tistten siirlandirilabilir. Sinir, en kiigiik st sinir, en biiyilik alt simnir ve
komsuluk gibi biitiin teorik kavramlar R ’de oldugu gibi T ’de de mevcuttur.
R —smirlilik, T —smrhilik, R -supremum, T -—supremumun vb. yerine sinir,
sinirlilik veya supremum kavramlari kullanilabilir. Diger taraftan zaman skalalar
igin kapalilik ve agiklik kavramlarindan bahsedilerek kompaktlik, baglantililik ve bu

kavramlarin zaman skalasindaki 6zellikleri de incelenebilir [6].

Tamm 3.16. T zaman skalasinin bir A alt kiimesi T ’de kapali ve sinirli ise T ’de

kompakttir denir [6].

Ayrica bir T zaman skalasinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o(maxT) =maxT ve p(min’]l“) =minT olmasidir. Clinkii T ’nin istten sinirh
olmasi1 durumu o(maxT) =maxT ve T’nin alttan smirli olmasi durumu

p(min 'JF) '=minT olarak tanimlidur.

Zaman skalalarinin  baglantililik  durumunu tartismak ilizere asagidaki Ornek

incelenmistir [6].

Ornek 3.17. Orek 3.10 ile Ornek 3.13’te verilen

TZ:{XGRZ—].SXSO}U{%Z neN}
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zaman skalasin1 géz Oniine alalim. {l} kiimesi T ’de hem ac¢ik hem de kapali

kiimedir. Bu yiizden bu 6zel T zaman skalas1 bostan farkli T—agik kiimelerin ayrik
birlesimi olarak yazilabildiginden baglantisizdir. Diger bir yandan T:=R gibi

baglantili zaman skalalar1 da vardir [6].

Sonug olarak baglantililik agisindan tiim zaman skalalar1 i¢in gegerli olan bir tek
kavram yoktur ve bir T zaman skalast baglantili olabilir ya da olamayabilir.
Baglantisizlik s6z konusu oldugunda bu topolojik eksikligin iistesinden gelmek ig¢in

sigrama operatorleri kullanilmaktadir [6].



BOLUM 4. DE GROOT DUAL TOPOLOJISi

J. de Groot [18,20]’de bir operatér olarak kompaktligi incelemek igin anti-uzay
kavraminin alt yapisini ortaya koymasinin yani sira anti-uzay tanimim ilk olarak
[19]’da yapmustir: X *deki tiim kompakt kiimelerin herhangi sayidaki kesisimleri ve
sonlu birlesimleri kapali olsun. Boylece X ’in tiim kompakt alt kiimeleri ve X ’in

kendisi de kapali alinarak X {izerinde liretilen yeni daha kaba topolojisi ile birlikte

X" anti-uzay1 olusmaktadir. A¢ik bir sekilde her Xe€ X noktas1 igin {X} kiimesi

X ’de kompakt kiime olup X*’da kapali olacaginda X* anti-uzayr daima

T,-uzayidir. X ’in tiim kompakt alt kiimeleri ve X ’in kendisinin X *’da kapali kiime

olmasi X’in X*’da kapali olan 6z alt kiimelerinin X ’de kompakt olmasini

gerektirir.

A kiimesi X ’da kapalt A kiimesi X ’de kompakt

Oz alt kiime ise

X ’in kompakt alt kiimelerinin X*’in kapali alt kiimeleri olmasinin yani sira
Teorem 4.1 gostermektedir ki X ’in kapali alt kiimeleri de X*’mn kompakt alt

kiimeleridir.

A kiimesi X *da kompakt

A kiimesi X ’de kapali

Dolayisiyla X ’den X*’a tamimlanacak bir Ozdeslik donisimii, X ’in kapali

(kompakt) alt kiimelerini X *’in kompakt (kapali) alt kiimelerine resmeder.
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Eger X topolojik uzayr kompakt uzay ise X ile X" anti-uzay: cakisir. X topolojik

uzay1 kompakt olmasa dahi X* anti-uzay1 daima kompakttir.

Anti-uzay aym1 zamanda ko-kompakt topolojik uzay olarak da bilinmektedir. J. de
Groot’un bu kavrami ilk tanimlamasindan yaklasik 20 yil sonra alan teorisindeki
arastirmalar ile tekrar ele alinarak de Groot’un anti-uzay tanimina doymus kiime
kavrami da eklenmis ve anti-uzay artik de Groot duali olarak da anilmaya
baslanmustir [26-29]. Eger bir kiime ag¢ik kiimelerin bir kesisimi ise o kiime doymus

olarak adlandirilir. Dolayisiyla T, —uzayinda her kiime doymustur.

Bir (X,r) topolojik uzayindaki tiim kompakt doymus kiimelerin ailesi kapali

kiimelerin bir taban1 alinarak iiretilen topoloji 7 'nun de Groot dual topolojisi olarak

adlandirilmistir ve genellikle 7° ile gdsterilmistir.

Simdi bir uzaymn de Groot dualinin topolojik ozellikleri ile ilgili teorem ve ispatlar

verilecektir.

Teorem 4.1. (X,z) bir topolojik uzay olsun. X ’in her kapali alt kiimesi X ’in

de Groot duali olan X *’da kompakttir [24].

Ispat. A kiimesi X uzaymda kapal alt kiime olsun. (X —C,),_, ailesi X" dual

acel

uzayda A’nmin herhangi bir agik ortiisii olacak sekilde X* dual uzaymdan {C,} _

kapalilar ailesi verilsin. Yani Ac U(X-C,) olsun. O zaman N (ANC,)=¢&

acel acel

saglanir. Eger A= ise A kompakt kiimedir. A=J ise en az bir a, €l igin
C,, NA=C dir. Dolayisiyla C, = X olup C,, X"’ kapali bir 6z alt kiimesidir.

X*™’1n kapali olan 6z alt kiimelerinin X ’de kompakt olmasi gerektiginden C,,

X *de kompakt kiimedir. ) (Ca NANC, ) = olduguna gore

ael\{ay}
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C,=X- N (C,nA)= U (X-(C,nA))

ael \{ao} ael \{ao}

olur ve {X -(C, N A)}ael\{a , ailesi C, kiimesinin bir agik ortiisii olup C,, kompakt
kiime oldugundan C, < U (X —(Ca N A)) olacak sekilde bir sonlu alt agik Ortiisii
0 et} K

vardir. Buradan ) (AmCa )= & saglanir. Dolayisiyla, A=< olmasi durumunda
k=0 K

da A kiimesi X"’da kompakt bir kiimedir.

Teorem 4.1’in tersinin dogru olmast yani X"’ her kompakt alt kiimesinin X ’de

kapali olmasi i¢in X ’in T, uzayi ve k —uzay olmasi gerekir.

X, T,-uzay1 k-uzay ise

A kiimesi X ’da kompakt A kiimesi X de kapal

Tamm 4.2. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olmak iizere her K < X kompakt

kiimesi igin ANMK kiimesi K ’da kapali oldugunda A kapali ise X topolojik
uzayina K —uzay denir [24, 25].

Teorem 4.3. X topolojik uzayinda S alt kiimesi kompakt ve F bir kapali kiime ise

SNF kiimesi S alt uzayinda kompakttir [32].

Ispat. F kiimesi X ’de kapali oldugundan SNF kiimesi S alt uzayinda kapalidir.
Kompakt bir uzayin kapali alt kiimesi kompakt oldugundan SNF kiimesi S ’de

kompakttir.

Teorem 4.4. Bir T, uzay1 Kk —uzaydir ancak ve ancak X"’m her kompakt alt kiimesi

X ’de kapali kiimedir [24, 25].
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Ispat. X T, uzayr k—uzay olsun. A kiimesi X*’da kompakt kiime ise A’nmn

X ’de kapali kiime oldugu gosterilmelidir. A, X ’de kapali kiime olmasin. X uzayi
k—uzay oldugu i¢cin ANC kompakt olmayacak sekilde en az bir C kompakt

kiimesi vardir. O halde ANC’nin sonlu arakesit Ozelligine sahip kapali alt
kiimelerinin {B,} ailesi vardir dyle ki @€l igin QBa = olur. B, kapah
olduguna gore B, =K ANC olacak sekilde X ’de K, kapali kiimeleri vardir.
K, NC kiimesi C’de kapali kiimedir. Dolayisiyla kompakt kiimenin kapali alt
kiimesi kompakt oldugundan K, "C kiimesi X ’de kompakt kiimedir. O halde
K, NC kiimesi X"’da kapal1 kiimedir. B, = K, "ANC oldugundan B, c K, nC
olur. K,NC kiimesi X"’da kapah oldugundan cl.(B,)c(K, NC) saglanr.
Burada CI*(Ba), B, 'nin  X7"’daki kapamisimn1  gostermektedir. Boylece
Ar\CL(Ba) c AnK, NC=B, saglanir. Diger taraftan B, c A ve B, c CL(Ba)
oldugundan B, = Ancl.(B,) olur. Sonug olarak B, = Ancl.(B,) oldugu goriiliir.
Her bir B, kiimesi X"’da A’min kapali alt kiimeleridir. {B,} ailesi X"’da sonlu

arakesit 6zelligine sahip kapali alt kiimeler olmakla birlikte (1B, =& oldugundan

A, X" da kompakt kiime degildir.

Kabul edelim ki X*’in her kompakt alt kiimesi X ’de kapali kiime olsun. X, T,

uzayinin K —uzay oldugunu gésterelim. Varsayalim bir A kiimesinin X ’deki her K

kompakt kiimesiyle arakesiti AN K kompakt kiime olsun. X, T, uzay1 oldugundan

AN K kompakt kiimesi X ’de kapali kiimedir. O halde A’nin X ’de kapali kiime
yani hipotez geregi X"’da kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki

{AmCa} sonlu arakesit 6zelligine sahip olacak sekilde X*’da kapali kiimelerin
ailesi {C,} olsun. Eger her C, = X" olursa sonug agikardir. Dolayisiyla en az bir

C,, # X" olsun. X"’ kapali olan 6z alt kiimelerinin X *de kompakt oldugundan

C,+» X ’de kompakt kiimedir. Kabulden dolayir AnC, kiimesi X ’de kompakttir.
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Dahast X, T, uzay: oldugundan her C,, X ’de kapal kiimedir. AnC, kiimesi

X *de kompakt ve X ’de kapali kiimelerin ailesi {C,}verildiginde sonlu arakesit
Ozelligine sahip herhangi {AﬂC% ﬁCa} ailesi i¢in ﬂ(AﬁC% NC,) =< olur.

Boylece A kiimesi X "’da kompakt kiimedir.

Sonug olarak bir X, T, uzayr k—uzay ise X"’ her kompakt alt kiimesi X ’de

kapali kiime olur. Boylece asagidaki diyagram ile X ve X™’m kompakt ve kapali

kiimeleri arasindaki iliskiyi agik¢a verilebilir.

X X

Oz alt kiime ise

kompakt kapali

T, uzayiise

k-uzay ve T, uzay1 ise
kapali kompakt

Bir (X,7) topolojik uzayinda bir A alt kiimesinin kapanisi, i¢i ve sinir1 sirasiyla
cl(A), int(A) ve 0(A) ile gosterilmek iizere A alt kiimesinin X *’daki kapanist, i¢i

ve siniri ile ilgili teoremler asagida verilmektedir.

Teorem 4.5. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A’nin X" anti-uzayindaki

kapanist cl.(A) olmak iizere
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cl(A) , cl(A) kiimesi X de kompakt ise
X* , cl(A) kimesi X de kompakt degilse

cL(A)={

dir. Burada CI(A), A kiimesinin X ’deki kapanisidir [24].

ispat. Eger cl(A) kiimesi X *de kompakt kiime ise o zaman cl(A) kiimesi X’da
kapalidir ve A kiimesini igerir. cl,(A)<cl,(cl(A))=cl(A) olur Ayrica
cl(A)ccl,(A) oldugundan cl(A)=cl,(A) dir. Diger yandan kabul edelim ki
cl(A) kiimesi X ’de kompakt olmasin ancak cl,(A)# X" olsun. Bu yiizden A

kiimesi X *’da yogun degildir ve ANU = olacak sekilde bostan farkli bir U agik
kiimesi vardir. Yani (X —U) kiimesi X"’da kapali kiimedir. Dolayisiyla (X —U)
kiimesi X ’de kompakttir. Ayrica Ac(X-U) olup cl(A)c(X-U) oldugu

goriiliir. O halde cl(A) kiimesi X ’de kompakt olur ki bu bir geligkidir.
Sonug 4.6. Eger cl(A) kiimesi X ’de kompakt kiime ise X" ’da kapali kiimedir [24].

Sonu¢ 4.7. A kiimesi X*’da yogun kiimedir ancak ve ancak A kiimesi X ’de

kompakt degildir [24].

Sonug 4.8. X" ayrilabilir uzaydir ancak ve ancak X ’deki uzay1 kapanig1 kompakt

olmayan sayilabilir kiimeleri igerir [24].

Teorem 4.9. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A’min X*’daki i¢i int.(A)

olmak tzere

—_— int(A) , cl(X —A) kiimesi Xde kompakt ise
int,A=
, cl(X —A) kiimesi X’de kompakt degilse
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dir. Burada int(A), A kiimesinin X ’deki i¢ini gostermektedir [24].

ispat. cI(X —A), X de kompakt kiime ise cI(X —A) kiimesi X "’da kapali kiime
olur. O zaman int(A)=(X —cl(X —A)) kiimesi de X"’da agik kiimedir. Bu yiizden
int(A)cint, (A)dir. Diger taraftan int,(A)cint(A) da saglandigindan
int, (A)=int(A) oldugu goriliir. Kabul edelim ki cl(X —A) kompakt olmasin
ancak int, (A)= olsun. O zaman int,(A)c A olur ve (X —int,(A)) kiimesi
X"da kapah kiime olup (X —int,(A)), X 'de kompakt kiimedir. O halde
(X —A)=(X —int,(A)) olur ki bu cl(X —A)=(X —int,(A)) olmasini gerektirir.

Yani cl(X —A)’da kompakt kiimedir. Bu bir geliskidir.

Sonug 4.10. cl(X —A) kiimesi X ’de kompakt ise int(A) kiimesi X *’da agiktir
[24].

Teorem 4.11. (X,z) bir topolojik uzay ve  Ac X olsun. A’nin X" daki sinir1

0.(A) olmak tizere

cl(A) , cl(A) kiimesi X de kompakt ise

(
O.(A)=1cl(X-A) , cl(X—A) kiimesi X de kompakt ise

X ,  diger durumlarda ise

olur [24].

Ispat. Teorem 4.5°den ispat goriilmektedir ve 8,A=cl.(A) ncl.(X —A) dir.

Sonug¢ 4.12. 6A=0.A olsun. Bu durumda cl(A) kiimesi X ’de kompakttir ve
X —A kiimesi X ’de yogun kiimedir. CI(X —A) kiimesi X ’de kompakttir ve A

kiimesi X ’de yogundur. A ve X — A kiimeleri X ’de yogun kiimelerdir [24].
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Teorem 4.13. A kiimesi X"’da baglantilidir ancak ve ancak A kiimesi X ’de

baglantilidir veya cl (A) , X ’de kompakt degildir [24].

Ispat. X ’in topolojisi X *’dan daha ince oldugu i¢in A kiimesi X ’de baglantili ise
X*’da baglantilidir. Varsayalim C|(A), X ’in topolojisinde kompakt kiime olmasin
ancak A kiimesi X*’da baglantili olmasin. O zaman Az(AF\ B)U(AmC),

AnB=J, AnC#J ve ANBNC = olacak sekilde X*’da B ve C kapal
kiimeleri vardir ve hem Bz X* hem de C= X* dir. O halde B ve C kiimeleri

X’de kompakt kiimeler olup Teorem 4.5’den B=C|*(B):C|(B) ve
C=cl,(C)=cl(C) olur. Béylece C|(A)C(Cl(A)ﬂB)U(Cl(A)ﬂC)’dir. Buradan
C|(A), X ’de kompakt kiime olur. Ancak bu bir celiskidir. O halde A kiimesi

X*’da baglantilidir.

Kabul edelim ki A kiimesi X"’da baglantili olsun, ancak cl(A) kiimesi X ’de

kompakt kiime olsun ve A kiimesi X ’de baglantili olmasmm. O zaman

A=(ANB)U(ANC), AnBzYd , AnC=Y ve ANBNC = olacak sekilde

X ’de B ve C acik kiimeleri vardir. Teorem 4.14°’den ANB ve ANC kiimeleri

A’da agik kiimeler olur 0 halde A, X*’dan A kiimesi lizerine indirgenmis alt uzay

topolojisine sahiptir. cl(A) kiimesi X ’de kompakt olmadiginda cl, (A)= X" dur.

Boylece A kiimesi X *’da baglantili olmaz ki bu bir ¢eligkidir.

Kabul edelim ki X ’in bir alt kiimesi A olmak iizere X*’dan A’ya indirgenmis

relatif topoloji ile birlikte A kiimesi A ile gosterilsin. Diger taraftan A ’nin de Groot

duali de A" ile gosterilsin. de Groot dual topolojisinin taniminin bir sonucu olarak

A" = A=A olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesi X ’in kompakt bir alt kiimesi

olmasidir.
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Teorem 4.14. A {izerindeki topoloji A’nmn topolojisinden daha incedir ve

dolayisiyla A" tizerindeki topolojiden de daha incedir. [24].

Ispat. Kabul edelim ki C kiimesi A’nm 6z alt kiimesi olsun. C kiimesi A*’da

kapali kiimedir ancak ve ancak C kiimesi X ’de kompakttir. Diger taraftan C

kiimesi A’da kapali kiimedir ancak ve ancak C=ANB olacak sekilde X ’de B

kompakt kiimesi vardir. Sonug olarak C kiimesi A*’da kapali kiime ise C kiimesi

A’da kapali kiimedir ve C kiimesi A ’da kapali kiime ise C kiimesi A ’da kapali

kiimedir.
Teorem 4.15. Ac X olsun. A = A ise A kiimesi X *de kapali kiimedir [24].

Ispat. Kabul edelim ki C kiimesi A’nm kapal 6z alt kiimesi olsun. C=ANB
olacak sekilde X*’da B kapali 6z alt kiimesi vardir. A ve B kiimelerinin ikisi de
X de kapali kiime oldugundan ve B kiimesi X ’de kompakt oldugundan C = AN B

kiimesi X ’de kompakt kiimedir ve dolayisiyla A"’da kapali kiimedir. Diger taraftan

A iizerindeki topoloji A" ’nin topolojisinden daha incedir



BOLUM 5. ZAMAN SKALASININ DE GROOT DUALI

F, R ger¢ek sayisinin alisilmis topolojik uzaymin kapali kiimelerinin bir tabani
olsun ve F?, R ’deki tiim kompakt kiimelerin ailesi olsun. Bu yiizden F?, R ile
gosterilen de Groot dual uzaymin kapali kiimelerinin bir tabanmidir. R aligilmis
topolojik uzayinin kompakt olmadig: ve 7, —uzay oldugu iyi bilinir. Ayrica birinci
sayilabilirlik aksiyomunu saglayan topolojik uzay bir k—uzay oldugundan R
alisilmis topolojik uzayr Kk —uzayidir. Diger taraftan R, kompakt, Hausdorff

olmayan bir 7, —uzayidir [19].

Boliim 4’de verilen bir topolojik uzayin ve anti-uzaymnin kompakt ve kapali alt

kiimeleri arasindaki iligkiyi veren diyagram goz Oniine alindiginda R ve R"’in

kompakt ve kapali alt kiimeleri arasindaki iliski asagida sekildedir.

R’de Oz alt kiime ise R >da
Kompakt alt kiime Kapali alt kiime

Kapal1 alt kiime Kompakt alt kiime
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R ’de kapali alt kiimelerin hiperuzay1

CL(R)={T<R|T#@ ve T, R’nin kapah alt kiimesi}

olsun. Zaman skalas1 R gercek sayilar kiimesinin bostan farkli keyfi kapali alt

kiimesi olarak tanimlandigi i¢in herhangi bir ']I‘eCL(R) alt kiimesi bir zaman

skalas1 (veya ol¢iim zinciri) olur [16,20]. Béylece her bir zaman skalasi R’ ’da

kompakttir. Bir zaman skalas1 R ’de daima sonlu olmasi gerekmez. Ancak bununla

birlikte R”’da kompaktlik bakimindan sonludur.

R" uzaymin kompakt alt kiimeleri R ’de kapali kiimeler olduklarindan R~ her bir
siirli zaman skalasi iizerinde R ’nin alisilmig topolojisine sahiptir. Diger yandan
siirli olmayan bir zaman skalasinin topolojik 6zellikleri de Groot dual topolojisine

gore farklidir.

Bu béliimde bir T zaman skalasinin R ’daki kapanisi, igi, sinir1, baglantililigt
tizerindeki alt uzay topolojisi incelenerek elde edilen sonuglar bilinen zaman skalasi

ornekleri icin yorumlanmustir.

Teorem 5.1. T bir zaman skalasi olsun. O halde

cl.T=

*

{]I‘ , eger o(maxT)=maxT ve p(minT)=minT ise,

R* | eger O'(max T) #max T veya p(min ']T) #minT ise

dir. Bundan clT, T’nin R*’daki kapamsini gostermektedir ve o, p sigrama

operatorleridir.

Ispat. Eger o(maxT)=maxT ve p(minT):=minT ise o halde T zaman skalasi

sinirhdir yani T, R’de kompakttir. Bu nedenle T, R"’da kapalidir. Dolayisiyla
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c.T=T dir. Kabul edelim ki o(maxT)=maxT veya p(minT)=minT iken
cl,T#R" olsun. O halde T, R"’da yogun degildir, yani TnU =& olacak sekilde

R"’da bostan farkli bir U agik kiimesi vardir. Bu yiizden R\U , R*’mn kapal1 bir
0z alt kiimesi olur. Dolayisiyla R\U , R ’de kompakttir. Bu R\U nun R*’da siirli

oldugu anlamina gelir. Halbuki o(maxT)=maxT veya p(minT)=minT iken T
zaman skalast sinirli degildir ve bu T < R\U olmasi ile geligir. Sonu¢ olarak

o(maxT)=maxT veya p(minT)=minT iken cl. T=R" olur.

Sonu¢ 5.2. Eger bir zaman skalasi, R ’de sinirli degilse o halde zaman skalasi

de Groot dual topolojisine gore yogundur.

Ornek 5.3. N dogal sayilar kiimesi bir zaman skalas1 olup R ’de hicbir yerde yogun
degildir ancak N dogal sayilar kiimesi sinirli olmadigindan R*’da yogundur. Ayrica
bu R ’in ayrilabilir oldugunu gésterir. Bir diger zaman skalas1 olan Cantor kiimesi

R ’de smirli oldugu igin R ve R ’da higbir yerde yogun degildir.

Teorem 5.4. T bir zaman skalasi olsun. O halde

intT, eger G(max(cl(]R\'ﬂ‘))):max(cl(R\T)) ve p(min(cl(]R\’]l‘))):min(cl(R\’JI‘))

int, T=
g, eger a(max(]R\’JI‘))imax(]R\’ﬂ‘) veya p(min(R\'ﬂ‘))imin(R\T)

dir. Burada int,T, T’nin R"’daki igini gostermektedir ve o,p sigrama

operatorleridir.

Ispat. Varsayalim
o (max (cl(R\T))) =max (cI(R\T)) ve p(min(cl(R\T)))=min(cl(R\T))

olsun. Bu durumda cl(R\T) smirhdir. Ayrica cl(R\T) kiimesi R ’de kapali kiime

oldugu i¢in R’de kompakttir. Boylece R*’da kapalidir. Bu nedenle
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R\cl(R\T)=intT olup R*’da agik bir kiimedir. Sonu¢ olarak int, T=intT
saglanir. Diger taraftan varsayalim o-(max (CI (R\ T))) # max (CI (R\ T)) veya
p(min (CI (R\’]I‘))) # min (CI (]R\']I‘)) iken int, T, R m bostan farkl1 bir alt kiimesi
olsun. O halde R\int, T# R olmas1 R\int, T nin R*’1n kapali bir 6z alt kiimesi
oldugunu gosterir. Dolayisiyla R\int, T, R’de kompakttir yani bu kiime
R *de sinirhidir. Ayrica o-(max (R\ ']I‘)) = max (R\T) veya
p(min (R\ T)) =min(R\T) olmast R\T’nin smirli olmadigini gostermektedir.

Ancak R\T c R\int, T iken R\int, T smirl olmasi bir ¢eliskidir.

Sonu¢ 5.5. Eger zaman skalasinin tiimleyeninin kapanisi R ’de smurli degil ise

de Groot dual topolojisine gore higbir i¢ noktaya sahip degildir.

Ornek 5.6. T:[O,oo) bir zaman skalasidir. (—oo,O] kiimesi R ’de smirli olmadigi

icin T zaman skalas1 R ’da hicbir i¢ noktaya sahip degildir.

Teorem 5.7. T bir zaman skalasi olsun. O halde

T , T, R’de sinirl ise,
0,T= CI(R\']I‘), CI(R\']I‘), R’de sinirhi ise,

*

R , diger durumlarda

dir. Burada 0,T, T 'nin R*’daki siirin1 gostermektedir.

Ispat. T zaman skalasi, R de smirl olsun. Teorem 5.1°e gore cl,T =T ’dir. Ayrica
R\T smirh - olmadigi  igin cl, (R\T)=R" olur.  Bu nedenle

0, T=cl,Tncl,(R\T)=T bulunur. Eger cl(R\T)=S olarak gosterilirse bu

durumda S kiimesi R ’de sinirli bir zaman skalasidir. Benzer sekilde Teorem 5.1
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yardimiyla S, R ’de smirli oldugunda CI*(S)=S ve cl, (]R\S):R* dir. 0,T=S

yani a*"JI‘ch(R\T) oldugunu gormek kolaydir. Eger T zaman skalasi ve onun

timleyeni R ’de sinirli olmayan kiimelerse o zaman Teorem 5.1 ve Teorem 5.4’{in

bir sonucu olarak 6, T =cl,T\int, (T)=R oldugu goriiliir.

Sonu¢ 5.8. Eger 0T=0,T ise o halde T zaman skalasi1 R ’de sinirhidir ve R\T

kiimesi R ’de yogundur.

Ornek 5.9. Cantor kiimesi sinirl1 olan bir zaman skalasidir ve tiimleyeni yogundur. O

halde stmir1 R ve R™’da aynidir.

Teorem 5.10. Bir zaman skalasinin de Groot dual topolojisi gergek sayilarin aligilmis
topolojisinin de Groot dual topolojisinden zaman skalasina indirgenmis de Groot

dual topolojisinden daha incedir.

Ispat. T°, T alt uzaymin dual topolojik uzayr olsun dyle ki T alt uzay1 R

tizerindeki alisilmis topolojiden indirgenmis alt uzay topolojisine sahiptir. T kiimesi

de R’ iizerindeki topolojiden indirgenmis alt uzay topolojisine sahip bir alt uzay:

olsun. A, T ’nin kapali bir 6z alt kiimesi olsun. O zaman A=TNF olacak sekilde
R*’da kapali bir F 06z alt kiimesi vardir. O halde F, R ’de kompakttir. Boylece

A=TnNF kiimesi R ’de kompakttir. Bu A’nin T" ’da kapali oldugunu gosterir.
Sonuc 5.11. T zaman skalas1 sinirliise T" =T olur.

Ispat. T zaman skalasi siirl iken kompakt oldugundan T" ve T ’nin kapal alt

kiimeleri gakisir.
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Ornek 5.12. ZcR zaman skalasini géz Oniine alalim. Z iizerindeki alt uzay

topolojisi ayrik topolojidir. O halde Z *m de Groot dual topolojisi tamsayilar kiimesi

tizerinde sonlu tiimleyenler topolojisidir.

Teorem 5.13. Eger R’de bir T zaman skalasi i¢in o(maxT)=maxT veya

p(mMinT)=minT ise o halde T, R"’da baglantilidr.

Ispat. o(maxT)=maxT veya p(minT)=minT olsun, yani T, R’de sl

Olmasm. Ancak varsayallm T, R"’da baglantili olmasin. O zaman

(FAT)U(KNT)=T, (FNT)#J ve (KNT)#J olacak sekilde R"’da F ve

K Kkapali kiimeleri vardir. F ve K kiimeleri R*’mn kapali 6z alt kiimeleri olduklar1
icin R ’de kompakt yani smirli kiimedirler ve T < F UK oldugundan bu T ’nin

siirsizligi ile gelisir.

Diger bir yandan eger T, R ’de bir aralik ise o halde R ’de baglantilidir. Ayrica
R *nin alisilmis topolojisi de Groot dualinden daha ince oldugu igin T zaman skalasi

R">da da baglantilidir.

Sonug 5.14. Eger bir T zaman skalas1 bir aralik veya R ’de sinirl degilse o zaman

R"’da baglantilidar.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismanin orijinal kismi olan Boliim 5’te zaman skalasinin topolojisi {izerine
calismis ve R ’den zaman skalasi iizerine indirgenen Oklid (alisilmis) topolojisi
yerine de Groot dual topolojisi alinarak zaman skalasinin topolojik 6zellikleri
incelenmigstir. J. de Groot tanimladig1 dual uzayin topolojisinin orijinal topolojiden

daha kaba olmasinin yani sira anti-uzayin kompakt, siiper baglantili bir T, -uzay1
oldugunu ancak Hausdorff uzay1 olmadigini ifade etmistir. Ayrica gercek sayilar

kiimesi R ’nin anti-uzay1 olarak tamimladign R™’m tiim kapali simirh alt kiimeleri

tizerinde ayni topolojiye sahip oldugunu ve R ’nin kompakt olmamasina ragmen
R™’m kompakt oldugunu ifade etmistir. R zaman olarak diisiiniildiigiinde zamanin

sonsuz oldugunu fakat R™’m kompaktlik bakimindan sonlu oldugunu sdyleyerek
potansiyelimiz var olmasia ragmen gercek anlamda sonsuzluk yoktur, seklinde
yorumlamistir. Buradan yola ¢ikarak siirekli ve sonsuz zamani gosteren R yerine
Bolim 2’de tanimlanmis olan zaman skalast kavrami goz Oniine alinmis ve

Boliim 4’de aciklanan de Groot dual topolojisine gore zaman skalasi incelenmistir.

Bu calisma g6z Oniine alinarak yapilabilecek daha ileri bir ¢alismada f: T —>R
olarak verilen fonksiyona karsilik gelecek f*:T" — R" fonksiyonu tanimlanarak sag
yogun siirekli (rd —siirekli) ve parcali sag yogun siirekli ( prd —siirekli)
fonksiyonlarin de Groot dual uzayindaki ozellikleri incelenip bu doniistimler

arasindaki iliskiler arastirilabilir.
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