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OZET

Anahtar kelimeler: Idempotent matris, tripotent matris, kuadripotent matris, involutif
matris, benzer matris, kdsegenlestirme, lineer kombinasyon, degismelilik

Calismanin ilk iki boliimiinde baz1 gosterimler, kisa bir literatiir bilgisi ve bazi 6n
bilgiler verilmektedir. Calismanin sonraki boliimlerinde c,,c, sifirdan farkl

kompleks sayilar ve M,,M, nxn boyutlu sifirdan farkl1 kompleks matrisler olmak
tizere, C,M, +¢,M, bi¢imindeki lineer kombinasyon matrisleri ele alinmaktadir.

Literatiirde, M,;, 1=1,2, matrisleri idempotent, degismeli tripotent ve degismeli
hipergenellestirilmis projektdr oldugunda lineer kombinasyon matrisinin, sirasiyla,
tripotent veya idempotent, tripotent ve hipergenellestirilmis projektdr oldugu tiim
durumlar karakterize edilmistir. Bu sonuglar ¢aligmanin ilerleyen boliimlerinde yeri
geldikge verilmektedir. Bunlarin yani sira, lineer kombinasyonda igerilen matrislerin
birbirinden farkli tipli olmas1 durumunda da benzer bazi ¢aligsmalar vardir.

Caligmada, once, M,, 1=12, matrisleri idempotent olduklarinda, lineer
kombinasyon matrisinin involutif oldugu tiim durumlar karakterize edilmektedir.
Sonra, lineer kombinasyondaki matrisler degismeli tripotent olduklarinda, ilk olarak
¢,M, +¢,M, matrisinin tripotentligine iliskin mevcut teoremin yeni bir ispat1 ve
ikinci olarak lineer kombinasyon matrisinin idempotent veya involutif oldugu tiim
durumlarin karakterizasyonlar1 verilmektedir. Ayrica, bazi 6zel kosullar altinda, M,

i =1,2, matrisleri kuadripotent olduklarinda ¢,M, +¢,M, matrisinin kuadripotent,

tripotent ve idempotent oldugu tiim durumlar karakterize edilmektedir. Son olarak,
lineer kombinasyonda igerilen matrisler degismeli involutif ve involutif olduklarinda
lineer kombinasyon matrisinin, sirasiyla, tripotent ve idempotent veya involutif
oldugu durumlar ortaya konulmaktadir.



ON LINEAR COMBINATIONS OF SOME SPECIAL TYPES OF
MATRICES

SUMMARY

Key Words: ldempotent matrix, tripotent matrix, quadripotent matrix, involutive
matrix, similar matrix, diagonalization, linear combination, commutativity

It has been given some notations, a short literature information, and some
preliminaries in the first two chapters of the work. The linear combination matrices
of the form ¢,M, +c,M, have been considered in the sequel chapters of the work,

where c,,c, are nonzero complex numbers and M,,M, are nxn nonzero complex
matrices.

In the literature, all situations where the linear combination matrix is tripotent or
idempotent, tripotent, and hypergeneralized projector were characterized when the
matrices M,, i1=12, are idempotent, commuting tripotent, and commuting
hypergeneralized projectors, respectively. In the sequel chapters of this work, these
results have been given in due course. Besides, there are also some similar studies
when the types of matrices involved in the linear combination are different from each
other.

In the work, first, all situations where the linear combination matrix is involutive
have been characterized when M., 1=1,2, are idempotent matrices. Then, when the
matrices involved in the linear combination are commuting tripotent, firstly a new
proof of the available theorem related to the tripotency of the matrix ¢,M, +c,M,,
and secondly the characterizations of all situations where the linear combination
matrix is idempotent or involutive have been given. Furthermore, under some
particular conditions, all situations where the matrix ¢,M, +c,M, is quadripotent,

tripotent, and idempotent have been characterized when M., =12, are

quadripotent matrices. Finally, when the matrices included in the linear combination
are commuting involutive and involutive, all situations where the linear combination
matrix is tripotent and idempotent or involutive have been established, respectively.



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Baz1 Gosterimler

m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere C, C*, C*', C_ . ve C, sembolleri,

m.n
sirasiyla, kompleks sayilarin, sifirdan farkli kompleks sayilarin, sifir ve bir
sayilarindan farkli kompleks sayilarin, mxn boyutlu kompleks matrislerin ve nxn
boyutlu kompleks matrislerin kiimelerini gostersin. Caligsma boyunca skalerler ¢ gibi
kiigtik ve italik, matrisler M gibi koyu ve biiyiik, kiimeler ise U gibi biiyiik harfler
ile gosterilecektir. Ayrica alisilageldigi gibi, idempotent matris, tripotent matris,
involutif matris, kuadripotent matris, hipergenellestirilmis projektor, birim matris ve

sifir matris, sirasiyla, P, T, A (bazen B), Q, H, I ve 0 ile gosterilecektir.
1.2. Cahsmanin Icerigi

C,C, sifirdan farkli kompleks sayilar vee M;,M, nxn boyutlu sifirdan farkli

kompleks matrisler olmak tizere,
M=cM, +c,M, (1.1)

olsun. M, ve M, matrisleri idempotent olduklarinda, (1.1) bicimli M lineer

kombinasyon matrisinin idempotent ve tripotent oldugu durumlar1 karakterize etme
problemleri, sirasiyla, [2, 24] ve [4, 5] calismalarinda ele alinmistir. Boliim 3 te,

oncelikle bu sonuglar verilmekte ve sonra M, ve M, matrisleri idempotent

olduklarinda, M matrisinin involutif oldugu tiim durumlar karakterize edilmektedir.

M, ve M, matrisleri tripotent olduklarinda, M matrisinin tripotent oldugu

durumlar1 karakterize etme problemi Baksalary, Baksalary ve Ozdemir tarafindan ele



almmistir [4]. Boliim 4, bu sonucun ifadesini ve farkli bir yontem ile ispatinm

icermektedir. Bununla birlikte, M, ve M, matrisleri tripotent olduklarinda, M

matrisinin idempotent veya involutif oldugu tim durumlar da bu bolimde

karakterize edilmektedir.

M, ve M, matrisleri hipergenellestirilmis projektér olduklarinda, M matrisinin
yine bir hipergenellestirilmis projektér oldugu durumlar1 karakterize etme problemi,
M, ve M, matrisleri iizerine koyulan ek kosullar ile birlikte Baksalary, Baksalay ve
GroB tarafindan ele almmmistir [6]. Daha sonra Baksalary ve Benitez M, ve M,
matrisleri {izerine koyulan ek kosullar1 yalnizca degismelilik kosuluna indirgeyip bu
sonuglart genellestirmistir [9]. S6z konusu sonuglarin ifadeleri Bolim 5 te
verilmektedir. Ayrica, M, ve M, matrisleri kuadripotent olduklarinda [6]
calismasindaki kosullara benzer kosullar altinda, M matrisinin kuadripotent,
tripotent ve idempotent oldugu durumlar da yine bu bdoliimde karakterize

edilmektedir.

Son olarak, M, ve M, matrisleri involutif olduklarinda, M matrisinin ne zaman

tripotent, idempotent ve involutif olacagi problemlerinin ¢oziimleri ise Boliim 6 da

icerilmektedir.

Dikkat edilirse yukaridakilerin hepsi iki matrisin (1.1) bi¢imli lineer kombinasyonu
ile ilgilidir. Oysa literatiirde ii¢ matrisin lineer kombinasyonu ile ilgili caligmalar da

vardir. Ornegin, c,,C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve P,,P,,P, nxn boyutlu

sifirdan farkli kompleks idempotent matrisler olmak iizere,

P=cP +c,P, +CP,

bicimindeki lineer kombinasyonun idempotent oldugu durumlar1 karakterize etme
problemi, P,P,,P, € C, matrisleri ilizerine koyulan c¢esitli kosullar altinda, ele

alimmustir [7, 8, 24]. Bu ¢alismada ii¢ idempotent matrisin lineer kombinasyonu ile

ilgili herhangi bir sonug¢ ortaya konulmamistir. Ancak iki matristen olusan lineer



kombinasyonlar ile ilgili ortaya konulan bazi sonuglarin ispatlarinda, ii¢ idempotent
matrisin lineer kombinasyonu ile ilgili sonuglar kullanildigindan, bu sonuglar Boliim

3 te verilmektedir.

1.3. Calismanin Diizeni

Calismanin daha sonraki boliimlerine temel teskil edecek tanim ve teoremler Boliim
2 de verilmektedir. Daha sonraki boliimler siralanirken (1.1) bigimli lineer
kombinasyon matrisleri ile ilgili problemlerin literatiirde ele alinma sirasina
uyulmustur. (1.1) bigcimli lineer kombinasyon matrisinin ait oldugu 6zel matris
kiimelerinin boliimler i¢indeki siralamasinda ise, genel matris kiimelerinden 6zel
matris kiimelerine dogru bir yol izlenmistir. Bdyle yapilmasinin nedeni ¢aligmanin
kolay izlenebilmesi ve sonuglarin ispatlar1 yapilirken genel anlamda bir biitlinliik

saglanmasidir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

2.1. Matrisler icin Baz1 Ters Cesitleri

M eC, olsun. Eger MM ' =M 'M =1 olacak sekilde bir M~ € C, matrisi varsa

M matrisine tersinir (veya nonsinguler) matris ve M~ matrisine M matrisinin tersi
denir. Aksi takdirde, M matrisine tersinir olmayan (veya singuler) matris denir.
Bununla birlikte, ters kavrami 1920’li yillardan bu yana tim matrislere

genisletilmektedir. Asagida bu tip terslerden birkagina deginilmektedir.

Tamm 2.1. MM "M =M denklemini saglayan bir M~ € C  matrisine MeC, |

matrisinin genellestirilmis tersi denir [11].

Tanmm 2.2. MMM =M, M'MM’ =M", MM’ =M"M denklemlerini saglayan
bir M” € C, matrisine M € C, matrisinin grup tersi denir [11].

Tanm 2.3. M e C,  matrisi i¢in Penrose denklemleri olarak bilinen MMM=M,

n
M'MM'=M', (MM') =MM', (M'M) =M'M denklemlerini saglayan

M’ eC,  matrisine M matrisinin Moore—Penrose tersi denir. Burada (),

kompleks bir matrisin eslenik transpozesini isaret etmektedir [11].

Herhangi bir matris icin, grup tersin her zaman mevcut olmadigi, ancak
genellestirilmis ve Moore—Penrose terslerin her zaman mevcut oldugu ve hatta
Moore—Penrose tersin tek tiirlii oldugu bilgileri ve yukaridaki kavramlara iliskin

ayritil bilgi i¢in, [16, 22, 27] kaynaklarina da bakilabilir.



Calisma boyunca, M~, M ve M' sembolleri, sirasiyla, M kompleks matrisinin

genellestirilmis tersini, grup tersini ve Moore—Penrose tersini gosterecektir.

2.2. Baz1 Ozel Matris Tipleri ve Ozellikleri

Tamm 2.4. P> =P ozelligine sahip bir P e C, matrisine idempotent matris denir

[16].
Tamm 2.5. T° =T 6zelligine sahip bir T € C,, matrisine tripotent matris denir [16].

Tammm 2.6. M’ =M ile birlikte M>#M ve M’=#-M o&zelliklerine sahip bir

M e C, matrisine esas tripotent matris denir [3].
Tamm 2.7. A” =1 6zelligine sahip bir A € C, matrisine involutif matris denir [31].

Tamim 2.8. Q* =Q ozelligine sahip bir Q € C, matrisine kuadripotent matris denir

[18].

Tamim 2.9. t pozitif tamsay1 olmak iizere, M' =M 6zelligine sahip bir M e C,

matrisine t-potent matris denir [12].

Tamm 2.10. H> =H" &zelligine sahip bir H e C, matrisine hipergenellestirilmis

projektor denir [18].

Tamm 2.11. R(M) =R(M*) (veya denk olarak M'M =MM") 6zelligine sahip

bir M € C, matrisine EP matris denir [18].

Tamm 2.12. M =M" 6zelligine sahip (yani kendi grup tersine esitse) bir M e C,

matrisine grup involutif matris denir [15].



Tamm 2.13. MM"=M"M ozelligine sahip bir M € C, matrisine normal matris

denir [11].

Calisma boyunca C?, C], CE', C&, C9, CI'* ve CE sembolleri, sirastyla,

idempotent matris, tripotent matris, esas tripotent matris, involutif matris,
kuadripotent matris, hipergenellestirilmis projektéor ve EP matris kiimelerini
gosterecektir. Yukaridaki tanimlar incelendiginde C?,C2cC] ve C?,C] cC9

ozelliklerinin varlig1 kolayca goriiliir. Ancak bu 6zeliklerin terslerinin genel olarak

dogru olmadigini vurgulamakta yarar vardir.

Simdi, yukaridaki kavramlarla ilgili baz1 6zel sonuglar ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 2.14. CY =C9NC] ve CI* =C nC? dir [18].

Teorem 2.15. M € C olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir:

(a) M bir grup involutif matristir,

(b) M*=M,

(c) D matrisi, kdsegen elemanlar1 0, 1 veya —1 sayilarindan olusan bir kdsegen

matris olmak {izere M = LDL™' olacak sekilde bir L. matrisi vardir [15].
2.3. Ozdeger, Ozvektor, Benzer Matris ve Kosegenlestirme

Tamm 2.16. M € C olsun. Eger Mx = Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir xe C_

vektorli varsa, A€ C skalerine M matrisinin bir 6zdegeri ve x vektdrine M

matrisinin A 0zdegeri ile iliskili bir O6zvektorii denir. M matrisinin biitiin

0zdegerlerinin kiimesine M matrisinin spektrumu denir ve O'(M) ile gosterilir [21].

Tanmm 2.17. M eC, olsun. Kokleri M matrisinin 6zdegerleri olarak bilinen

det(tl-M)=0 denklemine M matrisinin karakteristik denklemi denir. n.



dereceden det (tI - M) polinomuna da M matrisinin karakteristik polinomu denir ve

Py (t) ile gosterilir [31].

Tamm 2.18. M,,M, € C, matrisleri verilsin. Eger M, =SM,S™' olacak sekilde bir

S tersinir matrisi varsa, M, matrisi M, matrisine benzerdir denir [19].

Tanmm 2.19. Bir MeC, matrisine, bir kosegen matrise benzer ise

kosegenlestirilebilir matris denir [19].

Teorem 2.20. M eC,_ verilsin. M matrisi yerine yazildiginda sifira esit olan
minumum dereceli bir tek g, (t) monik (en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1
olan) polinomu vardir. Bu polinomun derecesi en fazla n olabilir. Eger p(t);
p(M)=0 olacak sekildeki herhangi bir polinom ise, 0, (t) polinomu p(t)

polinomunu béler [19].

Tanmm 2.21. M eC, verilsin. M matrisi yerine yazildiginda sifira esit olan
minumum dereceli yegane (), (t) monik polinomuna M matrisinin minimal

polinomu denir [19].

Teorem 2.22. Her MeC, matrisi igin, gy (t) minimal polinomu p,,(t)
karakteristik polinomunu bdler. Ayrica Q,, (ﬂ):O olmasmin gerekli ve yeterli
kosulu A skalerinin M matrisinin bir 6zdegeri olmasidir. Dolayisiyla p,, (t)=0

denkleminin her kokii g, (t) =0 denkleminin de bir kokiidiir [19].

Teorem 2.23. Asagidaki kosullarin her biri, M € C, matrisinin kosegenlestirilebilir
olmasinin gerekli ve yeterli kosuludur:

(@) ay (t) minimal polinomu farkli lineer ¢arpanlara sahiptir.

(b) dy (t) =0 denkleminin her bir kokii tek katlidir.



(¢) Oy (t)=0 olacak sekildeki her bir t degeri igin 0 (t) polinomunun tiirevi

sifirdan farklidir [19].

Tamm 2.24. M,,M, € C, kosegenlestirilebilir matrisler olsun. Eger S"'M,S ve

S™'M,S matrisleri kdsegen matris olacak sekilde bir S tersinir matrisi varsa, M, ve

M, matrislerine esanl (birlikte) kdsegenlestirilebilir matrisler denir [19].

Teorem 2.25. M;,M, e C, kosegenlestirilebilir matrisler olsun. M, ve M,
matrislerinin esanl kosegenlestirilebilir olmasi igin gerekli ve yeterli bir kosul M,

ve M, matrislerinin degismeli olmasidir [19].



BOLUM 3. IDEMPOTENT MATRISLERIN LINEER
KOMBINASYONLARI

3.1. Giris

C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve P,,P, nxn boyutlu sifirdan farkli kompleks

idempotent matrisler olmak {izere,

X=c/P +c,P, (3.1)

olsun. (3.1) bi¢cimli X lineer kombinasyon matrisinin tripotent ve idempotent oldugu
durumlarn karakterize etme problemleri, sirasiyla, [4, 5] ve [2, 24] ¢alismalarinda ele
alinmustir. Tlgili sonuglar bu béliimiin, sirasiyla, ikinci ve iigiincii kisimlarinda

verilmektedir.

Simdi, c,,C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve P,P,,P, nxn boyutlu sifirdan

farkli kompleks idempotent matrisler olmak iizere,

P=cP +c,P, +C,P, (3.2)
olsun. (3.2) bicimli P lineer kombinasyon matrisinin idempotent oldugu bazi
durumlan karakterize etme problemleri [7, 8, 24] calismalarinda ele alinmistir. Bu

sonuclar bu boliimiin dordiincii kisminda verilmektedir.

Ayrica, (3.1) bicimli X matrisinin involutif oldugu tiim durumlar bu bdlimiin

besinci kisminda karakterize edilmektedir.
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3.2. Iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun Tripotentligi

PP, € C matrislerinin degismeli olduklari 6zel durumda, (3.1) bigimli X lineer

kombinasyon matrisinin tripotent oldugu durumlar ilk olarak Baksalary, Baksalary

ve Ozdemir tarafindan verilmistir. Bu sonug asagida verilmektedir.

Teorem 3.1. [4, Corollary 2] c,c,eC", P,P,eC\{0}, P, =P, ve PP,=P,P,
olmak itizere T=cP +C,P, olsun. T matrisinin tripotent olmas: i¢in gerekli ve

yeterli kosul agagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

() (cl,cz)e{(—l,l),(l,—l)};

) (c.c,)e{(-12),(1,-2)} ve PP, =P,;
© (c.c,)e{(-2.1),(2,-1)} ve PP,=P;;
(d) (C],Cz)e{( 1,-1),(L1 }Ve PP, =0. n

Teorem 2.15 gdz oniine alinirsa, P,,P, € C, matrislerinin {izerindeki degismeli olma

kosulu olmaksizin Baksalary ve Baksalary tarafindan ortaya konulan asagidaki
teoremin, yine Teorem 3.1 gibi, iki idempotent matrisin lineer kombinasyonunun ne

zaman bir tripotent matris olacagi sorusuna cevap verdigi goriliir.

Teorem 3.2. [5, Theorem] c,,¢c, € C* ve P,P, € (CE\{O} olmak iizere T =c,P, +C,P,

olsun. T matrisinin grup involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki
durumlardan birinin saglanmasidir:
(a) PP,=P,P olmak iizere asagida (a,)—(a,) ile belirtilen kosullardan herhangi

biri saglanir:

(a,) (c.c,)=(2,-1) ve PP, =P;
(a,) (c,.c,)=(L1) ve PP, =0;
(a3) (6,6) = (1-1);

(a,) (c,c,)=(1,-2) ve PP, =P;;
(as) (c,.c,)=(-12) ve PP, =P,;
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(b) PP,=P,P, PP,P =PPP, olmak iizere asagida (b,)—(b,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

(by) (¢.6,)=(1-1);

(b,) (c.c,)=(-L1),

(c) PP,=P,P, PPP #PPP, olmak iizere asagida (c,)—(c,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

(¢,) (c.c,)#(1,—1) olmak iizere,

¢,+C,=0 ve c(P,—P,—P,P,P,+P,P,P,)=P,— P,

(¢,) ¢, +c,e{-L1} ve

¢ (¢ —1) P +cc, (¢, +C,) (PP, + PP, ) +cc, (GPP,P +C,P,PP,)+C, (c —1)P, =0

[
3.3. Iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun idempotentligi

Iki idempotent matrisin lineer kombinasyonunun idempotentligi problemi ilk defa
2000 yilinda Baksalary ve Baksalary tarafindan ele alinmistir. S6z konusu

caligmadaki ana sonug asagida verilmektedir.

Teorem 3.3. [2, Theorem] c,c,eC", P,P,eC \{0} ve P, #P, olmak iizere

P =c,P, +C,P, olsun. P matrisinin idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:
(a) PP, =P,P olmak iizere asagida (a,)—(a,) ile belirtilen kosullardan herhangi

biri saglanir:

(a,) (c.c,)=(L1), PP, =0;
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(a,) (c.c,)=(L-1), PP, =P,;
(33) (CI’CZ):(_1’1)= PP, =P,
(b) PP, =P,P, olmak iizere ¢, eC"', ¢c,=1-¢, ve (PI—P2)2=0 kosullar1 da

saglanir. ]

Ayrica, bu sonucun (a) sikkinin farkli bir ispati Ozdemir ve Ozban tarafindan

verilmistir [24, Theorem 3.1].
3.4. U¢ Idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun idempotentligi

Ikisi ayrik olmak iizere, ii¢ idempotent matrisin (3.2) bicimli lineer
kombinasyonunun ne zaman idempotent matris olacagi problemi Baksalary

tarafindan ele alinmis ve ¢ozlilmiistiir. Bu, asagida verilmektedir.

Teorem 3.4. [7, Theorem 1] ¢,,c,,c,€C", P,P,,P,eC;\{0} ve P,P,=0=P,P,
olmak tizere P=c P, +C,P,+C,P, ve y = (C] ,C,,C;) olsun. P matrisinin idempotent

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:
(a) PP,=P,P, ve PP ,=PP olmak iizere asagida (a,)—(a,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

a,) PP,=0, PP, =0 ve y=(L1,1);

a,) PP,=P,, PP, =0 ve y =(1,-11);

a,) PP,=0, PP, =P, ve y=(1,1,-1);

a8

(
(
(
(a,) PP, =P, PP, =P, ve y=(1—1,-1):
(
(
(
(

)
)
)
a;) PP, +PP, =P ve y=(-111);
)
)
)

P, =P, ile birlikte ¢, e C" olmak iizere, y =(c,,—C,,1) veya ¢, e C*' olmak

iizere, y =(c,,1-c,1);
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(a,) P, =P, ile birlikte ¢, e C* olmak iizere, y =(c,,1,—C,) veya ¢, e C*' olmak
iizere, y =(c,,1,1-c,);

(a,) P,+P,=P, ile birlikte ¢, e C" olmak iizere, y =(c,,—C,,—C,) veya ¢, €C"
olmak iizere, y =(c,,—C,,1-¢,) veya ¢, € C"' olmak iizere, y =(c,,1-¢,,—C,) veya
¢, e C*' olmak iizere, y =(c,,1-c,,1-c,),

(b) PP,=P,P, ve PP, =PP olmak iizere asagida (b, )—(b,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

(b)) (P,-P,) =PP, ve y=(-1,1,2);

(b,) ¢, €C™ olmak iizere, (P, —P3)2 =0 ve y=(c,L1-¢));
(bs)

y=(c.—c,1-¢),

¢, eC™ olmak iizere, (P,—P,) =P, ile birlikte y=(c,l1-c,l1-c) veya

(c) PP,=P,P ve PP, =PP olmak iizere asagida (c,)—(c,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

(c,) (P—P,) =PP, ve y=(-1,2,1);

(c,) ¢, eC™ olmak iizere, (P, ~P,)" =0 ve y =(c,,1-¢c,,1);

(c;) ¢ eC™ olmak iizere, (P,—P,) =P, ile birlikte y=(c,1-c,—¢) veya
y=(c,l-c.1-¢,),

(d) PP,%PP, ve PP #PpP, olmak iizere asagida (d,)—(d,) ile belirtilen
kosullardan herhangi biri saglanir:

(d,) ¢, eC™ olmak iizere, (P, —P,)" +(P,—P,)’ =P, ve y =(c,,1-¢,1-¢,);

(d,) cc, (P —P,) +cc, (P, —P,) +c,c (P, +P,) =0 ve ¢, +C,+C =1, -

Teorem 3.4, P,P, =0 =P,P, kosulu altinda verilmistir. Bununla birlikte, bu kosulda
indislerin herhangi bir 6nemi yoktur. Yani 2 ve 3 indislerinin, sirasiyla, 1 ve 2
indisleriyle degistirilmesi suretiyle Teorem 3.4, PP,=0=P,P, (veya 1 ve 3

indisleriyle degistirilirse PP, = 0= P,P,) kosulu altinda da benzer sekilde verilebilir.
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Teorem 3.4 ten bagimsiz olarak, Ozdemir ve Ozban bu ii¢ matrisin karsilikl1 olarak
degismeli oldugu durumda, lineer kombinasyon matrisinin idempotent oldugu bazi

durumlari, farkli bir yontem ile karakterize etmistir. Buna iliskin sonug¢ asagidadir.

Teorem 3.5. [24, Theorem 32] c,c,,c;eC’, P,P,,P,eC\{0}, P =P, ve
PP, =P, i= ]|, i, j=12,3 olmak lizere P=C,P, +c,P, +C,P; olsun. P matrisinin
idempotent oldugu asagidaki durumlar elde edilir:

(a) (CI,CZ,C3):(1,1,1), PP, =0,i=j,1i,j=12,3;

(b) (c.c,.c;)=(L1,-1), PP,=P, PP, =P, P,P,=P, (denk olarak PP, =P,,
PP, =P, PP, =P,)

(¢) (c.c,.c)=(-LL1), PP,=P, PP, =P,, P,P, =P, (denk olarak PP,=P,,
PP, =P, P,P,=P);

(d) (c.c,.c)=(1,-11), PP,=P, PP, =P, P,P,=P, (denk olarak PP,=P,,

P1P3 = P3 > P2P3 = P3 )-

Bunlardan baska, PP, =P,, PP, =P, ve P,P, =P, (denk olarak PP, =P,, PP, =P,

ve P,P, = P,) olacak sekilde sifirdan farkli P,,P,,P, € C matrisleri yoktur. n

Yukarida belirtildigi gibi Teorem 3.4, P,P, =0 =P,P, kosulu altinda ve Teorem 3.5

ise PP, =P,P, i= ], i, j=1,2,3, kosullar1 altinda verilmistir. Baksalary ve Benitez

i
bu kosullar1 P,P, = P,P, kosuluna indirgeyip probleme daha genel bir ¢6ziim ortaya

koymuslardir. Bunu yaparken onceki ispatlardan farkli olarak, blok matrisler ve

direkt toplami kullandilar. S6z konusu sonuglar asagida verilmektedir.

Teorem 3.6. [8, Theorem 1] c,C,,c,;eC’, P,P,P,eC/\{0}, P =P, ve

PP, =PP, i= |, i, j=12,3 olmak izere P=c,P, +c,P, +C,P; olsun. P matrisinin
idempotent olmasi1 i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki durumlardan birinin
saglanmasidir:

(a) P +PP =PP,+PP, olmakizere, ¢;=-1, c; =1, ¢, =1;
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(b) P, =PP +P;, P,P, =0 olmak iizere, ¢, =-1, ¢; =2, ¢, =1;

1 1 1
(c) P+2PP, =P, +P,cC,=—,¢C =3 olmak {izere, C; =3 veya C, :E;

1
2
(d) PP, =P;, PP, =P, PP, =0 olmak tzere, ¢, =1, ¢; =-1, ¢, =—1;

(e) PP, =P, olmak tizere, c, =1, c;=-2,¢ =1;

(H P +PP =P, +P olmakiizere, ¢, =2, ¢c; =-1, ¢, =-1;

(g) P, =P, PP, =P, olmak iizere, ¢; +C, =-1, ¢;=1;

(h) P, =P, olmak iizere, ¢, +¢, =0, ¢, =1;

(i) P =P, PP, =P, olmak iizere, ¢, +C =1, ¢, =—1;

0) P, =P, PP, =0 olmak iizere, C; +C =1, C; =1;

(k) P, =P, +P, PP, =0 olmak iizere, ¢, +C; =0, ¢+, =0 veya ¢ +¢C;=0,
¢ +¢ =1 veyac+c; =1, ¢+c =1;

O PP,=0,PP =0, P,P, =0 olmak iizere, ¢, =1, ¢, =1, ¢, =1;

(m) P, =P, =P, olmak iizere, ¢, +¢, +¢C, €{0,1}.
Burada (a)—(k) durumlarinda i# j, i=k, j=k,i,j,k=1,2,3 dir. ]

Teorem 3.6, Teorem 3.4 (a) nin ve Teorem 3.5 in genellestirilmesidir. Yine
Baksalary ve Benitez tarafindan verilip asagida ifade edilen sonug ise Teorem 3.4 iin

(b) ve (c¢) siklarini genellestirmektedir.

Teorem 3.7. [8, Theorem 2] c,,C,,c,eC", P,P,,P,eC;\{0}, P,P,=P,P, ve

: ¢ (¢ -1
PP =PP, i=2,3, olmak iizere P=CP, +C,P,+C,P, ve « _a(@-) olsun. P
C2C3

matrisinin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki durumlardan

birinin saglanmasidir:

(a) PP, =P, (P,~P,)’ =P, —PP, olmak iizere, ¢, =1, ¢, =2, ¢, =—1;

1
(b) ZP] +P,P, +P,P, =2P, + PP, — PP, olmak iizere, ¢, =—, ¢; =1, ¢, =-1;

]

N | —
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(c) PP;=0, (P2 —P3)2 = P,P, olmak iizere, ¢ =1, C;

=2,¢ =-1;

(d PP, =0, (PZ—P3)2 =P, ¢, +C, =1 olmak iizere, ¢, +¢c, =0 veya C, +C, =1;
() PP, =P, (P,—P,) =aP, +P,~PP, olmakiizere, 2¢, +¢,; =0, ¢, =1;

() PP,=P,, PP, =P, (P,~P,)" =aP, olmak iizere, 2¢, +C, +¢, =1;

(g) PP,+PP, =P, (P,—P, )2 =P, c, =%, c, :% olmak izere, ¢, = —% veya

1 .
Cl =§,
3 " 1
(h) ZPI +P,P, + P,P, = PP, + PP, olmak iizere, C, = 5 c,=1,¢=1;
(i) PP,=P, PP, =P, (P,~P,) =0 olmak iizere, ¢, =—1, ¢, +¢, =1;

. 1
() PP,—PP =P, P, 4c(P,~P,)" =P, olmak iizere, ¢, = 2 G+ =0;

(k) PP, =0, (P,—P,)’ =0 olmak iizere, ¢, =1, ¢, +¢, =1,
burada (a)—(e) durumlarinda j =k, j,k=2,3, dir. [
Asagidaki teoremde ise Teorem 3.4 {in (d) sikki genellestirilmektedir.

Teorem 3.8. [8, Theorem 3] c,,c,,c,eC", P,P,,P,eC;\{0}, PP,=P,P ve
PP, PP, i=1,2, olmak iizere P=cP +cC,P,+C,P, olsun. P matrisinin
idempotent olmasi1 i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki durumlardan birinin
saglanmasidir:

2C.
(a) %(Ple -P, ) =P, —(Pj ~P, )2 +(P, —P, )2 olmak iizere, ¢, +¢, =0,

3
c, +¢C =1, j#k ve j,k=1,2;
(b) %(P1P2_P1_P2)=P3+(P]_P3)2+(P2—P3)2 olmakiizere, C1:C2,

3

3c,+¢, =1;
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2c
(c) —PP,=(P -P, )2 +(P, - P, )2 — P, olmak iizere, ¢, =¢C,, C, +C, =1;
c

3

(d) cc,(P -P, )2 +c,cy (P, — P, )2 +C,Cy (P, — P, )2 =0 olmak iizere, ¢, +C,+C, =1.m

Yukarida idempotent matrislerin lineer kombinasyonlari ile ilgili literatiirde var olan
bazi sonuglara yer verilmistir. Asagidaki kisimda, (3.1) bicimli X lineer

kombinasyon matrisinin ne zaman involutif olacagi problemi ele alinmaktadir.
3.5. iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun involutifligi

Esas sonucu vermeden Once, bu sonucun ispatinda kullanilacak olan yardimci bir
sonug asagida verilmektedir.
Lemma 3.9. M eC, matrisinin involutif olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

%(M +1) matrisinin idempotent olmasidir.

Ispat. M e C, involutif olsun. Bu durumda,

M’ =T<M*+2M+I1=2M+1+1

@%(M2+M+M+I):%(M+I)
@G(MH)j ~Lmen)

oldugu i¢in %(M + I) idempotenttir. [

Teorem 3.10. ¢,,c, e C* ve P,P, e C/\{0} olmak iizere A =c P, +C,P, olsun.

(a) PP,=P,P ise, A matrisinin involutif olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
asagida (a1 ) —(a3) ile belirtilen kogullardan herhangi birinin saglanmasidir:

(a,) ¢,c,e{-L1} ve P,+P, =1I;

(a,) (c.c,)ef{(-1,2),(1,-2)} ve P, =1;
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(a;) (c,¢,)e{(-2.1),(2,-1)} ve P, =1,

(b) PP, =P,P, ise, A matrisinin involutif olmas:i i¢in gerekli ve yeterli kosul

C,+¢C,=0 ve (:LZI+P1P2 +P,P, =P, +P, olmasidir.
1

Ispat. Oncelikle P,P,=P,P, olsun. Ayrica, A lineer kombinasyon matrisinin

involutif olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
c/P,+2cC,PP,+CP, =1 (3.3)

olmasidir. A matrisi involutif olsun. Bir involutif matris ayn1 zamanda tripotent

matris olacagindan (3.3) denklemini saglayan (Cl,cz) ikililerinin kiimesi Teorem 3.1
deki (c,,c,) ikililerinin kiimesinden daha genis degildir. Yani, (c,,c,) ikililerinin en
genis kiimesi {(-1,-1),(1,1),(-L1),(L,-1),(-12),(1,-2),(2,-1),(-2,1)} olabilir.
C,,C, € {—1,1} olmasi durumunda (3.3) denklemi ¢, ve ¢, sayilarinin isaretleri ayni
oldugunda P, +2PP,+P, =1 ve farkli oldugunda P, -2PP,+P, =1 esitliklerine
doner. Bu iki esitligin de P, ile ¢arpilmasi durumunda PP, =0 elde edilir. PP, =0
esitligi (3.3) ile birlestirilirse P, +P, =1 elde edilir. Yani (al) sikkiin ispati
tamamlanir. (c,,c,)=(-1,2) veya (c,,c,)=(1,—2) i¢in Teorem 3.1 deki PP, =P,
kosulu ile (3.3) kosulu birlestirilirse P, =1 elde edilir. Bu ise (az) sikkinin ispatini
tamamlar. (Cl,cz)=(—2,1) veya (CI,C2)=(2,—1) icin Teorem 3.1 deki PP, =P,
kosulu ile (3.3) kosulu birlestirilirse P, =1 elde edilir. Tersine olarak (a])—(a3)

siklarindaki kosullar saglansin. Bu siklardaki kosullar (3.3) denkleminde yerine

yazilirsa, (3.3) denkleminin saglandigi dolayisiyla A lineer kombinasyon matrisinin

involutif oldugu goriiliir. Boylece (a) sikkinin ispat1 tamamlanir.

Simdi PP, # P,P, olsun. A =cP +cC,P, lineer kombinasyonunda her iki tarafa I

eklenir ve sonra denklem % ile carpilirsa,
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%(A+I):%I+%Pl+%2P2 (3.4)

elde edilir. Lemma 3.9 dan, A matrisinin involutif olmas1 i¢in gerekli ve yeterli

kosul (3.4) ifadesindeki %(A+I) matrisinin idempotent olmasidir. Ayrica, (3.4)

ifadesinin sag tarafi {i¢ idempotent matrisin lineer kombinasyonu olup bu ii¢

matristen ikinci ve Ugilinciisiiniin degismeli degil ancak birincinin hem ikinci, hem
ficlincii ile degismeli oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla E(A+I) matrisinin

idempotent oldugu durumlar1 karakterize etmek i¢in (3.4) bicimli lineer
kombinasyon matrisinin Teorem 3.7 deki kosullar1 saglayip saglamayacagini

incelemek, ispat i¢in yeterli olacaktir.

Teorem 3.7 (a), (¢), (h), (i) ve (k) siklarindaki kosullardan (3.4) bigimli lineer
kombinasyonda, birim matrisin 6niindeki skalerin % den farkli olmasi gerektigi

goriiliir. Dolayisiyla bu siklardan ¢6ziim elde edilemez.

Teorem 3.7 (d) sikkindan (j,k)=(2,3) icin IP, =P, =0 veya (j,k)=(3,2) igin
IP, =P, =0 olmas1 gerektigi goriiliir. Bu durum P, ve P, matrislerinin sifirdan

farkli olma kabulleri ile ¢elisir. Boylece, (d) sikkindan da ¢6ziim elde edilmez.

Teorem 3.7 (g) sikkindan (c,,c,)=(1,1) ile birlikte P, +P, =1 ve (P,—P,) =1I

bulunur. P, ve P, idempotent olduklarindan, bu iki esitlikten
PP, =-P,P,

elde edilir. Bu esitlikle birlikte P, ve P, matrislerinin idempotent olmas: 6zelligi

(P,P,)" = P,P,P,P, dzdesliginde kullamlirsa

2
(P1P2) = P1P2P1Pz = _P1P2P2P1 = _P1P2P1 = P1P1P2 = P1P2
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veya ayni zamanda

2
(P1P2) = P1P2P1P2 = _P2P1P1P2 = _P2P1P2 = P2P2P1 = P2P1

bulunur. Dolayisiyla (PlP2 )2 =PP, =P,P, olur. Buise PP, # P,P, kabulii ile ¢elisir.
Boylece, (g) sikkindan da ¢6ziim elde edilemez. Teorem 3.7 (b) sikkindan
il +PP, +P,P, =P +P, kosulunun yaninda (j,k)=(2,3) ve (j.k)=(3,2) igin,

sirastyla, (c,c,)=(2,-2) ve (c,,c,)=(-2,2) elde edilir. Teorem 3.7 (e) sikkindan

(P, -P, )2 = _—II kosulunun yaninda ( j,k)=(2,3) ve (j,k)=(3,2) igin, sirastyla,

12

(c,¢,)=(-2,2) ve (c,,c,)=(2,—2) bulunur. Teorem 3.7 (f) sikkindan ¢, +c, =0

ve (PI—P2)2= I ve son olarak Teorem 3.7 (j) sikkindan c +c,=0 ve

CC,

(P1 -P, )2 :C%I elde edilir. (f) (veya denk olarak (j) sikkindan) ortaya c¢ikan

1

kosullarin ¢, +¢c,=0 ve LZI +PP,+P,P =P +P, olarak yazilabildigine dikkat
C1

edilirse, bu kosullarin (b) ve (e) siklarinda bulunan kosullar1 kapsadigi goriiliir.

Boylece ispat tamamlanir. [



BOLUM 4. iKi DEGISMELI TRIPOTENT MATRIiSIN LINEER
KOMBINASYONLARI

4.1. Giris

C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve T,, T, nxn boyutlu sifirdan farkli degismeli

kompleks tripotent matrisler olmak iizere,
X=¢T +c,T, 4.1)

olsun. (4.1) bicimli X lineer kombinasyon matrisinin tripotent oldugu durumlari
karakterize etme problemi ilk olarak Baksalary, Baksalary ve Ozdemir tarafindan ele
alimustir [4]. Bu boliimiin ikinci kisminda buna iliskin bir sonug verilmekte ve farkli
bir ispati yapilmaktadir. Ayrica, iiglincii ve dordiincii kisimda (4.1) bigimli X
matrisinin, sirasiyla, idempotent ve involutif oldugu tiim durumlar karakterize

edilmektedir.
4.2. Iki Degismeli Tripotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun Tripotentligi

Baksalary, Baksalary ve Ozdemir, T, matrisi T, matrisinin bir skaler kati oldugu

durumda, (4.1) bi¢imli X lineer kombinasyon matrisinin ne zaman tripotent olacagi
probleminin basit bir hal alacagini belirtmistir [4]. Bu durum asagidaki yardimci

sonucta agiklanmaktadir.

Lemma 4.1. T, T,eC] sifirdan farkli tripotent matrisler olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

(a) T, matrisi T, matrisinin skaler kat1ise, T, =T, yada T, =-T, dir.
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(b) ae{-11} olmak iizere T, =T, olsun. (4.1) bigimli X lineer kombinasyon
matrisinin tripotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (ac, +c,)e{-1,0,1}

olmasidir.

Ispat.
(@) aeC" olmak tizere T,=aT, olsun. T, ve T, matrislerinin tripotentliginden
T =T =(aT,) =a'T} =&’T, =a’aT, =a’T, yazlabili. T,#0 oldugundan
o’ =1,yani T, =T, veya T, =T, elde edilir.
(b) ae{-11} olmak iizere, T, =T, olsun. T, matrisinin sifirdan farkli tripotent
matris olmasi géz oniine alinarak lineer kombinasyon matrisinin tripotentliginden,

3 3
(T +¢,T,) —(¢T, +c,T,)=0< ((ac, +¢,)T,) —((ac, +¢,)T,)=0

& ((occ1 +c,) —(ac, + cz))T2 =0

& (ac, +¢,) —(ac, +¢,)=0
& (ac, +¢,)e{-1,0,1}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Baksalary, Baksalary ve Ozdemir, T, matrisinin T, matrisinin skaler kati olmasi

basit durumlarin1 hari¢ tutarak (4.1) bicimli X lineer kombinasyon matrisinin

tripotent oldugu durumlari karakterize etmislerdir. Bu sonucun ifadesi asagidadir.

Teorem 4.2. [4, Theorem] c,,c,eC’, T, T,eC\{0}, T, #+T, ve TT,=T,T,
olmak tizere T =cT +C,T, olsun. T matrisinin tripotent olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

@ (c.c,)e{(-L1),(L-1)} ve T'T,=TT;;

-1,2),(L,-2)} ve TT,=T, =TT;;

-2,1),(2,-1)} ve T'T, =T, =TT;;

L=1),(L1)} ve T'T, =-TT;’;

—_—

—
\S]

)} ve T'T, =T, =-TT;;
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® (c.c,)e{(-2-1),(2,1)} ve T'T, =-T, =-TT;;
1 1)(11 11 (1 1
(8) (Cl,cz)e{(_5,_E),(Eagj,(—a,a],(z,—gj} ve T'T,=-T =-TT,. =

Bir tripotent matrisin minimal polinomu A’ —A polinomunun bir bélenidir. 1° -2
polinomu farkli lineer c¢arpanlara sahip oldugundan bir tripotent matrisin minimal
polinomu da farkli lineer ¢arpanlara sahip olacaktir. Dolayisiyla, Teorem 2.23 ten T,
ve T, matrisleri tripotent olduklarindan kosegenlestirilebilirdirler. Ayrica, T, ve T,
matrisleri degismeli olduklarindan Teorem 2.25 e gore her ikisini birden esanl
kosegenlestiren bir S tersinir matrisi vardir. Bu durumda genelligi bozmaksizin T,

ve T, matrisleri
T,=S(A, ®B,®0®0)S™ ve T, =S(A,®0®B,®0)S™ 4.2)

bi¢iminde yazilabilir. Burada, T, ve T, matrislerindeki karsilikli bloklar arasinda
toplama ve ¢arpma iglemlerinin tanimli oldugu ve A,,B;, i =1,2, matrisleri involutif
matrisler olmak iizere, A /A, =A,A, kosulunun saglandigi kabul edilmektedir.
(A,A,), (B,0), (0,B,) ve (0,0) blok ikililerinden bazilar1 T, ve T, matrislerinin
(4.2) bi¢imli gosteriminde ortaya cikmayabilir. Ayrica, “@®” simgesi ile direkt

toplam gosterilmektedir. Soyle ki, m, xm, boyutlu M;;, i=12,...,Kk, matrislerinin

i »

direkt toplami1 M =M, @M, ®...®M,, ile belirtilip, bu matris

bi¢cimindedir. Burada “0” ile isaret edilen tiim blok matrisler uygun boyutlu sifir

matrislerini géstermektedir.
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Asagida, bu bilgiler gdz 6niine alinarak Baksalary, Baksalary ve Ozdemir tarafindan

verilen yukaridaki sonug yeniden ifade edilecek ve farkli bir ispat1 yapilacaktir.

Teorem 4.3. c,c,eC’, T,T,eC/\{0}, T,#+T, ve TT,=T,T olmak iizere
T=cT +c,T, olsun. T matrisinin tripotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

o 65 e
) (c.c,)e{(-L1),(L-1)} ve T'T,=TT;;

© (c.c,)e{(-L-1),(L1)} ve T'T, =-TT;;

@ (c.c,)e{(-12),(1L-2)} ve T'T,=T,=TT;;

@ (c.c,)e{(-L-2),(1L2)} ve T, =T,=-TT;;

® (c.c,)e{(-21),(2,-1)} ve T, =T, =TT;;

® (c.c,)e{(-2,-1),(21)} ve T'T,=-T, =-TT;,.

Ispat. (4.2) gosteriminden T lineer kombinasyon matrisi
T=S((cA +C,A,)®cB ®c,B, ®0)S™ (4.3)

bi¢iminde yazilabilir. T matrisi tripotent olsun. Bu durumda Cc A, +C,A,, ¢B, ve

c,B, matrisleri tripotent olmahdir. Ilk olarak CA,+C,A, matrisinin

tripotentliginden (CIAl +C,A, )3 - (CIA1 + CZAZ) =0, yani
2 2 2 2
¢ (¢l +3¢; —1)A, +¢, (¢ +3¢/ ~1)A, =0 (4.4)

elde edilir. B, e C? ve ¢, eC", i=1,2, kabulleri géz 6niine alirsa, ¢,B, ve ¢,B,

matrislerinin tripotentliginden

(cB,) =cB,= (¢’ —¢)B,=0=¢ —¢,=0=¢ =1,
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yani, sirasiyla,

¢l =1 (4.5)
ve

c =1 (4.6)
bulunur.

(4.2) bigcimli T, ve T, matrislerinde ortaya ¢ikan ve ¢ikmayan bloklara bagl olarak

asagidaki durumlar olusur:

(1) Birinci blogun ortaya ¢ikmasi, ikinci ve iiglincii bloklarin goériinmemesi: Bu

durumda (4.2) ifadeleri, genelligi bozmaksizin,
T, =S(A, ®0)S™ ve T, =S(A, ®0)S™ (4.7)

ifadelerine indirgenir. Dolayisiyla T:S((C1A1+CZA2)®0)S’1 olur. O halde T
matrisi tripotent ise C,A, +C,A, lineer kombinasyonu da tripotent olmalidir. Ayrica,
teoremin kabulleri geregi T, ve T, matrisleri birbirlerinin skaler kat1 olamayacagi

icin (4.7) gosteriminden A, ve A, matrislerinin de birbirlerinin skaler kati

olamayacag goriiliir. Dolayisiyla (4.4) denkleminden

¢l +3C—-1=0
c;+3¢ -1=0
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elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziilirse c,C, e{—%,%} bulunur. Ayrica,

A, A, eC? oldugundan (4.7) géz &niine alindigmda T, ve T, matrislerinin

T’ =T, esitligini sagladig1 agiktir. Dolayistyla (a) sikkinin ispati tamamlanur.

(i1) Birinci, ikinci ve tclincli bloklarin ortaya ¢ikmasi: Bu, genelligi bozmaksizin,
(4.2) bigimli T, ve T, matrislerinin ortaya ¢ikmas: anlamina gelir. Yani, T matrisi
(4.3) bicimli olur. O halde (4.5) ve (4.6), (4.4) ile Dbirlestirilirse
C, (1+3—1)A1 +C2(1+3—1)A2 =0, yani

CA +CA,=0 (4.8)

elde edilir. Eger (4.3) bicimli T matrisi T'T, ile carpilip (4.2) ve (4.8) ifadeleri

kullanilirsa

(¢T,+c,T,)TT, =S((c A, +C,A,)®cB, @c,B, ®0)S'S((AA,)®0©0D0)S™
=S(000®0®0)S™
=0

bulunur. Dolayistyla ¢, T'T, +¢,TT, =0 elde edilir. Boylece (b) ve (c) siklarinin

ispatlar1 tamamlanir.

(ii1) Birinci, ikinci bloklarin ortaya ¢ikmasi ve iigiincii blogun goériinmemesi: Bu

durumda (4.2) ifadeleri, genelligi bozmaksizin,

T,=S(A, ®B,®0)S” ve T, =S(A, ®0®0)S" (4.9)

ifadelerine indirgenir. Dolayisiyla T=S(c,A, +C,A, ®cB, ® O)S"l olur. T matrisi

tripotent ise C A, +C,A, ve C,B, matrisleri de tripotent olmalidir. (4.5) ifadesi (4.4)
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denkleminde yerine yazilirsa ¢, (1 +3C - 1) A +¢, (Cf +3- 1) A,=0 veya

3C,CIA, + (Cj +2c, )A2 =0 bulunur. ¢, e C* oldugundan
3¢C,A, =—(c3 +2)A, (4.10)

elde edilir. A,,A, e C" oldugu goéz oniine almarak (4.10) denkleminde her iki

tarafin karesi alinirsa (9C12 c; —(022 +2)2)I =0 bulunur. ¢/ =1 oldugu igin

9c2 —(Cf + 2)2 =0 olur. Buradan c, € {-2,-1,1,2} oldugu gériiliir. Sonug olarak

(c.c,)e{(-L1),(1,-1),(-12),(1,-2)} 4.11)
veya
(c.¢,) e {(-1-1),(L1),(-1,-2),(1,2)} (4.12)

elde edilir. (4.11) ifadesindeki ikililerin (4.10) denkleminde yerine yazilmasi
A, = A, esitligine gotiiriir. Boylece (4.9) kullanilarak

T'T, =S(I®1®0)S7'S(A, ©0©0)S™" =S(A, ®090)S"' =T, (4.13)
Ve
TT:=S(A,®B,®0)S"'S(I®0®0)S™ =S(A,®000)S" =T, (4.14)

elde edilir. Boylece (c,,c,)e{(~L1),(1-1),(~12),(1,-2)} icin (4.13) ve (4.14)
esitliklerinden T'T,=T,=T,T, bulunur. Bu ise, T’T,=T,=TT, kosulu
T’T, =T, T, kosulunun 6zel bir hali oldugundan, (b) sikkinin 6zel bir durumudur ve

(d) sikkinin ispatin1 tamamlar.
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Benzer sekilde (4.12) ifadesindeki ikililerin (4.10) denkleminde yerine yazilmasi
A, =—A, esitligine gotiiriir ve yine (4.9) kullanilarak

T'T,=S(I®100)S'S(A,®0©00)S" =S(A,©000)S™ =T, (4.15)
ve
TT; =S(-A,®B,®0)S'S(I®0®0)S"' =S(-A,®000)S™" =-T, (4.16)

elde edilir. Dolayisiyla (c,,c,)e {(—1,—1),(1,1),(—1,—2),(1,2)} icin (4.15) ve (4.16)
esitliklerinden T'T,=T,=-TT, bulunur. Bu ise, T'T,=T,=-TT, kosulu
T’T, =-T,T; kosulunun 6zel bir hali oldugundan, (c) sikkimin 6zel bir durumudur

ve (e) sikkinin ispatin1 tamamlar.

(iv) Birinci ve lgiincii bloklarin ortaya c¢ikmasi, ikinci blogun goériinmemesi: Bu

durumda (4.2) ifadeleri, genelligi bozmaksizin,

T,=S(A, ®000)S” ve T, =S(A, ®B, ®0)S™ (4.17)

ifadelerine indirgenir. Boylece T = S((ClA1 +C,A,)®C,B, ® O)S’1 olur. O halde T
matrisi tripotent ise C,A, +C,A, ve C,B, matrisleri de tripotent olmalidir. (4.6)
ifadesi (4.4) denkleminde yerine yazilirsa c, (Cl2 +3—1)A] +C, (1+3012 —I)A2 =0

veya (Cf’ +2CI>A1 +3c¢/c,A, =0 bulunur. ¢, € C* oldugundan

(c7 +2)A, =-3¢C,A, (4.18)
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elde edilir. A;,A, € C" olmas1 goz dniine alinarak (4.18) denkleminde her iki tarafin

karesi  almirsa (9012022 - (Cl2 + 2)2 ) I=0 bulunur. ¢ =1 oldugu igin

oc’ —(Cf + 2)2 =0 olur. Buradan ¢, €{-2,-1,1,2} oldugu gdriiliir. Sonug olarak

(c.c,)e{(-L1),(1,-1),(-2.1),(2,-1)} (4.19)
veya
(c.¢,) e{(-L-1).(L1),(-2,-1),(2,1)} (4.20)

elde edilir. (4.19) ifadesindeki ikililerin (4.18) denkleminde yerine yazilmasi ise
A, = A, esitligine gotiiriir. Buradan (4.17) ifadesi kullanilarak

T'T,=S(I®0©0)S'S(A, ®B,®0)S"' =S(A, ®0®0)S™"' =T, (4.21)
Ve
TT, =S(A, ®0©0)S'S(I®1®0)S" =S(A, ®000)S™ =T, (4.22)

esitlikleri elde edilir. Dolayistyla (c,,c,) e {(-11),(1,~1),(-2,1),(2.-1)} igin (4.21)
ve (4.22) esitliklerinden T;T, =T, =TT, bulunur. Bu ise, T'T, =T, =TT, kosulu
T’T, = T,T, kosulunun 6zel bir hali oldugundan, (b) sikkinin 6zel bir durumudur ve

(f) sikkinin ispatini tamamlar.

Benzer sekilde (4.20) ifadesindeki ikililer (4.18) denkleminde yerine yazildiginda
A, =—A, bulunur ve buradan (4.17) ifadesi kullanilarak

T'T, =S(1©0©0)S"S(A, ®B, ®0)S" =S(-A, ®0D0)S™ =T, (4.23)
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veE

TT, =S(A, ®0©0)S7'S(I®1®0)S" =S(A, ®0®0)S™ =T, (4.24)

esitlikleri elde edilir. Yani (c,.c,)e{(-1-1),(L1),(-2,-1),(2,1)} igin (4.23) ve
(4.24) esitliklerinden T'T,=-T, =-TT, elde edilir. Bu ise, T'T,=-T, =-T,T,
kosulu T'T, =-TT, kosulunun 6zel bir hali oldugundan, (c) sikkinin 6zel bir

durumudur ve (g) sikkinin ispatin1 tamamlar.

(v) Ikinci ve iigiincii bloklarin ortaya ¢ikmasi, birinci blogun goriinmemesi: Bu

durumda (4.2) ifadeleri, genelligi bozmaksizin,
T, =S(B1(-90€r)0)S’1 ve T, :S(()@BZC-BO)S’1 (4.25)

ifadelerine indirgenir. Boylece (4.5), (4.6) denklemleri ve (4.25) ifadeleri birlikte goz

oniine alindiginda c,,c, € {-1,1} ve T,T, =0 elde edilir. Dolayisiyla bu durum (b) ve

(¢) siklarinin 6zel durumu olur.

Tersine olarak (a)—(g) siklarindaki kosullar saglansin. Bu durumda ¢ T, +c,T, lineer

kombinasyonunun tripotent olmasinin yeterli kosulu olan
3 3 2 2 2 2
¢, T, +¢T, +3cc, T, +3cc; T[T, —¢T,—c,T, =0
denkleminin saglanacagi agiktir. Boylece ispat tamamlanir. [ |

T, ve T, matrisleri lizerindeki tripotent olma kosulu esas tripotent olma kosuluna

doniistiiriiliirse Teorem 4.3 yine saglanir. Ayrica, bu durumda Teorem 4.3 (d)—(g)
stklarindaki kosullar i¢in T =c,T, +c, T, lineer kombinasyon matrisinin kendisi de

esas tripotent matris olur. Asagidaki sonug, bu konuyu ele almaktadir.
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Sonu¢ 44. c.c,eC’, T,T,eC;"\{0}, T,#%T, ve TT,=T,T, olmak iizere
T=cT +CT, olsun. T matrisinin tripotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

R
b (c.c,)e{(-L1),(L-1)} ve T'T,=TT;;

© (c.¢,)e{(-L-1),(L1)} ve T'T, =-TT;;

@ (c.c,)e{(-12),(1L-2)} ve T'T,=T,=TT;;

@ (c.c,)e{(-1-2).(12)} ve T'T,=T,=-TT;;

® (c.c,)e{(-2.1),(2,-1)} ve T'T, =T, =TT;;

@ (c.c,)e{(-2.-1),(21)} ve T'T,=-T, =-TT;

Ayrica, (d)—(g) siklart icin T esas tripotent matristir.

Ispat. T,,T,€CY" oldugundan bu matrislerin (4.2) biciminde yazilabilecekleri

agiktir. Ayrica yukaridaki teoremin ispati incelenirse T, ve T, matrislerinin,
genelligi bozmaksizin, (4.2), (4.7), (4.9), (4.17) veya (4.25) bicimlerinden herhangi
biri seklinde olacag1 goriiliir. Yine ispat incelendiginde her bir durum i¢in T, ve T,

matrislerinin esas tripotent olmasi ile ¢elisen herhangi bir durumun ortaya ¢ikmadigi

kolayca goriiliir.

Geriye ispatin ikinci kismi, yani (d)—-(g) siklart igin T matrisinin esas tripotent
olacagim gdstermek kalir. Ornegin, (d) sikkindaki (c,,c,)=(-1,2) ikilisi igin (4.10)
denkleminden A, = A, elde edilir. Dolayisiyla (4.9) ifadest,

T,=S(A, ®B,®0)S” ve T, =S(A, ®0@0)S" (4.26)

bicimine doniisiir. Boylece T matrisi
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T=S(A, ®-B, ®0)S” (4.27)

bi¢imini alir. (4.26) deki T, matrisi esas tripotent kabul edildigi i¢in A, # £I olmak
zorundadir. Dolayisiyla (4.27) gz oniine alindiginda T matrisi esas tripotent olmak

zorundadir. Aym diisiince tarzi kullamilarak, (d) sikkindaki (c,,c,)=(1,-2) ikilisi ve

diger siklardaki ikililer i¢in de T matrisinin esas tripotent olmak zorunda oldugu

goriliir. ]
Uyari 4.5. Sonug 4.4 {in kosullarini saglayan 2 x2 boyutlu hi¢bir matris yoktur.

Ispat. TT,=T,T oldugundan, Teorem 225 gbz Oniine alindiginda,
T, =Sdiag(4,7,)S™ ve T,=Sdiag(4,,7,)S™ olacak sekilde bir SeC, tersinir
matrisi vardir. Burada A, ile p,, T, matrisinin ve A, ile py,, T, matrisinin
ozdegerlerini gostermek lizere A,,y; € {—1,0,1} , 1=1,2, dir. T, matrisi gbz Oniine
alinsin. Eger A, =0 ise, bu durumda y, =%l olmalidir (eger y, =0 olsaydi, T, =0
olurdu). Buradan T, = iSdiag(O,l)S"1 olur, yani T, esas tripotent olamaz. Bdylece
A, =x1 dir. Aym nedenle y =£1 olmahdir (eger ), =0 olsayd:
T, = +Sdiag(1,0)S™ olurdu). A4 #y, olmasi gerektiginden (aksi takdirde T, ==I
olurdu), yalmzca iki olast durum ortaya ¢ikar: T, =Sdiag(-1,1)S™ veya
T, =Sdiag(1,-1)S™". Aym disiince ile ilerlenirse, T, matrisi igin,
T, =Sdiag(-1,1)S™ veya T, =Sdiag(1,-1)S™" bi¢iminde iki olasi durum ortaya
cikar. Sonug olarak T, =+T, elde edilir. Bu ise T, matrisinin T, matrisinin skaler

kat1 olmamasi varsayimu ile gelisir. Boylece ispat tamamlanir. ]
4.3. Iki Degismeli Tripotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun idempotentligi
Onceki kisimda, (4.1) bigimli lineer kombinasyon matrisinin ne zaman tripotent

olacagi konusu incelenmisti. Herhangi bir idempotent matris zaten tripotent olacagi

icin lineer kombinasyon matrisinin tripotentligi problemi idempotentlik problemine
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indirgenirse, (c,,C,) ¢oziim ikililerinin artmayacagi agiktir. Ancak (c,,c,) ¢oziim

ikililerinin azalip azalmayacagini incelemek ilging olabilir. Bu konu asagidaki

teoremde ele alinmaktadir.

Teorem 4.6. c.c,eC’, T,T,eC/\{0}, T,#+T, ve TT,=T,T olmak iizere
P =cT +c,T, olsun. P matrisinin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

o oD

2¢,T, +2¢,T, —-4¢C,TT, =T =T, ;
) (c.¢,)e{(-L-1).(L1),(-L1),(L-1)} ve ¢ T, +¢,T, -2¢,¢,TT, =T} +T;;
© (c.¢,)e{(-1-2),(12).(-12),(1,-2)} ve ¢ T, +¢,T, =T};

@ (c.c,)e{(-2.-1),(2.1).(-2.1),(2,-1)} ve ¢ T, +c,T, =T;.
Ispat. (4.2) gosterimi kullamilarak, P lineer kombinasyon matrisi
P=S((cA, +C,A,)®cB ®c,B,®0)S"

bi¢iminde yazilabilir. P matrisi idempotent olsun. Bu durumda c,A, +C,A,, ¢ B, ve

C,B, matrisleri de idempotent olmalidir. C A, +C,A, matrisinin idempotent olmasi

icin (c,A, +C,A,)" ~(c,A, +C,A,)=0 veya
(¢/ +¢5 ) I+2¢C,A A, —CA, —C,A, =0 (4.28)

olmalidir. B,,B, eC? ve ¢,,c,eC" olmasi gdz 6niine alinarak, ¢B, ve C,B,

matrislerinin idempotentliginden

(cB,) =cB, =B, =cl, ¢’ =1, i=1.2,
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ve buradan da

B,=clI, ¢ =1 (4.29)
veE
B,=cl,c =1 (4.30)

elde edilir. Herhangi bir idempotent matris zaten tripotenttir. Dolayisiyla P matrisi
tripotent olacagi i¢cin Teorem 4.3 {in ispatina benzer sekilde ilerlenirse (4.2) bi¢imli

T, ve T, matrislerinin ortaya ¢ikan ve ¢ikmayan bloklarina bagli olarak asagidaki

durumlar elde edilir:

(1) Birinci blogun ortaya ¢ikmasi, ikinci ve iiglincii bloklarin goériinmemesi: Bu

durumda T, ve T, matrisleri 4.7) biciminde oldugundan
P= S((CIA1 +C,A, ) S O)S"l olur. O halde P matrisi idempotent ise C/A, +C,A,

lineer kombinasyon matrisi de idempotent olmalidir. Teorem 4.3 {in ispatindan
¢l =cC; =i ve T' =T, =S(I®0)S™" oldugu biliniyor. ¢ =¢; =i degerleri (4.28)

denkleminde yerine yazildiginda 2cA,+2c,A,—-4CC,A/A,=1 olur. Boylece

2¢ T, +2¢,T, —4c,c,T,T, =S((2c A, +2¢,A, —4cC,A A, )®0)S™, yani
2¢ T, +2¢,T, —4cCc,TT, =S(I®0)S™ =T’ =T,

elde edilir. Dolayisiyla (a) sikkinin ispati tamamlanir.

(i1) Birinci, ikinci ve Uglincli bloklarin ortaya ¢ikmasi: Bu durumda T, ve T,
matrisleri (4.2) bigiminde oldugundan P = S(CIA1 +C,A,®CcB, ®c,B,® ())S’1 olur.

O halde P matrisi idempotent ise CA,+C,A,, ¢B, ve c,B, matrisleri de

idempotent  olmalidir.  Teorem 4.3 {in ispatindan ¢ =¢; =1 ve
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T +T, =S(2I®1®1®0)S™ yazlabilir. ¢/ =c; =1 degerleri (4.28) denkleminde

yerine yazilirsa,
CA, +CA, —2CC,A A, =21 (4.31)

bulunur. (4.29), (4.30) ve (4.31) denklemleri (4.2) ifadeleriyle birlikte géz Oniine

alinirsa
¢ T, +c,T,-2¢C,TT, =S((c,A, +C,A, -2¢C,AA,)®CB, ®c,B,®0)S" =T +T;
elde edilir. Bu ise (b) sikkinin ispatin1 tamamlar.

(ii1) Birinci ve ikinci bloklarin ortaya ¢ikmasi, {iglincli blogun goriinmemesi: Bu
durumda T, ve T, matrisleri (4.9) bi¢giminde oldugundan
P=S((cA +C,A,)®cB ®0)S" olur. O halde P matrisi idempotent ise
CA,+C,A, ve CB, matrisleri de idempotent olmalidir. Teorem 4.3 iin ispatina

benzer sekilde
(c.c,)e{(-L1),(L,-1),(-12),(1,-2)}, A, =A,
ve

(c.c,)e{(-L-1).(L1),(-1-2),(L2)}, A, =-A,
bulunur. Dolayisiyla (4.9) ifadeleri

T,=S(A, ®cI®0)S" ve T, =S(+xA, ®0®0)S"

bi¢iminde yazilabilir. A, =A, ise, bu durumda (4.28), (4.29) ve (4.30)

denklemlerinden (c,,c,)=(-11), B,=-I1 veya (c.c,)=(1,-1), B,=I veya
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(c.c,)=(-12), A, =1, B, =-I veya (c,,c,)=(1,-2), A, =-I, B, =1 elde edilir.
(c.c,)=(-11) ve (c,,c,)=(1,~1) durumlan ile iligkili ispat zaten (ii) durumunda

yapildi. (c,,c,)=(-1,2) i¢in

T, =S(1®-100)S" ve T,=S(1©00)S™ (4.32)
oldugundan —T, + 2T, =T/ elde edilir. Benzer sekilde (c,,c,)=(1,-2) i¢in
T,=S(-1®1©0)S™" ve T,=S(-1®0®0)S" (4.33)

oldugundan T, —2T, = T* bulunur. Diger taraftan A, = A, ise bu durumda (4.28),
(4.29) ve (4.30) denklemlerinden (c,,c,)=(-1,-1), B, =-I veya (c,c,)=(L1),
B =1 veya (c.c,)=(-1-2), A =I, B,=-I veya (c,c,)=(L2), A =-I,
B, =1 elde edilir. (c,.C,)=(~1-1) ve (c.C,)=(11) durumlani ile iliskili ispat

zaten (if) durumunda yapilds. (c,.c, ) =(~1,-2) igin

T,=S(1®-1©0)S" ve T, =S(-1®0®0)S" (4.34)
oldugundan —T, —2T, =T; elde edilir. Benzer sekilde (c,,c,)=(1,2) i¢in
T,=S(-I®1®0)S" ve T, =S(1©0®0)S" (4.35)

oldugundan T, +2T, =T bulunur. Bu bulunanlar (c) sikkinin ispatini tamamlar.

(iv) Birinci ve iglincii bloklarin ortaya ¢ikmasi, ikinci blogun goriinmemesi: (iii)

durumuna benzer sekilde ilerleyerek, (Cl,cz)e{(—1,—1),(1,1),(—1,1),(1,—1)} ve

¢T, +¢,T,-2¢C,TT, =T +T; ya da (c.c,)e{(-2,-1),(2.1),(-2,1),(2,-1)} ve
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¢, T, +c,T,=T, elde edilir. Bunlardan birincisi zaten (ii) durumunda elde edildi,

ikincisi ise (d) sikkini ortaya koyar.

(v) Ikinci ve iigiincii bloklarin ortaya c¢ikmasi, birinci blogun gdriinmemesi: Bu

durumda T, ve T, matrisleri  (4.25)  biciminde  oldugundan
P=S(cB, ®c,B,®0)S™ olur. O halde P matrisi idempotent ise ¢B, ve c,B,
matrisleri de idempotent olmalidir. Boylece (4.29) ve (4.30) denklemleri ve (4.25)

ifadeleri birlikte g6z oniine alindiginda, c,,C, € {—1,1} ve
T, =S(CIIG-)0690)S*1 ve T, =S(06-)C21690)S*1 (4.36)
oldugundan T,T, =0 elde edilir. Bu durum (b) sikkinin 6zel durumudur.

Tersine olarak (a)—(d) siklarindaki kosullar saglansin. Bu durumda, ¢ T, +¢,T, lineer

kombinasyon matrisinin idempotent olmasi i¢in yeterli kosul olan
¢/T) +¢;T, +2¢c,TT, =0
denkleminin saglanacagi agiktir. Dolayistyla ispat tamamlanir. ]

T, ve T, matrisleri lizerindeki tripotent olma kosulu esas tripotent olma kosuluna

doniistiiriiliirse, Teorem 4.6 nin (a) ve (b) siklart yine saglanir. Ancak (¢) ve (d)

siklar1 saglanmaz. Bu durum asagidaki sonugta verilmektedir.

Sonu¢ 4.7. c,c,eC’, T,T,eC\{0}, T,#+T, ve TT,=T,T olmak iizere
P =cT +c,T, olsun. P matrisinin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

o b L)

2¢,T,+2¢,T, -4¢C,TT, =T =T, ;



38

b (c.c,)e{(-L-1),(L1),(-L1),(L-1)} ve ¢ T, +¢,T, -2¢¢,TT, =T +T;.

Ispat. Teorem 4.6 nin ispatinda (iii) durumundaki T, ve T, matrislerinin (4.32),
(4.33), (4.34) ve (4.35) bigimlerine dikkat edilirse, T, matrisinin esas tripotent
olmadig1 goriiliir. Ayni sekilde (iv) durumunda da T, esas tripotent olmayacaktir.

Dolayisiyla Teorem 4.3 iin (c¢) ve (d) siklarindan ¢6ziim elde edilemez.

(1), (i) ve (v) durumlar ile iligkili olarak, sirasiyla, (4.7), (4.2) ve (4.36)
ifadelerindeki matris bigimleri incelenirse yalnizca (4.36) bicimli matrislerin esas
tripotent olma kosuluna uymadigi goriiliir. Digerlerinde kosulu bozan bir durum
yoktur. Ayrica (v) durumu yalnmizea (b) sikkinin 6zel bir durumu oldugu i¢in, (a) ve
(b) siklarindaki kosullarda P lineer kombinasyon matrisi idempotenttir. Boylece

ispat tamamlanur. m
Uyar1 4.8. Sonug 4.7 nin kosullarini saglayan 2x2 boyutlu matrisler yoktur. |
Bu uyarinin ispat1 Uyar1 4.5 ile aynidir.

4.4. Iki Degismeli Tripotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun involutifligi

Teorem 4.3 ile Teorem 4.6 karsilastirildiginda, (4.1) bigimli X lineer kombinasyon
matrisinin tripotentligi problemini idempotentlik problemine kisitlamanin ¢6ziim
sayisin1 azaltmadigi agik olarak goriilmektedir. Bununla birlikte Sonug 4.7 ye dikkat
edildiginde, eger T, ve T, matrisleri de tripotent olma durumundan esas tripotent
olma durumuna kisitlanirsa ¢6ziim sayisinin azaldig1 goriilmektedir. (4.1) bicimli X
lineer kombinasyon matrisinin tripotentligi problemi involutiflik problemine
kisitlanirsa ¢6ziim sayisinin azalip azalmayacagi sorusu ortaya cikar. Asagidaki

teoremde bu durum ele alinmaktadir.

Teorem 4.9. c.,c,eC’, T, T,eC/\{0}, T, #+T, ve TT,=T,T, olmak iizere

A=CT +CT, olsun. A matrisinin involutif olmasi1 i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:
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@ (c.c,)e{(-L-1),(L1)}, T?+2TT,+T; =1 ve T, ile T, involutif degil;
b (c.c,)e{(-L1),(L-1)}, T? —2TT,+T; =1 ve T, ile T, involutif degil;
© (c.¢,)e{(-2,-1),(2.1)}, 4T} +4TT,+T; =1 ve T, involutif degil;
@ (c.c,)e{(-2.1),(2.-1)}, 4T} —4T T, +T; =1 ve T, involutif degil;
@ (c.c,)e{(-1-2).(12)}, T? +4T T, +4T; =1 ve T, involutif degil;
® (c.c,)e{(-12),(L-2)}, T? —4T T, +4T; =1 ve T, involutif degil.

Ispat. A bir involutif matris olsun. Bu durumda A aym zamanda tripotenttir. O

halde Teorem 4.3 e gore olabilecek (c,c,) ikililerinin kiimesi olarak

{(il,il),(iZ,il),(il,i2),(i%,i%j} elde edilir. Burada {(ia,ib)} ifadesi

{(—a, -b),(a,b),(-a,b).(a, —b)} anlamindadir. Diger taraftan A =c,T, +c,T, lineer

kombinasyon matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A*> =1, yani
22 22
¢, T/ +2¢c,TT, +¢ T, =1 (4.37)

olmasidir. (4.37) denkleminde (c,c,)=(-1-1) veya (c,c,)=(L1) ve

(Cl, Cz) = (—1, 1) veya (Cl, Cz) = (1,—1) degerleri yerine yazildiginda, sirasiyla,

T +2TT,+T, =1 (4.38)
veE
T’ -2TT,+T, =1 (4.39)

bulunur. (4.38) esitligi T, ve T, ile ayr1 ayr1 ¢arpilirsa, sirasiyla,

2T'T, +TT, =0 (4.40)



40

veE

T'T, +2TT, =0 (4.41)

elde edilir. Ayni sekilde (4.39) esitligi de T, ve T, ile ayr1 ayr1 ¢arpilirsa, sirastyla,

2T'T,+TT, =0 (4.42)
Ve
T'T, -2T,T; =0 (4.43)

bulunur. (4.40) ve (4.41) esitlikleri veya (4.42) ve (4.43) esitlikleri birlestirildiginde,
T’T, =0 elde edilir. Bu esitlik tekrar T, ile carpilirsa T,T, =0 bulunur. Béylece T,
ve T, involutif matris olamaz. Ciinkii T, veya T, matrislerinden biri involutif olsa

digeri sifir matrisi olurdu. Bu ise teoremin kabulleri ile ¢elisir. Bu gdézlemler (a) ve

(b) siklarinin ispatlarini tamamlar.

(4.37) kriterinde (c,,c,)=(-2,-1) veya (c.c,)=(21), (c.c,)=(-2,1) veya

(c.c,)=(2,-1), (c.c,)=(-1-2) veya (c.c,)=(L2) ve (c.c,)=(-12) veya

(c,,c,)=(1,-2) degerleri yerine yazildiginda, sirasiyla,

AT +4TT,+T, =1, (4.44)
AT’ -4TT,+T, =1, (4.45)
T’ +4T,T, +4T, =1 (4.46)

Ve
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T} —4TT, +4T, =1 (4.47)

elde edilir. T, ve T, matrisleriyle (4.44) esitligi carpilirsa, sirasiyla,

3T, +4T'T, +T,T, =0 ve T'T,+T,T, =0 (4.48)

ve (4.45) esitligi carpilirsa, sirasiyla,

3T, —4T'T,+TT, =0 ve T'T,-TT; =0 (4.49)

bulunur. (4.48) ve (4.49) ifadelerinden, sirasiyla,

T, =-T'T, ve T, =TT,

yazilabilir. Son ifadedeki her iki esitlikten de T, matrisinin involutif olamayacagi
gortiliir. Ciinkii, T, involutif olsa T, =-T, veya T, =T, elde edilir. Bu ise teoremin

varsayimlari ile celisir. Bu gozlemler (c) ve (d) siklarinin ispatlarini tamamlar.

Benzer sekilde T, ve T, matrisleriyle (4.46) esitligi carpilirsa, sirasiyla,

T'T,+TT, =0 ve T'T, +4T,T, +3T, =0 (4.50)

ve (4.47) esitligi carpilirsa, sirasiyla,

~-T'T, +T,T, =0 ve T'T, —4TT, +3T, =0 (4.51)

bulunur. (4.50) ve (4.51) ifadelerinden, sirasiyla,

T,=-TT, ve T, =TT,



42

elde edilir. Son ifadedeki her iki esitlikten de T, matrisinin involutif olamayacagi
gorilir. Ciinkii, T, involutif olursa, T, =-T, veya T, =T, elde edilir. Bu ise
teoremin varsayimlari ile celigir. Bu gozlemler de (e) ve (f) siklarmin ispatlarini

tamamlar. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir. ]

Teorem 4.9 ile Teorem 4.3 ve Teorem 4.6 karsilastirildiginda, (4.1) bi¢imli X lineer
kombinasyon matrisinin tripotentligi problemini idempotentlik problemine
kisitlamanin ¢6ziim sayisim1 azaltmadigi ancak involutiflik problemine kisitlamanin

¢Ozlim sayisini azalttig1 agik olarak goriilmektedir.



BOLUM 5. iKi KUADRIPOTENT MATRIiSIN BAZI LINEER
KOMBINASYONLARI

5.1. Giris

C,C, stfirdan farkli kompleks sayillar ve H,,H, nxn boyutlu sifirdan farkl

kompleks hipergenellestirilmis projektorler olmak iizere,

H=cH, +c,H, (5.1)

olsun. Bazi 7,17, € C sayilar1 i¢in

HH, = 771H12 +772H§ =H,H, (5.2)

kosulu altinda, (5.1) bicimli H lineer kombinasyon matrisinin hipergenellestirilmis
projektor oldugu durumlar karakterize etme problemi Baksalary, Baksalary ve Grof3
tarafindan ele alinmistir [6]. Bu karakterizasyonun (5.2) kosulu altinda yapilmasinin
nedeni genel durumda problemin zor olusudur. Bununla birlikte, (5.2) kosulunu,
daha zayif bir kosul olan H, ve H, matrislerinin degismeli olmasi, yani
H H, =H,H,, ile degistirerek yine (5.1) bicimli H lineer kombinasyon matrisinin
hipergenellestirilmis projektdr oldugu durumlar1 karakterize etme probleminin
¢cOziimii Baksalary ve Benitez tarafindan ortaya konulmustur [9]. Bu ¢alismalardaki

sonuglar, asagidaki kisimda verilmektedir.

C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve Q,,Q, nxn boyutlu sifirdan farkl

kompleks kuadripotent matrisler olmak tizere,

X=c¢Q, +¢,Q, (5.3)
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olsun. Bu boélimiin iiglincii kisminda, [6] ¢alismasindan esinlenerek (5.2)

kosulundaki H,,H, € C'*" yerine Q,,Q, € C? almarak olusturulan

QQ, = 771Q12 + 772Q§ =Q,Q, (5.4)

kosulu altinda, (5.3) bicimli X lineer kombinasyon matrisinin kuadripotent, tripotent

ve idempotent oldugu durumlar karakterize edilmektedir.

5.2. Iki Hipergenellestirilmis Projektériin Baz1 Lineer Kombinasyonlarinin

Hipergenellestirilmisligi

Yukarida da bahsedildigi gibi bu kisimda [6] ve [9] c¢alismalarindaki sonuglar
verilmektedir. Ilk ii¢ teorem [6] da ve sonuncusu da [9] da verilen ana sonuglari

icermektedir.

2

ﬁlﬁ}

. 1 . .
Teorem 5.1. [6, Theorem 1] c,,c, €C" ve UE{O,I,—E——I,—E—FTI

iizere HH, =nH’ =H,H, olacak sekilde sifirdan farkli ve birbirinin skaler kati
olmayan H,,H, e C!'*" matrisleri i¢in, H=cH,+c,H, olsun. H matrisinin

hipergenellestirilmis projektdr olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢; =1 ile birlikte

C,+C=0 ve (¢ + C277)3 =1 kosullarindan birinin saglanmasidir. =
Teorem 5.2. [6, Theorem 2] ¢,,c, e C" ve ne {—1,%—?i,%+§i} olmak tlizere

H H, =7H; +7H; = H,H, olacak sekilde sifirdan farkli ve birbirinin skaler kati
olmayan H,,H, € CI'*" matrisleri i¢in, H=cH,+c,H, olsun. H matrisinin
kuadripotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢’ +6ccCin+4c =1 ve

C, +6¢/c,77 +4c; =1 denklemlerinin saglanmasidir. n
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olmak tlzere

Teorem 5.3. [6, Theorem 3] ¢,,c, e C" ve e{‘lé_?i’; gl}

HH, =7H’ +nH: = H,H, olacak sekilde sifirdan farkli ve birbirinin skaler kati
olmayan H,, H, e C'*" matrisleri igin, H=cH,+c,H, olsun. H matrisinin
olabilecek en biiyiik ranka sahip ve ayrica hipergenellestirilmis projektér olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul ¢’ =-1 ve ¢z+c,=0 veya denk olarak c; =—1 ve

C, +C,77 =0 denklemlerinin saglanmasidir. n

Teorem 5.4. [9, Theorem 3] c,c,eC" ve HH,=H,H, olacak sekilde sifirdan
farkli ve birbirinin skaler kati olmayan H,,H,eC!®" matrisleri igin,
H=cH, +c,H, olsun. H matrisinin hipergenellestirilmis projektér olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

(@ ¢ e, c, e, HH,=0;

() ¢ e, c,ed-1, (qH, +c,H,)H, =0;

(©) ¢ ed-1,c e, (cH +c,H,)H, =0;

) c e, c,e¥-27 ve ¢, +Ac, e ile birlikte H? = AH,H, olacak sekilde bir
1eil sayisinin var olmast;

() ¢ e¥-27,c, el ve uc,+c, e ilebirlikte H? = zH H, olacak sekilde bir
u e/l sayisinm var olmas;

(® ¢ +4c, e, ¢ +uc,e{0}UN ile birlikte AuH?+H2=(A+u)HH, ve

HH, normal matris olacak sekilde A, u e N, A= M sayilarinin var olmast. [

5.3. Iki Kuadripotent Matrisin Bazi Lineer Kombinasyonlarinin

Kuadripotentligi, Tripotentligi ve iIdempotentligi

Bu kisimda (5.3) bicimli X lineer kombinasyon matrisinin kuadripotent, tripotent ve
idempotent olma problemleri ele alinacaktir. Bu problemler baz1 durumlarda basit bir
hal alir. Ornegin, Q, ve Q, ikisi birden sifir matrisi oldugunda (5.3) bigimli X

lineer kombinasyon matrisi acik olarak kuadripotent, tripotent ve idempotent



46

olacaktir. Bundan baska basit durumlar da vardir. Bunlardan da soz edilecektir.

Ancak once asagidaki yardimer sonug verilecektir.

Lemma 5.5. ce C ve Qe C?\{0} olsun. Bu durumda
(a) cQeCY ise c=0 veya C’ =1 dir,
(b) cQeC] ise c=0 veya ¢’ =1 veya ¢’ =—1 dir,

(c) cQeC' ise c=0 veya ¢’ =1 dir.

Ispat.

(a) cQeCY ise (CQ)4 =cQ esitliginden C(C3 —1) =0 elde edilir. Dolayisiyla
c=0 veya ¢’ =1 bulunur.

(b) cQeC] ise (CQ)3 =cQ esitliginin her iki yanimin dérdiincii kuvveti alinirsa
¢?Q’ =c’cQ=c’c’Q’, yani c° (C6 —l) =0 elde edilir. Dolayisiyla c=0 veya ¢’ =1
veya ¢’ =—1 bulunur.

(c) cQeCk ise (CQ)2 =CcQ esitliginin her iki yaninin dordiincii kuvveti alinirsa
c’Q’ =c’cQ =c’c’Q?, yani ¢’ (C3 —1) =0 elde edilir. Dolayisiyla ¢ =0 veya ¢’ =1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [ ]

Lemma 5.5 g6z oniine alindi§inda, Q, ve Q, matrislerinden herhangi birisinin sifir
matrisi olmas1 durumunda, (5.3) bicimli X lineer kombinasyon matrisinin ne zaman
kuadripotent, tripotent ve idempotent olacagi problemlerinin basit bir hal alacag:
kolaylikla goriilebilir. Ornegin, Q, # 0 =Q, olsun. (5.3) bigimli X matrisi, X =¢,Q,
bi¢iminde olacagi i¢in:

(a) XeCYisec =0 veyac =1 dir,

(b) XeC] ise ¢, =0 veya ¢, =1 veya ¢, =-1 dir,

(c) XeC! ise ¢, =0 veya ¢’ =1 dir.
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Diger taraftan Q, =0 = Q, oldugunda (5.3) bigimli X matrisi, X =c¢,Q, bi¢ciminde
olacagi i¢in de benzer durum olusur. Ayrica, matrislerden biri digerinin skaler kati,
émegin Q, =aQ,, oldugunda X=(ac, +¢,)Q, bi¢imini alir. Bu durum, yine
Lemma 5.5 tarafindan icerilir. Bu durumda, Q, ve Q, matrisleri sifirdan farkli

olmast halinde « €1 oldugunda dikkat edilmelidir. Bu sekildeki basit durumlari
hari¢ tutmak amaciyla bundan sonra Q, ve Q, matrisleri sifirdan farkli ve

birbirlerinin skaler kati1 olmayan matrisler olarak kabul edilecektir.

Lemma 5.6. ¢,,c,eC’ ve Q,,Q,eC\{0}, QQ, =Q,Q, kosulunu saglayan iki

matris olsun. Ayrica, A ve I' matrisleri, sirasiyla, Q, ve Q, matrislerinin

Ozdegerlerini ana kosegen elemanlar1 olarak kabul eden kdsegen matrisler olsun. Bu

durumda (5.3) bigimli X lineer kombinasyon matrisi i¢in
X=S(cA+c,I')S™ (5.5)
olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir.

Ispat. Herhangi bir kuadripotent matrisin minimal polinomunun, x*— u
polinomunun bir bélenidir. Bununla birlikte, #*—x polinomu farkli lineer
carpanlara sahiptir. Dolayisiyla Teorem 223 den Q, ve Q, matrisleri
kosegenlestirilebilirdir. Ayrica, Q, ve Q, degismeli olduklari i¢in Teorem 2.25 den

S7'QS=A ve S7'Q,S=T olacak sekilde bir S tersinir matrisinin var oldugu

aciktir. O halde (5.3) lineer kombinasyonu (5.5) bi¢ciminde yazilabilir. [ |

Lemma 5.7. ¢,,c,eC” ve Q,,Q,eC\{0}, QQ, =Q,Q, kosulunu saglayan iki

matris olsun. Ayrica, A ve I matrisleri, sirasiyla, Q, ve Q, matrislerinin

0zdegerlerini ana kosegen elemanlar1 olarak kabul eden kdsegen matrisler olsun. Bu

durumda (5.3) bi¢cimli X lineer kombinasyon matrisinin
(a) kuadripotent olmasi icin gerekli ve yeterli kosul (C1A+C2F )4 —(C1A+C2F) =0

olmasidir,
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(b) tripotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (C]A + Czl“)3 - (CIA + CZF) =0
olmasidir,
(c) idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (CIA+02F)2 —(cA+c,I)=0

olmasidir.

Ispat. Burada yalmzca (a) sikkinmn ispat1 verilecektir. (b) ve (c) siklarmin ispati

benzer sekilde yapilir.

Lemma 5.6 kullamlarak (5.3) bi¢imli X matrisi X=S(c,A+c,I')S™ bi¢iminde
yazilabilir. X matrisi kuadripotent ise, (S(CIA+CZF)S’1 )4 =S(cA+c,I)S™ ve
buradan S(CIAJrCZF)4 S'= S(cA+c,I )S"1 olur. Son esitligin her iki yani soldan

S” ve sagdan S ile carpilirsa (cA+c,I)' =(cA+c,I) elde edilir. Tersinin

saglanacagi agiktir. [ ]

Onceden belirtildigi gibi, bu boliimdeki sonuglar, (5.4) kosulu altinda verilecektir.
Ancak, [6] caligmasinda yapilana benzer sekilde, (5.4) kosulu iki ayr1 kisma

parcalanarak ilerlenecektir. Bunlardan birincisi 7, ve 7, kompleks sayilarindan (en
az) birinin sifir olmasi halidir. Ornegin, 77, =0 olsun. Bu durumda (5.4) ifadesi, baz1

n € C sayilari igin

QQ, =7Q; =Q,Q, (5.6)

biciminde yazilabilir. Burada indisten kurtulmak amaci ile 7, yerine 7 yazilmustir.
(5.6) esitliginde Q,Q, ve Q; matrisleri agik olarak kuadripotenttir. Esitlik nedeniyle
7Q; matrisi de kuadripotent olmak durumundadir. Lemma 5.5 ten bunun olabilmesi
icin  7=0 veya 7n°=1 olmasit gerektigZi hemen goriilir. O halde

1 3. 1 3
e et

} olmak zorundadir.
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(5.4) kosulunun ikinci kismi ise 7, ve 7, kompleks sayilarimin her ikisinin de

sifirdan farkli olmasit halidir. Bu durumda I€C_ birim matris olmak iizere, (5.4)

esitligi 1-Q; ve I-Qj ile garpilirsa, sirastyla,

7,Q3(1-Q}) =0 ve 7,Q} (1-Q3)=0

olur. 77,77, € C* oldugundan bu denklemden

Q;=Q:Q; ve Q/ =Q/Q; (5.7)

elde edilir. Ayrica (5.4) esitligi Q,Q; ile garpilirsa Q;Q; =7,Q;Q; +7,Q,Q, olur.
Bu denklemde (5.4) ve (5.7) esitlikleri kullanilirsa Q; =7,Q3 +7,7,Q; +7,Q3 veya

(1_771772)Q12 = (771 +7722)Q§ bulunur. Boylece,
1-mn,=0 ve 771+7722:O (5.8)

olmak zorundadir. Ciinkii, (5.8) denklemindeki 1-7,77, ve 7, +7; sayilarindan
yalnizca biri sifir olursa, Q; =0 veya Q; =0 olur. Buradan, sirasiyla, Q, =0 veya
Q, =0 elde edilir. Dolayisiyla, Q, veya Q, matrisinin sifirdan farkli olmasi

varsayimu ile ¢eligki ortaya cikar. Diger taraftan, (5.8) denklemlerindeki 1-7,7, ve

2
n,+n; sayilarmin her ikisi birden sifirdan farkli olursa, « [/ olmak tizere

1-mnn,

Q; =aQ; yazlir. Buradan Q ve Q matrisleri, sirasiyla, Q, ve Q, matrislerinin

genellestirilmis  tersleri olduklarindan Q, =aQ, elde edilir. Her tarafin
. : 1 .
genellestirilmis tersi almirsa Q, =a Q, olur. Burada ™ =—, (¢ #0) dir. Bu ise
a
Q, ve Q, matrislerinin birbirlerinin skaler kati olmamas: kabulii ile celisir.

Dolayisiyla (5.8) denklemleri saglanmalidir. Béylece 7, =-1 ve 7, =i=772

m,
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bulunur. Sonug olarak (5.4) kosulu, 7, ve 7, sayilarin her ikisi de sifirdan farkl

V3,1 A3

ise, n € —l,l— +—1I¢ olmak lzere
2 2 2 2

QQ, =7Q; +7Q; =Q,Q, (5.9)

biciminde yazilabilir. Asagidaki kisimlarda verilen sonuglar (5.4) kosulunun
pargalanisi olan (5.6) ve (5.9) kosullar1 altinda ayr1 ayn verilecektir. Asagida verilen
yardimci sonug ise, (5.6) ve (5.9) kosullarinin bu sonuglarin ispatlarinda kullanilmasi

ile ilgilidir.

Lemma 5.8. QI,QZECS\{O} ve A ile I' matrisleri, sirasiyla, Q, ile Q,

matrislerinin 6zdegerlerini ana kosegen elemanlar1 olarak kabul eden kosegen

matrisler olsun.
() Eger QQ,=7Q} =Q,Q, ise AT =7A” dir,
(b) Eger QQ, =7Q} +7Q2 =Q,Q, isc AT =7A> +7T* dir.

Ispat. (5.6) ve (5.9) kosullarindan, Q, ve Q, matrisleri degismelidir. O halde
Teorem 2.25 e gore Q, ve Q, matrislerini esanli kdsegenlestiren bir S tersinir

matrisi vardir. Boylece (5.6) ve (5.9) kosullarindan, sirasiyla,
ATl =nA’> =TA

ve

AT =77A* +3I? =TA

elde edilir. A ve I' kdsegen matrisler oldugundan AI'=T'A dir. Dolayisiyla elde
edilen bu {g¢lii esitliklerin en sagda bulunanlarina lemmanin ifadesinde yer

verilmemistir. Boylece ispat tamamlanur. |
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5.3.1. iki kuadripotent matrisin bazi lineer kombinasyonlarimin kuadripotentligi

Burada (5.3) bi¢gimli X lineer kombinasyon matrisinin kuadripotent olma problemi,

Q,Q, =7Q; =Q,Q, ve Q,Q, =7Q; +7Q; =Q,Q, kosullari altinda ele almacaktir.

Teorem 5.9. ¢,c, e C", Q,,Q, e C2\{0}, Q,Q, =7Q; =Q,Q, ve Q, # aQ, olmak
tizere Q=cQ,+C,Q, olsun. Q matrisinin kuadripotent olmas1 igin gerekli ve
yeterli kosul c; =1 ile birlikte ¢ +¢,7=0 ve (c, +C277)3 =1 kosullarindan birinin

saglanmasidir. Burada o € /1 ve 77 € {0} Ui/l dir.

Ispat. A4 ve y,, i=1,2,...,n, skalerleri, sirastyla, Q, ve Q, matrislerinin

Ozdegerleri olmak iizere, Lemma 5.7 (a) ya gére Q matrisinin kuadripotent olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul (C]/?,I +C,7; )4 —(CI/?,I +C,7; ) =0, yani, I <i<n igin,

3

(¢4 +C.7:)(c A +C,, —1)(01/1. +C,7, +%+§i}[clﬂ,I +C,7, +%—7i]: 0 (5.10)

denklemlerinin saglanmasidir. Q, ve Q, kuadripotent olduklarindan 4 ve y,

degerleri, {O, 1,- E ——,- E + 7 i } kiimesinin elemanlar1 olmalidir. Buradan,

carpim kuralinda gore, (x%, Nz ) ikilileri i¢in olas1 16 durum elde edilir. Boylece (5.10)

ifadesi, n denklem icermekle birlikte aslinda 16 farkli denklemden olusur. Ayrica,

Lemma 5.8 (a) géz oniine alindiginda, (5.6) kosulunun saglanmas igin
Ay, =nAl,i=12,...,n, (5.11)

denklemlerinin saglanmas1 gerektigi goriiliir. Buradan 7 sayisinin her bir degeri igin
(5.11) denklemlerini saglayan yediser (2,, , 7i) ikilisi bulunur. Dolayistyla, bu (xl,, ;/i)

ikilileri (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 ig¢in farkli yediser
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denklemden ve onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs.

denklemden meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasi ile

Tablo 5.1 elde edilir. Tablo 5.1, olabilecek (i, , ]/i) ikililerine gore, (5.10) denklemler
sistemini saglayan (Cl,cz) ikililerine gore diizenlenmistir. Ayrica, Tablo 5.1 de
verilen (c,,c,) ikililerinin ¢; =1 ve ¢, +¢,7=0 veya (c, +0277)3 =1 denklemlerinin
¢Oziim kiimesi olduklar1 kolaylikla goriilebilir. Tersine olarak (Cl,cz) ile ilgili

kosullarin Q =c¢,Q, +¢,Q, matrisinin kuadripotent olmasini garanti ettigini de

saglamak kolaydir. Boylece ispat tamamlanur. |

Teorem 5.10. c,c,eC’, Q.Q,eC\{0}, QQ,=7Q;+7Q;=Q,Q, ve

Q, #2Q, olmak iizere Q=cQ,+C,Q, olsun. Q matrisinin kuadripotent olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul
¢l +6ccin+4c, =1 ve ¢ +6¢°C,77 +4c =1 (5.12)
denklemlerinin saglanmasidir. Burada o € A1 ve ne J-1 dir.

Ispat. Teorem 5.9 un ispatina benzer sekilde ilerleyerek, yine Q matrisinin
kuadripotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun (5.10) denklemlerinin saglanmasi
oldugu goriiliir. Ayrica Lemma 5.8 (b) gz Oniine alindiginda, (5.9) kosulunun

saglanmasi i¢in
Ay =mA +nyl, 1=12,..,0, (5.13)

denklemlerinin saglanmasi gerektigi goriiliir. Buradan 7 sayisinin her bir degeri i¢in
(5.13) denklemlerini saglayan yediser (4, ;) ikilisi bulunur. Dolayistyla bu (4,7, )

ikilileri (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 icin farkli yediser

denklemden ve onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs.

denklemden meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi ile
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Tablo 5.2 elde edilir. Tablo 5.2, olabilecek (ﬂ,,, ]/i) ikililerine gore, (5.10) denklemler
sistemini saglayan (Cl,cz) ikililerine gore diizenlenmistir. Ayrica, Tablo 5.2 de
verilen (Cl,cz) ikililerinin (5.12) denklem sisteminin ¢oziim kiimesi olduklari
kolaylikla gosterilebilir. Tersine olarak (cl,cz) ile ilgili kosullarin Q =c,Q, +¢,Q,

matrisinin kuadripotent olmasini sagladigin1 gdstermek zor degildir. Boylece ispat

tamamlanir. |
5.3.2. iki kuadripotent matrisin baz lineer kombinasyonlarinin tripotentligi

Burada (5.3) bi¢imli X lineer kombinasyon matrisinin tripotent olma problemleri,

Q,Q, =7Q; =Q,Q, ve Q,Q, =7Q; +7Q: =Q,Q, kosullar1 altinda ele alinacaktir.

Teorem 5.11. c,c,eC", Q,Q,eC\{0}, QQ,=7Q/=Q,Q, ve Q #cQ,

olmak iizere T=c,Q,+¢,Q, olsun. Bu durumda T matrisi tripotent ise (C,,C,)

ikilileri U  kiimesinin elemanlaridir. Burada 0463/1, ne{O}u%/I ve

U={(X,y)eC2| (XS,y3)=(—1,1) veya (x3,y3):(1,—1)} dir.

ispat. A ve y, 1=12,...,n, skalerleri, swrasiyla, Q, ve Q, matrislerinin
ozdegerleri olmak iizere, Lemma 5.7 (b) ye gore T matrisinin tripotent olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul (¢4 +¢, )3 — (¢4 +¢,7) =0 olmasi, yani, 1 <i<n igin,
(Cl/ll +Cy7i )(Clﬂ’l +G7i _1)(01& +Gy7i +1) =0, (5.14)

denklemlerinin saglanmasidir. Lemma 5.8 (a) goz oOniine alindiginda (5.6) kosulu

(5.11) kosuluna doniigiir. Buradan 7 sayismin her bir degeri i¢in (5.11)
denklemlerini saglayan yediser (ﬂ,l,yi) ikilisi bulunur. Dolayisiyla, bu (x%,,;/i)
ikilileri (5.14) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 ig¢in farkli yediser

denklemden ve onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs.

denklemden meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi ile
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Tablo 5.3 elde edilir. Tablo 5.3, olabilecek (/1,, ;/i) ikililerine gore (5.14) denklemler
sistemini saglayan (Cl,cz) ikililerine gore dlizenlenmistir. Tablo 5.3 te verilen

(cl,cz) ikililerinin U kiimesinin elemanlarinin tamami oldugu agiktir. Boylece ispat

tamamlanir. n

Teorem 5.12. c,c,eC’, Q.,Q,eC\{0}, QQ,=7Q;+7Q;=0Q,Q, ve
Q, #aQ, olmak iizere T=cQ,+¢,Q, olsun. T matrisi tripotent ise (c,,C,)

ikilileri Tablo 5.4 teki (c,,c,) ikililerinden olmak zorundadir. Burada a €3/l ve

7763/——1 dir.

Ispat. Teorem 5.11 in ispatina benzer sekilde ilerleyerek, T matrisinin tripotent
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun (5.14) denklemlerinin saglanmasi oldugu
goriiliir. Ayrica, Lemma 5.8 (b) goz Oniine alindiginda (5.9) kosulunun saglanmasi

icin (5.13) denklemlerinin saglanmasi gerekir. Buradan 7 sayisinin her bir degeri
icin (5.13) denklemlerini saglayan yediser (i,,]/i) ikilisi bulunur. Dolayisiyla bu
(ﬂ,, , 7i) ikilileri, (5.14) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 icin farkl yediser

denklemden ve onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs.

denklemden meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasi ile

Tablo 5.4 elde edilir. Tablo 5.4, olabilecek (4, ;) ikililerine gore (5.14) denklemler

sistemini saglayan (Cl,cz) ikililerine gore diizenlenmistir. Boylece ispat tamamlanir.

]
5.3.3. iki kuadripotent matrisin bazi lineer kombinasyonlarinin idempotentligi

Burada (5.3) bigimli X lineer kombinasyon matrisinin idempotent olma problemleri,

Q,Q, =7Q’ =Q,Q, ve Q,Q, =7Q; +7Q; =Q,Q, kosullar1 altinda ele alinacaktir.

Teorem 5.13. c.c,eC", Q.,Q,eC\{0}, QQ,=7Q;=Q,Q, ve Q #aQ,

olmak tizere P=cQ, +¢,Q, olsun. P matrisi idempotent ise (Cl,cz) ikililert V
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kiimesinin elemanlaridir. Burada, V = {(X, y) eC’? | (X3, y3) = (—1, 1)} , A€ Q/I ve

ne {0} U dir.

ispat. A ve y, 1=12,...,n, skalerleri, swrasiyla, Q, ve Q, matrislerinin

0zdegerleri olmak tizere, Lemma 5.7 (¢) ye gére P matrisinin idempotent olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul (¢4 +¢, )2 —(¢4 +¢,7,) =0 olmasi, yani
(cA+Cy)(CA+Cy—1)=0,i=12,....n, (5.15)

denklemlerinin saglanmasidir. Bundan baska Lemma 5.8 (a) gbz oniine alinirsa (5.6)

kosulu (5.11) kosuluna doniisiir. Buradan 7 sayisinin her bir degeri i¢in (5.11)
denklemlerini saglayan yediser (/”tl,;/i) ikilisi bulunur. Dolayisiyla (/l,,;/i) ikilileri
(5.14) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 i¢in farkli yediser denklemden ve

onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs. denklemden

meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢éziimlerinin bulunmasi ile Tablo 5.5 elde
edilir. Tablo 5.5, olabilecek (/l,, yi) ikililerine gore (5.15) denklemler sistemini
saglayan (CI,CZ) ikililerine gore diizenlenmistir. Ayrica, Tablo 5.5 te verilen (Cl,Cz)

ikililerinin V kiimesinin elemanlarinin tamami olduklar1 agiktir. Boylece ispat

tamamlanir. n

Teorem 5.14. c,c,eC’, Q.,Q,eC\{0}, QQ,=7Q;+7Q;=Q,Q, ve

Q, # 2Q, olmak iizere P=cQ, +¢c,Q, olsun. P matrisi idempotent ise (c,,cC,)
ikilileri Tablo 5.6 daki (C],Cz) ikililerinden olmak zorundadir. Burada a €1 ve

776%/—71 dir.

Ispat. Teorem 5.13 iin ispatina benzer sekilde ilerleyerek, P matrisinin idempotent
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun (5.15) denklemlerinin saglanmasi oldugu
gortliir. Ayrica, Lemma 5.8 (b) goz Oniine alindiginda (5.9) kosulunun saglanmasi

icin (5.13) denklemlerinin saglanmas1 gerekir. Buradan 7 sayisinin her bir degeri
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icin (5.13) denklemlerini saglayan yediser (ﬂ,,,yi) ikilisi elde edilir. Dolayisiyla
(i,, 7i) ikilileri (5.15) denklemlerinde yerine yazilarak, her bir 7 i¢in farkli yediser

denklemden ve onlarin alt kombinasyonlarindan olusturulabilen (alti, bes, dort vs.

denklemden meydana gelen) denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi ile
Tablo 5.6 elde edilir. Tablo 5.6, olabilecek (4, 7;) ikililerine gore (5.15) denklemler
sistemini saglayan (Cl,cz) ikililerine gore diizenlenmistir. Boylece ispat tamamlanur.

Not 5.15. Teorem 5.9, Teorem 5.11 ve Teorem 5.13; (5.4) kosulunun 7, =0 &zel
hali olan (5.6) kosulu altinda verilmistir. Eger 7, =0 alinsaydi, bu kez indis
degisiklikleri ile yine ayni sonuglar bulunurdu.

Not 5.16. Bu boliimdeki tiim teoremlerin ispatlarinda verilen tablolar (ﬂ,, y/i)

0zdeger ikililerinin en genis hali ile verilmektedir.

5.3.1-5.3.3 kisimlarinda verilen teoremlerin ispatlarinda bahsedilen, her bir 7 icin
ayrt ayri olmak iizere, (il,;/i) ikililerine gore denklem sistemlerinin ¢oziimleri

oldukga kalabalik olmakla birlikte sadece aritmetik islemleri igermektedir. Hacmin
artmamasi adina bu islemlere yer verilmemistir. Bununla birlikte birbirlerine olduk¢a
benzer olmalarina ragmen, tek tek izlenebilir olsun diye, her bir ispat ozellikle

verilmistir.
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Tablo 5.2. Teorem 5.10 daki (4,7;) ikilileri ile iliskili olan tiim olabilecek (c,,c,) ikilileri
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Tablo 5.3. Teorem5.11 deki (4,7, ) ikilileri ile iligkili olan tiim olabilecek (c,,c,) ikilileri
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Tablo 5.5. Teorem 5.13 teki (4, ) ikilileri ile iliskili olan tiim olabilecek (c,,c,) ikilileri
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Tablo 5.6. Teorem 5.14 teki (4, ) ikilileri ile iliskili olan tiim olabilecek (c,,c, ) ikilileri
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BOLUM 6. iKi INVOLUTIF MATRISIN LINEER
KOMBINASYONLARI

C,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve A,,A, nxn boyutlu sifirdan farkl

kompleks involutif matrisler olmak iizere,
X=CA, +CA, (6.1)

olsun. A, ve A, degismeli olduklarinda (6.1) bi¢imli X lineer kombinasyon
matrisinin tripotent oldugu tiim durumlar bu bolimiin ikinci kisminda karakterize
edilmektedir. Ayrica, A, ve A, iizerinde degismeli olma kosulu olmaksizin (6.1)

bicimli X matrisinin idempotent ve involutif oldugu tiim durumlar bu boliimiin,

strastyla, ikinci ve ti¢iincii kisimlarinda karakterize edilmektedir.
6.1. iki Degismeli Involutif Matrisin Lineer Kombinasyonunun Tripotentligi

Yukarida sodylendigi gibi, bu kisimda, A, ve A, degismeli olmak {izere, (6.1)

bigimli lineer kombinasyon matrisinin tripotent oldugu tiim durumlar asagidaki

teoremle karakterize edilecektir.

Teorem 6.1. c,c,eC’, A,A,eCl, A #+A, ve AA,=A,A, olmak iizere

T=cA,+C,A, olsun. T matrisinin tripotent olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

(Clacz)e (—l,—lja(l,lj,(—l,lj,(l,—lj olmasidir.
2 2 22 22 2 2
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Ispat. Oncelikle T bir tripotent matris olsun. A, A, € C2 matrislerinin degismeli

olmasi goz oniine alindiginda T> =T esitliginin saglanmasinin gerekli ve yeterli

kosulu
C/A, +3C'C,A, +3CC,A, +CA, —CA, —C,A, =0 (6.2)

olmasidir. (6.2) denklemi A, matrisi ile ¢arpilirsa, T matrisinin tripotent olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu
¢ I1+3c/c,AA, +3cCI+CA A, —CcI-C,A A, =0
olarak elde edilir. Bu denklem

C1+3cc,I’A A, +3¢CI(AA, ) +CAA, (AA,) —cl-CAA, =0

seklinde de yazilabilir. Boylece (¢,I+C,A A, ) —(cI+ C,A;A,)=0 bulunur. Bu ise
cI+C,A/A, matrisinin tripotent olmast demektir. A /A, matrisi involutif

oldugundan onun minimal polinomu A°—1 polinomunun bir bdlenidir. Dolayisiyla

Teorem 2.23 goz oniline alindifinda A, A, matrisi kosegenlestirilebilirdir. O halde
0<n,n,<n ve n+n,=n i¢in J, ve J,, swrastyla, n, ve n, boyutlu birim
matrisleri gostermek tizere AA,=S(J,®-J,)S™ olacak sekilde bir S tersinir
matrisi vardir. Bu esitligin sag yanindaki J, ve —J, matrislerinin her ikisi de var
olmak zorundadir. Aksi takdirde A A, ==l olur. Bu esitlik, her iki taraftan A, ile
carpilirsa, A, #+A, olur. Bu ise varsayim ile celisir. Boylece cI+C,A A,
matrisinin tripotent olmasiun gerekli ve yeterli kosulu, ¢, (J,®J,)+c,(J, ®-J,)
matrisinin veya denk olarak (c, +c,)J, ®(c, —c,)J, matrisinin tripotent olmasi, yani
(c,+c,)e{-1,0,1} ve (c,—c,)e{-1,0,1} olmasidir. Béylece asagidaki dokuz

durum elde edilir:
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c+c,=-1, ¢-c¢,=-1 = (c,c,)=(-10);
I 1
c,+C,=-1, ¢—¢c,=1 = (c.c,)=(0,-1);
11
c+¢c, =0, ¢-c=-1 = (c,c)= _E’Ej;
c,+¢c,=0, ¢-¢=0 = (c,c,)=(0,0);
c+c,=0, ¢ —c,=1 = (c],cz)z(
c+c, =1, ¢-c,=-1 = (c,c,)=(0,1);
11
c,+¢c,=1, ¢-¢=0 = (c.c,)= E’EJ;
)

¢c+c, =1, ¢ -¢c, =1 = (c,c,)=(10).

Ancak c,c, € C" kabul edildiginden, (Cl,cz) ikilileri i¢in tiim ¢Ozlimlerin kiimesi

1 1Y) (11 1 1)Y(1 1
—,—|,| == |,| =—=>= |,| =>—= | olarak ortaya ¢ikar.
20 2)\22 2°2)\2 2

Tersine olarak (c,,c,)e —l,—l , l,l , —l,l , l,—l olsun. Bu durumda
2 2 22 22 2 2

(c.,c,) ikilileri (6.2) denkleminde yerine yazilir ve A,A,eC; matrislerinin

degismeli olmas1 gdz oniine alinirsa, T =C A, +C,A, lineer kombinasyon matrisinin

tripotent oldugu kolayca goriiliir. |

6.2. iki involutif Matrisin Lineer Kombinasyonunun idempotentligi

A,,A, €C" matrisleri degismeli oldugunda (6.1) bigimli lineer kombinasyon

matrisinin tripotentligi problemi idempotentlige kisitlanirsa ¢6ziim sayisinin

artmayacagi aciktir. Ancak azalip azalmayacagini incelemek ilging olabilir. Asagida
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verilen teorem, bu durumu ve “A,, A, € C% matrisleri degismeli olmadiginda lineer

kombinasyon matrisi idempotent olur mu?”” sorusunu konu almaktadir.

Teorem 6.2. c,c,cC", A,A,eCl, A #+A, ve AA,=A,A, olmak iizere
P=cA, +C,A, olsun.
(a) AA,=A)A, ise, P matrisinin idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

asagidaki kosullardan herhangi birinin saglanmasidir:

11
(a,) (Cl’cz):(_g"gj ve A, —A,=1+AA,;

11
(a,) (C],C2)=(§,Ej ve A, +A,=1+AA,;

11
(a3) (CI,CZ):(—E,EJ ve —A +A,=1-AA,;

(b) A A, #A,A, ise, P matrisinin idempotent oldugu hi¢bir durum yoktur.

Ispat. Oncelikle A|A, = A,A, olsun. P matrisinin idempotent olmas1 igin gerekli ve

yeterli kosul ¢’A; +2¢,C,A A, +C,A} —CA, —C,A, =0, yani
(¢! +¢5)1+2¢C,A A, —CA, —C,A, =0 (6.3)

olarak elde edilir.

P idempotent olsun. Bu durumda P ayni zamanda tripotent olacagindan Teorem 6.1

den (Cl,cz) ikililerinin —l,—l , l,l , —l,l , l,—l kiimesinin elemani
2 2)\2°2 22)\2 2

olmak zorunda oldugu gériiliir. Olabilecek (c,,c,) ikilileri (6.3) denkleminde yerine

yazilirsa A, A, € C? matrislerinin ek olarak saglamasi gereken kosullar;
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1

,—l = 1 I+2) - A1A2+1A1+1A2:0:>—A1—A2:I+A1A2,
2 2 4 2 2

11 1 1 1 1
(cl,cz)=(5,5j:(5)1+2(ZjA1A2 A-—A,=0>A +A,=1+AA,,
(c.c )—(—l l}:{ljl+2(—leA LA LA c0m-A A -T-AA

1>>2 2’2 2 4 1772 2 1 2 2 1 2 172

I 1 1 1 1 1

(Cl,cz)=(§,—E):>(Ejl+2(—sz]A2—EAI+EA2 :0:>A1—A2 :I—zAIzA2

olarak elde edilir. Tersine olarak (a,)—(a,) siklarindaki kosullar saglansin. Bu
siklardaki kosullar (6.3) denkleminde yerine yazilirsa (6.3) denkleminin saglandigi,
dolayisiyla P =cC/A,+C,A, lineer kombinasyon matrisinin idempotent oldugu

gortliir. Boylece (a) sikkinin ispati tamamlanir.

Simdi, AA,#A,A, olsun. P=cCA, +C,A, lineer kombinasyon matrisi ayni

zamanda

P=—(c +cz)I+2cé(Al +I)+2c2%(A2+I) 6.4)

bi¢iminde de yazlabilir. I, %(A1 +1) ve %(A2 +1) matrisleri idempotent
olduklarindan, (6.4) bicimli P matrisi ii¢c idempotent matrisin lineer kombinasyonu
bi¢iminde yazilmus olur. Ayrica, burada %(A1 +1) ve %(A2 +1) matrisleri kendi

aralarinda degismeli olmamasina ragmen her ikisi de I matrisi ile degismelidir.
Dolayisiyla problem; ikisi kendi arasinda degismeli olmayan, ancak diger matris ile
her ikiside degismeli olan, ii¢ idempotent matrisin lineer kombinasyonunun
idempotentligi problemine doniisiir. Bu problem i¢in Baksalary ve Benitez tarafindan
verilen ¢oziim, Teorem 3.7 olarak verilmistir. Dolayisiyla P matrisinin idempotent
oldugu durumlar1 karakterize etmek icin Teorem 3.7 siklarinda verilen kosullari,
(6.4) bicimli lineer kombinasyon matrisinin saglayip saglamayacagini incelemek

ispat icin yeterli olacaktir. Teorem 3.7 nin siklar1 incelenirse (d) ve (g) siklari
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haricinde higbir sikta uygun (cl,cz) ikilisi elde edilemeyecegi goriiliir. (d) sikkindan

O D ETS NI ECR (

A =I=-A, ¢ozimleri ve son olarak (g) sikkindan (Cl,cz):(%,%j ve

A, =1=-A, ¢oziimleri elde edilir. Ancak, bunlar A, #+A, veya A A, #A A,
kabulleri ile c¢elisir. Dolayisiyla A A, #A,A, oldugu durumda P matrisi

idempotent olamaz. Bdylece ispat tamamlanir. ]

6.3. iki involutif Matrisin Lineer Kombinasyonunun involutifligi

A, A, €C? matrisleri degismeli oldugunda (6.1) bigimli lineer kombinasyon
matrisinin tripotentligi probleminin idempotentlige kisitlanmasinin (C],Cz) ¢cOziim

g eqe . . o A . . . .
ikililerinin sayisin1 azaltmadigi, ancak A ,A, €C, matrisleri iizerine bazi

kisitlamalar getirdigi yukaridaki kistmdan goriilmektedir. Bu bdliimiin bu son
kisminda da “tripotentlik problemi involutiflige kisitlanirsa ne olur?” sorusunun

cevabr ile A/A,#A,A, durumunda ne olacagi sorularinin cevaplar1 asagidaki

teoremle verilmektedir.

Teorem 6.3. c,c,cC’, A,A,eCl, A #+A, ve AA,=A,A, olmak iizere
A =CA,+C,A, olsun.

(a) AA,=A,A, ise, A matrisinin involutif oldugu hi¢bir durum yoktur.

(b) AA,#A,A, ise, A matrisinin involutif olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul

1-(c +¢3)
C1C2

AA,+AA = I olmasidir.

Ispat. Oncelikle A A, =A,A, olmak iizere, A involutif olsun. A matrisinin

involutif olmast igin gerekli ve yeterli kosul ¢A’ +2¢,C,A A, +C;A; —1=0, yani

(c7+¢ -1)I+2¢C,A A, =0 (6.5)
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olarak elde edilir. Ayn1 zamanda A tripotent olacagi i¢in, Teorem 6.1 goz Oniine

alindiginda (c,,c,) ikililerinin —l,—l , —l,l , l,—l , l,l kiimesinin
22 22 22 22

elemani olmak zorunda oldugu goriliir. Olabilecek (c,,c,) ikilileri (6.5)

denkleminde yerine yazilirsa, A,,A, € C" matrislerinin ek olarak saglamas1 gereken

kosullar:

1 1
C)C Ty T e oo :__I+_AA :0:>AA :I
(1 2)6{( > 2) (2 2}} 5 Ty 1%

Ve

o4

yani A A, ==l olarak elde edilir. Bu esitlikler, her iki taraftan A, ile ¢arpilirsa

11
et I-ZAA, =0 A A, =1,
2 2 2

A, =%A, bulunur. Bu ise varsayim ile celisir. Boylece (a) sikkinin ispati

tamamlanir.

Simdi, A A, # A,A, olsun. A lineer kombinasyon matrisi ayn1 zamanda

1-(c,+c,)

%(A+I): 1+c1%(A1 +1)+c2%(A2 +1) (6.6)

bigiminde de yazlabilir. T, %(A1+I) ve %(A2+I) matrisleri idempotent
olduklarindan, (6.6) bi¢imli %(A+I) matrisi lic idempotent matrisin lineer

kombinasyonu bi¢iminde yazilmig olur. Ayrica, burada %(A1 +I) ve %(A2 +I)

matrisleri kendi aralarinda degismeli olmamasina ragmen her ikisi de I matrisi ile
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degismelidir. Dolayisiyla Lemma 3.9 gz Oniine alindiginda, problem; ikisi kendi

arasinda degismeli olmayan, ancak diger matris ile her ikiside degismeli olan, {i¢
idempotent matrisin (6.6) bicimli ) ( A+ I) lineer kombinasyon matrisinin

idempotentligini karakterize etme problemine doniisiir. Bu durumda, Teorem 3.7

tekrar kullanilabilir. Teorem 3.7 (a), (c), (d), (g), (1) ve (k) siklarindan (Cl,cz) ikilisi

icin herhangi bir ¢ziim elde edilemez.

Teorem 3.7 (b) sikkindan AA,+A,A =1 ve (c,c,)=(-11) veya

1-(c +¢3)

(c,c,)=(1,-1); Teorem 3.7 (e) sikkindan A A, + A A, = -
1~2

I veceC,
1_(C12+C22)I

c,=1 veya ¢, =1, ¢, €C; Teorem 3.7 (f) sikkindan A A, +A,A, = s
172

ve C,,c, € C; Teorem 3.7 (h) sikkindan A A, +A,A, =-I ve (c,,c,)=(1,1) ve son

2¢] -1

2
1

Dikkat edilirse (b), (e), (h) ve (j) siklarindan elde edilen ¢oziimler (f) sikkindan elde

olarak Teorem 3.7 (j) sitkkindan A A, + A A, = I ve ¢, =—C, oldugu goriiliir.

edilen ¢oziimlerin 6zel halleridir. Bdylece ispat tamamlanir. ]

Gorildiigi iizere A|A, = A,A, olmasi durumunda (6.1) bi¢cimli lineer kombinasyon

matrisinin involutif oldugu hic¢bir durum yoktur.



BOLUM 7. TARTISMA VE ONERILER

Bolim 1 de c,c,eC" ve M;,M, € C, olmak iizere (1.1) ifadesi ile olusturulan

M=cM, +c,M, lineer kombinasyonu tekrar goz Oniine alinsin. Bu caligmada

ortaya koyulan problemler ve ¢oziimleri s0yle siralanabilir:

M, ve M, sifirdan farkli herhangi idempotent matrisler olduklarinda M matrisinin

involutif matris oldugu durumlar B6liim 3 te karakterize edilmistir.

M, ve M, herhangi degismeli tripotent matrisler oldugunda, M matrisinin tripotent
oldugu durumlar [3, Theorem] de karakterize edilmis olup bu sonucun yeni bir ispati
Boliim 4 te yer almaktadir. Ayrica, M, ve M, herhangi degismeli tripotent matrisler

oldugunda, M matrisinin idempotent ve involutif matris oldugu durumlarda, yine

Bolum 4 te karakterize edilmektedir.

M, ve M, matrisleri (5.6) veya (5.9) kosullarin1 saglayan herhangi kuadripotent

matrisler oldugunda, M matrisinin kuadripotent, tripotent ve idempotent oldugu

durumlar Boluim 5 te verilmektedir.

M, ve M, matrisleri herhangi degismeli involutif matrisler oldugunda, M
matrisinin tripotent oldugu ve M, ve M, herhangi involutif matrisler oldugunda, M

matrisinin idempotent ve involutif oldugu durumlar Bolim 6 da karakterize

edilmektedir.

Sonug olarak ¢aligma boyunca biri daha Once verilen bir teoremin alternatif ispati
olmak iizere on ii¢ teorem, iki sonu¢ ve iki uyar1 ortaya konulup ispatlanmistir.
Bunlardan bazilart ¢esitli sempozyumlarda sunulmus ve SCI Expanded

kapsamindaki baz1 uluslararasi dergilerde yayinlanmistir [25, 26, 29].
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Calisma boyunca, M, ve M, matrislerinin aym karakterli (iki idempotent, iki
tripotent, vs.) oldugu durumlarda M=cM,+c,M, matrisi ile ilgili
karakterizasyonlar ele alinmistir. Bunlardan bagka M, ve M, matrislerinin ayni
karakterli olmadigi durumlarda da M matrisinin karekterizasyonlar1 ile ilgili
problemler ve ¢dziimleri literatiirde mevcuttur. Ornegin, M, idempotent ve M,
tripotent matris oldugu durumda M matrisinin ne zaman idempotent olacagi

problemi Baksalary, Baksalary ve Styan tarafindan ele alinmistir [3]. Ayrica M,
idempotent ve M, t—potent matrisleri ile olusturulan (1.1) bi¢imli M lineer

kombinasyon matrisinin ne zaman idempotent olacagi problemi Benitez ve Thome
tarafindan MM, =M,M, oldugunda [12] ve MM, #M,M, oldugunda [13]

caligmalarinda ele alinmustir.

Bu c¢alismada ele alinan problemler yalnizca cebirsel agidan degil ayni zamanda
bdyle ozel tipli matrislerin uygulamali bilimlerde, 6zellikle istatistik teorisinde,
oynadig1 rol agisindan da ilgi cekicidir. Idempotent, tripotent ve involutif matrisli
kuadratik formlar istatistik teorisinde yaygin olarak kullanilir. Ornegin, K nxn

boyutlu bir reel simetrik matris ve x nx1 boyutlu Nn(O,I) cok degiskenli normal

dagilimina sahip bir reel rasgele degiskenler vektorii oldugu durumda x'Kx
kuadratik formunun bir ki—kare degiskeni olarak dagilmasinin gerekli ve yeterli
kosulu K matrisinin idempotent olmasidir (bkz., 6rnegin, [28, Theorem 2.8]). K ve
x yukaridaki gibi tanimli olmak tizere Baldessari, x'Kx kuadratik formunun iki
bagimsiz ki—kare degiskeninin bir farki olarak dagilmasmin gerekli ve yeterli
kosulunun K matrisinin tripotentligi oldugunu ortaya koymustur [10]. Bir involutif
matris kosegenlestirilebilirdir. Dolayisiyla kosegenlestirilebilir matrisler i¢in spektral
ayristim teoremi [13, sf. 517] dikkate alindiginda, eger A involutif matris ise
A=P-P,, I=P +P, ve PP,=0 olacak sekilde P, ve P, idempotent
matrislerinin varhigindan soz edilebilir. Boylece tripotentlikten sonra x'Kx kuadratik
formunun involutifligi, “iki bagimsiz kuadratik formun farkinin serbestlik
derecelerinin toplamu istatistiksel teori ¢ergevesinde ana kuadratik form matrisinin

boyutuna esit olmak zorundadir” kisitlamasina da gotiiriir.
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Burada verilen istatistiksel yorumlar ele alinan matrislerin reel ve simetrik olmasi

durumunda verilmistir. Ancak bu kisitlama olmaksizin da bu tip matrisler uygulamali

; 0 -
bilimlerin bir¢ok alaninda kullanilmaktadir. Ornegin, ( OJ matrisi, Pauli spin
|

matrisi olarak bilinen matrisler smifinin bir {iyesidir. Bu matris ve bu matrisi
kapsayan Dirac spin matrisleri ne reeldir ne simetrik, ancak bu matrisler involutiftir.
Bu matrisler kuantum teorisinde genis bir sekilde kullanilir (6rnegin [14, sf. 47-51]
ve [19, sf. 495]). Bunlardan bagka da, istatistiksel teorinin yaninda uygulamali
bilimlerde involutif matrislerin énemli uygulamalar1 vardir (6rnegin, bkz. [17, 20,

23]).

Konu ile ilgili agik problemler halen mevcuttur. Ornegin, M,M, e C", C] ve C*
olduklarinda M lineer kombinasyon matrisinin ne zaman C} kiimesinin elemani
olacagi sorulari halen agik problemlerdir. Ayrica, M;,M, € C$ olduklarinda ne

zaman MeC) sorusu ve M, ve M, matrislerinin aym karakterli olmadig

durumlarla ilgili bir¢ok problem ele alinabilir.
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