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OZET

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan sistem, Harmonik denge metodu, Cok-tonlu
sinyal, Frekans Cevabi

Harmonik denge metodu dogrusal olmayan sistemlerin frekans cevabi
karakteristiklerinin analizinde yaygin olarak kullanilan pratik bir aragtir. Klasik
uygulamasinda sinyal formuna ait harmonik sayis1 veya sistemin derecesi
yiikseldikge, acilimda elde edilen terim sayisindaki artis nedeniyle islemler karmasik
bir hale gelmektedir. Bu probleme ¢6ziim olarak hesaplamalari otomatik
gerceklestiren sembolik algoritmalar tanimlanmistir. Bu calismalarda poliharmonik
sinyal formu kullanilmasina karsin harmoniklerin temel harmonigin tam say1 katlar
seklinde iliskili oldugu tek-tonlu durumlar diisiiniilmiistiir. Bununla birlikte, dogrusal
olmayan sistemlerin frekans cevabi1 karakteristiklerinin giris sinyalinin frekans
bilesenleri ile iliskili olmasi bazen analizin harmonik olarak iligkisiz frekans
bilesenleri icerecek sekilde cok-tonlu olarak adlandirilan  sinyal ig¢in
gerceklestirilmesine ihtiyag duyulur.  Gergeklestirilen ¢alismada, polinom tip
dogrusal olmayan terimler iceren sistemlerin harmonik denge analizi i¢in ¢ok-tonlu
giris sinyallerini kapsayan yeni bir sembolik algoritma sunulmustur. Bu amacla
analizde kullanilan poliharmonik sinyal formu i¢in ¢ok-tonlu etkilesimleri kapsayan
yeni bir tanimlama yapilmistir. Kullanilan sistemin genel yapisi i¢in analizde kabul
edilen cok-tonlu sinyal formuna ait genellestirilmis agilimlar gerceklestirildikten
sonra denge denklemlerini veren sembolik algoritma sunulmustur. Elde edilen
sonuclar zaman boyutunda sayisal simiilasyonlar ile dogrulanmis ve giris
bilesenlerinin genliklerinin ¢ikis spektrumundaki etkileri Orneklerle sunulmustur.
Ayrica yontemin cok-girisli cok-cikish (MIMO) sistemlere genisletilerek
algoritmanin uygulama alan1 artinlmistir. Bu amacla MIMO sistemlerin sunumu igin
bir ifade tanimlandiktan sonra SISO i¢in gelistirilen algoritma yapisi genisletilmistir.
Yontem iki-giris iki-¢ikisli Duffing modeli olarak tanimlanmis bir elektriksel sistem
izerinde sunulmustur. Zaman boyutundaki sonuglara ek olarak frekans cevabi
karakteristikleri sunulmus, bunlar simiilasyonlar ile elde edilen sonuglar kullanilarak
dogrulanmistir. Bunun yaninda uygulanan giris sinyalinin genlik ve frekans gibi
parametrelerinin frekans cevab tizerindeki etkileri incelenmistir.

xi



A NEW ALGORITHM FOR THE FREQUENCY RESPONSE
ANALYSIS OF MULTI-INPUT MULTI-OUTPUT SYSTEMS BY
USING POLIHARMONIC BALANCE EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Nonlinear systems, Harmonic Balance, Multifrequency Input, Frequency
Response

Harmonic balance method is a practical tool which is used widely for the analysis of
frequency response characteristics. In the classical application,the method become
complex because of the increase in the number of terms as the number of harmonics
or the degree of nonlinear terms are increased. As a solution to this problem
symbolic algorithms are developed which performs automated computations for
systems with polynomial nonlinearities has been developed. Though the algorithms
have polyharmonic waveform, commensurate type signal forms where the harmonics
are selected as integer multiples of the main harmonic are considered. However, the
dependence of the frequency response of nonlinear systems to the frequency content
of the input sometimes requires the analysis to be realized for incommensurate
frequency components which called multitone signals. In this study a new algorithm
including multitone signal forms is presented for the harmonic balance analysis of
nonlinear systems with polynomial nonlinearities. For this purpose a polyharmonic
signal form which includes multitone interactions is defined. Generalized
expressions are derived for the assumed system structure and signal forms and the
symbolic algorithm for obtaining the balance equations is presented. The method is
validated using time domain simulations and the effect of the amplitudes of the input
components on the output spectrum is illustrated by examples. In addition, the
application area of the method is extended to include multi-input multi-output
(MIMO) systems. For this purpose after an expression is defined for the
representation of MIMO systems, the algorithm structure for SISO is adapted to
include MIMO systems. The method is illustrated on an electrical system described
by two-input two-output Duffing model. In addition to time domain results,
frequency domain characteristics are investigated and the results are validated by
numerical simulations. The effects of the parameters of the input such as amplitude
and frequency on the frequency response characteristics are also investigated.
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BOLUM 1. GiRiS

Dinamik sistemlerin analizi ve tasarimu istendiginde sergiledikleri davranislarin
bilinmesi gerekir. Sistem davraniglarini incelemek icin direkt olarak sistem veya onu
tanimlayan bir fiziksel model iizerinde calismalar yapilabilir. Buna karsin yiiksek
maliyet gerektiren, uzun zaman alan veya tehlike arz eden durumlarda pek tercih
edilmezler. Bundan dolayi, genelde sistemi tamimlayan bir matematiksel model
kullanillarak amaca uygun analiz tekniklerine bagvurulur. Gelisen bilgisayar
teknolojisi ile birlikte artan hesaplama giicli ve gelismis yazilim olanaklari,
matematiksel modellerin analizi icin gerek maliyet gerekse uygulama kolaylig
bakimindan uygun caligma ortamlar1 sunar. Matematiksel modeller ile
gerceklestirilen analizlerden elde edilecek sonuglarin dogrulugu kullanilan modelin
gecerliligine baglidir. Uygulamada, eger sistem dogrusal kabul edilebilecek calisma
noktalarinda kullamiliyorsa dogrusal bir model yapisiyla tanimlanabilir. Boylece
siiperpozisyon ve homojenlik gibi kurallar1 saglayan modeller iizerinde dogrusal
matematik kurallart kullanilarak gerceklestirilen analizler uygulama bakimindan
olduk¢a kolay hale gelir. Yaygin olarak kullanilan dogrusal modeller giiniimiizde
kontrol sistemi sentezi, fiziksel sistemlerin analizi, tasarimi ve sinyal isleme
yontemleri gibi uygulamalarda temel olusturur. Bununla birlikte bir¢ok dogrusal
olmayan sistem (DOS) basit bir dogrusal modelle tanimlanamayan bazi bilesenlere
sahiptir. Sertlikte veya soniim katsayisinda iistel veya ani degisikliklere sebep olan
elemanlar sistem davranisinin 6nemli bir kismina etki ederler. Bunlar, elektriksel
sistemlerde dogrusal olmayan rezistif, kapasitif, ve endiiktif etkiye sahip elemanlar
[1-3], diyot, opamp, ota gibi yar iletken elektronik bilesenler [4-6], mekanik
sistemlerde ortaya ¢ikan bosluk iceren titresim bilesenleri [7,8], hareketi sinirlayicilar
[9,10], yorulma hasarl titresim bilesenleri [11,12], ve 6rnekleri artirilabilecek benzer
yapidaki elemanlar olabilir. Bu tiir etkilerin ihmal edilemez oldugu sistemlerin
tanimlanmasinda dogrusal yapidaki matematiksel modeller yetersiz kalir ve bu

modellerden elde edilen sonuclar gercek sistemin davranigini yansitmaz. Bundan



dolay1 sistemin sunumu i¢in dogrusal olmayan ozellikleri de tanimlayan modeller
kullanilir. Dogrusal olmayan yapidaki sistemlerin sergiledigi dinamik davranislar,
sisteme uygulanan giris sinyallerinin yaninda baslangic kosullar1 ve sistem
parametrelerine de dayanir. Dogrusal olmayan modeller ile tanimlanan sistemleri
dogrusal sistemlerden ayiran bazi 6nemli karakteristikler kisaca asagidaki gibi

Ozetlenebilir [13,14],

— Sonlu zamanda sonsuza gitme: Kararsiz bir dogrusal sistemin, zaman sonsuza
dogru yaklasirken cikist da sonsuza dogru yaklasir. Dogrusal olmayan bir

sistemde ise sonlu bir zamanda ¢ikis sinyali sonsuza gidebilir.

—  Sinir periyotlar: Dogrusal bir sistemin osilasyon yapabilmesi icin sanal eksen
izerinde bir ¢ift kokiiniin olmas1 gerekir. Bu osilasyonun genligi sistemin
baslangi¢c kosullarinin genligi ile orantilidir. Dogrusal olmayan sistemlerde
ise boyle bir durum s6z konusu olmayabilir. Bir cok dogrusal olmayan sistem
baslangi¢c kosullarina bagli olmadan sabit bir genlik ve periyot ile osilasyon

yapabilir.

— Harmonik iiretimi: Dogrusal sistemler periyodik bir giris icin ¢ikislarinda
ayn1 periyoda sahip sinyal iretirler. Dogrusal olmayan sistemlerde ¢ikis
sinyali sistemdeki dogrusal olmayan elemanlarin etkisiyle giris periyodunun
katlar1 veya bazi sistemler i¢in yaklasik periyodik sinyallerin iiretilmesi de

s0z konusudur.

— (Cok modlu davranis: Bir dogrusal olmayan sistem birden fazla davranis sekli
sergileyebilir. Giris sinyali uygulanmamis bir sistemin c¢ikis1 baslangi¢
kosullarina bagl olarak bir veya birden fazla kararli duruma veya sinirl tip

osilasyona girebilir.

— Atlama olay1: Bazi dogrusal olmayan sistemlere periyodik bir uyartim
uygulandiginda, frekans veya genligin degistirilmesiyle cikis genliginde

bazen atlama olay1 olarak adlandirilan ani degisimler olusabilir.



Dogrusal olmayan sistemlerin davranislar incelenirken genel de zaman boyutunda
tanimlanan diferansiyel denklem modelleri kullanilir. Uygulanan girig sinyalleri veya
baslangi¢ durumlan i¢in ¢oziimlenerek elde edilen cevaplar yine zaman boyutunda
elde edilir. Sistemlerin belli bir frekansta uygulanan girisler i¢in elde edilen zaman
boyutundaki sinyallerin yaninda, farkli frekanslarda sergiledikleri davranislarin
ortaya konmasi icin frekans diizleminde analizlere de ihtiya¢ duyulur. Frekans
cevabi, analizi sistemin uygun calisma kosullarim1 saptamak ve arzu edilen davranisi
sergilemesini saglamak i¢in 6nemlidir. Bunun yaninda dogrusal olmayan sistemlerde
kargilagilan 6rnegin ara modiilasyonlar, harmonik iiretimi, atlama olay1 gibi dogrusal
modellerin gostermedigi baz1 bilinen niteliksel davranislar frekans diizleminde daha
iyi tamimlanabilen olgulardir [15]. DOS’larin frekans boyutu karakteristiklerinin
matematiksel olarak tamimlanmasi, hesaplanmasi ve yorumlanmasi, yerlesmis
kurallara sahip dogrusal sistemlerdeki kadar agik degildir. Bu amagla kullanilan
yontemlerden birisi giristeki ve ¢ikistaki bilegenler arasindaki iliskiyi sunan
tanimlama fonksiyonlaridir. Bu yontem dogrusal frekans cevabi metotlarinin
dogrusal olmayan durumlara taginmasi i¢in pratik bir ara¢ olmustur [16]. Tanimlama
fonksiyonlari, atlama olay1 veya 6zerk olaylar (autonomous phenomena) ve dogrusal
olmayan kontrolorlerin dizayninda yaygin olarak kullanilmaktadir [17-19]. Bununla
birlikte, bu teknigin dogrulugu kritik olarak temel alinan kabullerin dogruluguna
baghdir ve genelde analizin dogrulugu artirlldiginda islemler karmasiklasir [20].
Tanmimlama fonksiyonlarinin hesabinda temel yaklasimlar olarak, Volterra transfer

fonksiyonlarini temel alan seri tabanli metot ve HBM kullanilmaktadir.

Seri tabanli metodun kullanimindaki genel bir zorluk, eger sistem modeli cikisa ait
dogrusal olmayan terimler iceriyorsa orta cikar. Diisiik giris genlikleri i¢in serileri
kesmek miimkiindiir, fakat yiiksek dereceli terimlerin giris genliginin artmasi ile
yiiksek dereceli terimler artan bir sekilde baskin olur ve o zaman kesmek uygun
degildir. Volterra transfer fonksiyonlar1 cok boyutlu yapilarindan dolay: elde edilen
sonuglarint yorumlamak giictiir. Uygulama bakimindan daha pratik olan harmonik
denge analizi Volterra serileri gibi genel bir yaklasim sunmamasina karsin yapi
olarak tek boyutludur. Harmonik denge analizi 6zellikle harmonik sayisinin arttigi
durumlarda uygulamas1 giiclesir. Volterra serilerinin  kapsami  bagimsiz

(autonomous) osilasyonlar veya atlama rezonansi gostermeyen sistemlerle,



birincisinde giris olmadig igin, ikincisinde tamimlama fonksiyonu birden fazla
degere sahip olabildigi i¢in sinirlidir. Buna karsin, harmonik denge yontemi boyle

davraniglarin incelenmesi agisindan ¢oziim sunar.

Harmonik denge yonteminde, sisteme uygulanan siniizoidaller formundaki giris
sinyaline bagh olarak c¢ikista kabul edilen sinyal yine siniizoidaller formundadir.
Cikis sinyali girisin istenilen sayida harmonikleri icerecek sekilde kabul edilir ve
yontem bu sinyale ait bilinmeyenlerin bulunmasi temeline dayanir. Harmonik denge
denklemleri olarak adlandirilan denklemler icin coziimlemeler gergeklestirilerek
atlama olaymm1 da tamimlayacak sekilde frekans cevabi elde edilebilir. Bu amacla
takip eden basliklarda harmonik iiretimi ve atlama olay1 kisaca ifade edilecektir. Tez
calismasinin temelini olusturan harmonik denge analizine ait literatiirdeki calismalar

ve devaminda tez ¢aligmasinin amaci ve kapsami ifade edilecektir.
1.1. Dogrusal Olmayan Sistemlerde Harmonik Uretimi

Dogrusal bir sistem siiperpozisyon ve homojenlik gibi kurallar1 sagladig: icin Sekil
1.1 de goriilduigii gibi girisine uygulanan tek harmonikli ve sabit bir bilesen iceren bir
sinyal i¢in ¢ikis frekans cevabi spektrumunda ayni bilesenler elde edilir. Ayn1 sinyal
dogrusal olmayan bir sisteme uygulandiginda elde edilen cevap, ara modiilasyon

etkilerinden dolay1 girisin harmonikleri seklinde frekans bilesenleri icerir.
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Sekil 1.1. Dogrusal sistem i¢in ornek giris ve ¢ikis formu



Ornegin dogrusal bir sistemi temsil eden, ¥(¢)+0.1y(¢)+ y(¢) =u(t) denklemi ve
dogrusal olmayan forma sahip, 3(z)+0.1y(t)+ y(t)+ y(¢)’ = u(t), seklinde duffing
denklemi tanimlansin. Bu sistemlere u(t) = A, sin(0.2¢) sinyali uygulandiginda A, =1

icin cikislarinda elde edilen sinyaller Sekil 1.2°de diiz ¢izgi ile belirtilen cikis
sinyalleri elde edilmistir. DOS’un cevabinda olusan dalgalanmalar cikistaki

harmoniklerin etkisini acik¢a gdstermektedir.

(a) Dogrusal sistem (b) Dogrusal olmayan sistem
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Sekil 1.2. (a) Dogrusal (b) Dogrusal olmayan sistemlerinin “-” A,=1 ve “...” A,=2 giris sinyallerine

kars1 cikislarinda gozlenen y(¢) sinyalleri

Giris sinyalinin genligi A =2 olarak artirildiginda, dogrusal sisteme ait sinyalin

genligi giris ile benzer sekilde iki kat artmig, digerinde ise genlik ayni oranda
degisim gostermemistir. Bunun yaninda siniizoidalin yapisindaki bozulmalarin

artmast, liretilen harmoniklerin etkisini artirdigini gosterir.

1.2. Dogrusal Olmayan Sistemlerde Atlama Olay1

Dinamik bir sistemi tanimlayan diferansiyel denklemin, iki veya daha fazla iis
derecesine sahip terimler igcermesi uygulanan frekans bilesenlerinin ara
modiilasyonlarini olugturur. Bundan dolayr ¢ikis frekans spektrumunda, giris
bilesenlerine ek olarak farkli bilesenler elde edilir. Dinamik sistemlerin geri
beslemeli yapisindan dolay1 teorik olarak ¢ikisi temsil eden sonsuz adet harmonik
bilesen mevcuttur. Problemi dogrusallastirmak amaciyla bu bilesenleri ihmal etmek

bir ¢6ziim olustursa da, bircok fiziksel sistem 6rnegin mekanik veya elektriksel devre



formundaki dogrusal kabul edilebilecek bir yapiya sahip degildir. Bu tiir sistemlerin
frekans cevabi1 karakteristiklerinde atlama rezonansi (jump resonance) olarak

adlandirilan davranislar ortaya ¢ikabilir.

»
»
o

»

Maksimum genlik

Maksimum genlik

Frekans Frekans

Sekil 1.3. Tipik atlama rezonansi davranislar

Atlama rezonansi diger sistem parametreleri sabit tutulurken, uygulanan siniizoidal
girise ait frekans degeri belirli araliklarla degistirilerek Sekil 1.3’de goriildiigi gibi
‘hardening’ ve ‘softening’ formlarda elde edilir. Dinamik sistemlerin kritik ¢aligma
noktalarinin belirlenmesi agisindan onem arz eden bu karakteristik davranis, kontrol
sistemlerinde [21], LC devresinin ota ile sayisal simiilasyonunda [22], filtre
devrelerinde [23-25], ses transdiiserlerinde [26], kristalli osilatorlerde [27], artan bir
sekilde ilgi goren nano -elektromekanik sistemlerin karakteristiklerinde [28],
elektrokimyasal sistemlerde [29] gibi Ornekleri artirilabilecek bir¢ok disiplinde
ortaya cikar. Tez caligmasinda temel alinan harmonik denge yontemi boyle

davranislarin incelenmesinde yaygin olarak kullanilir.

1.3. Harmonik Denge Metodu

DOS’a uygulanan bir periyodik giris sinyali i¢in elde edilen cikis bilesenleri Sekil
1.1°de ifade edildigi gibi giris frekans bilesenleri ile birlikte harmoniklerini de icerir.
Cikis sinyali teorik olarak sonsuz sayida harmonikler icerdigi icin ¢ikis sinyaline
etkisinin ihmal edilebilir bir noktada kesilerek belirtilen sayida harmonik ile ¢ikis
temsil edilir. Giris ve c¢ikisa ait siniizoidaller formundaki sinyallerin dogrusal
olmayan diferansiyel denklemde yerine konularak, c¢ikis sinyal formuna ait

bilinmeyenlerin tespit edilmesi islemi harmonik denge metodu (Harmonic Balance



Method-HBM) olarak adlandirilir [20]. HBM’nin uygulamasinda denge denklemleri
olarak adlandirilan denklem takimlari, elde edilen agilimdan benzer frekanslarin
secilmesiyle cikista kabul edilen her bir frekans bileseni i¢in olmak iizere elde edilir.
Pratik bir yaklagim sunan HBM ile gergeklestirilen klasik uygulamalarda kabul
edilen sinyal formlarindaki harmonik sayis1 veya dogrusal olmayan terimlere ait
dereceler artinldiginda, acilimlar1 elde etmek karmasiklasir ve denge denklemlerinin
bu acilimlardan olusturulmas: gii¢lesir. Bundan dolay1 el ile gerceklestirilen
uygulamalarda islemleri basitlestirmek icin genelde analizde kabul edilen frekans
bileseni olarak tek siniizoidal sinyal kullanilmis, etkisi analiz agisindan Onemli
seviyede olabilecek yiiksek dereceli harmonikler ve sabit bilesen ihmal edilmistir.
Diger bir problem ise analizi gergeklestirilecek farkli bir sistem icgin acilimlarin
yeniden gerceklestirilmesinin  gerekmesidir. Bundan dolayr uygulamalarin
bircogunda tek bir siniizoidal diisiiniiliir ve gercekte analizde etkili olabilecek sabit

bilesen ve yiiksek dereceli harmonikler ihmal edilir.

HBM uygulamasinda karsilagilan problemleri azaltmak amaciyla yontem cesitli
sekillerde gelistirilmigtir. 1. Senjanovic yontemi poliharmonik uyartim igin
genisletmis [30], J.C.P. Jones ve I. Cankaya tanimlama fonksiyonlarinin hesabinda
HBM uygulamasim genellestirerek kullanmistir [31]. Yine J. C. P. Jones ve 1.
Cankaya deniz dalgalar1 uygulanan bir gemi modeli i¢in maksimum osilasyon
genliklerinin hesabint HBM ile gergeklestirmistir [32]. Diger bir uygulamada A.
Chatterjee, HBM’yi kullanarak, zayif dogrusal olmayan davramslara sahip sistemleri
analiz etmede kullanilan ortalama (averaging) yontemindeki hesaplamalar
gerceklestirmistir [33]. Benzer bir uygulamada S. L. Das ve A. Chatterjee tarafindan
cok zamanli 6l¢ekleme (multiple scales) yontemi HBM kullanilarak iyilestirilmistir
[34]. HBM uygulamasinda yiiksek sayida harmonik icin islemleri kolaylastirma
amaciyla J.F.Dunne ve P.Hayward, sinyal formunu alcak ve yiiksek frekans
bilesenleri seklinde tanimlandig: farkl bir algoritma gelistirmistir [35]. Bu algoritma
formunda da, tipik olarak 3 ile 13 aras1 bilesenden olusan alcak frekans sinyali klasik

HBM kullanilarak hesaplanmustir.

HBM uygulamasinin klasik hesabina sistematik bir yap1 kazandirmak icin J.C.P.

Jones, M. Zhuang ve I. Cankaya tarafindan sembolik algoritma tanimlamasi



yapilmistir [36]. Burada genel formda belirtilen kesilmis Fourier serileri formunda
sinyaller ve polinom tip dogrusal olmayan terimleri kapsayan bir DOS yapisi
kullanilmistir. Bu ¢alismanin devami niteliginde JCP Jones tarafindan direkt olarak
sistemin katsayilar1 ve genel harmonik sinyal formunun karmasik say1 formundaki
genlikleri ve fazlar1 cinsinden yazilmasini saglayan ve bir 6ncekine gore daha genis
bir sinifa uygulanabilecek yeni bir algoritma gelistirilmistir [37]. Analizde kabul
edilen sinyal formu ise Onceki gibi temel bir hamonikle iliskili frekans
bilesenlerinden olusan (tek-tonlu) yapiya sahiptir. Yine J. C. P Jones tarafindan ayn1

algoritma ayrik zamanl ve zaman gecikmeli sistemlere uygulanmistir [38].

1.4. Tezin Amaci, Katkilar1 ve izlenilen Calisma Yontemi

Harmonik denge denklemlerinin otomatiklestirilmis sembolik hesabina yonelik
yukarida ifade edilen algoritmalar yap1 olarak SISO sistemleri kapsar ve tek-tonlu
giris sinyallerine yoOnelik analizlerde etkili bir yontem saglar. Bununla birlikte
harmonik olarak iliskisiz bilesenlerin diistintildiigii cok-tonlu (multi-tone) sinyaller
dogrusal olmayan sistem dinamiklerinin incelenmesinde siklikla bagvurulan bir
analiz sinyal formudur [59-69]. DOS’larin girisinde iki veya daha fazla harmonik
olarak iliskisiz siniizoidallerden olusan sinyal kullaniliyorsa ¢ikis, harmonikler ve
harmonik olarak iligkisiz frekans bilesenlerinin ara modiilasyonlariyla olusan

w=ra,+..+r,&, seklinde temel frekanslarin karisimindan olusan bilesenlerini de

icerir [39]. Bundan dolayi, tek-tonlu analizi kapsayan algoritma kullanilarak ¢ok-
tonlu durumda ortaya cikan farkli frekans cevabi etkilesimlerini tanimlamak
miimkiin degildir. Ayrica, SISO sistemlerin yaninda DOS’larin birden fazla giris ve
cikis icerdigi cok-girisli cok-cikish (MIMO) sistemler cesitli disiplinlerde ortaya
cikar [40-48]. MIMO sistemler yap1 olarak birden fazla girise sahip oldugu ig¢in
giriglerine uygulanan sinyallere ait bilesenlerin harmonik olarak iliskisiz veya cok
tonlu oldugu durumlarda cikis frekans bilesenleri yukarida ifade edildigi gibi temel

bir harmonigin katsayilar1 seklinde diisiiniilemez.
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Dolayisiyla ¢cok-tonlu sinyalleri temel alan bir yaklagim icin benzer tanimlamalarin
MIMO sistemlerin ¢ok- tonlu analizine yonelik yapilmasi gerekir. Bu amagla,
gerceklestirilen tez calismasinda MIMO sistemlerin ¢cok-tonlu analizine yonelik yeni
bir sembolik HBM algoritmasi sunulacaktir. Oncelikle, en temel alt sinif olan SISO
model yapis1 kullanilarak ¢ok-tonlu giris icin HBM uygulamasina yonelik yeni bir
sembolik algoritma sunulduktan sonra bir 6rnek iizerinde elde edilen sonuglar zaman
boyutunda gercgeklestirilen sayisal simiilasyonlarla dogrulanacaktir. Bunun yaninda,
giristeki bir sabit bilesenin ve giris frekans bilesenlerine ait genliklerinin cikig
frekans bilegenlerinin belirlenmesindeki etkileri ornekler iizerinde sunulacaktir.
Analizin ¢esitliligini artirmanin yaninda, DOS’larin frekans cevabi etkilesimlerini
daha kapsaml bir sekilde ortaya koymay1 hedefleyen algoritma yapisi temel alinarak,
kullanilan sinyal bakimmdan aynmi forma sahip olan algoritmanmn uygulama alani
Sekil 1.4’de veridigi gibi « -Giris S -Cikislt genel formda verilen MIMO sistemleri
kapsayacak sekilde genisletilecektir. Yeni algoritma yapisi kullanilarak frekans
cevabir karakteristikleri giris sinyallerine ait genlik ve frekans parametreleri i¢in

incelenecektir.

1.5. Tezin Boliimlerinin Organizasyonu

[fade edilen amaglar kapsaminda tezin boliimleri asagidaki gibi organize edilmistir:

Bolim 2 :  Harmonik denge yonteminin klasik uygulamasi tanitildiktan sonra

genellestirilmis uygulamasi acgiklanacaktir. Denge denklemlerinin ¢6ziimiinden elde
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edilen analitik sonuglarin dogrulugunun gosterilmesi amaciyla kullanilan simiilasyon

yontemleri agiklanmastir.

Boliim 3 : Genellestirilmis yontemin eksikliklerini gidererek uygulama bakimindan
iyilestirmek icin algoritma yapisinda kullanilan hesaplama teknikleri oldukc¢a farkli,

otomatiklestirilmis yapida bir sembolik algoritma yapis1 ve uygulamasi tanitilmistir.

Boliim 4 : SISO sistemler i¢in giris sinyalinin ¢ok-tonlu formunun kullanildigr yeni
bir sembolik HBM algoritmas1 gelistirilmistir. Bu amagla analizde kullanilan ¢ok
tonlu sinyal formu tamimlanarak, ¢ikis frekans diizleminden analizde kullanilacak
frekans bilesenlerinin secimi i¢in smirlama isleminde dikkat edilen hususlar
tanitilmistir. Belirlenen frekans bilesenlerini kullanarak istenilen kombinasyonlarin
iretilmesi ve her bir kombinasyona ait permiitasyonlarin elde edilebildigi tekrarh
algoritma yapilan gelistirilmistir. Gelistirilen yontemin temel algoritma yapisi

sunularak, uygulamasi 6rnek bir model iizerinde agiklanmistir.

Bolim 5 : Polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren MIMO sistemlere ait
diferansiyel denklemlerin sunumu i¢in yeni bir tanimlama yapilmistir. Boliim 4’de
gerceklestirilen algoritma temel alinarak MIMO sistemleri kapsayacak sekilde

genigletilmistir.

Boliim 6: Iki-giris iki-¢ikish bir dogrusal olmayan model iizerinde MIMO formlar
icin tamimlanan algoritma uygulanip, genlik ve frekans bilesenlerine bagh frekans

cevabi karakteristikleri incelenmistir.

Boliim 7: Tez c¢alismas1 degerlendirilerek, gerceklestirilen katkilar &zetlenmistir.

Calismanin devami niteliginde olabilecek Oneriler sunulmustur.



BOLUM 2. DOGRUSAL OLMAYAN SiSTEMLERIN
HARMONIK DENGE ANALIiZi VE SIMULASYONU

2.1. Giris

Harmonik denge denklemlerinin klasik hesabi, giris ve ¢ikis i¢in kabul edilen sinyal
formlarinin sistemin denkleminde yerine konularak gerceklestirilen agilimda benzer
frekanslarin denklemin diger tarafina esitlenerek bulunmasi temeline dayanir [20].
Analizde istenilen sayida harmonik kullanilabilmesine ragmen, harmonik sayis1 veya
sistemin derecesi yiikseldikce agilimda elde edilen terim sayisindaki artis nedeniyle
karmagik bir hale gelir. Yontemin klasik uygulamasinda islemleri basitlestirmek icin
analizde diisiiniilen harmonik sayisin1 azaltmak ¢oziim olsa da, dogrusal olmayan
etkilerin tanimlanmasinda etkisi yiiksek harmoniklerin ihmali analizin dogrulugunu
etkiler. Diger bir problem ise analizi gerceklestirilecek farkli bir sistem igin
acilimlarin yeniden gerceklestirilip istenilen denge denklemlerinin yine uygun
bilesenler secilerek olusturulmasi gerekir. Sistemin genel formdaki bir modeli ve
yine genel formdaki sinyaller i¢in tanimlanmasi, yontemin sistematik bir form
kazanmasi bu siirlamalarin azaltilmasi bakimindan onem tasir. Bu amaca yonelik
olarak gelistirilen sembolik formdaki bir yontem ile harmonik denklemlerinin elde
edilmesi icin algoritma gelistirilerek daha pratik hale getirilmistir [32,35,49]. Analizi
gerceklestirilen dogrusal olmayan sistemler genel olarak polinom tip dogrusal
olmayan terimler icerecek yapida olup kullamilan giris ve c¢ikis sinyalleri
poliharmonik formdadir. Bdylece uygulamada kabul edilen sinyalin frekans
bilesenleri istenilen sayida harmonik olarak iligkili bilesenden olusabilir.
Denklemlerin elde edilmesi sirasinda yalnizca ilgilenilen frekanstaki terimler

tiretilerek acilimin karmasiklig1 azaltilmis, uygulamanin pratikliligi artirllmstir.
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Bu boliimde 6ncelikle harmonik denge yonteminin genellestirilmesinde temel alinan
dogrusal olmayan sistemlere ait zaman boyutunda genel bir formun sunumu
yapilacaktir. Yontemin klasik uygulamasi secgilen bir Ornek iizerinde agilimlar
halinde sunulacaktir. Ardindan genellestirilmis yOntemin yapisi tanitilarak,
avantajlar klasik uygulama ile kiyaslama yapilarak gosterilecektir. Analiz amaciyla
elde edilen denge denklemleri dogrusal olmayan forma sahip denklem takimlarini
ifade eder. Bu denklemlerin ¢ozdiiriilmesi i¢in kullanilan temel yontemler hakkinda
bilgi verildikten sonra Ornek c¢oziimlemeler gerceklestirilecektir. Buna ek olarak
denklemler verilen bir frekans araligi i¢in ¢oziimlenerek maksimum genlikler ve
harmonik bilesenlere ait frekans cevaplari elde edilecektir. Daha sonraki kisimda ise
sayisal integrasyon yontemleri ile dinamik sistemlerin sayisal simiilasyonu
aciklandiktan sonra harmonik denge analizinden elde edilen sonuglarin dogrulugunu
gostermek amaciyla kullanilacaktir. Son kisimda ise simiilasyon yontemi kullanilarak
frekans cevabinin elde edilmesine yonelik yaklagimlar incelenerek, harmonik denge

analizine ait sonuglar ile kiyaslamalar yapilacaktir.

2.2.Dogrusal Olmayan Sistemlerin Zaman Boyutunda Sunumu

Dinamik sistemler genelde zaman boyutunda diferansiyel denklemler kullanilarak
ifade edilir. Zaman boyutunda sunulan modeller sistemin sergiledigi davranisin

Oziinii yansitirlar ve dogrusal olmayan ters tepki, soniim veya dogrusal olmayan

oOlciilendirme dinamikleri gibi fiziksel davraniglar hakkinda bilgi verir.

s s@) 4

\4

w Y
=

Sekil 2.1. Saturasyon ve kiibik fonksiyon ile yaklasim

Polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren diferansiyel denklemler uygulamada

dogrusal olmayan sistemlerin tamimlanmasi i¢in yaygin olarak kullanilir [50].
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Ornegin Sekil 2.1 de goriildiigii gibi saturasyon tip karsi koyma giicii polinom tip
terimler ile modellenebilir. Harmonik denge denklemleri, analizde kullanilan frekans
bilesenlerinin  yaninda sistem parametreleriyle de iliskilidir. Yontemin
genellestirilmesi agisindan analizde diisiiniilen sistemin de genel bir yapida ifade
edilmesi gerekir. Uygulamada genis bir alam1 kapsayan bdyle bir sunum polinom tip
dogrusal olmayan terimler iceren diferansiyel denklemler ile tamimlanan sistemler

icin asagidaki gibi genel bir formda ifade edilir.

M m L p . p+q ,
> Y gL ) [Py [ D uty=0 2.1)
m=1 p=0 ., =0 i=1 i=p+l

Burada, D tiirev alma operatoriinii, /, tiirevin derecesini, u(t)/y(t) degiskenleri ise
giris/cikis sinyallerini belirtir. Her bir terim ilgili katsayist ¢, (/,...[,,,) ile

carpilarak D" y(t) igindeki p’inci derece carpan veya D'u(t) igindeki g’uncu
derece carpan ile olusturulur. Carpim halindeki toplamlar, biitiin bu tip terimleri
maksimum M’inci derece dogrusal olmama seviyesine kadar iiretir. Ornegin bir
geminin diizenli deniz dalgalar1 karsisindaki sallanma hareketini tanimlayan ve yapi
olarak Van der Pol sistemi ile benzer bir dogrusal olmayan diferansiyel denklem

asagidaki gibi tanimlanmistir [35],

FO + @) +dy y(0) 3O + @, y(1) + 0y (1)’ = u(t) (2.2)

Diferansiyel denklemin 6rnegin dogrusal ve ¢ikisa ait y(¢) terimi incelendiginde, iis
degeri ‘1’ ve yalnmizca cikisa ait oldugu icin p=1 ve ¢=0, tiirev derecesi ise /=1

olarak alinir.

(@)= u D'y(1)

1+0

=, () [TD" O] [ D"u(r) (2.3)

i=1+1
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Boylece y(7) terimi ¢, (1) degiskeni ile temsil edilirken 4 katsayisi da bu
degiskene atanir. Girige ait u(¢) terimi diisiiniildiigiinde ise yine iis degeri ‘1’ ve bu

kez girisi temsil ettidi i¢in p=0 ve g=1, tiirev derecesi ise /,=0 olarak alinir.

0+1

o=, O[O [ Dl

i=0+1

=c,,(1)D'u(?) (2.4)
=¢,0(0) u(t)

Yap1 olarak biraz daha karmagik olan dogrusal olmayan formdaki d,y(r)*y(r)
teriminin katsayisi belirlenirken, kiibik bir terimi ifade ettigi icin dogrusal olmama
derecesi m=p+qg=3 almir. Cikisa ait terimlerin derecesi p, dogrusal olmayan terim
y(t)y(¢)y(¢) seklinde ifade edildiginde p=3 olarak belirlenir. Girige ait bir ¢arpan
icermedigi icin ¢=0 aliir. Tirevle ilgili katsayilar (/,/,,/;)=(0,0,1) olarak

hesaplanir. Boylece c, (0,0,1) = d, olarak elde edilir.

340

d,y(0) 5(0) = 5, (0.0 [ D" Y[ ] D"u(r) 05

=¢,,(0,0,1) D y()D y(1)D'y (1)

Benzer sekilde denkleme ait diger terimler genel modele ait sembolik katsayilar
cinsinden belirlenir. Burada katsayilar gosterim amacl olarak denklemde yerine

konulursa asagidaki gibi yazilabilir,

€10 (2)3(0) + ¢, o (1)3(0) + ¢; 1 (0,0,1) y()* (1) + ¢, , (0)y (1)

(2.6)
+¢,,(0,0,0)y(t)* = ¢, (0) u(t)

Uygulamada sadece tanimlanan katsayilar sistemi temsil eder. Kullanilan sistemin

genel yapist Sekil 2.2 ile verildigi gibi gosterilebilir.
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u(t) ——> Ny() =7 — L) —— ()

L NA(') D

Sekil 2.2. Harmonik analizi i¢in kullanilan sistem formuna ait blok diyagram

Sekil 2.2’de L(jw) dogrusal transfer fonksiyonunu, N,(.) ve N,(.) asagida verilen

formdaki gibi bir dogrusal olmayan fonksiyonu belirtir.

L() i)+ 20(t) + @ w(t) = x(t)
N,() : wt)=dx@t)’x(t) + ax(t)’ (2.7

N,() : w(t)= @' x(t)

Burada x(#) ve w(t)her bir alt bloga ait giris ve cikis sinyalleridir. Bu yontemde

analizde genel olarak diisiiniilen dogrusal olmayan sistem formu yalnizca girise ve

cikisa ait dogrusal olmayan terimleri kapsar.

L

OED DI (ll,...,ln)lﬂID"’x(t) (2.8)
i=1

n=l 1,1,=0

Bu yaklasim ile c¢ikist tekrarli dogrusal olmayan modeller, basit dogrusal olmayan
terimler iceren geri beslemeli sistem olarak incelenebilir. Boylece sistemlerin frekans

cevab1 ve tammmlama fonksiyonlarinin hesabinda kolaylik saglanmis olur.
2.3. Harmonik Denge Denklemlerinin Klasik Yontemle Hesaplanmasi

Dogrusal sistemlerin frekans cevabi karakteristikleri uygulanan sinyalin frekans ve
genlik bilesenlerinden bagimsizdir. Buna karsin dogrusal olmayan sistemler, hem
giris sinyalinin igerdigi frekans bilesenlerine hem de genligine bagh olarak frekans
boyutunda farkli davranislar sergilerler. Bu bagimlilik, frekans bilesenleri arasindaki
intermodiilasyonlar ve harmonikler arasindaki etkilesimler sonucunda otaya cikar.

Giris genligine bagimlilik sistemi tamimlayan denklemdeki terimlerin homojen
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olmamasindan kaynaklanir. Girig sinyalinin bilesenleri tamimlanmis ise frekans
etkilesimlerini Onceden tanimlamak miimkiindiir ve bu durumda yalmzca giris
genligine bagimlilik devam eder. Belirtilen giris sinyal formu i¢in aym frekanstaki

girig/cikis bilesenleri asagidaki gibi ifade edilebilir,
Y(jw)=N(A, jo)AU(jw) (2.9)

Dikkat edilirse, bilinen dogrusal transfer fonksiyonu H (jw) yerine giris genligine
bagimli tanimlama fonksiyonu N(A, j@) kullanmilmistir. Tanimlama fonksiyonlar
girige ait bir frekans bileseni ile ¢ikisa ait bir frekans bilesenini iligkilendirmek icin
kullanilir. Dogrusal olmayan sistemler genelde cikislarinda giris frekans
bilesenlerinden farkli frekanslarda bilesenler iiretir. Bundan dolayr genelde @,
frekansindaki giris bileseni ile @, frekansindaki ¢ikis bileseni arasindaki iliskiyi

sunan ‘“‘capraz spektral tanimlama fonksiyonu” (cross spectral describing function)

kullanilir.
Y(jw,)=N(A, ju)AU(jw,) (2.10)

Uygulamada giris bilesenlerinin harmonik olarak iliskili sec¢ilmesinden dolay1

Ornegin birinci ve liclincii harmonik arasinda spektral oran1 gostermek icin = N, ,(.)

gibi ifadeler kullanilir. Dikkat edilirse Denklem (2.1) ve Denklem (2.2) ile elde
edilen basit yapi, tanimlama fonksiyonunun hesabinda yalmzca frekans etkilesimi
diisiiniilerek saglanir. Bu islem yalnizca girise ait dogrusal olmayan terimler iceren
sistemler icin oldukga acik olmasina karsin, benzer form ¢ikis i¢in diisiiniildiigiinde
islemler karmasiklasir. Cikis harmonikleri girise geri beslenecegi icin dogrusal
olmayan yapiya uygulanan frekans bilesenlerini tanimlamak zordur ve bundan dolay1
olduk¢a artan sayida frekans bileseninin diisiiniilmesi gerekir. Aymi problemler

N(A, jw) ifadesinin, her biri n-yollu etkilesimden olusan katkiyr tanimlayan H (.)

bilesenlerinin serisi seklinde acilmasiyla goriilebilir [51] .

N, (A jo)=Y A"'H, (jo,) 2.11)

n=1



17

Harmonik denge denklemlerinin klasik hesabinda, ¢ikisi geri beslemeli olan bir
sistemin frekans bilesenleri baslangictakilere, yani sinyallerde kullanilan frekans
bilesenlerine esitlenir. Bu tip sinyaller belli bir formda kabul edilerek ‘denge’
denklemleri seti olusturmak icin kullanilabilir ve ardindan istenilen genlik ve faz
degerlerini elde etmek icin ¢oziilebilir. Temelde frekans boyutu kavrami olmasina
karsin dogrusal olmayan diferansiyel sistemlerin harmonik denge denklemleri zaman
diizleminde elde edilir. Bu durumda kabul edilen dalga formu modelde yerine konur

ve frekans bilesenleri sistem denkleminin diger tarafi ile dengelenir.
u(t)=A, cos(at—9), y(1)=A, cos(ax) (2.12)

Sonraki asama ile uyumluluk saglamak i¢in bilinmeyen faz cikistan ziyade girisle

iligkilendirilir. Burada, A, ve ¢ belirlenmesi gereken bilinmeyenlerdir. Modeldeki

diger terimler kabul edilen sinyallere gore agilabilir,

y(1)=- A wsin(ar) \

y(t)=- Aya)2 cos(ax)

2o A ,
y() y(t) =- 1 cos(wt)+7 cos(3ar)

~—

(2.13)

A A
y(t) =- 2 wsin(wt) + 2 wsin(3awr) )

Bu ifadeler Denklem 2.2 ile belirtilen 6rnek sistemde yerine yerlestirilip acilarak,
yalnizca benzer @ frekansindaki terimler ele alindiginda temel harmonik i¢in denge

denklemleri elde edilir,

n u

cos(wt): - AW’ + @ A +%0‘ A=’ A, cos(9)

3

sin(at): 24A,@ +%ldlw:- @’ A, sin(g) (2.14)
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Elde edilen denklem cifti sayisal yontemlerle c¢oziilerek bilinmeyenler tespit
edilebilir ve bu degerlere bagh olarak tamimlama fonksiyonu asagidaki gibi ifade

edilebilir,

_YGo _A

N, jo, )=—=
A JC)=0 Gy~ a,

(2.15)

Pratikte bu sonucun dogrulugu Onemli derecede cikis sinyallerinin yapisi
tanimlanirken yapilacak kabullerin dogruluguna dayanir (mevcut durumda Denklem
2.12 ile belirtilen tek siniisoidal sinyal kabul edilmistir). Genelde sistemin diisiik
gecis karakteristiklerine dayanarak bazen yiiksek dereceli harmonikler ihmal edilse
de, oOzellikle sistemde alt harmonikler veya sabit (dc) bilesenli terimler
diisiiniildigiinde harmonik sayisim artirmak gerekir. Bununla birlikte, geleneksel
harmonik denge yaklagiminin olusturdugu bir problem analizde kullanilan harmonik
sayist artirildiginda yontemin karmagikliginin artmasidir. Bu durumu gostermek
amaciyla, ornegin onceki sistemde ¢ikis icin kabul edilen forma {iigiincii harmonik

bileseni eklenerek sinyal formlar asagidaki gibi kabul edilmistir,
u(t)y=A,cos(wt—¢,), y(t)=A cos(ar)+A,cos(Bat+a,) (2.16)

Modeldeki dogrusal terimler icin gerekli acilimlar basit islemlerle gerceklestirilir.
Dogrusal olmayan terime ait acilimlar ise kullanilan harmonik sayisina bagli olarak
karmagik bir hale gelir. Ornegin kiibik terim icin elde edilen acilim asagida

goriildiigii gibi ¢ok sayida terimden olusur,

3
y(t)3:% Af cos(a)t)+1%l cos(3ar) +% A; cos(3at + @) )

A} ATA
+T3 cos(9ar + 3¢) + 31—23 cos(3at + @)

AlA
+3i—43 [cos(5at + @) + cos(at + ¢)] (2.17)
34, A2 34, A

+T3 cos(at) + - [cos(Tat +2¢) + cosBar +2¢)] /
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Kabul edilen sinyal formu incelendiginde denge denklemleri olusturulurken @ ve
3w bilesenlerine ait terimlerin secilmesi gerekir. Yalnizca bir terim i¢in calismanin
biiyiik bir kismi gergeklestirilmis olsa da ¢ok basit sistemler i¢in bile hesaplamalarin

karmagiklastig1 acikc¢a goriilmektedir.
2.4. Genellestirilmis Harmonik Denge Metodu

Bir Onceki baglik altinda tanitilan klasik harmonik denge metodu dogrusal olmayan
sistemlerin limit periyot ve tamimlama fonksiyonu analizi i¢in faydali bir aractir. Bu
yontemin uygulamasinda karsilasilan temel problemler, yeni bir sistem modeli igin
analiz yapilacagl zaman denge denklemlerinin yeniden tiiretilmesini gerektirmesi ve
analizde hesaba katilacak harmonik sayis1 artirildiginda ag¢ilimlarin daha karmagik bir
hale gelmesidir. Bunlara ¢6ziim olarak harmonik denge denklemleri, genel dogrusal
olmayan sistem formu ve harmonik sayisi istege gore belirlenebilen bir giris sinyali
icin tiiretilebilir. Uygulamada bir sisteme ait parametreler ve giris sinyali denge
denklemlerini elde etmek icin gelistirilen formiilde yerine konur. Sekil 2.2°de
goriilen genel yapidaki dogrusal olmayan sistemi asagidaki genel harmonik girig

formu i¢in ele alalim,

R,
u(t)=A,| > A, cos(a),t+¢“,r)+A“’0},a)i>a)j, Vi> j (2.18)

r=1

Burada R, ile tanimlanan harmonik sayis1 ve girisin her birine ait genlik ve faz

degerleri (A, ., ¢, ) bilinmektedir. Cikis sinyali y(¢) 'nin de ayni dalga formunda

oldugu kabul edilir ve R, adet harmonige ait genlik ve faz degerleri harmonik denge

denklemleri ¢ozdiiriilerek bulunur. Harmonik denge denklemlerini elde etmek i¢in
temelde cesitli kosiniis terimlerinin zaman boyutu ac¢ilimimin kullanildigr klasik
metodun tersine, genellestirilmis metot tamamen frekans boyutuna dayanmaktadir.
Denklem 2.18 ile belirtilen genel giris formunun Fourier dontisiimii asagidaki gibi

alinabilir,
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R, A )
U(jo)=A4, Y. 27:% e S(w-w,) (2.19)

r=—R,

Dikkat edilirse sinyal iistel formda ifade edilmis olup @, =@, , -9,,, &, =0 ve

A, =A,, tammlamalar1 yapilarak basitlestirilmigtir. Benzer tammlamalar genel

cikis formu icin de gecerlidir. Bu harmonikleri geri besleme dongiisii etrafinda
esitlemek ya da dengelemek icin, cesitli frekans bilesenlerinin Sekil 2.2°de verilen
her bir bloktan gecirilmesi gerekir. Dogrusal bloklar icin bu islem basittir, fakat
dogrusal olmayan elemanlarin frekans davranisi i¢in basit degildir ve her bir durum
icin farkli bir tammlama fonksiyonu gerekir. Dogrusal olmayan terimler yalnizca
giriglerinin fonksiyonu olduklar i¢in tekrarli bir cevap iiretmezler. Dogrusal olmayan

bilesenler i¢in tanimlama fonksiyonu asagidaki ifade ile elde edilebilir [51].

h e P —
2 e N(Axv.]wr)_

- n—1 L = = Ax,lri | j%‘,; . I;
DAY ) Y ] e’ (jo,) (2.20)
n=1 L,l,=—L n.h,=—R, i=l 2
‘an =,

Burada c,,(.) parametreleri sistemin yapisina dayanan ve bilinen Katsayilar1 ve

N(A,, jw,) istenilen tammlama fonksiyonunu belirtir. Sisteme ait dogrusal olmayan

terimler icin tamimlama fonksiyonlar1 hesaplandiktan sonra harmonik denge
denklemleri direkt olarak elde edilir. Sekil 2.2 incelendiginde asagidaki gibi bir ifade
yazilabilir,

Y(jo,)=L(jw,) [Ny(A

u’

JoIU(jw,)—N,(A,, jo,)Y(jo,)] (2.21)
Giris ve cikis i¢in Denklem (2.18) ile belirtilen @, frekansindaki genlik degerleri
yerine konur ve tekrar diizenlenirse, harmonik denge denklemleri asagidaki formda

elde edilir,

AA,, " [1+L(jw )N (A, j&) 1=L(jw) Ny(A,, j&) AA,, e (2.22)
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Elde edilen genel yapidaki denklem farkli frekans degerleri icin olusturularak,
analizde kabul edilen harmonik sayisinca gercel ve sanal kisimlardan olusan denklem
setleri elde edilir. Bu denklemler daha sonra ifade edilecegi gibi, dogrusal olmayan

denklem takimlaria yonelik sayisal ¢oziimleme yontemleri ile bilinmeyen A |

genlik ve ¢ fazlari elde edilir. Sistemin tiimiine ait tanimlama fonksiyonunu ifade

eden Denklem 2.22 asagidaki gibi diizenlenebilir,

Y(j@,) _ L(jG)N,(A,,j®,)
UGj@,) 1+L(jo)N,(A,, j@,)

N(A,, j&,)= (2.23)

Elde edilen denklemin paydasi ¢ikis dalga formu parametrelerinin bir fonksiyonudur.
Bundan dolay1 degerlendirilebilmesi icin Oncelikle harmonik denge denklemlerinin

¢oOziilmesi gerekir.

2.4.1.Ornek uygulama

Denklem 2.2 ile tamimlanan sisteme ait denge denklemlerinin elde edilmesi i¢in
gerceklestirilecek ilk calisma, Sekil 2.2’de tanimlanan her bir bloga ait frekans

cevabinin hesaplanmasidir. Temel frekanstaki dogrusal blok L(jw) ve dogrusal

olmayan N, (j@) blogu i¢in bu islem kolayca yapilabilir,

1
(jo) +2u(jo)+ @}’

L(jw)= N,(jw)= o} (2.24)

Daha yiiksek dereceli harmoniklerin hesabi icin @ harmoniginin 3w ile

degistirilmesi gerekir.

1
(j3w)* +2u(j3w)+ @}’

L(j3w)= N,(j3w)= o’ (2.25)

Dogrusal olmayan blok N,(.) icin frekans cevabi Denklem 2.20 ile belirlenebilir.

Analizi gerceklestirilen sistem iki adet kiibik formdaki dogrusal olmayan terimler
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icerdigi i¢in Denklem 2.20°deki ilk toplam ifadesi N =3 olarak ve ikinci toplam

¢50(0,0,))=d, ve c;,(0,0,0)=a, katsayilar1 olarak kisalir. Istenilen ¢ikis frekansina

ait bilesenlerin elde edilmesi icin gerekli »’li harmonikleri se¢me islemi {igiincii
toplam operatérii ile saglanir. Bir 6nceki drnekte 2.16 ile verilen girig/cikis sinyalleri
icin kullanilacak set, {-3,-1,1,3} dizisi ile belirtildigi gibidir. Bu setten secilen
bilesenler temel harmonik tanimlama fonksiyonunun hesabi i¢in r=1 ve iiciincii

harmonik tanimlama fonksiyonu hesab1 i¢in r=3 olarak segilir.

Tablo 2.1. Ugiincii harmonik i¢in katsayilar

2=l 253
n n n n n nl
(-1 1 1 (-1 1 3}
{1 -1 -1 3 1
{1 -n 3 -1 1

Boylece denklem 2.20 kullanilarak temel ve ii¢iincii harmoniklere ait tanimlama

fonksiyonlart asagidaki gibi elde edilir,

21242+ AAe’) (2.26)

NA1‘1 (Al’ A3’ -]w) =M (A

. 3
N, (A.A3 jw):%jwd2 (6A12 +3A2 +%e_j¢3j 2.27)

3

Her iki harmonik bilegsen icin elde edilen tanimlama fonksiyonlar ilgilenilen

frekanslardaki denge denklemlerini elde etmek i¢in Denklem 2.22’de yerine konur.

PR R S b LY VL YL |
(Jo)y +2uyjo+ o, 4
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. 3
L arjed (6A12+3A§+ie-f¢sj =0 (2.28)
(Jo)" +2j o+ @, 4 A,

Boylece temel ve iiclincii harmonikler i¢in denge denklemleri hesaplanmis olur.
Ayrica bu denklemler gercel ve sanal kisimlarina ayrilarak dort adet dogrusal
olmayan denklem takimu ile ifade edilebilir,

\

wd,

Al(a)j -0+ 3773 (A12 + A/ A; cos(py) + 2A32 )_ A A; sin(g, )) =

o\ cos(4,)

n u

3a,

Dy (42 + A A, cos(@y) + 242 )+ = A A sin(, )j =

Al(z;zan

— @’ A, sin(g,) (2.29)

n u

> >, O ), A ) wd, A .
@ -9 +—| 6A°+—cos +3A; |[+—=—Lsin =0
), 1 { Tt (%) 3J LA (@)

3

wd Al a, A
6UD+ 4 . (6Al2 +X‘cos(¢3)+3A§J—T3X1sm(¢3) =0 )

3 3

Elde edilen denklem takimlarinda A;=0 ve ¢,=0 secilmesiyle temel harmonik i¢in

klasik uygulamaya ait Denklem 2.14’iin elde edildigi goriiliir.
2.4.2.Dogrusal olmayan denklem takimlarimin ¢ozdiiriilmesi

Harmonik denge denklemleri iiretildiginde izlenmesi gereken adim verilen
parametreler i¢in dogrusal olmayan formdaki denklem takimlarinin ¢ozdiiriilmesidir.
Bu amagla kullanilan en temel ve yaygin yontemlerden biri Newton-Raphson

metodudur [52].

£i(x,ex)
F(x)= (2.30)

fn(xl"”’xn)
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Yukarida verilen n adet dogrusal olmayan esitlik, X” =[x*,...,x”] noktast

civarinda Taylor serisine acilir, ikinci ve sonraki tiirevler ihmal edilirse (k+1)’inci

iterasyon asagidaki esitlikle ifade edilebilir,

(k+1) (k+1) (k) (k) % % (k+1) (k)
fl(xl 5t Xy, ) fl('xl R ) axl axn X - X
= + : (2.31)
k+1 k+1 k k k+1 k
£k Ly £ e x0) % o, Xy 0
ox, ox

Bu ifade matris formda basitlestirilmis olarak yazilabilir,

F(X(k+1)):F(X(k))+J(X(k))AX (232)

Burada J ile belirtilen Jacobian matrisinin satirlar1 her bir dogrusal olmayan
denklemin tiim degiskenlere gore kismi tiirevinin alinmasiyla olusturulur. Jacobian
matrisinin hesabr ek bir yiik getirdigi icin bu matrisin sonlu farklar (finite
differences) yaklagimi ile hesabi gerceklestirilebilir. Diger bir yontem daha karmasik
bir algoritma yapisina sahip Nelder-Mead Simplex direkt arama yontemidir [53,54].
Bu yontemin avantaji Jacobian matrise ihtiya¢ duymadan yalmzca ¢oziimlenecek
denklem takimlarin degerlendirerek istenilen sonuca ulagsmasidir. Bununla birlikte
¢oziimleme hizi bakimindan Jacobian matrisi gerektiren Newton ve benzeri
yontemlere gore daha yavastir. Amag verilen dogrusal olmayan formdaki denge
denklemlerinin ¢6ziimiinii saglamak oldugu icin algoritma yapilarindan kaynaklanan
yuvarlama hatalarn hari¢ elde edilen sonuclar ayni olur. Elde edilen denklem
takimlarinin sayisal olarak ¢ozdiiriilebilmesi i¢in gerekli sistem parametreleri 6rnegin

asagidaki gibi secilebilir,

w =1; d,=02; p=0005; a,=4; A =02 (2.33)

Istenilen frekans degerleri icin coziimlemeler gerceklestirildikten sonra Denklem

2.15 ile gosterilen sinyaller tamimlama fonksiyonunu elde etmek igin ¢,'=3¢, ve

@,'= ¢, + 3¢, alinarak asagidaki gibi tekrar diizenlenir,
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u(t)=A, cos(ar), y(t)=A cos(at+¢@')+ A, cosGBar +¢,'") (2.34)

Boylece istenilen bir frekans araligi i¢in, zaman boyutunda elde edilen sonuglara ait
maksimum degerler veya sistemin kazanci, araliktaki her bir frekans degeri
hesaplandiktan sonra elde edilebilir. Ornegin w={0,10; 0,11; ... ; 2,99; 3,00} seti
icin coziimlemeler gerceklestirildiginde kazanca ait frekans cevabir Sekil 2.3’deki

gibi elde edilir.

Maksimum Genlik

[
0.5 1 1.5 2 2.5 3
Frekans (rad/s)

Sekil 2.3. Sistemin maksimum genliklerine ait frekans cevabi

Coziimleme sirasinda bir onceki sonuglar baslangic durumu olarak kullanilir. Bu
islem atlama davranmisinin ortaya konmasi agisindan 6nemlidir. Durumlar bir sonraki

frekans noktasi i¢in interpolasyon ile tahmin edilerek ¢oziimleme siiresi kisaltilabilir.
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Sekil 2.4. Temel harmonige ait maksimum genlik ve faz cevaplari
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Sekil 2.5. Uciincii harmonige ait maksimum genlik ve faz cevaplari
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Cikista kabul edilen frekans bilesenlerine ait frekans cevaplari, gerek genlik degerleri

gerekse Denklem 2.35 ile belirtilen tanimlama fonksiyonlar1 kullanilarak sunulabilir.

A A e
Nl,l(Jw)=Z‘€”", Nl,s(Jw)=Z3e”“’3 3 (2.35)

/3 ]

Tanmimlama fonksiyonlari ile giris ve ¢ikisa ait iki frekans bileseninin genliklerine ait
oran ile belirtilerek giris ve ¢ikisa ait iki bilesen arasindaki kazang ve faz iliskileri
Sekil 2.4 ve 2.5°de verilmigstir. Sekil 2.5 incelendiginde, ii¢iincii harmonige ait faz
cevabinin tepe degerinin olustugu 2,2 rad/s civarinda 360 derecelik bir degisim
olustugu goriiliir. Bu noktadan sonraki veriler 360 derece eksiltilerek tekrar bir
diizenleme yapilirsa faz cevabi asagidaki gibi daha diizenli bir sekilde ifade

edilebilir,

180 ‘) -
0 L _
® 1801 .
L

-360 - -

-540 ! L ; ‘
0.5 1 1.5 2 25 3

Frekans(rad/s)

Sekil 2.6. Uciincii harmonige ait diizenlenmis faz cevabi

2.4.3. Sayisal integrasyonlar ile simiilasyon

Diferansiyel denklemlerin sayisal yaklasimlar ile ¢coziimlenmesi i¢in Runge—Kautta,
Adams—Bashforth-Moulton ve Backward Differentiation algoritmalar1 gibi genel
olarak kabul goren bircok yontem mevcuttur. Bununla birlikte, Runge—Kutta
metodunu temel alan algoritmalar daha yaygin kullamima sahiptir [55]. Diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlenmesinde sisteme ait durumlarin ifade edilmesi gerekir. Ornek

olarak verilen sisteme ait faz degisimi blok diyagrami asagidaki gibi ifade edilebilir,
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Sekil 2.7. Denklem 2.2 ile verilen sisteme ait faz degisimi blok diyagrami

Sisteme ait durum denklemleri Sekil 2.7°den asagidaki gibi ifade edilebilir,

X=X,

==y (1) = dy X, (1) %, (1) — @, x, (1) — @ x, (1) +u(?) (2.36)

Sistemi tamimlayan bu ifade, durumlarin ve sistem parametrelerinin bir
fonksiyonudur. Bu fonksiyon ornegin Runge-Kutta 4 yOnteminin uygulamasinda

asagida verilen hesaplamalarin gerceklestirilmesi i¢in kullanilir.

Yot = Y +é(k1+2k2+2k3+k4) )

kl = hf(x,)’)
k, =hf (x+h/2,y+1/2k) > (2.37)
ky=hf (x+h/2,y+1/2k,)

k,=hf (x+h12,y+1/2k,) )

Burada f(x,y) fonksiyonundan elde edilen deger, x ve k,degiskenleri sistemin

derecesine bagl vektorel yapidaki degiskenlerdir. Boylece diferansiyel denklemin

¢Oziimii istenilen u(?) sinyali i¢cin gerceklestirilebilir.



29

2.4.4. Simiilasyon yontemi ile frekans cevabinin elde edilmesi

Bir sistemin simiilasyonu ile frekans cevabi1 davramisi, verilen frekans araligindaki
her bir frekans degeri icin zaman boyutu 6zellikleri incelenerek ¢ikartilir. Sistemin
girisine uygulanan periyodik test sinyali ile ¢ikista elde edilen periyodik sinyal
arasindaki genliklere ait oran ve faz farki hesaplanarak uygulanilan frekans degeri
icin analiz gergeklestirilmis olur. Bu amagcla sistemin bir periyotluk analizinin
yapilmasi yeterlidir. Fakat bir zaman boyutu simiilasyonu istenen bir kararli durum
davramigina ek olarak Sekil 2.8’de goriildiigii gibi gecici bir baslangic durumu
sergiler. Bundan dolay1 inceleme yapilacak bir periyotluk sinyalin kararli durum

diliminden secilmesi gerekir.

0.4 \

0.3 Kararli durum \L i

0.2 i

0.1H A

0.3 T 1

-0.4

L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200
t (sn)

Sekil 2.8. @ =0.4 rad/s i¢in sistemin simiilasyonu

Harmonik denge denklemleri ile yapilan ¢6ziimleme sonucu elde edilen 0,4 rad/sn
frekansindaki Ornek bir sinyal i¢in simiilasyonundan elde edilen sonug ile

kiyaslamasi Sekil 2.9’da verilmistir.
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0.3

t (sn)

Sekil 2.9. @ =0,4 rad/s i¢in zaman boyutunda harmonik denge ve simiilasyon sonuglari

Sisteme uygulanan periyodik bir giris icin cevap incelenirken birim basamak
sinyalinde elde edildigi gibi sabit bir deger yoktur, bu yiizden kararli durum
tespitinde smirlamalar birbiri ardina periyotlar arasinda noktasal olarak yapilir.
Kararli durumun elde edilmesi i¢in gerekli periyot sayis1 uygulanilan frekans
bilesenine bagli olarak degisebilir. Bundan dolay1 uygulanan frekans bileseni gibi
farkli parametreler icin kararli durumun istenilen hassasiyetle saglandigi periyot
tekrar aranir. Ornegin aralarindaki farkin olgiilmesi asagidaki gibi tanimlanabilir

[56].

maksimumﬂy(t) - y(t- T)|)

% hata = -
mak31mum(| y(t) - ortalama( y(t))|)

(2.38)

burada y(t), nT <t<(n+1)T periyodu i¢in sistemin ¢ikisina ait dalga formunu
gosterir. T periyotu, n simiilasyonu yapilmis toplam periyot sayisin1 belirtmektedir.
Dikkat edilirse hata, ortalama degeri ¢ikartilmis ¢ikis genliginin bir yiizdesi olarak
tanimlanir. Cift dereceli dogrusal olmayan elemanlar genelde sabit degerler iirettigi
icin bu onlem gereklidir. Ornegin negatif bir sabit bilesen, ortalama seviye
cikarilmazsa y(f) cikis degerini dolayisiyla Denklem 2.38’in paydasini sifir
yapabilecek bir degere sahip olabilir. Simiilasyonda kararli durum periyodunu

belirleyebilmek icin her bir periyot sonunda bir onceki ile karsilastirma yapilir ve
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Denklem 2.38 kullanilarak aralarindaki hata iligkisi hesaplanir. Bu islemler kullanict
tarafindan belirtilen simirin altina diisene kadar veya kullanici tarafindan belirtilen
maksimum simiilasyon sayis1 asilana kadar siirer. Son simiilasyonun bu noktadaki
cikis1 ve durum degiskenleri bir sonraki analiz icin kaydedilir. Eger Runge-Kutta 4-5
gibi degisken adimli bir c¢oziimleme yontemi kullaniliyorsa hata miktarinin
hesaplanabilmesi i¢in kiyaslanacak periyotlarin nokta sayisi interpolasyon ile

esitlenmesi gerekir.

Ornegin 0,4 rad/s frekansinda %1 ile gerceklestirilecek bir analiz igin sifir baslangic
durumlan kullanmldiginda 52 periyotluk simiilasyon sonrasinda kararli duruma
ulagilir. Eger baslangic durumu olarak 0,3 rad/s sonucunda elde edilen durumlar
kullanilirsa bu siire 40 periyoda, biraz daha yakin bir frekans degeri secildiginde 0,39
rad/s i¢in, saglanmasi istenen hata miktar1 i¢cin kararli durumlara 26 periyot sonunda

ulaglir.

% Hata

1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Periyot sayisi

Sekil 2.10. %1 hata ile kararli durumlarin elde edilmesi

Sekil 2.10°da verilmis olan grafiklerde dikkat edilirse ilk periyotlarda olusan hatalar
diizensiz bir sekilde degisse de bu diizensizlikler giderek azalir. Bununla birlikte
iterasyon sayisinin daha fazla artirnlmasi ile hata miktarindaki degisim giderek

kiiciilen degerlerlere sahip olur. Bundan dolayi, analizin istenilen hassasiyetin



32

tizerine ¢ikilarak gerceklestirilmesi islem yiikiinii artirir. Her bir frekans noktasina ait
simiilasyon islemi kararli durum dilimlerine ait maksimum genlik degerleri

hesaplanarak analizin gerceklestirildigi frekans aralifi icin frekans cevabi Sekil

2.11°de goriildiigii gibi ¢ikarilmis olur.

1.2
iy
0.9- \L
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Sekil 2.11. Tleri ve geri yonde sayisal simiilasyonlar ile elde edilen frekans cevabi

Dogrusal olmayan sistemlerin frekans cevabinin elde edilmesinde frekansin degisim
yonii onem tasir. Bundan dolay1 zaman boyutundaki sonuglarda olusan degisimler
baz1 bolgelerde farklilik gosterir [57,58]. Sekil 2.11 incelendiginde, belli bir frekans
araliginda ileri ve geri yondeki sonuglarina ait genlik degerlerinde ani farkliliklarin
sergilenmesi frekansm degisim yoniiniin ©nemini acik¢a gosterir. Ileri yonde
gerceklestirilen simiilasyon i¢in #; noktasinda elde edilen kararli duruma baslangic
durumlar1 kullanilarak i, ile belirtilen bir sonraki frekans degerinde simiilasyon
gerceklestirildiginde atlama olayr olarak adlandirilan davramis gozlenmistir. Bu
durum zaman boyutunda incelendiginde grafiklerden Sekil 2.12 (a)’da verilen sinyal
elde edilmistir. Simiilasyona ait cevap bir onceki baslangic durumlarinin etkisiyle
belli bir genlik degerini siirdiirmiis, buna karsin belli bir noktadan sonra gecici

durumlar sergileyerek kararli duruma ulastiginda genlik degeri baslangictakine
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kiyasla oldukca diismiistiir. Cikis ve tiirevine ait grafigin cizdirilmesi sonucu
baslangic ve bitis noktalarimin birlestigi kisim faz acisimm veren faz portresi
incelendiginde bu davranis elde edilen dairelerin giderek kiigiilmesi seklinde ortaya
cikmistir. Frekansin yiiksekten diisiige dogru adimlarla degistirilmesi sonucu bu kez
tersi seklinde ortaya cikan benzer davramslar ise Sekil 2.12-b ve c grafiklerinden
acikca goriilmektedir. gl noktasinda elde edilen kararli duruma ait baslangi¢
durumlar1 g noktast icin kullanildifinda zaman boyutundaki cevabin genlik

degerinde ani artig olugmustur.

(a)

4
40
)

-0.6
1.2
0 200 400 600
t(sn)
] (©)
o | 1 I Lthts g
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Sekil 2.12. Atlama frekanslari icin zaman boyutunda cevaplar ve faz portreleri

Atlama noktalarinda ortaya cikan diger bir durum ise Sekil 2.12°den de agikca
goriildiigii gibi simiilasyon siirelerinin olduk¢a uzamasidir. Atlama noktasinda kararli
durum sinyaline ulagsmak diger noktalara kiyasla oldukga fazla periyotluk simiilasyon
gerektirir. Sekil 2.13-a’da i; ve i, noktalarina ait kararli durum sinyallerinden ve
2.13-b’de ise bir periyotluk kararli dilimlere ait faz portrelerinden genlik ve faz
farklan acikga goriilmektedir. Faz portresinde elde edilen ¢izimlerin kapali formda

olugmasi sinyallerin kararli duruma ait oldugunu agikca gosterir.
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Sekil 2.13. Atlama frekanslar icin kararli duruma ait zaman boyutunda cevaplar ve faz portreleri

Sayisal simiilasyondan elde edilen frekans cevabi verilerinin, analitik verilerle
karsilastirilmast Sekil 2.14’de goriilmektedir. Sayisal simiilasyona ait verilerin
bulunmadig1 kisimda analitik olarak c¢oziimlemeler gerceklestirilmis olsa da bunlar
kararsiz c¢oziimlerdir. Harmoniklere ait cevaplar ise simiilasyondan elde edilen
verilerin analizi gerceklestirilerek dogrulanabilir. Bu amaca yonelik olarak 6rnegin

ayrik Fourier analizi kullanilabilir,

Y(jro) = ﬁ D y(e (2.39)

Burada @ aranan bilesenin frekansini, r ise harmonigini belirtir. Elde edilen sanal
bilesenli dizinin elemanlaria ait mutlak degerler harmonige ait genligi, acilar ise
faz acisim belirtir. Her bir frekans noktasina ait simiilasyon islemi sonunda kararli

durum dilimleri, frekans cevabindaki bilesenlerin analizi i¢in saklanarak Denklem
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2.39’da belirtilen y(#) sinyali i¢in kullanildiginda ilgilenilen bilesenlere ait cevaplar
elde edilebilir.

1.2

0.9

0.6

Maksimum Genlik

0.3

| i o
0.5 1 1.5 2 25 3
Frekans (rad/s)

Sekil 2.14. Analitik (-) ve sayisal simiilasyonlar (* ileri, o geri) icin sonuglar

Sekil 2.15 ve 2.16’da sirastyla birinci ve tigiincii harmoniklere ait genlik ve faz
cevaplar sayisal simiilasyon sonuglariyla birlikte sunulmustur. Her iki harmonige ait

cevapta da toplam cikistaki ile ayni frekans degerlerinde atlama olay1 agikca

goriilmektedir.



Maksimum Genlik

Frekans(rad/s)

Sekil 2.15. Temel harmonige ait analitik ve simiilasyon sonuglari

Maksimum Genlik

Frekans(rad/s)

Sekil 2.16. Uciincii harmonige ait analitik ve sayisal simiilasyon sonuclar
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Uciincii harmonik i¢in rezonans yaninda temel harmonikte gerceklesen atlama olay1
temel harmonige kiyasla daha diisiik genlik seviyesinde elde edilmistir. Bununla
birlikte, 0,4 rad/s civarinda goriilen diisiik seviyeli rezonans noktasinda iiciincii

harmonigin etkisinin daha biiyiik seviyede oldugu acik¢a goriilmektedir.

2.5. Sonuclar

Bu boliimde harmonik denge analizinin klasik uygulamasi1 ve dezavantajlarim
gidermek amaciyla kullanilan genellestirilmis yapidaki sembolik algoritmaya ait
uygulamalar sunuldu. Yontemin klasik uygulamasinda, analizde kabul edilen sinyal
formunu olusturan harmonik sayis1 veya sistemin dogrusal olmama derecesi
artirlldiginda, elde edilen agilimlardan ilgilenilen terimlerin secilmesi basit bir terim
icin gerceklestirildiginde bile karmasik hale gelebildigi Denklem 2.17 ile verilen
ifadede gosterilmistir. Yontemi genellestirerek sistematik yapida uygulamasini
miimkiin kilan sembolik algoritma, bu giicliikleri ortadan kaldirarak karmasik
islemler sonucu olusabilecek hata ve zaman kayiplarina ¢6ziim sunmaktadir. Bu
yontem ile sadece agilimin gerceklestirilecegi denge denklemine ait frekanstaki
bilesenleri veren kombinasyonlar kullanilmistir. Genellestirilmis yontemin sagladigi
kolaylik, ornek iizerinde sembolik algoritma ile elde edilen sonuglar sunularak
gosterilmistir. Bununla birlikte HBM ile elde edilen sonuglarin dogrulugunu
gostermek amaciyla sayisal simiilasyon yontemlerine ait islemler acgiklanarak ayni

ornek iizerinde elde edilen sonuclarla karsilastirilmistir.

Tamtilan algoritma ile harmonik sayis1 istege bagli olarak ayarlanabilmekte ve
sisteme ait tanimlama Denklem 2.1 ile belirtilen model parametreleri cinsinden
yapilabilmektedir. Yontem genel bir yap1 saglamasina karsin kombinasyonlarin ve
bunlara ait permiitasyonlarin belirlenmesindeki giicliikler, genel simif denkleme ait
giris ve cikisin ¢arpim halinde oldugu terimleri icermemesi gibi baz1 eksikliklere
sahiptir. Bunlara iligkin iyilestirmeler bir sonraki boliimde tanitilip yapi olarak biraz

daha farkl bir algoritma ile giderilecektir.



BOLUM 3. HARMONIK DENGE YONTEMININ SEMBOLIK
ALGORITMA iLE UYGULAMASI

3.1. Giris

Harmonik denge analizinin gerceklestirilmesinde karsilasilan giicliikler bir onceki
boliimde tanmitilan algoritma ile azaltilarak yonteme pratik bir yapi kazandirilmistir.
Boylece, genel formda tanimlanan sistem yapisi ve girig/cikis sinyalleri i¢in denge
denklemleri sembolik olarak elde edilebilir. Bununla birlikte, s6z konusu algoritma
ile harmonik denge denklemleri yalnmizca saf (cikisa veya girise ait) terimler iceren
dogrusal olmayan diferansiyel denklem modelleri i¢in direkt olarak yazdirilabilir
[32]. Ayrica analizde herhangi bir cikis bileseni i¢cin denge denklemlerini iretmede
kullanilan kombinasyonlar ve permiitasyonlarin algoritmaya kullanic1 tarafindan
belirlenip uygulanmalidir. Bu eksiklikleri ortadan kaldiran, analiz mantig1 bir 6nceki
ile ayn1 olmasina kargin algoritma yapisindaki hesaplama teknikleri oldukga farkl bir

algoritma gelistirilmistir [37].

Gelistirilen bu algoritma, bilgisayar ortaminda daha kolay gerceklenmesi bakimindan
bir oncekine kiyasla daha kullamishi bir formda olup, giris ve c¢ikis terimlerinin
carpim halinde oldugu durumlarn da igerecek sekilde genisletilmistir. Boylece
yontem Denklem 2.1 ile tamimlanan sistemlerin tiimiinii kapsayacak hale
getirilmigtir. Denge denklemlerinin hesabinda istenilen cikis bilesenini saglayan
kombinasyonlarin iiretilmesi genel formdaki bir kombinasyon iireteci ile saglanir.
Kombinasyonlar1 olusturan karmasik sayir formundaki genliklerin carpimlart igin
farkli permiitasyonlar icermesi bakimindan simetrik olarak adlandirilan
fonksiyonlarin hesab1 icin gerekli permiitasyonlar yine bu amacla kullanilan bir

algoritma yardimi ile gerceklestirilir. Boylece harmonik denge denklemleri bir
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onceki gibi direkt olarak tiiretildigi diferansiyel denklemin katsayilar1 cinsinden ve
genel harmonik dalga formunun karmagik genlikleri cinsinden hesaplanir.

Bu boliimde, mevcut yontemi pratiklestirerek eksiklerini gidermek amaciyla
gelistirilmis otomatiklestirilmis algoritma yapisina sahip yontem sunulacaktir.
Algoritmada kullanilan iistel formdaki giris ve cikis sinyalleri tamtilarak, dogrusal
olmayan fonksiyona uygulanmalari sonucu elde edilen agilimlar genellestirilmis
formda kombinasyonlar ve permiitasyonlar cinsinden ifade edilecektir. A¢ilima ait
kombinasyon ve permiitasyonlarin hesabim1 otomatik olarak gerceklestiren
ozyinelemeli (rekiirsif) formdaki algoritmalar tanitilacaktir. Yontemin uygulamasi
ornek olarak bir geminin dinamik davranisini tanimlayan diferansiyel denklem
modeli tizerinde gerceklestirilecektir. Elde edilen analitik sonuglarin dogrulugu
simiilasyon yonteminden elde edilen sonuglar ile karsilastirilarak gosterilecektir.
Bunlara ek olarak harmonik sayisimin dogruluga etkisi ve giris genliginin frekans

cevabi lizerindeki etkileri sunulacaktir.
3.2. Giris ve Cikis Sinyal Formlari

Gelistirilen yontemde temel alinan sistem yapisi bir onceki gibi Denklem 2.1 ile
verilen polinom formdaki dogrusal olmayan sistemleri tamimlayan ifadeye dayanir.
Harmonik denge metodunda giris ve cikis sinyalleri harmonikler formunda yani,
siniisoidal sinyallerin toplami seklinde ifade edildigi icin algoritma asagida

gosterildigi gibi, bir Oncekiyle benzer sekilde a, genlikli ve ¢, fazli R tane
siniisoidalden olusan ve a, sabit bilesenli genel formda bir x(z) sinyali igin

tanimlanir.

R/\
x(t)=a, +D a, cos(@i+9,) (3.1)
r=1

Sinyal iistel forma doniistiiriildiigiinde asagidaki gibi ifade edilebilir,

Rx
)= > el (3.2)
r=—R,
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Ustel formda iis alma islemleri kolayca gerceklestirilebildigi icin algoritma yapisinda

tercih edilir. Buradaki A, karmasik genlikler ile @, frekans tammlamalari agagidaki

gibidir,

A =2a, @, =0

A = ax'_efj"’" w,=-0, (3.3)
A =a, e’ @,=rw (harmonik olarak iliskili)

Giris ve cikis sinyalleri sisteme uygulandiginda elde edilecek agilimlardan denge
denklemlerinin olusturulmasinda kullanilacak terimlerin kolayca secilebilmesi igin
bunlara ait acilimlarin bilinmesi gerekir. Bu amacla Denklem 2.1 ile verilen sistemin
herhangi bir terimini genel olarak tanimlayan yapida bir dogrusal olmayan fonksiyon

tanimlamasi yapilmustir.
3.3. Dogrusal Olmayan Fonksiyon

Diferansiyel denklemin girisine veya c¢ikisina ait terimlerin genel formunu temsil

eden dogrusal olmayan fonksiyon F, [], [, dereceden tiirevli n adet terimin ¢arpimi

seklindedir,
F ()] = 2" x0) (3.4)

Onceki gibi D, diferansiyel operatorii ve x(f) 3.2 ile verilen harmonik sinyal formunu
belirtir. Giris genligini belirten A c¢arpaniyla birlikte x(#)’yi Denklem 3.4’de yerine
koyup diferansiyel islem gerceklestirildikten sonra agilim tekrar diizenlenerek

carpimlarin toplami cinsinden ifade edilebilir,
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AV - :
(81115 n e
2 i=l r=—R,

A n RA )
Ej z AX”_ (ja),i )lie](w,l o0, )t (35)

R, i=1

Boylece {@ ; ,..,@, } frekans setinin biitiin tekrar eden permiitasyonlari elde edilir
ve her biri giris frekans bilesenlerinin farkli bir ara modiilasyonunu belirtir. Giriste
sabit bir terim oldugu kabul edilirse toplam (2R +1)" adet aramodiilasyon olusur.
Bunlarin cogu ayni ¢ikis frekansina katkida bulunur. Ornegin Denklem 3.5°deki iistel

kisim incelenirse ¢ikis setinin elemanlarinin {@, ..., } setinin elemanlarinin

toplam1 tarafindan verildigi ve bundan dolay1 bilesenlerin permiitasyonlarindan
etkilenmedigi goriiliir. Denklem, permiitasyonlar ve kombinasyonlar igin farkli

toplam operatorleri kullanilarak tekrar diizenlenebilir,

Fn[Ax(r)]{gJ > > ><]iIAX,_[ G ) e (3.6)

{—R ,..,R}selinden {r1 sty }dizisinin
her seferinde  tane alinan  herbir kombinasyondaki
1 1.1, Jdizisinin permiitasyonlari

biitiin kombinasyonlart

Denklem 3.6’daki ilk toplam incelendiginde, cikis frekans degerlerinin daha agik bir
sekilde giris frekanslarmin kombinasyonu ile iliskili oldugu goriiliir. ikinci toplam
ise etkilesim igindeki giris frekans bilesenlerinin verilen kombinasyon ig¢in biitiin
olast (¢ikis frekansi ayni) permiitasyonlarini toplar. Genelde birbirlerinden farkli
degerlerdedir ve her bir eleman aldig1 [, ’inci tiirev derecesinden dolay:1 frekans
bilesenlerinin derecesine baglidir. Bununla birlikte permiitasyonlarin toplami

elemanlarin derecelerinden bagimsiz oldugu icin fonksiyonu simetrik yapar. Buna

gore Denklem 3.6 tekrar asagidaki gibi diizenlenebilir,
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Fn[Ax<z>]=(§J X £ Ger,) €T (3.7)

her seferinde n tane alinan
75,1, fdizisinin
{=R...,R }arahiginda
biitiin kombinasyonlart

Burada, f™"(.) simetrik fonksiyonu tanimlar,

fx"y’”(rl,..,rn):l* > Ii[Axﬁ(ja),’_)"' (3.8)

r {n,.r,}dizisinin =1
biitiin farkl
permiitasyonlart

. . . . X . *
{r,...r,} setinin igerebilecegi farkl1 permiitasyonlarin sayis1 n, olarak tanimlanir,

n!
n=—— n=n+n,+..+n, (3.9)
nln,l..n,!

Burada d indisi her bir kombinasyondaki frekans bilesenleri icinde farkli degerlere
sahip frekans bileseni sayisini, ve n, her bir farkl frekansin tekrar sayisini belirtir.
n, degiskeni ayni degeri veren permiitasyonlarin gereksiz hesaplanmasini ortadan
kaldirir.  f™™(.) fonksiyonu elde edilen biitiin fonksiyonlarin ortalamasi olarak

tanimlanir. Tiirevsel ifadelerin tanimlandign {/,..,[,} setinin de tekrarli degerler

icermesi miimkiindiir ve bu yiizden f*"(.) fonksiyonunun degerlendirilmesinde

X

[’nin permiitasyonlariin ortalamasimin alinmasi hesaplama olarak daha etkilidir.

Ciinkii bunlar Denklem 3.8°’de tek basma tiirev derecesidir. Boylece f™"(.),

Denklem 3.8’deki gibi ifade edilebilir,

. 1 - N
[y == 2 J]A. (o) (3.10)
1 (ed,) =l
biitiin ayrik
permiitasyonlar1

Burada n,, Denklem 3.9 da verilen n, katsayisina benzer bicimde tanimlanir. Bu iki

formdan ilki tercih edilir, ciinkii tiirev ifadeleri sistemin yapisina dayanir ve
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degismezler, buna karsin @, diisiiniilen 6zel uyartima baghdir. Simetrik fonksiyon,

x(t) sinyalinin veya tiirevlerinin basit {issii oldugu oldukca karsilasilan o6zel bir

durumda Denklem 3.10 asagidaki gibi basitlesir,
L) =T 1A, o))" (3.11)
i=1

Boylece, dogrusal olmayan F,[.] fonksiyonu, Denklem 3.7, 3.9 veya 3.10 ile birlikte

siniisoidallerden olusan giris icin genel bir harmonik ac¢ilim1 sunar. Bununla birlikte,

harmonik denge denklemlerinin olusturulmasinda yalmizca ilgilenilen @, frekans

bilesenine katkida bulunan terimleri hesaplamak gerekir.  Denklem 3.7°nin

incelenmesiyle, toplamlar1 istenen @, frekansim veren giris frekanslarinin

kombinasyonlan segilerek ilgilenilen terimler hizh bir sekilde elde edilir. Bu amagla

e’ lsteline ait katsayimin belirlenmesi islemi asagidaki gibi X ,[.] operatorii ile
tanimlanabilir,
A ! * psym
X,[Fn[Ax(r)]]:(Ej Y X () (3.12)
her seferinde n tane alinan

1 ,...1;, [dizisinin
—R,..,R jaraliginda
@, =0, sartiyla
biitiin kombinasyonlart

Bu sonug, Denklem (2.1) ile belirtilen genel sinif i¢inde yalmizca girise veya cikisa
ait dogrusal olmayan terimleri igeren sistemlerin harmonik denge denklemlerinin
hesaplanmasinda dogrudan uygulanabilir. Ornegin yalnizca girise ait terimler

Denklem 2.1’in bir alt sinif1 p=0’a karsilik gelir,

— ¢y, (0)y(1) = Z Zco,q(ll,..,lq)f[D’[u(t) (3.13)

m=q=1 ,It] =L

Denklemin sag tarafi F,[.] ile tammlanan terimlerin toplamidir, buna karsin sol

taraftaki y(z), Denklem 3.2 formunda harmoniklerden olusan bir sinyal olarak kabul
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edilir. Verilen bir @, c¢ikis frekans: icin harmonik denge asagidaki formda

yazilabilir.

= Z ( j ZCOq(l’ ’ ) Z Xn:f;lsym(rl?"yrn) (3.14)

m=q=1 Jdg=-L her seferinde n tane alman
7y ..n 1, jdizisinin
{—R R arahginda

‘ o, =0, sartiyla
biitiin kombinasyonlan

2

Elde edilen ifade, n’inci dereceden (saf girisli bir dogrusal olmayan sistemin)

tanimlama fonksiyonu bilesenini, H, (j®,), hesaplamak i¢in kullamilan seri

ifadelerine benzerdir. Buna karsin ayni sonug¢ seri acilimi1 sonsuz uzunluga sahip,
cikist dogrusal olmayan sistemler i¢in gegerli degildir. Bu alt sinif sistem denklem

(2.1)’de g=0 olarak tanimlanir,

L D

Y, ot )P ()= ¢, (Oue) (3.15)

=p=l Il i=1

Gergeklestirilen carpim islemi F,[.] ile tammlanmis olan forma sahiptir, ve u(?)

bilinen bir harmonik giristir. Buna gore harmonik denge denklemleri asagidaki gibi

ifade edilebilir,

Z 2P Zcpo(ll’ © z ansvm(rl’ ,7")— COI(O)_ (316)
bt

m=p=1 her seferinde n tane alian
1 ,...1,, jdizisinin
—R,“,R araliginda
0, =0, sartyla
biitiin kombinasyonlar

Giris ve cikisin carpim halinde oldugu terimleri iceren sistemler i¢in denklemler
benzer sekilde kolayca elde edilebilir, fakat yontemin bunlan kapsayacak sekilde
genisletilmesi gerekmektedir.
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3.3.1. Giris ve c¢ikisin carpim halinde oldugu dogrusal olmayan terimler

Onceki baslik altinda incelenen saf girislere veya saf ¢ikislara ait terimler giris ve
cikig terimlerinin ¢arpim halinde bulundugu terimlerin alt formlan olarak
diigiiniilebilir. Bu durum Sekil 3.1°de verilen blok yapiya benzer sekilde ifade
edilebilir,

— N, [.]

ut) —L» N [] —> L() » Y(1)

Nyl]

Sekil 3.1. Giris ve ¢ikis terimlerinin ¢arpim halini iceren blok gosterim

Burada N,,[.] asagidaki formdadir,

m m—p L
w(t):go 21 | lzzocpq( L) HD y(t)HlD u(t)=0 (3.17)

Boylece Denklem 2.1 ile tanimlanan genel sistem yapist tiimiiyle algoritma yapisinda

kapsanmis olur. Yukaridaki ifade ile aym zamanda p=0 alinarak N,[.] ve ¢=0
alinarak da N,[.] fonksiyonlari elde edilebilir. Onceki galismaya gore bu carpimlar

asagidaki gibi yazilabilir,

F,[y0F,[Au()] \
P ; rtq p
=[]P"yo) []P"u®
i=1 i=p+1
At e )
=— Z Z Xl’lr‘vl’lruf;)m(rl,“’rp) (318)
2 n tang alinan n tane aliman ’
{rl,“, dizisinin 5T piq Jdizisinin
{-R... R}arahgmda {!’ R....R}araliginda
biitiin kombinasyonlar1 biitiin kombinasyonlari
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sym (@, +.+o, )t
X u (rp+1""rp+q)

Cikis frekansi yine etkilesim i¢indeki frekans bilesenlerinin toplamina esittir, yalniz
bu durumda frekanslar iki gruba ayrilir: biri y(z) deki p’inci dereceden carpan ile
digeri ise u(f) deki g’uncu dereceden carpan ile iligkilidir. Birinci gruptakilerin
toplam1 @, ve ikinci gruptakilerin toplam1 @, ise @, + @, = @, degerini veren biitiin
kombinasyonlardan elde edilir. Buna gore genel sistem yapisinin tiimiinii kapsayan

harmonik denge denklemleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

ZZ om ] Zcpq(ll’ © p+q

m=1 p=0 L prg=
* - -
X Z Zx e [ B 7)) £ (s Tpag) =0 (3.19)
n tange alinan n tan alinan
{r1 seesly Idizisinin dizisinin
—R,..,Rjaraliginda —R R?arahgmda
> @, =, sartyla > @, =, sartiyla

biitiin kombinasyonlar1 biitiin kombinasyonlart

Bu ifadede giris ve ¢ikis sinyalleri i¢in kabul edilen harmonik sayilari, R ve R, farkli
olarak belirtilme avantajina sahip olmasma karsin olduk¢ca uzun ve istenen
kombinasyonlarin olusturulmasinda ¢ift toplam islemi karmagikliga sebep olur. Buna

alternatif olarak, R =R, almip F,[y(r)] F,[Au(t)] ¢arpimi dncekine benzer sekilde

acilabilir,

Aq * (@, +.+w, )t
F,,[y(r)]Fq[Au(t)]=2—m SR £ Ghr,) €O (3.20)

n tane alinan
1 ..s1, fdizisinin
{—R R araliginda
biitiin kombinasyonlar1

Burada f,)"(.) simetrik fonksiyonu belirtir,

sym l .
S (Foes 1) =— E I IA (Jr(o) I IA“ (Jra))' (3.21)
r {rn,.r,} i=p+l
biitiin farkli

permiitasyonlart
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Denklem (3.8) ile kiyaslandiginda giris ve c¢ikisa ait terimler farkli carpim

operatorleri kullanilarak iki gruba ayrilmistir. Bu yilizden [, ’nin permiitasyonlari ile
fuy(-) terimini Denklem 3.10 daki gibi hesaplamak, p=0 veya ¢g=0 durumlar

haricinde miimkiin degildir. Alternatif acilimin avantaji, sahip oldugu basit form ve
yalnizca tek bir kombinasyon setinin diisiiniilmesidir. Herhangi bir @, c¢ikis

frekansindaki harmonik denge asagidaki formda yazilabilir,

M m Aq L .
22 o X Cratay® D ML Gier,) =0 (3:22)
0

2m
m=1 p=0 L.l her defasinda n tane alinan
1 .51, fdizisinin
—R,..,Rjaraliginda
0, =0, sartiyla
biitiin kombinasyonlart

prq ™

Boylece 3.21 ve 3.22 denklemleri, 2.1 ile belirtilen herhangi sinif bir sistem ve 3.2
formunda kabul edilen herhangi bir tek-tonlu (harmonik olarak iliskili siniisoidal)
yapida sinyaller icin harmonik denge denklemlerinin dogrudan elde edilmesini
saglar. Aalgoritmaya otomatik bir form kazandirmak i¢in denge denklemlerinin
olusturuldugu @, harmonigini veren kombinasyonlar ve bunlara ait simetrik
fonksiyonlarin olusturulmasinda kullanilan permiitasyonlarin da sistematik bir

formda {iretilmesi gerekir.
3.4. Kombinasyonlarin Uretilmesi

Denklem 3.22’de ikinci toplam operatorii tarafindan tanimlanan uygun frekans
bilesenlerinin secilmesi islemini gergeklestiren bir algoritmaya ihtiya¢ duyulur. Bu
amacla elemanlart {-R,...,R} harmonik setinden toplamlar1 istenilen cikis

harmoniginin r degerini verecek sekilde secilerek {r,..,r,} dizisinin

kombinasyonlarini iireten fonksiyon Sm,r(rl,.., r,) olsun. Bu fonksiyon asagidaki gibi

tanmimlanmustir,
Sm,r(rl""r;n) = z {rl""’rm} (323)
{n ,urm}dizisinin
{—R,“,R araliginda

‘z r=r sartryla biitiin
kombinasyonlart
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Fonksiyonun degerlendirilmesi sonucu, tamsayr formundaki kombinasyonlar,
{r,..,r,} dizisinden segilen istenilen harmonigi saglayan farkli degerleri i¢in elde
edilir. Bu amacla dizi elemanlarina ait uygun degisim araliklarinin belirlenmesi ve
bunlara bagh olarak farkli dizilerin elde edilerek bunlarin toplamindan bir dizi seti
olusturulmasi islemi gerceklestirilmektedir. Hesaplama isleminin birinci dereceden
bir terim ic¢in gergeklestirilmesi durumunda bir adet kombinasyon elde edilir ve
frekans seti r degerine esittir. Bu islem dogrusal olmama derecesi yiiksek terimlerde
daha karmasiktir. Ornegin verilen {— 3,-2,—-1,0,1, 2,3} harmonik setinden {iciincii

dereceden bir terim igin birinci harmonige ait kombinasyonlar {rl, Ty, r3} dizisi

olsun. Dizinin her bir elemaninin alabilecegi maksimum ve minimum degerler birinci

elemandan baslanarak sirayla belirlenebilir. Dizinin elemanlar1 toplama,

K+n+rn=r (3.24)

sartin1 saglamas1 gerektigi i¢in ilk elemanin minimum degeri, diger elemanlarin

maksimum yapilmasiyla belirlenebilir.

B =, 15 ) (3.25)

Belirtilen siir degerleri, verilen harmonik setindeki maksimum ve minimum

degerler ile belirlenir. Bundan dolay: dizinin herhangi bir elemam1 —R<7r, <R

kosulunu saglamalidir. Maksimum deger olarak R seg¢ilebilecegi icin ilk elemanin

alabilecegi minimum deger,

rn =r-2R

=1-2x3
-5 (3.26)

olarak elde edilir. Bu degerin —R degerine esit veya biiylik olmas1 gerektigi i¢in

r, =-3 alinmasi gerekir. Boylece genel olarak bir elemanin minimum degeri,

min
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1 =maks (3.27)
min r—(m-1)R

formunda ifade edilebilir. Elemanin alabilecegi maksimum deger

imaks

diger

elemanlara minimum degerleri verilerek 3.24 ile belirtilen formdan belirlenebilir.
R =1 (rzmin +n ) (3.28)

Burada minimum deger olarak -R verilirse, elde edilen kombinasyonlar ayni
elemanlara sahip dizilerin (permiitasyonlarin) olugmasina sebep olabilir.

Permiitasyonlarin engellenmesi bir sonraki elemanin degeri bir dncekine esit veya
daha biiyiik segilirse (7, >r_) miimkiindiir. Eger sonraki elemanlarin degerleri

dizinin maksimum degeri olarak secilirse bu sart yerine getirilmis olur.

1111111

=1/3 (3.29)

Maksimum deger tam sayr olmasi gerektigi icin tabana yuvarlanmasi gerekir.

Bundan dolayr 5 =0 olarak alinir. Ifade genel bir formda asagidaki gibi yazilabilir.

Lo =taban (r/m) (3.30)

Dizinin ilk elemanina ait aralik belirlenen minimum ve maksimum degerlerden
{— 3,- 2,—1,0} seklinde hesaplanir. Bundan sonraki adimda dizinin ikinci elemanina

ait degerler birinci dizinin her bir eleman1 igin belirlenir. Kombinasyonlar iireten

fonksiyon Denklem 3.23 kullanilarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

taban(r/m) Tinaks
Sm,r(rl""rm)= Z {rl’ Z{FZ""’r}n}} (331)

i :maks{_R

Py =i

r—(m—1)R
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Dikkat edilirse ilk eleman icin minimum ve maksimum degerler belirlenmis ve ilk

elemanin alacag her bir deger icin benzer islemler bir sonraki i¢in gerceklestirilir.

hi maks

S, (n, @)} (3.32)

1= imin

53,1(”1”’2»”3)={

Goriildiigii gibi son elemana kadar ayni1 islem tekrarlanir. Genellestirilmis formda,

Sz,l(rz,r3)={ > .S, (r3)} (3.33)

Kombinasyonda geriye kalan elemanlar tekrarli ifadeden faydalalarak daha fazla
islem yapilmaksizin belirlenebilir. Benzer islemler gerceklestirildiginde olusan

kombinasyonlar Sekil 3.2°de goriildiigii gibidir.

Sekil 3.2. r=1 i¢in kombinasyonlar

Boylece kombinasyonlarin iiretiminde kullanilan denklem asagidaki gibi ifade

edilebilir.

taban(r/n)

S (rl""r )= Z {rl’Sm—l,r—l(rZ""r )} (334)

m
-R

i :maks{ r—(m-1)R
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3.5. Permiitasyonlarm Uretilmesi

Farkh tiirev derecelerinin ¢arpimlarindan veya giris ve ¢ikis carpimlarindan olusan
terimlerin hesabinda algoritma isletilirken permiitasyonlarin belirlenmesine ihtiyag

duyulur. Bu amagla {7,..,r,} dizisinin permiitasyonlarin1 veren P(.) fonksiyonu

ozyinelemeli yapida asagidaki gibi tanimlanabilir,

rl’ -1 z{ m—1 v2’ i t’ vm)} (3'35)

Baslangigta v = r ve i >1 i¢in v, =r, olarak aliir. Verilen set igerisinde aym

elemanlarin bulunmasi durumunda permiitasyon sayisinin hatali hesaplanmasini

onlemek i¢in v, ile belirtilen elemanin degeri degistirilmez.

s Vi FV
v, = (3.36)

C)megin bir onceki Ornekte verilen kombinasyonlardan {-3,1,3} ve {-1,1,1} icin

permiitasyonlar asagidaki gibidir.

98]

‘

(@) (b)

1
(O8]

Sekil 3.3. a) {-3,1,3} ve b) {-1,1,1} dizilerine ait farkli permiitasyonlar

3.6. Ornek Uygulama

Yontemin uygulamasin1 sunmak amaciyla, ornek olarak bir geminin dogrusal
olmayan sallanma dinamiginin yiiksek genlige sahip dalgali denizlerdeki davranisina
ait diferansiyel denklem modeli ele alinacaktir. Gemi modeline ait denklem yapisi

asagida goriildiigi gibi ii¢ adet dogrusal olmayan terim igerir.
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V() +2uy(1) + d,y(1)° +du(t) () + @, y(t) + o, y(1)* = u(r) (3.37)

Denklem terimlerin derecesi bakimindan incelendiginde Tablo 3.1°de goriildiigii gibi
dogrusal ve kiibik terimlere sahiptir. Dogrusal terimler kendi arasinda girise ve ¢ikisa
ait olan terimler, kiibik terimler ise yine kendi arasinda cikisa ait olanlar ve giris-
cikis carpimina ait olan terimler olmak iizere alt gruplara ayrilabilir. Yapilan
gruplamalardan yola cikarak diger terimlerle birlikte denkleme ait model katsayilar

asagidaki gibi bulunabilir.

Tablo 3.1. Modele ait katsayilar

Terim (p.q) Tiirev derecesi Katsayi ¢, (.)
y(t) (0) [=(0) c10(0) = @
() (1) [=() e =24
Dogrusal
() ) 1=(2) @ =1
u(r) (1) 1=(0) o (0)=-1
y(t)’ (0,0,0) [ =(0,0,0) €;0(0,0,0)=a,
Kiibik y(1)? (1,1,1) I=(111) (L) =d,
u@®’y@) | 0,0, 1 =(1,0,0) ¢,(1,0,0)=d,

Harmonik denge denklemlerinin olusturulabilmesi i¢in u(t) ve y(t) sinyallerinin
Denklem (3.2) ile belirtilen formda kabul edilmesi gerekmektedir. Eger giris sinyali
sabit bilesen (bias) icermeyecekse kabul edilen c¢ikis sinyalinde tek dereceli
harmonikler, sabit bilesen icerecek ise, ¢ikis denkleminde cift dereceli harmonikler

dabhil edilir.

ut)=a, +a, cos(at)

yt)=a, +a, cos(wr+¢, )+a, cosat+¢, )+a, cos(3at+¢, ) (3.38)
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Algoritma yapis1 iistel sunum gerektirdigi icin aym ifade asagidaki gibi agikca

yazilabilir.
Au 1 U, Au T
u(t)=—">e’”" + L+ L
2 2 2
A . —j3aox Av —-j2ax v —jax A\' Av jor Av j2ar A V. j3ar
y(t)=—Ze P 2T p T Ty 0y N eIy D2 o2 D )3 (3,30)
2 2 2 2 2 2 2

u(t) ve y(t) kolaylik saglamasi icin iistel formda ifade edilip 1. denklemde yerine
konursa m’inci dereceden dogrusal olmayan terimler, intermodiilasyon igindeki

harmoniklerin permiitasyonlarindan dolayr @

.= +..+r )w frekanslarinda
tsteller igerir. Bu farkli cikis frekanslar1 iiretse de intermodiilasyon i¢indeki
harmonikler, kombinasyondaki permiitasyonlar hesaba katilmaksizin aym frekansa
katkida bulunurlar. Bu yiizden r’inci harmonik denge denklemi yalnizca toplamlari
rw cikis frekanst olan kombinasyonlar segilerek olusturulur. Sunulan yontemin
uygulamasi 6rnek olarak sabit bilesene ait harmonik denge denkleminin manuel elde
edilisi iizerinde ayrintili olarak gosterilecektir. Bu uygulamada simetrik fonksiyonlar

olusturulurken, ele alinan sistem modelini tanimlayan dogrusal ve kiibik yapida

terimler seklinde iki gruba ayrilarak incelenecektir.
3.6.1.Dogrusal (birinci dereceden) terimler

Dogrusal terimler icin simetrik fonksiyonlar hesaplanirken dereceleri n =1 oldugu
goz Oniine alindifinda elde edilen kombinasyonda yalmizca bir eleman {7 }

bulunacaktir. Denklem kullanilarak simetrik fonksiyon yazilabilir.

2m(n)=A, (hjo) (3.40)

n

Tiirevsel ifade icermeyen terimler i¢in tek degiskene iner.

1m(n)=4, (3.41)
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Harmonik denge denklemleri sabit bilesen icin hesaplanirken frekans ‘0’ alinir. Buna

gore @, =rw=0 olacak sekilde alinarak sabit bilesenler Denklem 3.41 ve 3.42

kullanilarak asagidaki gibi hesaplanir.

y@: 1=()=(0)
[70)=4,
yoy: 1=0)=0)
£(0)=A, (0jw) =0
¥ 1=0)=2)
£ =4, (0jw) =0
u@ty: 1=(,)=(0)
£0)=A4,

(3.42)

Dogrusal terimlere ait simetrik fonksiyonlar giris e c¢ikis terimleri icin olmak iizere

Tablo 3.2’deki gibi elde edilir.

Tablo 3.2. Dogrusal terimler i¢in simetrik fonksiyonlar

Kombinasyonlar | Carpan £ () £.2m(n)
) n, oo 3o 50 u(t)
I A 0 0
0 F Yo Auo

3.6.2.Kiibik (Uciincii dereceden) Terimler

Kiibik gruptaki terimler i¢in bilegenler hesaplanirken, dereceleri n=3, oldugu g6z

Oniine alinirsa kombinasyonlarin 3 elemanli { 7, r,, 7, } dizilerinden olusacag: agiktir.

Bu durumda hesaplanacak harmonik denge bilesenleri saf ¢ikislar ve ¢apraz ¢arpim

cikiglar icin olmak iizere incelenebilir. Uciincii derecen terimler igin elde edilen

simetrik fonksiyonlara uygulanmak iizere, istenilen ¢ikis bilesenini saglayan tiglii
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kombinasyonlar analizde kabul edilen frekans seti kullanilarak Denklem 3.33 ile

verilen ifadeye gore elde edilebilir.

Tablo 3.3. o, = 0 icin ii¢lii kombinasyonlar

{nnont |n {nnonl n

3 0 3} %: 21 1} %:3
31 2} %: 1-1 2} %:3
-2 -1 3} %: 10 1} %:
20 2] 1/?.'//1/: 100 0] % -

Uretilen ii¢lii kombinasyonlar kiibik terimlere ait simetrik fonksiyonlarin elde

edilmesinde kullamilabilir. Yalnizca ¢ikisa ait y(r)* ve y(¢)’ terimleri icin simetrik

fonksiyon Denklem 3.11’e gore asagidaki formda yazilabilir,

fyS.Vm (’,1, I, 7'3) :HA},G (rjiw)li

(3.43)

Tiirevsel ifade iceren y(¢)* igin istenilen harmonigi saglayan her bir kombinasyon

icin degerlendirilerek Tablo 3.4’de goriildiigii gibi tiim simetrik fonksiyonlar elde

edilir.



Tablo 3.4. )'z(t)3 terimi i¢in simetrik fonksiyonlar

fvsym(rl,rzar:;)

3
[1A, Go)'=4A Go)'A, (o)A (je,)"
i=1

£77(=3,0,3)

A, (3jo)'A, (0jw)'A, (Bjw) =0

£27(-3,1,2)

. 1 . 1 . 1 .3
A (SBjoyA (joyA 2jo)y=A, A A (6jo)

£om(-2,-1,3)

N N | PN | . 3
A, (2jo)' A, (-1jo)' A, Bjw)'=A, A, A (-6jo)

f;7"(=2,0,2)

A, (2jo)' A, 0jo)'A (2jw) =0

£M2,00)

. 1 . 1 . 1 _ 2 .3
A (2jo)'A (1jo)'A (jo) =A A Qjo)

Y2 N

£ 112)

. . . a2 .3
Ayﬁ1 (—1]6())1Ay71 (—lja))lAy2 (2]6())1 = AyilAy2 (2jw)

£ (1,0,

A, (-lj'A, (0jo) A (ljw)' =0

1,7"(0,0,0)

A, 0jw) A, (0jw)A, (0jo) =0
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Tiirevsel ifade icermeyen y(r)’ terimi icin sanal carpan ifadeden cikartilirsa islem

daha da basitlesir,

£ aran) =T TA,

(3.44)

Islemler bir oncekine benzer sekilde tiim kombinasyonlar icin gerceklestirildiginde

Tablo 3.5°de verildigi gibi elde edilir. Bir oncekinde sifir olarak elde edilen simetrik

fonksiyonlar tiirevsel ifade bulunmadigi i¢in sifirdan farkli elde edilmistir.



Tablo 3.5. y(t)3 terimi i¢in kombinasyonlar

3
57, ) A, = A.vr1 Ay,-z Vs
i=1
(3,03 | A A A,
3L | ALA A,

£ME2-13) | 4, A A

Y2  Ya N

£E2.02) | A A, A

Y27 Yo Y2

fvsym (_2’ 1, 1) A.sz 14))1 14))1 = 14))72 Ai

‘f;ym (_L_l’ 2) A A A = A)z',] A

Y Ya )2 Y2

£UELOD | A A A

Y1 Yo N

fvsym((),oso) A A A =A 3

) Yo Yoo Yo Yo

Giris ve cikisin ¢arpim halinde oldugu terim u(f)* y(t)
Denklem 3.21’e gore asagidaki gibi ifade edilebilir,

142

sym 1 l . . . .
fMV} (rl’rz’ré): * Z HA)’H'('](O'? )IIHA"n'(‘]a)ri )]l) \
i=2

r {1,y ,r3 }dizisinin i=1
tiim farkli pemiitasyonlar:

1
— AN cNb .\l
== 2A Gjo)A, (jo)" A, (rjo)
nr {1,753 }dizisinin
tiim farkli pemiitasyonlart
- A, (j0)' A, (1j0) A, (1,j0)
* Yn l‘] Up 2] Uy 3]
N, (4.r,.r ) dizisinin
tiim farkli pemiitasyonlart
=1 A (njw)'A, A
Tk Z Y (rl-] w) Uy * Uy
nr {n,ry,r3 }dizisinin -
tiim farkli pemiitasyonlart

>
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icin simetrik fonksiyon

(3.45)

Dikkat edilirse burada her bir kombinasyonun permiitasyonlarina da ihtiya¢ duyulur.

Bundan dolay1 her bir kombinasyon icin simetrik fonksiyona ait permiitasyonlarin
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elde edilmesi gerekir. Ornegin {-3,0,3} icin simetrik fonksiyona 6nce Tablo 3.6’daki

gibi her bir permiitasyon icin hesaplamalar gerceklestirilir.

Tablo 3.6. £, (=3,0,3) fonksiyonuna ait permiitasyonlar

{n nonl | A Gjo)'A, A,

{_ 3 0 3 } A.V—s (—3].0))114”0 Auz. = A.V—s A”a Auz. (_3](0)

-3 3 0} A, (S3jw)'A A, =A A A (-3jo)

{0 3-3} | A (0jw)'A,4, =0

{0-3 3} | A 0jw)'a, A, =0

{3 0-3} | A GjoAA, =AA A Gjo)

{3-3 0} A Gjw)A, A, =A A A (Gjo)

Her bir permiitasyon icin elde edilen permiitasyonlar 3.46’da yerine konuldugunda

simetrik fonksiyon elde edilmis olur.

f7(=3,0,3) = 24, A, A, (SBjw)+ A A, A (o) (3.46)

Benzer sekilde diger kombinasyonlar icin permiitasyonlar iiretilirse simetrik

fonsiyonlar Tablo 3.7’deki gibi elde edilir.
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Tablo 3.7. Giris ve ¢ikisin ¢arpim halinde oldugu terime ait simetrik fonksiyonlar.

L nanan) () y(@)
£7(=3.0,3) %(ZA“ A A, (3jO)+A A, A, (i)
£ (=3,1,2) é(ZAHA“A (3j@)+2A, A, A, (jo)+24, A, A, (2jo)

f;ym (_2) _ 1’ 3)

é(szz A, A, (2j@)+2A, A, A, (—j®)+2A A, A, (jo)

£77(=2,0.2)

é(zAHAHO A (2j@)+24 A, A, (2jw)

fysym (_2, 1’ 1)

AX(22j@)+24A, A, A, (jo)

Yoo C Ty U_p Uy

1
3(A

£ (1-12)

%(2Ay1 A A (jo)+ A, Auz,l 2 ja)))

£27(=1,0.1)

1A, 4.4, i +24,4, A, (o)

£"(0,0,0)

Hesaplanan simetrik fonksiyonlar Denklem 3.22’de yerine konuldugunda r=0 i¢in

denge denklemi elde edilmis olur.

IS
m=1 p=0

il prq ™

* psym _ \
Z nr‘fuy (rl""rm)_
biitiin kombs
T 5ol

(=313}

S nomro

Sl

c()l(()) Zﬁlsvm(”l)+ ¢,,(0) wam(”l)+ Cl()(l) Zf”'"(rl

{n}={0} {n}={ {rn}={0}

+ 610(2) Zf‘y'”(rl)+ ¢000.00) > f"(runn)

(3.47)

{rn}={0}

+= c30(111) Z
{rlr rz}

z_o

{rl n, ’3}
)

Za)()

nf“"’(rl,rz,r3)+ c12(100) Z n, o (1,15,1,) =0

{r.m.13}
.3}

Zo )
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Burada katsayilar ve simetrik fonksiyonlar yerine konarak sabit bilesen icin denge

denklemi olusturulmus olur,

1

1

——A, +—WA,
2 0 2 20

_6A,V73 A.Vo A.Vs + 6A.V73 A.Vl A.Vz + 6A.V72 Ay—l A.V3 + 6A.V72 A.Vo A.Vz
+ 3A}LZ A; + 3A)2,7] Ayz +6A A A + Af,o

1Yo N
_ - .
6A, A A (6jo)+6A, A A (-6jw)
+3A, A 2j@’)+3A] A (2ja)
_2Av’3 Auo A”* (_3‘]a)) + 2AY3 A”o A'La (3‘](0) + 2A.V1 Au,g Auz (](())

+2A A, A Qjo)+2A; A, A, (—jo)+2A A, A, (3jo)
+2A, A A, (2jo)+2A A A, (2jo)+2A A A, (jo)

+A, Auz1 (2jo)+2A, A, A (—jo)+A, Auzl Qjw)
|+ 2A, A A, (mjo)+2A A A, (jO)

(3.48)

Giris sinyali ikinci ve tgtincti harmonik icermedi8i i¢in ilgili katsayilar A4, , A,

A, . A, =0 olarak alindiginda denge denklemi asagidaki gibi sadelesir,

Y
2

1

83
3
+-—d

42

3
+ch4

Lo, )
0 2 Yo

6A}'—3 A)’o A}'z. + 6A."—3 A."l A}'z + 6A."—2 A}'—l A."z + 6A)’—2 A)’(l A}'z

+ 3A.sz Ail + 3A.§—1 A.Vz + 6A.V—1 A.Vo A.Vl + A.in

jw3 [6A,V73 A.Vl A.Vz - 6A.V72 A.V—] AY} + A.sz Afl - A.‘L] A,Vz]

jw[_ A}'—z 14“21 + A."z 1431 - A."—l 14"(1 A“l + A}'l 14“—1 14"0 ]=0 )

(3.49)

Benzer sekilde temel, ikinci ve i¢iincii harmonikler i¢in benzer islemler

gerceklestirilir. Buna gore denge denklemleri birinci harmonik ig¢in;



%o (0} 407 + 4450)

2
+ E a 2A)Lz A}'l A}'z. + A}'—z A."z + 2A}'—2 A)’o A}'z. + 2A}'—2 A}'l A."z
8 ’ + A.‘%—l A.Vz. + 2A.V—1 A.Vn A.Vz + A.V—l Ail + A2 A

Yoo N

+=d,jow

2
3 [1 8A}Lz A)’1 A}'z + 12A)Lz A)’z + 8A."—2 A}'l A}'z ]
8

a 3A.§71 A.Vz + A.V—l Ail

Y3© U Yoo i U™ Uy

+%d4ja)[3A A? +4A A A +A AD 424 A A +A A |=0
Ikinci harmonik igin;

_lAu +la)§A\
2 0 2 Y0

+ % a3 [9A.V73 A,Vz A.Vz + 3A,‘Lz A,V1 A.Vz. + 2A.V—2 Aiz + A.V—l A.Vl A.Vz ]

+ % d,jor[A, A A +A A A +3A A2 +A A A

Ya )2

+ % d4]a)[3A‘3 14“(1 ‘A"—l + 2A."2 A“l ‘A"—l + A)’z 14“20 + A}'l 14“(1 14"1 ]= 0
Uciincii harmonik igin;

_lAu +la)§A\
2 0 2 Y0

+ % a3 [6A)Lz A)’z A)’z + 6A)Lz A}'z A)’z + 6A}'—1 A}'l A}'z. + 3A."—1 A‘22 + A‘31 ]

+ % d2jw3 [6Ay,3 Ay3 A,V3 + 6A.V,z A,Vz A.V3 + 6A.V71 A.Vl A.Vs + 3A.V71 Aiz + Ail ]

2
+ AT d4]a)[6A‘3 14“—1 ‘A"l + 3A)’3 14“20 + 4A)’2 A“l 14"0 + A."l 14"21 ]= 0
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(3.50)

(3.51)

~—

(3.52)

seklinde toplamda dort takim dogrusal olmayan denklem formunda elde edilir. Bir

sonraki asamada 3.54-3.57 ile belirtilen denklemler 6rnegin Nelder-Mead Simplex

sayisal ¢oziimleme yontemi kullanilarak verilen frekans araligindaki her bir deger
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icin c¢ikig sinyaline ait a, ,a, .9, .a, .9, .a, .9, bilinmeyen degiskenlerin

177)?

degerleri elde edilebilir.

1.1

1

0.9+

0.8

0.7+

0.6

0.5r

Maksimum Genlik

0.4+

0.3

0.2+

0.1 ! ! ! ! ! ! !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temel Frekans (rad/sn)

Sekil 3.4. Maksimum genlikler icin analitik (-) ve simiilasyon (*) sonu¢larinin kargilastirilmasi

0.8
_____ Y
0.7 Al
y1
o6 VN0 Ay2 H
——— A
0.5 A

o
w

Maksimum genlikler
o
N
|

o
N

e
=

Temel Frekans (rad/sn)

Sekil 3.5. Sinyal formunu olusturan harmoniklere ait frekans cevaplari

Yontemi dogrulamak icin maksimum genliklere ait frekans cevabi gerceklestirilen
sayisal simiilasyon sonuclariyla birlikte Sekil 3.4’deki gibi karsilagtirilabilir.

Goriildiigii gibi, analizde kabul edilen harmonik sayisinin, analitik sonuclar ve
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sayisal simiilasyon sonuclari ile kiyaslandiginda yeterli oldugu agiktir. Cikis sinyalini
olugturan harmoniklere ait genliklerin frekansa bagli degisimleri Sekil 3.5’da
verilmistir. Frekans bilesenlerine ait genlik seviyeleri bakimindan incelendiginde
ictincti harmonigin etkisi digerlerine gore oldukga zayif kalmaktadir. Bu nedenle

verilen giris i¢in iki harmonikli analiz yeterli olabilir.

1.1

Maksimum Genlik

R 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frekans (rad/sn)

Sekil 3.6. Iki (...) ve ii¢ (=) harmonik kullanilarak elde edilen frekans cevaplari

Eger analiz iiciincii harmonik ihmal edilerek gerceklestirilirse frekans cevabi Sekil
3.6’da goriildiigii gibi rezonans dilimine yakin sirt noktalarinda diisiik bir hatayla
elde edilir. Dogrusal olmayan sistemler uygulanan frekans bilesenleri yaninda, giris
sinyalin genligine de bagl bir frekans cevab sergilerler. Ornegin giris sinyali 1.2 kat
artirtlirsa Sekil 3.7’ de goriildiigii gibi iki harmonik kullanilan analiz ile ti¢ harmonik

kullanilan analiz arasindaki fark 6nceki kiyaslamaya gore onemli miktarda artmistir.
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1.2

Maksimum Genlik

0 | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frekans (rad/sn)

Sekil 3.7. u(t)x1.2 i¢iniki (...) ve ii¢ (—) harmonik kullanilarak gerceklestirilen analizler

Sayisal simiilasyon sonuglari ile iic harmonikli analizde elde edilen sonug ile daha
yakin olmasma karsin iki harmonikli analizdeki sonu¢ nispeten hata miktar1 daha
fazla olusmustur. Ozellikle Sekil 3.8°’de verilmis olan tepe noktalarma ait
kiyaslamada iki harmonikli analizde olusan hata belirgin olarak ortaya cikmustir.
Yine tepe noktasina kiyasla az olsa da Sekil 3.9’da goriilen sirt bolgesinde bir miktar
hata olusmustur. Genlik farkinin tepe noktasina kiyasla daha az olmasi, bu araligin
dogrusal olmayan davranisinin tepe noktasina kiyasla daha zayif sergilendigi

kisimlardir.
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N
1.14} §°° i
E 06
E
1128 . 2 |
............ 0.2
= | T T,
= e 0
8 11t '~.,‘.. PH z 4Frekems (raed/sn) ? "
= 1.08
X
©
=
1.06
1.04}
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Sekil 3.8. u(r)x1,2 igin iki (...) ve ii¢ (—) harmonik kullanilan analizlerde tepe noktasindaki farklar
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Sekil 3.9. u(#)x1,2 i¢in iki (...) ve ii¢c (—) harmonik kullanilan analizler i¢in sirtlarda olusan farklar



66
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Maksimum Genlik
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Temel Frekans (rad/sn)

Sekil 3.10. Giris genliginin u()x0,4... u(t)x1,4 aralig i¢in frekans cevabina etkisi

Cikis frekans cevabi, giris sinyalinin genligi sirasiyla {0,4; 0,6; 0,8; 1, 1,2; 1,4} kat
olarak degistirildiginde, genligi diisiik cevaptan yiiksege dogru Sekil 3.10’da
goriildiigii gibi elde edilir. Dikkat edilirse giris genligi artirildik¢a doniislerin
gerceklestigi frekans degerleri arasindaki fark giderek artmaktadir. Bununla birlikte,
giris genligi azaldikca sergilenen frekans cevabinin dogrusal olmayan yapisi giderek
azalmaktadir. Ornegin girisin 0,4 ile carpildign durumda atlama davranmiginin

gerceklesmedigi goriiliir.

3.7. Sonuclar

Harmonik denge analizini yiiksek hassasiyetle gerceklestirmek i¢in harmonik sayisi
ve bundan dolay1 denge denklemi sayisi artar. Coziimii gergeklestirilen sistemin
derecesi arttirildiginda ise elde edilen denge denklemleri daha fazla sayida terimden
olusur. Bu etkenlerden dolay1r yontemin uygulamasinda ortaya cikan giicliikleri
yenmek icin gelistirilen bir algoritma yapisi tamtilmistir.  Sunulan sembolik
algoritma ile girilen sistem ve giris/cikis sinyallerine ait katsayilar girildikten sonra
denge denklemlerinin hesab1 otomatik olarak gergeklestirilebilir. Bir 6ncekine gore

iyilestirmeler yapilarak pratik bir form kazandirilan algoritmaya ait denklemlerin
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cikartilis1 detayh olarak aciklanmistir. Genel formda tanimlanan denklemin terimleri
sadece girise veya cikisa ait olanlar ile giris ve ¢ikis carpimina ait olanlar olmak
tizere ele alinmis ve her ikisini kapsayan acilimlar simetrik fonksiyonlar kullanilarak
tanimlanmistir.  Bunlarin = acilimlarindan  ilgilenilen = kombinasyonlar1  ve
permiitasyonlar1 otomatik olarak elde edilebilmesi i¢in kullanilan algoritmalar
aciklanmistir. Yontemi sunmak amaciyla, diizenli dalgalara maruz kalan bir gemi
modelini tanimlayan diferansiyel denklem i¢in 6rnek uygulama gerceklestirilmistir.
Uc adet harmonik ve bir adet sabit bilesenden olmak iizere toplam dort adet bilesen
icin harmonik denge denklemlerinin elde edilisi agiklanmistir. Burada sabit bilesen
icin denge denkleminin elde edilisi detayli olarak sunulmustur. Elde edilen
maksimum genliklere ait sonuglar simulasyon sonuglar ile kiyaslanarak yontemin
dogrulugu da gosterilmistir. Verilen giris sinyali i¢cin analiz iki harmonik ve bir sabit
bilesen icerecek sekilde gerceklestirildiginde ii¢ harmonikli analize yakin sonuglar
elde edilmistir. Bununla birlikte, giris genligindeki bir artisin frekans cevabi
tizerindeki etkisini gOstermek amaciyla artinldiginda iki ve ii¢ bilesenli analiz
arasindaki farkin arttigi gozlenmistir. Bu davranis dogrusal olmayan sistemlerin
frekans cevabinin giris genligine bagimliliginin yaninda, analizde kabul edilen
frekans bileseni sayisinin analizin dogruluguna etkisini gostermistir. Giris genligi
artinldiginda analizdeki hata oraninin diisiiriilmesi veya analizin daha yiiksek
dogruluk ile gergeklestirilmesi istendiginde harmonik sayisinin artirilmasi gerektigi

gosterilmistir.

Detayl olarak agiklanan yontem iyilestirilmis yapiya sahip olmasina karsin, yalnizca
tek-tonlu sinyal formlarmi kapsar. Bununla birlikte dogrusal olmayan sistem
karakteristiklerinin incelenmesinde ¢ok-tonlu sinyaller ile analize de ihtiya¢ duyulur.
Bu amag¢ dogrultusunda bir sonraki boliimde tek-girisli tek-¢ikisli sistemler i¢in ¢ok-
tonlu sinyalleri kapsayan harmonik denge metodunu gelistirilmesine yonelik yeni bir

sembolik algoritma sunulacaktir.



BOLUM 4. COK-TONLU HARMONIK DENGE YONTEMI iCiN
SEMBOLIK ALGORITMA TASARIMI

4.1. Giris

DOS’lann ¢ikisinda sergiledigi frekans spektrumu bilesenleri, giris sinyalinin genlik
seviyesinin yaninda igerdigi frekans bilesenleri ile de iligkilidir. Bu iligki zaman
boyutu ve frekans boyutu karakteristikleri uygulanan sinyalin frekans bilesenlerine
bagh olarak degisimine cesitli seviyelerde katkida bulunabilir. DOS’larin sergiledigi
davraniglar1 daha etkili bir sekilde ortaya c¢ikarmak icin bazen analizin birden fazla
frekans bileseni icerecek sekilde gerceklestirilmesi gerekir. Ornegin, DOS’larin
analizinde genel yaklasimlardan biri olan Volterra transfer fonksiyonlar1 ile
gerceklestirilen bir calismada, birden fazla ve harmonik olarak iliskili formda
frekans bilesenleri iceren giris sinyalleri i¢in tamimlama fonksiyonlarinin hesabi
gerceklestirilmistir [59]. Yine aym1 yontem kullanilarak frekans cevabi fonksiyonlari
iki-tonlu giris sinyali kullanilarak incelenmistir [60]. Farkli bir uygulamada, random
genlikli ¢ok-tonlu giris sinyali kullanilarak ikinci dereceden Volterra modellerine ait
kernellerin tahmini gerceklestirilmistir [61]. Diger bir analiz yontemi olan g¢ok
zamanli Olgekleme (multiple time scales) ile ¢ok-tonlu uyartim igin birinci
dereceden serbestlige sahip kiibik terimli bir sistemin cevabi analitik ve sayisal
integrasyonlar kullanilarak c¢alisilmistir [62]. Aym yontem kullanmilarak metal
levhalarin kaplanmasi sirasinda ortaya cikan titresimler tek frekansh harici ve ¢ok-
tonlu parametrik uyartimlar i¢in incelenmistir [63]. Son zamanlarda da c¢ok-tonlu

caligmalan temel alarak ¢esitli yaklasimlar gerceklestirilmistir [64-69].

Bir 6nceki boliimde sunulan sembolik HBM algoritmasi, birden fazla harmonikten
olusan tek-tonlu sinyal formlar1 i¢in analizin gergeklestirilmesinde pratik bir

yaklagim saglamasina karsin cok-tonlu olarak gerceklestirilen analizlerde gegerli
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degildir. Eger bir DOS giris sinyalinde iki veya daha fazla harmonik olarak iligkisiz
siniizoidallerden olusan cok-tonlu sinyal kullaniliyorsa c¢ikis sinyal formu benzer
sekilde fakat her bir temel frekansa ait harmonikler igerir. Fakat bunlara ek olarak
cikig sinyali harmonik olarak iliskisiz frekans bilesenlerinin ara modiilasyonlariyla
olusan karigim frekans bilesenlerini de icermelidir [70]. Bundan dolay1 sembolik
HBM yoénteminin ¢ok-tonlu forma kavusturulabilmesi i¢in analizde kullanilan sinyal
formunun bu tip etkilesimleri kapsayacak sekilde yeniden tanimlanmasi ve algoritma

yapisinin buna gore yeniden olusturulmasi gerekir.

Gergeklestirilen ¢alismanin bu boéliimiinde, polinom tip dogrusal olmayan sistemler
icin harmonik olarak iligkisiz frekans bilesenlerinden olusan giris sinyallerini
kapsayan yeni bir sembolik algoritma sunulacaktir. Bu amagla ¢ok-tonlu sinyal
formlarina ait genellestirilmis acilimlar ile denge denklemlerinin tasarimi
aciklanacaktir. Algoritmanin otomatik hale getirilmesinde onemli rol oynayan ve
parametreleri smirlama yontemi ile iligkili olan otomatik kombinasyon ve
permiitasyon {ireteci algoritmalarn tamitilacaktir. Analizin gerceklestirilmesinde
izlenen islem basamaklari sunulup, olusturulan algoritmanin manuel uygulamasi
ornek bir model iizerinde gosterilerek elde edilen sonuglar sayisal simiilasyon
sonuclart ile dogrulanacaktir. Ayrica, analizde kabul edilen c¢ikig frekans
bilesenlerinin tespit edilmesinde giris genliklerinin etkisi incelenecektir. Kullanilan
giris genliklerine gore cesitli sayilarda secilen frekans bilesenleri icin elde edilen hata

degerleri karsilagtirilmali olarak sunulacaktir.

4.2. Cok-Tonlu Giris Icin Analizde Kullamlan Sinyal Formu

Analizin ¢ok-tonlu giris sinyaline uygulanabilmesi i¢in bir giris sinyalinin formu ve
sisteme uygulandiginda buna ait frekans bilesenlerinin etkilesimlerini genel olarak
sunan bir ¢ikis sinyalinin tamimlanmasi gerekir. Boylece, Denklem 2.1 ile belirtilen
sistem yapisinin giris, ¢ikis ve giris-cikis carpimu seklindeki terimleri i¢in dogrusal
olmayan fonsiyonlara ait acilimlar elde edilebilir. Tek-tonlu uygulama i¢in Denklem
3.1 ile verilen siniizoidallerin toplami formundaki sinyal, yapi1 olarak bir temel

frekansin harmoniklerinden olusur. Benzer sekilde, giris sinyali ¢ adet harmonik
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olarak iligkisiz temel frekans bileseni ve harmonikleri seklinde ¢ok-tonlu formda
tanimlanabilir,

R, R,
u(y=a, +y, a, cos@r+@)+..+ D, a, cos(rbl+d,) (4.1)
ry=1

n=l -

Burada @,,...,@, harmonik olarak iliskisiz temel frekans bilesenleri, R, ,..,R

u Uy
sinyallere ait temel frekanslarin harmonik sayisini ve @, ..., frekans bilesenlerinin

faz degerlerini belirtir. Ornegin, iki harmonik olarak iliskisiz sinyal ve bir sabit
bileseni iceren bir ¢cok-tonlu giris sinyali DOS’a uygulandiginda cikista iiretebilecegi
frekans bilesenleri r@, *r,w, formunda yani giris frekans bilesenlerinin tamsay1
katlarinin toplamlar1 seklinde elde edilmektedir. Bu durumu basitce agiklamak
amaciyla, 6rnegin iki harmonik iliskisiz frekans bileseni ve bir sabit bilesenden

olusan bir sinyal tanimlamasi asagidaki gibi yapilabilir,

x(t) =1+cos(awt)+cos(a,t)

= 1+%(ej’1“”’ +e_j"“"')+%(ej’2””~' +e_j’2””~') 4.2)

Ustel formda tamimlanan bu sinyal ile carpma ve iis alma islemlerini gerceklestirmek
kosiniislerle tanimlanan forma gore daha kolaydir. Ornegin iistel formda x(7) ile
tanimlanan bir sinyal kiibik fonksiyona uygulandiginda elde edilen acilim sanal ve

gercel kisimlar seklinde asagidaki gibi elde edilir,

2.625¢""" +0.75¢*™" +0.125¢"*
+2.625¢' +0.75¢"*" +0.125¢"**
x(1)’ =4+| +0.75¢/ @) 1.(.75¢7 @)
+0.375¢/(@ 20 4037572
+0.375¢7 )" 4+0.375¢/ )"




2.625¢7" +0.75¢7*" +0.125¢7°"
+2.625¢ 77 +0.75¢ 2 +0.125¢

+0.375¢7 /@@ 4 () 375 (@2
+0.375¢7 @2+t | () 375 0@t

Acilimdaki frekans bilesenleri incelendiginde r,r, € {-3,-2,-1,0,1,2,3}
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+ +0.75¢ 7/ 1.0.75¢ /) (4.3)

ve

lr1+1r <3 icin rnw, +r,w, seklinde olustugu goriiliir. Sekil 4.1°de bu bilesenlerin

frekans diizleminde sembolik olarak siralanisi verilmistir.

Genlik

Giris /

@l @ @, Frekans
Dogrusal
Olmayan
Sistem Temel . . Karisim
harmonikler Harmonikler Er;:ka\nslar
Genlik T "/ N
C1k1$ \ v ' \'/Il\ \\ \'\.
Trle e
“ L@ 2ete, | 20 | Frekans

1
0 o+, -2, o+,

Sekil 4.1. Tki-tonlu giris uygulanmis bir DOS igin tipik ¢ikis frekans spektrumu bilesenleri

Benzer bir fonksiyon ornegin Sekil 4.2°de goriildiigii gibi ¢ikist tekrarli bir

diferansiyel denklemin yapisinda bulunursa geri beslemeli yapidan dolay1

.1 € {—oo,...,2,—-1,0,1,2,...,00} seklinde r, ve r, ¢arpanlar teorik olarak sonsuz adet

tamsay1 deger alir.
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2=. - S N A” i(Ray+r)t
M_+>Z—>J y I—G.x_l>y Y(t)=z Z%e/(w )

- =m0 =
— u

Sekil 4.2. y(¢) + uy(t) + a)fy(t) + ()t\;y(t)3 =u(t) denklemine ait faz degisimi diyagrami

Eger sisteme uygulanan giris, @,,...,@, seklinde o adet harmonik olarak iliskisiz

frekans bilesenlerinden olusuyorsa c¢ikis sinyali faz farklarnn da dahil edilerek

w=rw +...+r.a, frekansinda bilesenler icerecek sekilde asagidaki gibi genel bir

tanimlama yapilabilir,

R, Ry A _
xO= 3, . 3, e (4.4)
=R =—R,

burada R, her bir temel frekans i¢in analizde kabul edilen harmonik sayisin

tanmimlar. Boylece temel frekanslarin harmoniklerinin toplamlar1 ve farklar1 karigim
frekanslarin1 verir. Karmasik genlikler ise Denklem (3.3) ile belirtilen forma benzer

sekilde tanimlanmustir,

A :261 A =a ej¢r1,..,rg , A - =a ’ e_j¢r1,..,rcr , w() —| (4'5)

Xo X ° X r x

Harmonik ¢arpanlarin 7, =0,...,r, =0 degerleri i¢in giris sinyaline ait sabit bilesen a,
elde edilir. Cikis sinyalini tanimlayan ifade aynmi zamanda Denklem 4.1 ile
tanimlanmis olan giris sinyal formunu da kapsamaktadir. Bundan dolay1 algoritma
yapist basitlestirilerek hem cikis, hem de giris sinyalini temsil eden genel bir form
olarak kullamlabilir. Cikis sinyali siniizoidaller formunda olusturulmak istenirse

Sekil 4.3 ile belirtilen diizlemin bir kismi ¢ikisi temsil etmek igin kullanilir. Bu
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durumda karmasik eslenikler kendi aralarinda asagidaki gibi toplanarak kosiniisler

seklinde ifade edilebilir,

x(t) =

0.125(e”™ + ¢34 £0.75(e”" +¢772%") 4 2.625(e™" +e77")
FO.125(7 4 &) £0.75(e +¢ ) £2.625(e +¢7)
+0.75(e” AT 47 AT 10,757 T 4 7O
+0.375(e7 @722 4 (eI @201y 4 () 375(! (@120 4 i@ 42000y

+0.375(e/ 270 4 ¢TI EOT0N) 1 () 375(p/ 20 4 g0

(4.6)

Yukaridaki karmasik esitlik kosiniisler cinsinden ifade edilirse asagidaki gibi

yalnizca gercek formdan olusacak sekilde sadelesir,

x(t) =

4+5.5 cos(a)lt) +1.5 cos(2a)lt)+ 0.25 cos(3a)1t)
+5.5cos(ant) +1.5cos(2awnt) +0.25cos(Bw,t)
+1.5cos((a + @,)t)+1.5cos((w, — @,)t)

+0.75cos((@, +2,)t)+0.75cos((w, — 2w, )r)
+0.75cos((2w, + @,)1)+0.75cos(2w, — w,)t)

4.7)

Denklem 4.7’de ortaya ¢ikan frekans bilesenleri Sekil 4.3-a ile 6rnek olarak verildigi

gibi frekans katsayilarina ait diizlemin bir yarisindan secilmis olur. Burada goriilen

koyu renkli daireler ¢ikig1 ifade etmede kullanilan bilesenleri temsil etmektedir.

Eksenler iizerinde bulunan bilesenler harmonikleri, digerleri ise olusan karigim

frekanslarin1 gosterir.



74

T2
0006066060
00000000

Sekil 4.3. Frekans diizleminde ¢ikisi temsil eden bilesenlere ait 6rnek ¢arpanlar

Cikis sinyalinin bilesenleri Sekil 4.3-b ile gosterildigi gibi de secilebilir. Bunu
saglamak i¢in Denklem 4.6’daki karmasik eslenik {istellerin isaretleri asagidaki gibi

degistirilerek ¢ikis sinyali yeniden diizenlenebilir.

6(e—j(w1—a)2)t +ej(a)1—a)2)t) — 6(ej(a)2—a),)t +e—j(w2—a)1)t)
(e @200 pi@m200y oy 3(p]C0m0t | pmjQeory 4.8)

3(e—j(2a’1_a’2)f + ej(zwl -0, )I) = 3(ej(a’2_2w1 ) +e—j(wz 20 )I)

Bu esitliklerdeki degisiklikler gz Oniinde bulunduruldugunda sinyal tekrar

diizenlenip kosiniisler cinsinden sadelestirilirse asagidaki gibi ifade edilebilir,

4+5.5cos(at) +1.5cos(2wyt) +0.25cos(Bax,)

+5.5cos(ant) +1.5cosCart) +0.25cos(3w,t)

x(t)’ =] +1.5cos((@, + ®,)t) +1.5cos((@w, — )t 4.9)
+0.75cos((@, +2a,)t)+0.75cos((w, — 2, )t)

+0.75cos((2w, + @,)t) +0.75cos(Lw, — @,)t)

Boylece sinyal Denklem 4.7 ve 4.9 ile belirtildigi gibi fark frekanslarinin isaretleri
degistirilerek cikis1 ifade etmek icin kullanilabilir. Sekil 4.2°de iki bilesen icin

verilen bilesenlere ait frekans diizlemi diizlem teorik olarak sonsuza kadar uzanacagi
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icin, yontemin uygulamasinda bilegsen adedi istenilen hassasiyet acisindan 6nemsiz

kabul edilebildigi bir noktada kesilerek belirlenir.

4.3. Frekans Bilesenlerinin Belirlenmesi

Yalnizca harmonik olarak iligkili frekans bilesenlerinin kullanildig1 durumda analizin
hassasiyeti secilen harmonik sayisi ile iliskilidir. Cok-tonlu giris sinyalinin iki veya
daha fazla harmonik olarak iliskisiz bilesen icermesinden dolay1 simirlamada farkli
kurallara ihtiya¢ duyulur. Ornegin iki-tonlu giris i¢in Sekil 4.2°de verilen cikis
spektrumundan da goriildiigli gibi ¢ikis frekans bilesenleri ara modiilasyon
etkilerinden dolay1 her bir bilesenin harmoniklerine ek olarak, temel frekanslarla
harmonik olarak iligkisiz frekans bilesenleri olusmaktadir. Analizde kullanilacak
frekans bilesenlerinin, harmonik olarak iligkisiz durumdakine benzer sekilde belli bir
noktada kesilmesi gerekir. Fakat frekans bilesenleri tek-tonlu durumdaki gibi girise
uygulanan temel harmonigin katlar1 olmadigi i¢in belirleme asamasinda temel
frekanslar ile karisim frekanslan arasinda diizgiin bir dagilim saglayacak sekilde
kesilmelidir. Kutu sinirlama yonteminde her bir temel frekans bilesenine ait

harmonik sayis1 Denklem 4.4 incelendiginde verilen bir R_siir degerine esit veya

kiiciiktiir,

InI<R, .l I<R,_ (4.10)

Denklem 4.4 formundaki c¢ok-tonlu sinyallerin frekans bilesenlerini sinirlamak
amaciyla uygulamada kutu ve elmas sinirlama yontemleri kullanilmaktadir [71].
Sekil 4.3-a’da kutu sinirlama ve Sekil 4.3-b’de elmas sinirlama yontemlerinin iki

frekans bileseni icin gorsellestirilmis hali goriilmektedir.
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0-0-0-0-

O
N

O-0-0-0-

(a) (b)

Sekil 4.4. ki harmonik olarak iliskisiz frekansa sahip ¢ikis frekans bilesenlerinin secimi: a) Kutu, b)

Elmas sinirlama teknikleri

Elmas sinirlama tekniginde ise frekans carpanlarinin mutlak degerlerinin toplami

yine ac¢ilimin derecesini belirten bir maksimum deger ile sinirlandirilir,

lrnl+...+lr ISR, (4.11)

Buna gore elmas siirlama teknigi i¢in ¢ikis sinyali asagidaki gibi genel bir sinyal

formu ile gosterilebilir,

R, R, —Inl R, —(rl+. . +rs_ D) A
Xty TGO+ 1,040, )
xt)= ), > e G0 oo 4.12)
n=—R, n=—R,, +nl To=—R, +(rH.+lr ) 2

Ornegin R =R _=3 secildiginde kutu simrlama yontemine gore analizde 25 adet

frekans bileseni kullanilmig olur. Bu durumda altinc1 dereceye kadar bilesenler ¢ikis
sinyal bilesenlerine dahil edilmis olur. FElmas sinirlama yonteminde ise kutu
sinirlama yonteminde kullamilan {igiincii derecenin istiindeki 12 adet eleman
elenerek digerine gore daha az karisim frekanslan icerecek sekilde 13 adet frekans

bileseni ile sinirlama Sekil 4.3’e benzer sekilde gergeklestirilmis olur.
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4.4. Cok-Tonlu Sinyal Formu icin Genellestirilmis Acilimlar

Giris ve c¢ikis icin ¢ok-tonlu formda kabul edilen sinyal, Denklem 2.1 ile verilen
sisteme uygulandiginda olusacak acilimlarin genel bir formda belirlenmesi gerekir.
Bu ifadeler kombinasyonlar ve permiitasyonlar cinsinden tiiretilerek onceki boliimde
sunulan yonteme benzer tarzda istenilen otomatiklestirilmis algoritma elde edilebilir.
Bu islem istenilen bir frekans bileseni icin denge denklemi olusturulurken kullanilan
terimlerin belirlenmesini kolaylastirir. Bunun i¢in analizde diisiiniilen sistem
formunun 6nce alt simiflar1 olan giris veya cikis ve giris-cikis ¢carpim terimlerine ait
acilimlarin incelenmesi gerekir. Boylece bu agilimlar kullanilarak, harmonik denge
denklemleri giris ve ¢ikis sinyal formlarinin karmasik say1 formundaki genlikleri ve
sistemi tanimlayan model katsayilar1 cinsinden ifade edilebilir. Bununla birlikte
yontemin otomatiklestirilmesi igin istenilen frekans bilesenine ait miimkiin

kombinasyon ve permiitasyonlar1 veren algoritmalara da ihtiya¢ duyulur.

4.4.1. Giris veya cikis sinyalleri icin genellestirilmis acilimlar

Harmonik olarak iligkili durumda oldugu gibi, Denklem 2.1 ile belirtilen sistem
yapisinin n. dereceden giris veya cikis terimini genel formda ifade eden dogrusal
olmayan fonksiyona Denklem 4.4 ile tanimlanan sinyal formu uygulanir. Bu islem,
fonksiyonun acilimindan elde edilecek miimkiin harmonikler ve temel bilesenlerin
karisimlarindan olusan ara modiilasyonlarin genel bir formda sunulmasi agisindan

onemlidir,

n R«W R*a A .
Dli n,rg e](rlwl-*-m-*-rawa)t

n

= 1 .l I
= Z o Axn,f,..ra,,- J(he+..+r,.0,)

hi et =—R i=1

X I 1o n =R,

ej((rl_1+..+rm1 YO +.. A (1 g+t 1, ) O (4 13)
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burada, x(f) genel formdaki giris veya c¢ikis sinyalini temsil eder. Girigin sabit bir
terim icerdigi kabul edilirse ((2RX1 +1)...(2RX6 +1))’ adet aramodiilasyon olusur,

fakat bunlarin ¢cogu aymi frekans bilesenine katkida bulunur. Cikis frekansim ifade

eden (r,+.+7r, )@ +..+(r,+..+r, )@, temel frekanslara ait bilesenler ve

n,o

katsayilar sirasiyla satir ve siitun vektorler olarak tanimlanabilir,

0=[6,...0,], r=[r,..,T (4.14)
Cikis frekanst bu vektorlerin ¢arpiminin i=1,...,n. terimine kadar tekrarlanip

toplanmasiyla elde edilebilir,
or= > or, (4.15)

Analizde kullanilan frekans bilesenleri harmonik olarak iliskisiz temel bilesenleri
iceren ® ve her birinin katkisini tanimlayan r siitun vektoriiniin ¢arpimi ile tek tonlu
duruma benzer sekilde ifade edilebilir. Denklem 4.13 incelendiginde cikis frekans

bileseninin 7 ,...,7,, carpanlaryla iliskili oldugu goriiliir. Bu ifade, agilimdan

O,

ilgilenilen frekans bilesenlerinin se¢ilebilmesi i¢in asagidaki gibi diizenlenebilir,

=

R*I Rxo x| o n
1 . 1. .

Fn[X(l)]Z Z Z Z o H Axr; jlt ((D.rl.)’ e/mrt

=Ry I 1==R na=—Ry Ton="Ry, i=1

[Ry ... Ryl [Ry ... R1
— jort
= > 2HH A, J"(@.1)" e (4.16)
[ng o toal=l-Ry ... —R, ] [Fin 1=[-R -R, 1

Kullanilan toplam operatorleri permiitasyonlar ve kombinasyonlar cinsinden ifade

edilerek daha sade bir sekle indirgenebilir,

F [x()]= > > > H A, " @r) e 4.17)

{r.. } dizisinin R'den {r,,...,r, } dizisinin
segllen tum kombinasyonlar: tiim farkli permiitasyonlar
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Burada r, vektorlerinin toplam operatoriiniin degerlendirilmesi sonucu alabilecegi

farkli degerler R seti ile tanimlanmustir,
R= Sl , R= (4.18)

Boylece Denklem 4.18 ile yalmizca ilgilenilen kombinasyonlar ve permiitasyonlar
cinsinden tanmimlanmasi kolaylasir. Kombinasyonlara ait farkli permiitasyonlarin
toplami, elemanlar yer degistirdiginde ayni ifadeyi vermesi bakimindan simetrik
fonksiyon olarak tanimlanabilir. Bu yaklasim giris veya ¢ikisa ait terimlerin tiirev
derecesinin ayni oldugu durumlarda benzer terimlerin tekrar iiretilmesini engeller.
Boylece dogrusal olmayan fonksiyona ait genellestirilmis acilim hesaplama teknigi

acisindan daha uygun bir formda ifade edilebilir,

F, [x(t)]:z—ln z n, £ (x,..r,) ™ (4.19)

{r.....,r, } dizisinin R'den
secilen tiim kombinasyonlar:

Buna gore her bir kombinasyona ait farkli permiitasyonlar igeren simetrik fonksiyon

asagidaki gibi tanimlanabilir,

fxsym(rl"“’rn)z i Z H 14)CrI j/[(m.ri)l[ (420)

n

*
T {r,....,r, } dizisinin i=1
tiim farkli permiitasyonlari

Dogrusal olmayan fonksiyonun ag¢ilimindan elde edilen frekans bilesenlerinin

kombinasyonlar1 olugabilecek farkli frekans bilesenlerini verir. Kombinasyonlari
olusturan vektorlere ait ayrik permiitasyon sayisi ise n. ile tammlanmis olup

Denklem 3.9 ile belirtildigi gibi hesaplanir.
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4.4.2. Giris-cikis carpim terimlerini kapsayan dogrusal olmayan fonksiyon

Denklem 4.20 ile verilen ifade, Denklem 2.1 ile verilen dogrusal olmayan
diferansiyel denklemin yalmzca giris veya ¢ikis terimlerini kapsar. Bu eksikligi
gidermek icin bir dnceki boliimde tanitilan algoritmaya benzer sekilde hem giris hem
de cikist kapsayan yapiya donistiiriilebilir. Analizde kullanilan genel formda
tanimlanmis sinyal giris ve ¢ikis1 tanimlayan dogrusal olmayan fonksiyonda yerine

konulup benzer sekilde diizenlenirse agilim asagidaki gibi elde edilir,

F, @um]=TD" yo [ ] D"uit)
i=1 i=l

_ 1 * sym jort
= D > e fOn(E,..r,,,) e (4.21)
{ry,...r,} [ JASTPRUS J
dizisinin R'den secilen dizisinin R'den secilen
tiim kombinasyonlar1  tiim kombinasyonlart

burada simetrik fonksiyon agagidaki gibi tanimlanmistir,

1
fysz)vm (rl""’rpﬂ/):f z Z

T {rj.....r, } dizisinin (X4 Ty ) dizisinin
biitiin farkli permiitasyonlart biitiin farkli permiitasyonlar

P ptq
IT A, /") TT A, j"(@.5)" (4.22)
i=1 i=p+1

Giris ve ¢ikis1 tanimlayan simetrik fonksiyon genel bir yapiy1 temsil eder. Genel
olarak kargilasilan 6zel durumlar i¢in bu ifade daha basit formlara indirgenebilir.

TR | R SED Y | QACE 23)

r i=1 {r,....r,, } dizisinin i=1
biitiin farkli permiitasyonlari

Yukarida yapilan sadelestirme sonucu karmasik say1r formundaki genlik carpanlari,
acilimi gercgeklestirilen denklem teriminin sadece girise veya cikisa ait oldugu
durumlarda carpim sonucu tiim permiitasyonlarda ayn1 degeri iiretecegi icin toplam
operatoriiniin 6niine alinabilir. Eger terim, sadece girise veya cikisa ait ve ayni tiirev
dereceli carpimlardan olusuyorsa permiitasyonlarin hepsi ayni sonucu verecegi igin

bir tanesinin hesaplanmasi yeterlidir.
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£,

Il
—
-~
-L_.L
B
o

(4.24)

Elde edilen sonug algoritmada 7, ile garpilarak permiitasyonlar hesaba katilmis olur.

Eger terim tiirevsel ifade icermiyorsa Denklem 4.23 asagidaki gibi basitlesir,
fxsym (rp T, ) — H Ax,.l (4.25)

Boylece simetrik fonksiyon karmasik j carpam ifadeden cikartilarak bilesenlere ait

genliklerin ¢carpimlar seklinde ifade edilir.
4.5. Cok-Tonlu Harmonik Denge Algoritmasi

Denklem 4.23 ile belirtilen dogrusal olmayan fonksiyona ait genellestirilmis agilim,
Denklem 2.1 ile belirtilen genel diferansiyel denklemde giris ve c¢ikis formlarinin

yerine konularak, istenilen bir @ =or ¢ikis frekansi i¢in harmonik denge denklemi

sembolik formda ifade edilebilir,

L

M m Aq
o psym ( ) jort _
z z om ZCM (ll""lp+q) Z M fy” L., ) €7 =0 (4.26)
m=l p=0 51y =0 {r,...,r,, } dizisinin
‘Zr, =r sartiyla R setinden
kombinasyonlart

Boylece yalnizca toplamlart r olan kombinasyonlar iiretilerek uygun simetrik
fonksiyonlarin hesaplanmasiyla ilgilenilen frekans igin denge denklemine ait
bilesenler elde edilir. Her bir ¢ikis harmonigi i¢in bir harmonik denge denklemi
olusturulur ve ortaya cikan denklem takimlar1 sayisal ¢oziimleme yontemleri
kullanilarak uygulanan parametreler i¢in bilinmeyenler tespit edilir. Denklemlerin
elde edilmesi icin gerekli islemlere ait akis diyagrami Sekil. 4.4’de sade bir sekilde
verilmisgtir. Bununla birlikte algoritmanin  gergeklestirilmesinde islemlerin
gerceklestirilecegi programlama dilinin gdz O©niinde bulundurulmas: gerekir.
Denklemlerin yazdirilmas: biitiin hesaplamalar gerceklestirildikten sonra olabilecegi

gibi satir veya her hesaplama sonunda da olabilir. Gelistirilen algoritma yapisinin
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mevcut hali ile bir programlama diline kodlanmasi, istenilen frekans bileseni igin
olusabilecek kombinasyonlarin hesaplanarak disardan girilmesiyle veya bir program

araciligi ile miimkiindiir.

Cok-tonlu analizde her bir temel frekans bilesenine ait harmoniklerin yaninda
karisim bilesenlerinin de analize katilmasi, kabul edilen frekans setinden agilimda
ilgilenilen frekanstaki bilesenlerin el ile belirlenmesi ¢ok daha giigtiir. Giris temel
frekanslar1 ve hesaplanan terimlerin derecesine bagli olarak artan kombinasyonlarin
sayismin yiizlerce veya binlerce olabildigi cok-frekans uyartimli analizde bu oldukca
zaman alict ve hatasiz gergeklestirilmesi zor bir islemdir. Ornegin iki tonlu bir

analizde @, ,=w, c¢ikis frekansinda R=2, i¢cin denge denklemlerinin olusturulmasinda

60 adet kombinasyon gerekir. Harmonik olarak iliskili durumda kullanilan Denklem
3.34 ile tanimlanmis algoritma ¢ok tonlu durumda gegersiz kaldigi icin, vektorel
formdaki kombinasyonlar1 verilen girdilere gore otomatik olarak elde eden bir

algoritmanin gelistirilmesinin gerekliligi ortaya ¢ikar.



Basla
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yazdir

Bitir

Sekil 4.5. Harmonik denge algoritma akis diyagrami
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4.6. Cok-Tonlu Durum icin Kombinasyonlarm Uretilmesi

Analizde kullanilan temel frekans bilesenlerine ait katsayilar siitun vektorlerden
olusan R ile tamimlanmistir. Verilen bir cikis frekansi icin bu diziden uygun
kombinasyonlarin se¢ilmesi her bir temel bilesene ait kombinasyonlarin satirlar

halinde asamali olarak iiretilmesiyle saglanabilir. Bu amagla aranan vektorlere ait

kombinasyonlar r,,...,r, asagidaki gibi girisi ve ¢ikis1 da kapsayacak katsayilardan

olusan bir R’ matrisi olarak tanimlanabilir,

rl,l ce rl,p rl,p+l s rl,erq rl,l s ri,m
£ EY * . . . . . . . . .
R =[Ry R,1=| : : : : : o=l o : : 4.27)
O A T Toi oo Tom

Matrisin her bir satir1 harmonik olarak iliskisiz temel bir bileseni ve sahip oldugu

situn sayis1 da harmonik aciliimin gerceklestirildigi elemanin derecesini

gostermektedir. Analizde kullanilacak kombinasyonlar1 olusturan R* matrisleri bir

A . li¢ boyutlu dizisi olarak tammlanabilir,

rl,l,l e ri,m,l rl,l,2 e ri,m,Z ri,l,nA e ri,m,nA
AR% = : : S N : SR IUUU B : : (4.28)
ro‘,l 1 ra,m,l r0,1,2 ra,m,Z ra,l,nA tee ra,m,nA

Kombinasyon matrisi adedini belirten n, degiskeni, istenilen ¢ikis frekans bileseni,
R harmonik ¢arpanlar seti ve hesaplanan terimin derecesi ile iligkili bir parametredir.

Burada her bir kombinasyon R® formunda tamimlanirken, bu matrisin siitunlari
analizde kabul edilen Rxl,...,RXa degerlerinin Denklem 4.20 de kullanilmas1 sonucu

elde edilen R harmonik katsayilar setinden segilir. Harmonik olarak iligkili duruma
benzer sekilde harmonik katsayilar matrisinin kombinasyonlarin1 veren asagidaki

formda bir fonksiyon tanimlamas1 yapilabilir.
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S, (C)= > [rr,---r,] (4.29)

[1}}5eeeyiT,, | matrisinin
‘Zl'; =rsartiyla R setinden
kombinasyonlart

Elemanlar1 R setinden segilen [r,:r,---r,] kombinasyonlar1 harmonik g¢arpanlar

matrisi R ’yi tanimlar. Cikis frekans bileseni r kombinasyonlarm elde edildigi
frekansa ait harmonik olarak iliskisiz temel frekans bilesenlerinin toplam katkilarini

tanimlayan carpan degerlerini icermektedir. Burada r siitun vektorii formundadir,
r=[r"r'] (4.30)

Harmonik c¢arpanlardan olusan matrisin verilen bir c¢ikis bileseni icin olasi
kombinasyonlar1 asamali bir sekilde elde edilebilir. Oncelikle ¢ikis frekansini veren
frekans bilesenlerinden biri icin acilim harmonik olarak iligkili durumdakine benzer
sekilde gergeklestirilir. Boylece harmonik katsayilar matrisinin ilk satirt igin
kombinasyonlar elde edilir. Bunlar bir sonraki satirda diger bir temel frekans bileseni

icin matrisin ikinci satir elemanlar belirlenirken kullanilir.

C1 = {_RX1 seees Rxl }J Temel frekanslar i¢in harmonik seti
| C2 = Sm,rk1 (Cl)
v
1. Temel harmonik i¢in
¢ ={ [”1,1,1’ T er,l]’ 2 [rlvlﬂnl 5 o, ] }J kombinasyonlar
| C=5,,C)
7
K b T R 2. Temel harmonik igin
.1, .m,1 Il 1,m,n, .
C, = yeres kombinasyonlar
i 7 ERE! Dy
| A =5,.(C,)
v
rl,l,l ce ri,m,l rl,l,nA ce ri,m,nA
A= : : N OO : : O . Temel harmonik i¢in
kombinasyonlar
ro‘,l 1 ro’,m,l ro’,l,nA ct ro‘,m,nA

Sekil 4.6. Harmonik carpanlar matrisinin elde edilis asamalar1
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Sekil 4.6’da goriildiigii gibi daha sonraki satirlarda da elemanlar belirlenirken benzer
sekilde kendinden oOnce elde edilen kombinasyonlar géz oniinde bulundurulur.
Ornegin 6nceki bir kombinasyona ait elde edilen satirlar sonraki satirda birden fazla
kombinasyonda kullanilabilir. Buna gore, Denklem 4.29 ile prensip olarak verilmis

islem daha acik bir sekilde tekrar diizenlenebilir.

K K K
¢ rlm(ll\s 1,1']( rzmnl\s 1'2,]( 1””’](
S, (C)= > LD Pl (4.31)
k=1 ny k=T, Ty 2k =P
’ " rn,vl,k ' " r;lr‘Z,k r;lr‘m,k

Burada ii¢ boyutlu olarak uygulanan C dizisinin icerdigi matris adedi n_ ile, satir
sayisi ise girig frekans adedi n, ile tammlanmaktadir. Ilk temel frekans igin bilesenler
uretilirken C dizisi {—R_,..., R, } seti olarak segilir ve dizi satir vektorii formunda
oldugu i¢in n.=1’dir. Bu durumda algoritma harmonik olarak iliskili durumdakine

benzer sekilde caligir.

S, (€)= z {"1,1,1’ Z {’],2,1’~--”],n1,1}} (4.32)

Doy 1k = Nin Ty Lk = 20000

Bu ifade sonucunda elde edilen ii¢ boyutlu formdaki dizi ilk harmonik bilesen i¢in

kombinasyonlar igerir,
AR* ={ [rl,l,l’ Tt rl,m,l ] LA [rl,l,n1 LA rl,m,nl ] } (433)

Bu kombinasyonlar ikinci frekans bilesenine ait olan ikinci satirdaki elemanlarin
tiretilmesinde kullanilmak iizere C’ye esitlenerek tekrar algoritmaya uygulanabilir.
Bu durumda algoritmadan ¢ikti olarak iki satir ve m siitun boyutlarinda n, adet

matris den olusan yeni bir dizi elde edilir,

r e r r ) r
11,1 1,m,1 11,1 1,m,n,
A= (4.34)
Hhir 0 Hhit 7 N,
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Benzer sekilde o . temel frekans bilesenine kadar elde edilen sonuclar bir sonraki
frekans bileseninin elde edilmesinde kullanmilmak iizere algoritmaya uygulanir. Bu

islemler i¢in, C vektorii asagidaki gibi genel bir yapida ifade edilebilir,

[-R,....R, ] »
l’lr =
C = ri,l,l cee ri,m,l ri,l,n( e ri,m,nl (435)
9eee9 n.= {2,...,0}
rnr -1,1,1 ce rnr —1,m,l r;z,,—l,l,n( r;z,,—l,m,n(

Harmonik olarak iligkili durumdaki gibi harmonik carpanlar matrisine ait
kombinasyonlarin {iiretilmesi icin, matris elemanlarimin degisim arakliklarinin
belirlenmesi gerekir. Bu islem permiitasyonlar1 6nleyen bazi kurallara gére minimum
ve maksimum degerlerin belirlenmesi ile gerceklestirilir. Ik satirda mininimum
deger onceki boliimde bahsedilen harmonik olarak iligkili durumdakine benzer

sekilde tespit edilebilir.

r,=maks(-R, 1, '“(m—DXR, ) (4.36)

[k temel bilesen igin 7' sartin1 saglayan kombinasyonlar iiretildikten sonra bunlar
referans alinarak ikinci temel bilesen i¢in r," sartin1 saglayan kombinasyonlar
tiretilir. Bu islem son temel bilesene ait r,' carpam icin gerceklestirilene kadar
devam ettirilir. Bu asamada minimum deger belirlenirken diger bir kontrol edilmesi
gereken durum ise iglemin gergeklestirildigi r;, siitunun, onceki r,_ , siitunu ile

ayni olup olmadigidir. Eger ayni ise ve sinirlar belirlenen elemanin aldigi minimum
degerin bir oncekinden biiyiik veya esit olmasi kombinayonlara ait permiitasyonlarin

onlenmesi bakimindan onemlidir.

n.=maks(r, .7 ' =(m=DR, ) (4.37)

Diger durumlarda Denklem 4.37 minimum degerin bulunmasinda kullanilir. Yani ilk

satirin elemanlarinin hesaplandigi n, =1veya onceki siitun ile hesaplanan siitunun
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ayn olmadigi durumlarda kullamlabilir. Boylece minimum deger genel olarak

asagidaki gibi ifade edilebilir,

=
lmm

{maks(—RX g =(m=DR_ ) (£, #r,)v =1
= o (4.38)

maks(7, .5, " —(m— I)Rx,,r ) (B =0 A e ST A >1)

Maksimum degerin belirlenmesinde de ilk satir ve daha sonrakiler i¢in olmak iizere
iki durum soz konusudur. 11k satirda, yani n, =1 durumu i¢in, harmonik olarak

iliskili formdakine benzer tarzda bulunabilir,

r, = taban(r, '/m) (4.39)

Satirdaki bir elemana ait maksimum deger hesaplanirken, sonraki elemanlarin

alabilecegi minimum degerlerin toplaminin hesaplanmasi gerekir. Bdoylece r,
degiskeninin degerinden ¢ikartildiginda maksimum deger hesaplanmis olur.
B =Tn, = (R, (m=1)) (4.40)

Ardisil olarak n_ adet ayni siitunlarin bulunmasi durumunda permiitasyonlari

onlemek icin asagidaki gibi diizenlenebilir,

no= taban( (r", " R, (m—n, )/n) (4.41)

Bu ifade aynm1 elemanin bulunmadigi durumu ifade eden n =1 i¢in Denklem 4.41°e

ve islem yapilmakta olan elman ile birlikte m adet elemanin aymi oldugun =m

durumu i¢in Denklem 4.40 olarak sadelesir. S6z konusu durumlar g6z Oniinde
bulundurularak maksimum deger asagidaki gibi ifade edilebilir,
(4.42)

taban(r,'/ m) n =1
iaks taban(rnr'—(Rxnv(m—ns))/ns) n >1
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Minimum ve maksimum degerler belirlendigine gore Denklem 4.33 diizenlenerek

ozyinelemeli formda asagidaki gibi ifade edilebilir,

ne Nomaks 1,m,k
S, (C)= DR | IR S S (4.43)

o, 1k o126 o Vo —lmk

Boylece kombinasyonlar dizisi, Denklem (4.42) kullanilarak asagidaki gibi ifade
edilebilir,

I
Ap=2 8,,(C)

=1

ve r'=[r's...r'T (4.44)

1

C ile tamimlanan ifadeye ilk anda harmonik olarak iligkili durumdaki bilesenler
uygulanir. Daha Oncede belirtildigi gibi bunun sonucunda elde edilen
kombinasyonlar ikinci satir1 elde etmek icin fonksiyona tekrar uygulanir. Bu islem
uygulanan o adet harmonik olarak iligkisiz frekans bileseni icin bir satir olugturulana
kadar devam eder. Sonu¢ olarak Denklem 4.28 ile verilen o xXm boyutlu

matrislerden olusan dizi elde edilir. Burada A . bir onceki frekans bileseni igin

iretilen kombinasyolar1 tamimlar. Gelistirilen algoritma ile hem harmonik olarak

iliskili hem de iliskisiz durumlar i¢in kombinasyonlar iiretilebilir.
4.7. Cok-Tonlu Durum icin Permiitasyonlarim Uretilmesi

Simetrik fonksiyonlarin hesabi1 gerceklestirilirken basit terimlerde tek-tonlu durumda
da karsilasildig1 gibi, kombinasyonlara ait permiitasyonlar ayni ifadeyi verdigi i¢in
hesaplanmasi gerekmez. Bunun yerine permiitasyon adedini belirten n, katsayisi ile
carpilarak simetrik fonksiyon hesaplanir. Diger terimler i¢in simetrik fonksiyonlarin
hesabinda permiitasyonlarin belirlenmesine ihtiya¢ duyulur. Bu islem 6zyinelemeli

bir algoritma formu ile basit¢ce hesaplanabilir,
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Z{ > (Varesv,)} (4.45)

Baglangigta P_ (.) fonksiyonunun giris degiskenleri {v,,...,v, } ayni zamanda P (.)

fonksiyonuna uygulanan {r,,...,r,} olarak secilir. Bundan sonraki iterasyonlarda

i={2,...,

n} i¢in r; # r,_ durumu hari¢ v,=r; olarak alinir.

4.8. Ornek Uygulama

Gelistirilen yontemin kullaniminda gerceklestirilen islemleri agik bir 6rnek iizerinde

sunmadan 6nce islem basamaklar1 maddeler halinde asagidaki gibi ifade edilebilir;

ii.

iii.

1v.

Vi.

Vii.

Denklemi tanimlayan model katsayilar1 Denklem 2.1’e gore elde edilir.
Sisteme uygulanan giris sinyali tipi belirlenir.
Giris frekans bilesenlerine bagli olarak cikis bilesenleri analizde istenilen
hassasiyete ve istenilen dereceye bagl olarak secilir.
Sistemi tamimlayan diferansiyel denklemin terimleri dogrusal olmama
derecelerine bagli olarak gruplandirilir.
Cikis frekans bilesenleri setinden denge denklemini hesaplamak {iizere
frekans bilesenlerinden biri segilir.

a. Secilen gruptaki terimler i¢in frekans bilesenini saglayan biitiin

kombinasyonlar Denklem 4.44 ile iiretilir.
b. Her bir grup terimi icin simetrik fonksiyonlar elde edilen

kombinasyonlar kullanilarak iiretilir. 7, carpan1 hesaplanarak basit

terimler haricindekiler i¢in permiitasyonlar Denklem 4.45 ile elde
edilir. Siradaki grup terim icin (a) basamagindan devam edilir.
Harmonik denge denklemi Denklem 4.26 ifadesine gore elde edilir.

Biitiin frekans bilesenleri tamamlanana kadar v. basamak tekrarlanir.

Gelistirilen yontemin bir uygulamasi olarak, biri sertlikte digeri soniimde olmak

tizere iki adet dogrusal olmayan terim iceren yap1 olarak Denklem 2.1 ile belirtilen

forma sahip Duffing-Van der Pol denklemini kullanalim,
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)+ u ) +d, yt) 3(@0) + @ y(t) + oy y(t) =u(r) (4.46)

Buna gore, Denklem 2.1 ile esitlendiginde modeli tanimlayan katsayilar asagidaki

gibi belirlenir,

co@=1,  ¢,(001)=d,, o=, ¢,(0,00)=a

o=, ¢, (0)=-1, diger durumlar c, =0 (4.47)
Yontem ¢ok-tonlu giris sinyali i¢in gelistirildigine gdre bu duruma yonelik en temel
ornek iki-tonlu sinyal i¢in uygulanabilir. Bunun yaninda sabit bir bilesenin de
kullamildig1 sinyal asagidaki gibi @, ve @,ile tammmlanan harmonik olarak iliskisiz

frekans bilesenlerini icerecek sekilde kabul edilebilir,
u(t)=a, +a, cos(w, +4, )+a, cos(@,+¢, ) (4.48)

Boylece cikista kabul edilecek frekans bilesenleri, Denklem 4.4 formunda,
uygulanan harmonik olarak iliskisiz iki frekans bileseninin harmoniklerine ek olarak,

karisim frekanslar1 da icerecek sekilde asagidaki gibi tanimlanabilir,

2 2

Ar j 1y, )1+
x(l,): Z z “5‘:2 e}((’laﬂ 20) ¢q/2) (449)

n=-2 r,=-2

Denklem 4.49’nin a¢ilimindan da goriilebilecegi gibi denge denklemleri

olusturulurken R, =R =2 secilerek kutu smirlama ile kombinasyonlarin elde

edilmesinde kullanilacak katsayilar seti agagidaki gibidir,
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Dikkat edilirse R seti, frekans bilesenlerinin karmasik esleniklerini de icermektedir.
Bundan dolayi, ¢ikis degiskenlerini temsil eden harmonik carpanlar, yukaridaki setin

gercek bilesenlerini tanimlayan katsayilar kullanilarak elde edilir.

L o

Denge denklemlerinin elde edilecegi ¢ikis bilesenlerini veren katsayilara ait R seti

goz Oniinde bulunduruldugunda, analizde kabul edilen bilesenler, harmonikler ve
karisim frekanslar olmak iizere temel bilesenler ve katsayilar cinsinden Tablo 4.1°de
siralanmistir. Boylece her bir frekans bileseni icin bir tane olmak iizere toplam 13
adet denge denkleminin olusturulmasi gerekir. Denklem 4.49°dan, analizde cikisi
temsil eden sinyal formu kosiniisler cinsinden bilinmeyen genlik ve faz bilesenleriyle

birlikte asagidaki gibi ifade edilebilir,

y(t) = a, +a,. cos(wt+¢, )+a, cosLat+ ¢y2v0 ) A
+a, cos(ant + ¢y0‘1 )+ a, . cos(2ayt + ¢y0‘2 )
ta, cos((@ + @)t + ¢.vu )+ a, cos((@ — w,)t + ¢y1,71 ) > 4.52)

+a, cos((2w, + w, )t + ¢Y2,1 )+ a, cos(2m, — @)t + ¢y2_4 )

+a, cos((@, +2w,)t + ¢m )+ a, | cos((@, —2m, )t + ¢),H )

+a, 2cos((2a)1 +2w,)t + ¢y2 . )+ a, cos((2m, —2w,)t + ¢y2 . ) )

Sinyal formu incelendiginde kullanilan frekans bilesenleri Tablo4.1’deki gibi

siniflandirilabilir.

Tablo 4.1. Iki frekansli uyartim igin frekans bilesenleri

Katsayilar Cikis Frekanst
h r @, =r'0+n' @,
1 0 0 a, Sabit bilesen
2 1 0 w,
1. Temel frekansa ait
3 2 0 2w, harmonikler
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Tablo 4.2. Devam

* ! : “ 2. Temel frekansa ait

5 0 2 2w, harmonikler

6 1 1 @, +a, 3\

7 1 -1 W, - @,

8 2 1 20,+w,

9 2 -1 20,- 0, 1. ve 2. temel frekanslara
O[T 2| e | [ ok
11 1 -2 o -20,

12 2 2 20, +2w,

13 2 -2 2w,-2w, )

4.8.1.Dogrusal terimler icin simetrik fonksiyonlar

Analizde secilen giris sinyaline gore hangi frekans bilesenlerinin ¢ikis i¢in gbz Oniine
almacag belirlendikten sonra, terimler dogrusal olmama derecelerine gore
gruplandirilir. Sisteme ait modelin tanimlandig1 Denklem 4.47 yapisal olarak birinci
ve {liciincli dereceden terimlerden olusmustur. Birinci dereceden terimler, giris
sinyalinin frekans bilesenlerinde cikis frekans bilesenlerini iiretir ve bundan dolay1

kombinasyonlar asagida verilen formda oldugu gibi yalnizca bir elemandan olusur.

.|
R :[ } (4.53)

o

Giriste yalnizca harmonik olarak iliskisiz iki sinyal bulundugu icin, satir sayis iki,
acilimi gerceklestirilen elemanin derecesi m = 1 oldugu i¢in siitun sayis1 bir olur. Bu
durumda birinci dereceden c¢ikislara ait simetrik fonksiyon Denklem 4.24’den

asagidaki gibi yazilabilir,

£)=A, " ,@ 4 r,0,)! (4.54)
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Tiirev icermeyen ifadeler icin asagidaki gibi basitlestirilebilir,
£r)=A, o £ )=A, (4.55)

Ornegin @, ¢ikis frekansindaki denge denklemleri harmonik carpanlar matrisi ¢ikis
frekans bilesenini tammlayan @, =1'@, +r,'@, gbz Oniine alnirsa 7, =1 ve r,;, =0

olacagi icin tek siitun formundadir,
. |1
R = { } (4.56)

Denklemin dogrusal terimlerine ait @ =@, icin elde edilen simetrik fonksiyonlar

Denklem 4.54 ve 4.55 kullanilarak Tablo 4.2’de verildigi gibi elde edilir.

Tablo 4.3. @, =@, cikis frekansinda dogrusal terimler i¢in simetrik fonksiyonlar

r m, y(®) y(®) () u(r)
1 ) s
0 1 A,Vl,o A.Vl,o 16, - A,vl 0 @ U o

4.8.2. Kiibik terimler icin simetrik fonksiyonlar

Denklem yap1 olarak yalnizca cikis terimlerinden olusan iki adet kiibik terime

sahiptir. Uciincii dereceden terimler ii¢ frekans bileseninin toplamindan elde edilen

frekans bilesenlerini iiretir. Bundan dolay1 harmonik carpanlar matrisi R 'nin boyutu

2x3 olarak elde edilir.

. {m hs ”1,3} (4.57)
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Saf olmayan terim i¢in, Denklem 4.24 dikkate alinarak simetrik fonksiyonun formu

asagidaki gibi ifade edilebilir,

sym 1 3 ol .
1 (r,r,.r)=— z H Ay'm‘[ ]l'(rua)1 +r2,ia)2)l‘ (4.58)

nr {r;,r,,r; }dizisinin i=1
biitiin farkli permiitasyonlart

Saf terim icin Denklem 4.26’dan,

3
’svm rl , I'2 , r3 H A (459)

Cikis frekanst or =@, icin kiibik terimleri elde edilebilmesi i¢in asagidaki kosulu

saglayan kombinasyonlarin elde edilmesi gerekir,
r=r,+r,+r,=[10] (4.60)

Verilen sart1 saglayan kombinasyonlar Denklem 4.44 algoritmasi ile asagidaki gibi

elde edilebilir,

Bu kombinasyonlar kullanilarak sistemin ii¢iincii dereceden terimleri igin simetrik
fonksiyonlar belirlenir. Tiirevsel ifade iceren y(¢)* y(¢) terimi icin Denklem 4.58’den

simetrik fonksiyon asagidaki gibi elde edilir,

fs\'m -2 1 2 1 Z A A A . (4 62)
3 = , . Jjo.r '
' - 2 ’ 0 , 2 nr {r;,r, ,r3 } dizisinin IR RC / !

biitiin farkli permiitasyonlart

Simetrik fonksiyonun hesabinda kombinasyonlarin yer degistirmesi durumunda

degeri degisecegi icin olusabilecek durumlarin, yani tiim ayrik permiitasyonlarin
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hesaplanmasi1 gerekir. Bu islem bilgisayar ortaminda Denklem 4.45 ile verilen

algoritma yapisi ile saglanabilir.

Tablo 4.4. Denklem 4.63 ile verilen simetrik fonksiyona ait permiitasyonlar

{r,r,,r.} foom (r,, 1’2,r3)=A),r1 A A, jo.r
{: 2(1)2} nALA,,, J(F2e - 20)
{:: z:’ :j:’ :(1):} A"H A~"2,2A>‘1,a (20, - 2w,)
LoH=af])
B
{:2:’ :(1)}’[: i:} w4, 1R +2w,)
{i’: iH(l)} A, AL A Qe +2a,)

Tablo 4.3’de verilen permiitasyonlar i¢in asimetrik fonksiyonlar hesaplandiktan

sonra, toplamlari permiitasyon sayisim belirten 7,

simetrik fonksiyon asagidaki gibi elde edilir,

sym -2 1 2
Iy s bPlobl2 =A,, A A, JF20-2w,) \

+A

V2,27 V2,2 Vlo

+A AL2 .

Y10 A)’z,z

+AAA

Yoo,-27 N,

La
6

Y-2,-27 V1,0 V

.]( 2(01 2(02) + A,Vl oA.Vz,zA.sz,fz jwl

jw1+ A)’z 2A."1 0 A}'—z -2 '](2(01 + 2(02)

JjQae, +2w,)

L JQa )+A A Jjo,

Y2,

degerine boliintir. Boylece

N (4.63)
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Tiirevsel ifade icermeyen y(¢)’ icin ise Denklem 4.58’in basitlestirilmis sekli olan

Denklem 4.59 kullanilarak simetrik fonksiyon asagidaki gibi elde edilir,

ol 1722 A a4 a (4.64)
y ) ’ 0 ’ 2 B S TN il PP ’

Dikkat edilirse siitunlarin yer degistirmesi, sonucu degistirmeyecegi ig¢in
permiitasyonlarin hesabina gerek yoktur. Istenilen ¢ikis frekansim veren diger her bir

kombinasyon i¢in Tablo 4.5’deki gibi iiretilir. Eksik kombinasyonlar ekte verilmistir.

Tablo 4.5. Kiibik terimler i¢in simetrik fonksiyonlar

£ ryry)

No {r,r,,r} n y(2)? y(0)* 3(1)

=2011/[2 1 .

1 .
{6} A.sz,fz AY1,1 A.Vz,l g Ay, A A 2](01

2,2 Y1 Y20

1

[—27[1]]2]
3 { _ 2_ ’ |:2:|’ 0 } {6} A}Lz,fz A)’1,7z A)’z,a g Ay,2,,2 Aylv,z Aym 2]601

(3} Al A Laa jo,

Yo,1 N,—2 3 Yo,1~ V1,2

60

4.8.3. Harmonik denge denkleminin olusturulmasi

Sisteme ait model katsayilar1 ve diferansiyel denklemin terimlerine gore hesaplanan
simetrik fonksiyonlar genel formda Denklem 4.26’ye gore asagidaki gibi or cikis

frekansi i¢in ifade edilebilir.
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1 : 1 , 1 :
E Co,1 (0) Z fus"m (rl )+ = Cro (0) Z f;}m (rl )+ 5 Cro (1) Z fys"m (rl )

for) 2 s} for)
1 sym 1 * nosym
+5C1,0(2) va} (I‘l)+§C3,0(0,0,0) Z”rfy' (rl’rz’rs) (4.65)
{ry=r} I+ +r=r

1 * _posym
+§c3,0(0,0,1) > ong £ (r.r,,r) =0

I 41, +r3=r
Hesaplanan simetrik fonksiyonlara ait agilimlar, denklem katsayilart ve n, carpani

yukaridaki denklemde yerine konularak, ornek olarak ifadelerin tiiretildigi or =a,

cikig bileseni i¢in denge denklemleri asagidaki formda elde edilir. Denge

denkleminin tamami ekte verilmistir.

_lAu _a)2 A.Vl,o +,U -w A.Vl.o + 1,0 wz
5 e T, J 2 , O

+ % a; (6A}’—2 -2 AVV1 0 A.Vz 2 + 6A.V—2 ) A)’l 1A}’2 1 + 3A}’—2 -2 AVV1 -2 A.Vz 0 Tt A}%o 1A}’1 -2 ) (466)

+ 1 d A)’—z,—z A)’l,(] A."z,z 2]&)1 + A)Lz,fz A}'l,l Ayqu 2](01 0
—d, ) ) ' -
8 + A)’—z,—z A}'l,—z A."z,o ‘]2601 oot A A 2 -]a)l

You o,
Benzer islemler analizde kabul edilen diger 13 adet frekans bileseni icinde
gerceklestirilerek tiim denge denklemleri olusturulur. Cikis sinyal formunun
bilinmeyen genlik ve faz degerlerini tespit edebilmek icin model katsayilarimin
denklemlerde yerine konularak dogrusal olmayan denklem takimlar sayisal
coziimleme yontemleriyle c¢ozdiiriilir. Modele ait katsayillar ornek uygulamada

asagidaki gibi alinmastir.
u=1; d,=0.15; o, =10; a,=4 (4.67)

Analizde kabul edilen ¢ok-tonlu girig sinyali i¢in a, =05, a, =1, a, =1

alinarak @, =18, @, =69rad/sn frekans degerleri i¢in bilinmeyenler tespit edilip

Denklem 4.66’de yerine konuldugunda istenilen zaman dilimine ait sinyal grafiksel

olarak elde edilebilir. Ornegin ¢ikisa ait 10 saniyelik bir sinyal asagidaki gibidir,
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70

_2 L [ | [ | [ [ [ [
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t (saniye)

Sekil 4.7. Analik (—) ve sayisal simiilasyon (*) yoluyla elde edilmis sonuglar

Burada sonucun dogrulugunu gostermek amaciyla sayisal simiilasyon yoluyla elde
edilen sonug¢ kararli dilim olarak kabul edilen bir zaman araligi icin birlikte Sekil
4.7de ¢izdirilmistir. Elde edilen sonucun sayisal simiilasyon sonuglariyla
kiyaslandiginda dogrulugu agik¢a goriilmektedir. Bu durum aym zamanda analizde
cikis icin kabul edilen frekans bileseni sayisinin yeterli oldugunu gosterir. Ornegin,
giris genliginin bir 6ncekine gore bes kat artinldigi farkli harmonik sayilari igin
analizde kullanilan sinyal formlarina ait katsayilarin genliklerindeki degisim Sekil

4.8’deki gibi gerceklesmistir.

3.5 \

a, ¢
| o

Hx5

Genlik,a

7 8 9 10 M 12 13
Frekans bilesenleri

Sekil 4.8. Cikis sinyal formundaki frekans bilesenlerine ait genlikler

Dogrusal olmayan sistemlerin girise bagimh karakteristikleri dolayisiyla, uygulanan
sinyalin genligindeki bir artis analizde kabul edilen frekans bilesenlerinin genliklerini
de artirarak c¢ikis sinyalinde Onemli etkiler olugturmustur. Bunun yaninda analiz

sonucu elde edilen cikis sinyali ile sayisal simiilasyon arasindaki fark Sekil 4.9-a’da
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goriildigii gibi belirgin bir sekilde artmistir. Artan hata miktarinin telafi edilmesi i¢in

analizde kullanilan frekans bilegenlerinin artirilmasi gerekir. Ornegin R =R _=3ve
R =R, =4 alnarak gerceklestirilen analizler sonucunda Sekil 4.9-b ve c’de

goriildiigii gibi hata seviyesi giderek azalmistir. Diger yandan harmonik sayisi
artirillarak daha ¢ok frekans bileseni analizde kullanildiginda denge denklemlerini
olusturan dogrusal olmayan formda denklem takimlarimin c¢oziimlemesi igin

bilgisayar tarafindan gerceklestirilen islem yiikii de artar.
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@R, = R, =2
7 : ‘ ‘
3.5 ' ) . .
§ 0 R % 2 3 '
': * - ::
35 i
V; ]

\ \ \ \ \ \ \ \ \
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210

t(sn)
®R, =R, =3
7
3.5 -
= 0 3 :
-3.5 i

\ \ \ \ \ \ \ \ \
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210

t(sn)
©R, =R, =3
7 T T
3.5 |
< 0 : "
-3.5 -

200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t(sn)

Sekil 4.9. a) R, =R_=2,b) R, =R, =3, ¢) R, =R, =4 sinirlama degerleri i¢in harmonik denge

(--) ve sayisal simiilasyon (—) sonuglar1

Sabit bir bilesenin giris sinyalinde kullamildig1 ve kullanilmadigi durumlar Sekil
4.10’da goriilmektedir. Dikkat edilirse kullanilmadigi durumda cift dereceden

bilesenlerin genlik degerleri sifirlanmistir. Tek dereceden bilesenler incelendiginde
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ise farkli olarak, giris sinyalinin iceriginin degismesi sonucu genlik seviyelerinde

degisimler olusmustur.

Genlik,a

6 7 8 9 10 11 12 13
Frekans bilesenleri

Sekil 4.10. Giris sabit bileseninin, cikis frekans bilesenleri iizerindeki etkisi

Sabit bilesenin kullanilmadig1 analizlerde ¢ift dereceden harmonikler ve karigim
frekanslar sifir kabul edilebilir. Bu bilesenler analize dahil edilse de sonucu
etkilemezler. Bundan dolay1 sinyal formundan elenerek frekans bilesenlerinin yarisi
azaltilir ve boylece gereksiz islemler ortadan kaldirilmis olur. Bu durumda, verilen
ornek uygulama i¢in analizde kabul edilen frekans bileseni 6 adede diiserek cikis

sinyali agsagidaki gibi kisalir.

y(t) = a,. cos(ajt + ¢y1 , )+ a,. cos(a,t + ¢y0 1 )
+a, cos(Qa, + @)t + ¢y2_1 )+ a, cos(Qa, — w,)t + ¢y2 . ) (4.68)

+a, cos((@, + 2w, )t + ¢ym )+ a, cos((w, — 2w, )t + ¢yH )

Sistemi tamimlayan diferansiyel denklemde karesel fonksiyonlar mevcutsa giriste

sabit bilesen olmamas1 durumunda da ¢ift dereceli bilesenleri de kullanilir.

4.8.4.Giris frekans bilesenlerinin genliklerinin cikis bilesenleri iizerindeki

etkileri

Dogrusal olmayan sistemlerin frekans cevabi karakteristikleri girise bagimli oldugu

icin c¢ikista olusan harmonikler ve karisim frekanslarina ait bilesenlerin genlikleri,
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girise uygulanan farkli frekans bilesenlerine baglh olarak farkli degerler alir. Genlik
seviyesi onemli kabul edilen bilesenlerin analizin dogrulugu agisindan hesaba
katilmas1 gerekir. Tek tonlu analizde temel bilesene ait harmonik sayisinin
arttirnllmasit analizin dogrulugunu artirdigi gibi, cok-tonlu analizde de her bir
harmonik olarak iligkisiz temel bilesene ait harmonik sayisinin artirilmast dogrulugu
artirir. Fakat ¢cok tonlu analizde her bir temel frekans bilesenine ait harmonik sayisi
dogruluk iizerinde farkl1 etkilere sahip olur. Ornegin, analizde kullamlmak iizere bir

sabit bilesen ve farkli genliklerde iki tonlu giris asagidaki gibi tanimlanmistir,

u()=0.5+cos(1.8¢) +0.5co0s(6.91) (4.69)

Bu sinyal formu igin Sekil 4.10°da R, ve R, ’nin farkli degerleri uygulanip,

harmonik denge ve sayisal coziimlemelere ait ¢ikis sinyalleri birlikte sunulmustur.

Dikkat edilirse R, =3, R =2 ve R, =2, R _=3 simrlamalarinin her ikisi i¢in analizde
18 adet frekans bileseni kullanmilmis olmasina karsin, ilgili grafikler
karsilastirildiginda birincisine ait sonucun sayisal simiilasyona daha yakin elde
edildigi goriilmektedir. Frekans bilesenlerinden birinin genligi digerinin yaris1 kadar
secildigi i¢in R, =2 olarak alinmasi ¢ikis frekans bilesenlerinin genliklerini 6nemli
seviyede etkilememigtir. R =3, R =3 secilerek 25 adet frekans bileseninin
kullamldigr  analiz ile ve R =3, R _=2 icin gerceklestirilen analizler
karsilastirlldiginda  birbirine daha yakin oldugu gozlenebilir. Olusan hata
bakimindan, 14 adet frekans bileseninin kullamildigs R, =2, R, =3 ve R =2, R =2
sinirlamalart i¢in yakin sonuglar elde edilmistir. Sekil 4.11’de R, ve R, siirlarina
ait dort farkli durum icin secilen frekans bilesenleri genlik degerleri ile birlikte
incelendiginde daha agik bir sekilde anlagilabilir. R, =3, R, =3 i¢in Sekil 4.11
(a)’da =3 Kkatsayisina ait eksen lizerinde goriilen genlik degerleri diger
eksenlerdekilere kiyasla diisiik seviyededir. Bundan dolayr R, =3, R, =2 secilerek

frekans bileseni sayis1 azaltildiginda diger durumlara kiyasla daha yiiksek dogruluk

elde edilir.
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8 [ | [ [ | [ [ | [
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t (saniye)

(b) R, =2. R, =3

8 L | L L | L L

200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t (saniye)

o () RX1 =3, Rx2 =2

o
o

8 | | | | | | | | |
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t (saniye)

(d R, =2, R, =2

L | L L L | L L L
200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210
t (saniye)

Sekil 4.11. a) R, =3 R, =3 veb) R, =3 R_=2,¢) R, =2 R,_=3,d) R, =2 R, =2, i¢in zaman

boyutunda cevaplar
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Aluag

Hlusg

=2 .

2, R,
2

@ R,

Aluag

3 durumlari

=3 R,
2

R, =3ved R,

=2

Rl

R, =3veb)R, =2 R, =3,¢) R

Sekil 4.12. a) R,

icin bilesenlere ait genlikler
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Eger, R, =2, R,_ =3 olarak secilirse Sekil 4.11-c’de goriildiigu gibi yiiksek genlik
seviyesine sahip A bileseni ithmal edilmis olur. Diger bilesenlerin de ihmaliyle
R =3, R_=2 durumuna gore hata miktar1 her iki se¢cim sekli i¢in aym sayida

frekans bileseni kullanilmis olmasina karsin artar. Bununla birlikte, eger frekans
bileseni miktarin1 azaltmak gerekli veya elde edilen sonuclar kabul edilebilir hata

miktarina sahipse 14 adet frekans bileseninin kullamldigi R, =2, R, =2 durumunu
R, =2, R, =3 olarak secilen analize gore tercih etmek daha az frekans bileseni ile

benzer seviyede dogruluk saglar. Sisteme uygulanan sinyale ait frekans bilesenleri
farkli genlik degerlerine sahipse frekans bilesenlerine ait harmonik sayilar1 benzer
oranlarda secilebilir. Bunun yaninda, belli bir noktadan sonra bilesenleri ihmal etmek
onemli hatalara sahip sonuclarin elde edilmesine sebep olabilir. Kararli durumdan
alman 207z sn Ornek analiz ve esit sayida noktadan olusan Ornek ile denge
denklemleri sonucu hesaplanan degerler arasindaki hata miktar1 Denklem 4.71 ile

verilen oklid bagintis1 kullanilarak karsilastirilabilir,

Hata=_|Y" (3, -, )’ (4.70)
i=1

Boylece farkli R, ve R, smir degerleri i¢in sayisal simiilasyonlar referans alinarak

Tablo 4.6’da goriildiigii gibi karsilastirilabilir.

Tablo 4.6. R, ve R, degerlerine bagli hata degerleri

Rxl sz Hata
3 3 11.9125
2 3 13.6142
3 2 34.1601
2 2 34.2696

Farkli giris genliklerinde de benzer iliski oldugunu gostermek amaciyla 6rnegin

A={05;1;15;...;5} giris genlikleri i¢in olusan hata degerleri Sekil 4.13’de
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verilmigtir. Hata miktarlart uygulanan genlige bagh artmakla birlikte verilen giris

sinyali i¢in secilen R, ve R degerleri ile iliskili olarak hata bakimindan Tablo

4.5’e benzer bir davranis sergiler.

Hata
2

Giris genligi

Sekil 4.13. Temel bilesenlerin harmonik sayisinin hataya etkisi

Smirlama degerlerine bagli olarak ortaya konan iliski genlik degisiminde oldugu
gibi, farkli giris frekans bilesenleri icin de ortaya c¢iktigi gosterilebilir. Bununla
birlikte, hatanin frekansa bagh degisimi genlikte oldugu gibi diizenli bir sekilde
olugmayabilir. Ornegin w,={0,5;1; 1,5;...; 5 } ile verilen bir aralik ve @,=6.9 rad/s
almip 207 sn siire ve esit sayida nokta ile elde edilen ¢ikis sinyalleri i¢in hatalar
hesaplandiginda frekansa bagl olarak siitunlar seklinde Sekil 4.13’de goriildiigii gibi
sunulabilir. Hata miktarlann sistemin gecis karakteristiklerine bagli olarak

degisebilecegi icin farkli frekanslarda farkli degerler almustir.
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Sekil 4.14. R, ve R, degerlerinin farkli frekanslar i¢in hata seviyesine etkileri

Hata miktarlar her bir frekans degeri icin farkli seviyede olugmasina karsin birbirleri

ile kiyaslandiginda belirtilen R, ve R, sinirlama degerleri i¢in genlikde goriilen hata

degerlerine benzer bir iligki sergiler. Bundan dolayi, analizdeki frekans bilesenleri
belirlenirken giris genlikleri g6z Oniinde bulundurularak segilecek frekans
bilesenlerinin uygun bir sekilde kestirilmesi daha az sayida frekans bileseni ile

analizin dogrulugunu artirmaya katkida bulunur.

4.9. Sonuclar

Bu boliimde SISO yapiya sahip sistemlerin harmonik olarak iliskisiz frekans
bilesenleri i¢in harmonik denge denklemlerini genellestirerek sembolik formda veren
bir algoritma sunulmustur. Girig sinyalinin iki veya daha fazla harmonik olarak
iligkisiz frekans bileseni icermesi durumunda, temel sinyallerin harmoniklerine ek
olarak bu sinyallerin karigimlarmi da icerdigi icin HBM algoritmasinda bu tip
sinyalleri de kapsayan yeni bir sinyal tanimlanmistir. Yeni sinyal formu icin cikis
frekans bilesenlerinin se¢imine yonelik temel spektrum sinirlama teknikleri olan
Kutu ve Elmas sinirlama yontemleri agiklanmistir. Dogrusal olmayan sistem yapisina

ait terimleri tek-tonlu durumdaki gibi genellestirilmis bir sekilde tanimlayan dogrusal



109

olmayan fonksiyonlar icin agilimlar gerceklestirilmistir. Boylece istenilen frekanstaki
denge denklemlerini veren genellestirilmis formda bir ifade tiiretilmistir. Istenilen bir
frekans bileseni i¢cin denge denklemleri olusturulurken simetrik fonksiyonlar
hesaplamada kullanilan kombinasyon setlerini otomatik olarak {ireten bir
Ozyinelemeli algoritma gelistirilmistir. Yine basit olmayan terimlerin hesabinda
ihtiyag duyulan kombinasyonlara ait permiitasyonlari elde eden bir algoritma

gelistirilmistir.

Yontemin bir uygulamasi 6rnek olarak secgilen Duffing Van der Pol sistemi iizerinde
gosterilerek elde edilen sonuglar sayisal simiilasyonlar ile dogrulanmistir. Giris
genliginin artirilmasiyla birlikte artan dogrusal olmayan etkilerden dolay1 analizde
hesaba katilmayan bilesenlerin digerlerine kiyasla Onemli seviyelere ulagmalari
sonucu hata miktariin da arttigi gosterilmistir. Frekans bilesenleri incelendiginde
harmoniklerin yaninda karisim frekanslarinda onemli seviyelere ulastigi Sekil 4.7
tizerinde karsilastirilarak gosterilmistir. Olusan hatayi telafi etmek amaciyla cikista
kabul edilen frekans bilegeni sayisinin artirllmasiyla birlikte hata seviyesinin azaldigi
gozlenmistir. Ayrica analizde kullanilan girisin sabit bilesen icermedigi durumda

cikistaki ¢ift dereceden bilesenlerin etkisinin sifir oldugu gosterilmistir.

Gelistirilen yontemin dogrulugunu gostermenin yaninda, ¢cok-tonlu analizde frekans
bilesenlerinin seciminde Onemli bir etken olarak giris bilesenlerinin genlik
seviyelerinin cikis frekans bilesenlerinin secimine etkileri incelenmistir. Burada, giris
temel bilesenlerine ait genliklere benzer oranda harmonik sayilarinin segilmesi ile
farkli durumlarla kiyaslamasi yapilarak énemi ortaya konmustur. Her iki bilesen i¢in
ayn1 sayida harmonik kabul etmek yerine, genligi daha diisiik seviyede olan frekans
bileseni i¢in harmonik adedi digerine gore daha az secilerek analizde kullanilan
frekans bileseni sayis1 diigiiriilebilir. Genlik seviyelerinin yaninda frekans

bilesenlerinin degisimi ile de benzer durumun olustugu grafiksel olarak sunulmustur.



BOLUM 5. MIMO SIiSTEMLER iCiN HARMONIK DENGE
ANALIZi

5.1. Giris

Cok-tonlu sinyallere yonelik onceki boliimde tanmitilan sembolik algoritma yapisi
SISO sistemlerin HBM ile analizi icin uygulama alani sinyal ¢esitliligi bakimindan
genigletilmistir. Dinamik sistemlerin SISO yapida olmasinin yaninda birden fazla
giris ve cikis icermesi de siklikla karsilagilan bir durumdur. SISO sistemlerin bir alt
sinifi oldugu ¢ok-girisli ¢ok-cikisli (MIMO) formdaki dinamik sistemler, fizik,
kimya, biyoloji gibi bilim dallarinda cesitli uygulamalar seklinde ortaya ¢ikar [40-
45]. Ornegin Sekil 5.1 de iki giris iki ¢ikish form igin verilen sistemlere benzer
sekilde, birlesik yapidaki elektriksel sistemler veya iki veya daha fazla dereceden
serbestlige sahip mekanik yapidaki sistemler MIMO diferansiyel denklemler
kullanilarak modellenirler [46-48]. Temel formu olusturan SISO sistemlere kiyasla
daha karmasik etkilesimlere sahip MIMO dogrusal olmayan sistemler icin literatiirde
gerceklestirilen calismalar daha azdir. Bununla birlikte bircok farkl disiplinde ortaya
cikan dinamik sistemlerin sunumunda kullanilan MIMO modeller iizerine

gerceklestirilen calismalar son zamanlarda artarak devam etmektedir [72-75].

RC
¥ (@) v, (1)
R, C L L, C, R, u, (t)
—»
— — Z/X\/\,z_ Cj_
1U=N my _| my
A
uy (1) u,(t) /I/ :
: 1
i (a) () oy, (@) (b)

Sekil 5.1. MIMO yapidaki sistemlere 6rnekler
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SISO sistemlerin davramiglarinin incelenmesi icin genellestirilmis bir ¢oziim sunan
Volterra transfer fonksiyonlart MIMO sistemler icin de c¢esitli uygulamalarda
kullanilmistir [77-81]. Volterra serilerinin kullanildig1 yonteme gore daha az genel,
bununla birlikte etkili ve pratik bir alternatif metot olan HBM, MIMO sistemlerin
analizinde de kullanim alanlar1 bulmustur [81-83]. HBM kullanilarak SISO sistemler
icin gelistirilen otomatiklestirilmis yontemler nispeten daha karmasik etkilegimlerin
ortaya ¢ciktigt MIMO sistemleri kapsayacak sekilde gelistirilebilir. Bu amacla ¢ok-
tonlu sinyal tanimlamasi ile analiz teknigi cesitliligi artirilan yontem MIMO
sistemleri de kapsayacak sekilde gelistirildiginde, sistem yapist bakimindan da

uygulama alani genisletilmis olur.

Bu boliimde, polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren birden fazla giris ve
cikisa sahip sistemler icin HBM uygulamasina yonelik yeni bir algoritma
sunulacaktir. Kullanilan sinyal formu bakimindan bir 6nceki bolimde tanitilan ile
aym forma sahip olan algoritma, yap1 olarak MIMO sistemleri kapsayacak sekilde
yeniden diizenlenecektir. Oncelikle, Denklem 2.1 ile yapilan tanimlama temel
almarak, MIMO sistemlerin sunumuna yonelik gelistirilecek genellestirilmis bir
model yapisi tanitilacaktir. Kullamim sekli iki-girisli iki-¢cikigli Duffing model
yapisinda bir dogrusal olmayan elektriksel sistem {izerinde agiklanacaktir.
Gelistirilen model yapist temel alinarak, HBM i¢in gerekli dogrusal olmayan
genellestirilmis acgilimlar elde edildikten sonra MIMO sistemler icin denge
denklemlerinin elde edilmesine yonelik algoritma tanimlamasi yapilacaktir. Yontem
iki-giris  iki-¢cikish  Duffing model iizerinde sunularak zaman diizleminde
gerceklestirilen sayisal simiilasyonlar ile dogrulanacaktir. Ayrica analizde kullanilan

sinyallerin tek-tonlu olmas1 durumu ayn 6rnek iizerinde incelenecektir.

5.2. MIMO Dogrusal Olmayan Sistemlerin Zaman Boyutunda Sunumu

SISO sistemlerin  genellestirilmis sunumu, harmonik denge denklemlerinin
otomatiklestirilmis formda sembolik olarak tanimlanmasi i¢in etkili bir yontem
olusturulmasinda 6nemli bir rol oynar. Uygulamada genis bir alana hitap eden
polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren diferansiyel denklemlerle ifade edilen

sistemler icin kullanilan Denklem 2.1 yap1 olarak yalnizca SISO sistemleri kapsar.
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Birden fazla giris ve cikisa sahip sistemler icin bu genellestirilmis form tekrar
diizenlenerek kullanilabilir. Denklem 2.1 incelendiginde diferansiyel denklemin giris
ve c¢ikis terimlerinin belirtilen derece ve tiirev terimleri i¢in carpim halinde oldugu
goriiliir. Benzer sekilde bir MIMO sistem icin her bir ¢ikisina ait bir alt sistem
kullanilarak tanimlandiginda her birine ait terimler kendi diger alt sistemlere ait giris

ve ¢ikis carpimlan seklinde genel olarak ifade edilebilir.

u, (1) / \ ¥, (®)

— yl(t):fl(yl,yl,...,yﬂ,jiﬂ,...,ul,al,...,ua,ua,...) -

U, (1) : : . . ¥, (1)
2—> yz(t)zf2(y17y17---’yﬁ"yﬁ"---’ulyul’---’uayuay---) EEE—

: : : . y5(0)
2 V()= [ (s Vs s Vo Vgoee syl sy, Uy ) N

/

Sekil 5.2. Cok girisli ¢ok ¢ikish sisteme ait temel yapimn blok diyagram formu

Goriildiigii gibi her bir alt sistem, diger alt sistemlere ait durum degiskenlerinin bir
fonksiyonu olarak ifade edilmistir. Boylece alt sistemler arasi ortaya g¢ikabilecek
biitiin polinom tip terimler sistem yapisi tarafindan kapsanmis olur. MIMO
sistemlerin frekans cevabinin Volterra transfer fonksiyonlari ile elde edildigi bir
caligmada kullanilan polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren benzer bir genel

model yapisi asagidaki formda ifade edilmistir [78],

n m

32393 3020 300 P IS

0 oy=1 o, =) a,=a,_ | =1 B=p ﬁq— 1 g =0
ptq

c:;,m,a,,,ﬂl,m,ﬂ,, (]1 :ll’ p+q )HD u, HD yﬁ , (540)

i=p+1

Karmagik gozilken bu sunum tarzi ¢ok sayida toplam operatorii igermesi,
tanimlanmis olan c¢ok-tonlu sinyal formuna ait simetrik fonksiyonlarin

genellestirilmis acilimlar elde etme islemlerini daha da karmagik hale getirir. Buna
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alternatif olarak bir yaklasim Denklem 2.1 ile verilen ifadeye benzer sekilde yeni bir
form tanimlanabilir. Bu amagla Sekil 5.2 g6z oniinde bulundurularak « -giris £ -
cikigh bir sistemin sisteme ait bir alt sistem icin genel bir sunum sekli asagidaki gibi

ifade edilebilir,

M_,v m; L, _ Py . Pi+ps ; pi++rg ;

Z Z Z Coa ”*”(b:ll...lpw)Hnyl(t) HD’yz(t)... H D’yﬁ(t)
m_,:l pl,p/;:() ll’ll)+11:() i=1 i=p+1 i:p1+..+p/f,1+l

pta ! Pt4i+q, I Prqit-tqy !

HD’ul(t) H Dfuz(t)... H D’ua(t):O

i=p+l i=p+q+1 i=p+q+.+q,+1

p=pt-tps, q=q+.+tq,, ptq=m;,j=1..0 (5.41)

P=[p--ppls a=lg-.4q,]

Dikkat edilirse her bir alt sisteme ait durumlarin carpimlar1 Sekil 5.2°de ifade edildigi
gibi tanimlanarak en genel formda gerceklestirilmistir. Burada p ve q vektorleri ile
alt sistemlere ait hangi terimlerin carpimlari ile terim olusturuldugu belirtilir. Sistem
yapisinin agik olarak gosterildigi bu model temel alinarak, alt sistemlere ait tiim
terimleri carpim halinde yazmak yerine yalmzca ilgilenilen terimlerin
olusturulmasinda kullanilan giris ve ¢ikis terimlerinin tanimlanmasi i¢in kisa bir

sunum tarzi asagidaki gibi ifade edilebilir,

M, m N, L

S (b, [Py, O[] P, =0 (5.42)
i=l

m=l - prpp=0 R, Ypg=l by =0 i=p+l

Alt sistemlere ait girisler ve ¢ikislar genel formda tanimlanmuis, biitiin alt sistemleri
igin icine katmak yerine yalnizca terimi olusturan alt sistem veya alt sistemlere ait

terimler ,,...,7,.,ile belirtilmistir. Burada, b=1,....,4, M, ilgili alt sistemin
dogrusal olmama derecesi, giris veya ¢ikis sayist N, degiskeni ile belirtilmistir.

Denklem teriminin derecesi, m= p+¢q ve p girise ait g ¢ikisa ait eleman sayisini

belirtir. Denklemin uygulamasin1 gostermek amaciyla Sekil 5.1-a ile verilen iki-
girigli iki-cikish sisteme ait diferansiyel denklem takimi asagidaki gibi ifade
edilebilir,
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¥ 4k + 0, +ox, +ex) =5 x, = (k, + O)u, +1i, — A, }

¥, +(ky + )X, +¢,x, + ¢, — 5 &, = (k, + O)u, +1i, — S, (5.43)

Iki alt sisteme ait diferansiyel denklemler karsilastirildiginda her iki denkleme
dogrusal olmama o6zelligi katan kiibik terimler icermeleri yaninda, bunlar arasinda
etkilesimi saglayan giris ve ¢ikis igin sirastyla d x,,0 X, ve du, ,du, olmak iizere her
bir denklemde birer terim mevcuttur. Bu sistem icin model katsayilar1 5.2’deki

sunuma gore asagidaki gibi elde edilir,
1. Alt sistem i¢in katsayilar \

clo(2)=1; ¢, (L)=(k+0) ; ¢,(,0)=c; o (151)=-5;

A (1:0,00)=c;; ¢}, (1,0)=—(k, +0) ; ¢, () =15 ¢,(1,0)=6
2. Alt sistem icin katsayilar > (5.44)

012,0 (2;2) =1; cio (2;1) =(k,+9); cfo (2;0) =¢; cll,0 (2;1) =-9;

;7(2:0,0,0)=c;; cp,(2:0)=—(k, +5); g, (1)=—1; ¢;,(2:0)=5

diger durumlar ¢, ()=0 ]

5.3. MIMO Sistemler icin Harmonik Denge Denklemleri

Bir onceki boliimde incelenen SISO sistemlerin cok-tonlu analizinde sistemin
girisinde iki veya daha fazla harmonik olarak iliskisiz siniizoidallerden olusan ¢ok-
tonlu sinyal kullamildiginda ¢ikis sinyal formu her bir temel frekansa ait harmonikler
ve harmonik olarak iliskisiz frekans bilesenlerinin ara modiilasyonlariyla olusan
karisim frekanslart da icerdigi 6rnekler iizerinde gosterildi. Benzer durum cok girisli
ve ¢ok cikish sistemlerde de diisiiniilebilir. Sistemin herhangi bir girisine harmonik
olarak iliskili siniizoidallerden olusan sinyal formlar1 uygulanabilecegi gibi girislere
uygulanan sinyallerin de harmonik olarak iliskisiz olmas1 s6z konusudur. Ornegin

iki-girisli iki-¢ikigh bir dogrusal olmayan sistemin giriglerine farkli frekanslarda
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bilesenler uygulandiginda c¢ikis sinyal formlar1 bu sinyallerin harmonikleri ve

kanigimlar olarak Sekil 5.3’ de goriildiigii gibi diisiiniilebilir.

}Genlik
Lum n (0 T?T?T?T??? R
@ — m— o] o, :20)1—0’;2 ®, 20 +oy 20, g

1 |

Dogrusal 20, o~ 0w + o, o -20, o+20,
leayan Genlik Frekans
Sistem
s o Tetl
L, w® ¥ (1) ?teleee |

2 ol .2a)l aaz ®, .Zw +w2. 20, .
20, o= wza)1+a)2 a),—2a)2 w1+2(u2

Frekans

Sekil 5.3. Tki-girisli iki-¢ikisli sistem icin drnek giris-cikis frekans bilesenleri

Her bir alt sistem i¢in analizde kabul edilen sinyal formu uygulanan girislere bagl
olarak farkli formlarda kabul edilebilir. Bu amagla, b. alt sistem i¢in sinyal formu

SISO duruma benzer bir sekilde ¢cok-tonlu formda kabul edilebilir,

b

xh(t)— Z Z _ s j(rlba)l+m+r(’,’a)g)t (5'45)

rb__Rh 2 ,_Rw)

SISO sistemler icin dogrusal olmayan fonksiyonelin en genel formu giris ve ¢ikis
terimlerinin ¢arpim halinde oldugu terimlerdir. Dolayisiyla a-giris S-cikish bir
MIMO sistem igin en genel durum o adet giris ve B adet ¢ikis sinyalinin ve
tirevlerinin belirtilen dereceye kadar carpimlarim igerecek bir dogrusal olmayan
fonksiyonele ihtiyagc duyulur. Boylece alt sistemler arasi olusan etkilesimler,
fonksiyonun acilimindan elde edilecek miimkiin harmonikler ve harmonik olarak
iliskisiz bilesenlerin karisimindan olusan ara modiilasyonlar genel bir formda ifade
edilebilir. Diferansiyel denklemin alt sistemlerinden birinin girisine veya cikisina ait
bir terimi genel formda temsil eden dogrusal olmayan fonksiyonun a¢ilimi Denklem
4.20 ile belirtildigi gibi hesaplanabilir. Bu ifade temel alinarak tiim alt sistemlerin
etkilesim i¢inde bulundugu MIMO sistemler i¢in daha genel bir ifade tiiretilebilir. Bu
durumda, herhangi bir alt sistemin genel formdaki bir terimi tanimlayan dogrusal

olmayan fonksiyon, asagidaki gibi y,(¢),..., y4(t) ¢ikislart ve w,(¢)...u,(¢) girisleri
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icin olmak iizere tiim alt sistemlerin giris ve cikiglarina ait dogrusal olmayan

fonksiyonlarin ¢arpimi seklinde sunulabilir,

E, 3Ol F, [y, F, [Au®)] ... F, [Au, 0]

,,
1

ny, n‘.ﬁ n,
=[[2"yv@ ... TIP" vy, [[P"w (@) ... [] P"u, ()
i=1 i=1 i=1 i=1

"n ”Vm
_AMLA,
e Y e X I )
} dizisinin

(n},‘ +m+nm) o
. } dizisinin {r,,w,,,u“ O

{r, ey } dizisinin {rp,,,yﬁﬂ wofp Ydizisinin {r,,..r .,
R! setinden biitiin R[L setinden biitiin R’I’H1 setinden biitiin R[j)w setinden biitiin
kombinasyonlar1 kombinasyonlar kombinasyonlar1 kombinasyonlar
XN, ooy (T, )y, (R r,)
n U, Yoy o> ny, /ot nyg p—n\‘ﬁ+1"" P
jort
(5.46)

—
.

Yp+q-1

sym
...,f% (r, ,..,rnw) e

sym
f n (r n L rn
n Yp+l Yp+2

burada p=n, +...+n, ve g=n, +...+n, olarak tammlanmigtir. Tiim terimlerin
N Yp u ug

katkisin1 gosteren bu acgilima alternatif olarak yalmizca belirtilen terimlere ait

acilimlar1 sunan daha kullanish bir yap1 asagidaki gibi ifade edilebilir.

A )

F Ly, @y, OTF LA, u, (0)...A, u,
)4 ; ptq ;
=[]0y, ©[]D"A%u, @)
i=1

i=p+l
A”n A”rm
|l PR
("71+“‘+"Vm) Z Z n nl‘ (547)
2 {r...r,} (g}

dizisinin R setinden dizisinin R setinden
secilen tiim kombinasyonlar1 secilen tiim kombinasyonlart

sym sym
Xf\ (rl"“’rp)fu . (rp+1""’rp+q)

In-Yy, Tpi1 Wy pg

Burada,
1<V <Ly, <Bvey, VS L7,,Sa (5.48)
seklinde tamimlanmustir. Ayrica R? =...=R’1’) =R’I’,+1=...=R’I’,+ . =R” secilerek

islemler basitlestirilmistir. Temel frekanslara ait bilesenler ve katsayilan sirasiyla

satir ve siitun vektorler olarak Denklem 4.16’da verilen formdadir. Cikis
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frekansindan goriildiigii gibi elde edilen acilim sonucunda olusan bilesenler giriste
kabul edilen sinyal formuna benzer sekilde temel bilesenlerin ara modiilasyon
etkilerinden dolayi, harmonik olarak iliskisiz karisim frekanslar ortaya cikar. R” seti
analizde secilen temel frekanslara ait harmonik sayilarina bagl olarak Denklem 4.21
ile elde edilebilir. Simetrik fonksiyon tanimlamasi, daha dnceki calismalarda da ifade
edildigi gibi siklikla rastlanan basit terimlere ait acilimlarda gereksiz hesaplama
yiikiinii ortadan kaldirir. Giris ve cikislar i¢in kullanilan kombinasyonlar ve
permiitasyonlar toplamlar1 kendi i¢lerinde tek bir toplama operatorii ile ve simetrik

fonksiyon tanimlamasi yapilarak asagidaki gibi ifade edilebilir,

F Ly, 0y, OV F[A, u, ().A, 1, (1) \
A Al |
_ q * sym jort
- (nj,1 +..4ny, ) Z nr ‘fyy],,,}/H (rl""’rp+q) e
2 " {rl'“"rmq) r

dizisinin R® setinden
secilen tiim kombinasyonlar:

f‘usymu (rl"“’rp+q )=i* Z (549)

N prg PP
r {rl,.u,rwq}dlmslmn
biitiin farkli permiitasyonlart

XH A "(@.r)" H A, j"(@.r,)" )

i=p+1

Cikis frekans bilesenlerini ifade eden R” setinde kullamlan b degiskeni ait oldugu
¢ikig formunu belirtir. Elde edilen genellestirilmis acilim, Denklem 5.3 ile belirtilen
genel formdaki polinom tip diferansiyel denklem formunda giris ve ¢ikis sinyalleri
yerine konularak, istenilen bir @r c¢ikis frekansi icin harmonik denge denklemleri
olusturulur. Alt sistemlerden herhangi biri (b’inci alt sistem) i¢in harmonik denge

algoritmasi asagidaki gibi ifade edilebilir,

”71
}’1 ‘;/,H-q( . )
Z Z 2(ny,+ +n, Z Z b: ll“‘lp+q
m=1py,pg=0 NV prg =1 Ll peg=
* psym jors _
Z nl‘fyn el (rl "“’rp+q)e _0 (550)
P+q

{r,...,r,, } dizisinin
‘Zr, =rsartiart R” setinden
kombinasyonlari
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Verilen ifade her bir alt sistem icin denge denklemlerini ifade etmede kullanilabilir.
Herhangi bir analizde ihtiya¢ duyulan harmonik denklemi sayisi her bir alt sistem
icin ¢ikislarda kabul edilen frekans bileseni adetlerinin toplamiyla iligkilidir.
Algoritmayr otomatik forma doniistirmek icin tek tonlu durumda oldugu gibi
denklemdeki kombinasyonlarin ve simetrik fonksiyonlara ait permiitasyonlarin
tiretildigi bir algoritmanin kullanilmasi gerekir. Bu amaca yonelik olarak tek tonlu
durum i¢in kullanilan kombinasyon ve permiitasyon algoritmalar1 her bir alt sisteme

ait acilimlari elde etmede kullanilabilir.
5.4. Ornek Uygulama: iki-Girisli iki-Cikish Birlesik Duffing Sistemi

Yontemin uygulamasini gostermek amaciyla Denklem 5.3 ile verilen iki-girisli iki-
cikigh sisteme ait dogrusal olmayan diferansiyel denklem icin denge denklemleri
hesaplanarak c¢ikis sinyalleri zaman boyutunda elde edilecektir. Ornegin sisteme
uygulanan her bir giris @, ve @, frekans bilesenlerine sahip iki siniizoidal olarak

asagidaki gibi tanimlanabilir,

U, (t) = aulo Cos(wl + ¢“10 ) }

u, (t)=a L cos(w, +9, )

Uy (551)
Buna gore alt sistemlere ait ¢ikis sinyal formlari, bu kez kutu sinirlama ydntemine
gore daha az karisim bileseni saglayan elmas sinirlama yontemi kullanilarak elde
edilecektir. Tamimlanan her bir temel frekans icin en fazla ii¢ harmonik ve {i¢iincii
dereceden bilesenler asagidaki gibi belirtilen alanin ic¢inde kalan elemanlart

kapsayacak sekilde secilebilir.
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r

Sekil 5.4. Analizde kullanilan ¢ikis bilesenlerine ait katsayilar

Dikkat edilirse giris sinyali sabit bilesen icermedigi ve diferansiyel denklemde cift
dereceden dogrusal olmayan terimler bulunmadig: icin ¢ikis sinyal formunda cift
bilesenler ihmal edilmistir. Bu durumda ilgilenilen frekans bilesenlerini saglayan
harmoniklere ait katsayilarin elde edilmesinde kullanilan harmonik katsayilar seti
analizde kabul edilen frekans bilesenleri g6z Oniinde bulunduruldugunda iki alt

sisteme ait ¢ikislar icin asagidaki gibi tanimlanir,
R'=R’= 0 O ||-1[[-3]|-=1|| 1 ]]|=-2]]|2 (5.52)

Denge denklemlerinin elde edilecegi ¢ikis frekans bilesenlerini tanimlayan katsayilar
ise yukarida belirtilen sette karmasik esleniklere ait frekans bilesenlerinin katsayilari

cikartildiginda asagidaki gibi elde edilir.

o [

Boylece analizde kullanilan sekiz adet frekans bileseni icin c¢ikislar1 tanimlayan

sinyal formlar1 Denklem 5.15 ile belirtildigi gibi tanimlanmis olur.
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x ()= ay cos(wt + ¢yf() )+ ay cos(Bayt + ¢y§’,o)
ta, cos(a,t + ¢y<’{1 )+ ay. cos(Ba,t + ¢y33 )
+a, cos(Co+w)+9, )+a, cos(Qw-a,)t+¢, )

va, cos(@+2w,)i+9, Y+a, cos(@—2w)+9, ) (5.54)

Analizi gerceklestirilen sistem modeli ve kabul edilen frekans bilesenlerine gore 5.11
kullanilarak ¢ikista kabul edilen frekans bileseni adedince denge denklemlerinin elde
edilmesi gerekir. Bu amacla simetrik fonksiyonlarin hesaplanmasi i¢in ilgilenilen
kombinasyonlar1 secmek ve basit olmayan terimler igin permiitasyonlari
hesaplamada tek tonlu durumda kullanilan yontemlerden faydalanilir. Simetrik
fonksiyonlarin hesabi, bir 6nceki boliimde daha ayrintili olarak acgiklanan islemlere
benzer tarzda, MIMO durum icin tamimlanmis olan denklemler kullanilarak

gerceklestirilir. Her bir alt sistem i¢in R, ve R, setlerine gore sekiz tane olmak

tizere toplam on alt1 adet dogrusal olmayan denklem takimi elde edilir. Buna gore

birinci alt sisteme ait denge denklemleri,

1 sym 1 sym
Ju(x, @)= 5 C(l),l (1;1) {Z}fu,' (rl )+ 2 C(l),l (I;O) {Z}fu,' (rl ) \
1 sym 1 sym
+E Clz,o (1;1) Z fuzy (rl )+_ Cll,o (1;2) ny]' (rl)
=} 2 fr=r}
1 sym 1 sym
+E Cll,o (1;1) {Z}f}:l' (r1)+5 Cll,o (1;0) {Z}fyl' (1‘1) > (5.55)

1 sym
+= (1) D ()
2 fr=r)

+é c;(1;0,0,0) Dongfr (r.r,,r,)=0

3
{ZH r;=r }samyla j

tiim kombinasyonlar

Ikinci alt sisteme ait denge denklemleri,
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Y\"‘L 1 7\"1
Jai(x, w)—_ C()lll qu rl 2 C()llo qu rl \

{ry=r} {ry=r}

l nm l nm
2c1011 Zf (r,) 201012 Zf (r)

l nm l nm
2c1011 Zf (r,) 2c1010 Zf (r,) > (5.56)

l sym
+5 Cll,o(l;l) val (1’1)
2 frr)

+% ;o (1:000)  Don | (r,r,,r)=0

2:Y2:Y2

3
&[:lr[ =r }samyla }

tiim kombinasyonlar

seklinde elde edilir. Denklemler verilen giris ve sistem parametrelerine gore
cozdiiriilerek sistemin 5.15 ile temsil edilen ¢ikis sinyaline ait bilinmeyenler tespit

edilir. Kullanilan sistem parametreleri asagidaki gibidir;

=1, c¢y=1, 6,=02, k,=0,2 }
cy=1, ¢,=1, 6,,=0,2, k, =02 (5.57)
Sonucun dogrulugu SISO durumlarda uygulandigi gibi sayisal simiilasyonlar ile
kiyaslanarak gosterilebilir. Cok tonlu ve MIMO sistemleri kapsayan sistemlerin
sayisal simiilasyonunun gerceklestirilmesine yonelik islemler, frekans cevaplarinin

dogrulanmas1 amaciyla takip eden boliimde ele alinmustir. y,(r) igin ¢ikis sinyal

formu y, () = x,(¢) - u,(¢t) alinarak asagidaki gibi ifade edilebilir,

w(=d" sin(@r+g,)+a’ sinGar+¢’ ) )

Y30

b . b b : b
+a, sin(@,t + ¢yo,1 )+ a . sin(3a,t + (Dm )

Yo

b

+a’ sin(Q@ + @) +¢! ) +al sin(Qo —w)r+¢l ) b (5.58)

Y2

+a”,'2 sin((@), + 26:)2)t+(,/>f,]v2)+af,]'72 sin((@, —2a)2)t+¢f]ﬁz)

N

-a’ cos(w +¢" ) )

) )
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Burada, a, = -(ha+na,) a’ olarak tammlanmgtir. Sistemin sayisal
.2 n.r2

simiilasyonunda kullanilan durum denklemleri x, =y,, x,=y,, 5 =Yy,, x,=,

olarak alinirsa asagidaki gibi ifade edilebilir,

X =X,
%, =—(k, + )x, —c,x, — ¢y + O x, + (k, + O)u, +1i, — Su, (5.59)
X=X,

Xy ==k + O)x, =, — ¢ x] + 5 x, + (ky + O, +1i, = Su,

Ornegin, denge denklemleri a, =a, =1 genlik degerleri ve @,=0,7 ve @,=1,3 rad/s

giris frekans degerleri icin ¢oziimlensin. Elde edilen sonuglar simiilasyondan alinan
kararli1 durum sonuglar ile kiyaslandiginda Sekil 5.5’deki gibi sonucun dogrulugu

her iki ¢ikisa ait sinyaller i¢in gosterilebilir.

3
2+ f )
\ i \ l ‘ ‘ ! \
1L . |
SN A N W
Ny 0 A ; 4 f A \ - A i
AL \ LY 1
| T f | !
2r TR 4
_3 | | | | | | |
580 600 620 640 660 680 700 720 740
t(sn)
3 T T T T T
g i
14 1 Il HIH |
-1 H T HIL L HIT T WL
2V VRV Y
3l J\ N u\ i J\ # \"7 ] \J “ \ ) ! i
580 600 620 640 660 680 700 720 740

t(sn)

Sekil 5.5. yi(1) ve y,(¢) ¢ikislarina ait @, =0.7 ve @,=1.3 rad/s ve aim =a3m =1 icin analitik (-) ve

sayisal simiilasyon (*) sonuglart



123

Her bir c¢ikis icin elde edilen sinyalde ilgili girise ait frekans bilesenlerinin baskin
oldugu goriilebilir. Kendi temel bilesenlerinin harmoniklerine ek olarak karigim
bilesenlerinin de etkili oldugu olusan sinyal formlarindan anlasilabilir. Sistemi
tanimlayan denklem incelendiginde alt sistemlerin frekans bilesenleri arasindaki
karsilikli etkilesimin & parametresiyle saglandigi goriiliir. Sinyal formunu olusturan
frekans bilegenlerinin HBM uygulamasi sonucu elde edilen genlik etkilerini gérmek
amaciyla tamimlanmis olan bilesenlere ait genlik degerleri Sekil 5.6’daki gibi

karsilastirmali olarak verilmistir.

1.6 \ \
- — U
Yo.1 y (f)
1.2+ |:| 27
o
< 08Ff ]
3
aﬁl.(]
0.4+~ e
at alz._,z ai | a'i"'z af,m 1:3,0
0 [ ']\‘U | | — .LD_—J:.__Jl
1 2 3 4 5 6 7 8

Frekans bilesenleri

Sekil 5.6. y,(¢) ve y,(¢) ¢ikislarina ait frekans bilesenleri

2

Burada ai, ve a,  genlikleri, sirasiyla sistemin y,(r) ve y,(#) c¢ikislarina ait
SN2 2

sinyali tamimlayan bilesenlerdir. Cikislardaki frekans bilesenlerinin etkileri
karsilastirildiginda oncelikle alt sistemin girigsine uygulanan temel frekans bileseninin
yaninda diger ¢ikisa ait frekans bileseninin etkili genlik degerlerine sahip oldugu
goriilebilir. Karisim bilesenler kendi baslarina ele alindiginda diisiik genliklere sahip
olsa da toplam etkileri diisiiniildiigiinde 6nem kazanirlar. Karisim bilesenlerin etkileri
tek tonlu analizde de deginildigi gibi girislerdeki genlik degerlerinin artisiyla daha da
etkin hale gelirler. Ornegin giris genliklerinin iki kat artirilmasiyla bu bilesenlerin
genliklerinin de 6nemli degerlere ulastig1 Sekil 5.7°de goriilmektedir. Bunun yaninda
sistemler arasi iliskiyi tammmlayan parametrelerin etkisi de ¢ikis frekans bilesenlerinin

seciminde goz oniinde bulundurulabilir.
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1.6F T ‘ —]
— BX
. e
Q > a’i
o} Yo
X 0.8+ B
3
O]
0.4] 1
b ay,,
gb - (lt, H a’i ai.n
1 2 3 4 5 6 7 8

Frekans bilesenleri

Sekil 5.7. aLl,1 , X 2ve ai” x2 icin y,(t) ve y,(¢) ¢cikislarina ait frekans bilesenleri
5.4.1. Girislerde harmonik olarak iliskili bilesenlerin bulunmasi durumu

Eger analiz yalmizca harmonik olarak iligkili bilesenler icin gerceklestirilecekse,
kanisim frekanslarinin kullanildigi cok-tonlu durumdaki hesaplamalar yerine denge
denklemleri tek-tonlu durumdaki gibi olusturulur. Béylece ¢ok-tonlu bilesenler igin
Denklem 5.11°de gerekli hesaplamalarda kullanilan vektorel tanimlamalar, skaler
biiyilikliik veya bir elemam bulunan vektor gibi diisiiniilebilir. Analizin tek-tonlu
oldugu bu duruma ait frekans bilesenleri iki-giris iki-c¢ikish bir sistem icin Sekil

5.8’de goriilmektedir.

G G
T uy (1) n() T

Dogrusal @ 20 3@ f
G Olmayan
Sistem G
w2a 0 no [ [T
@ 203w " f

Sekil 5.8. Iki-giris iki-cikish bir sistem icin harmonik olarak iliskili (Tek-tonlu) durumda frekans

bilesenleri

Tek-tonlu durumu 6rneklendirmek amaciyla giris sinyal formlar1 asagidaki gibi ayni

temel harmonikten olusacak sekilde secilebilir,
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u,(t)=a, cos(ar) }

u,(t)=a; cos(ar) (5.60)

Seklinde uygulanan bir giris sinyali i¢in analizde kullanilacak ¢ikis sinyali her bir

cikis icin temel bilesen ve tigiincii harmonikler seklinde asagidaki gibi kabul edilsin,

w0 =a sin(@r+¢})+a sinGar+¢.)
(5.61)

y,()=a; sin(@xr+¢;)+a; sin(3ax+4;)

Analizde kullanilan denge denklemleri, Denklem 5.21 ile verilen ¢ikis sinyal

formlar i¢in tek-tonlu formda Denklem 5.17 ile verilen genel denklem ifadeleri ile
belirlenmistir. Ornek olarak @,=1 ve @,=1 rad/s segilerek harmonik denge

denklemlerine ait coziimlemeler elde edilmistir.

15
]

0.5

S o
-0.5

-1

_15 L L L L L L L L L
130 132 134 136 138 140 142 144 146 148 150
t(sn)

15
’

0.5
)
-0.5

-

_15 L L L L L L L L L
130 132 134 136 138 140 142 144 146 148 150
t(sn)

Sekil 5.9. @, = w, =1 rad/s icin analitik (-) ve sayisal simiilasyon (*) sonuglari

Cikis sinyali sayisal simiilasyon sonuglar ile birlikte kiyaslandiginda Sekil 5.7°de

goriildiigi gibi oOrtiismektedir. Bu da yontemin tek-tonlu durumda da gecerli
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oldugunu dogrulamaktadir. Analizde kullanilan giris sinyalleri bir katsayi ile iligkili
kabul edilip analizin tek tonlu yaklasim ile gerceklestirilecegi durumda uygun
frekans bilesenlerinin secimi ve denge denklemleri i¢in uygun kombinasyonlarin
belirlenmesi giic olabilir. Ornegin girislere uygulanan frekans bilesenlerinden biri

digerinin 10 kat1 olacak sekilde asagidaki gibi segilebilir.

u,(t) :allt] cos(awt)

uy(1)=a, cos(10ar) (5.62)
Bu sinyal formlarindan birincisinin uygulanacagi alt sistem icin temel ve {igiincii
harmonik kabul edildiginde cikista @ ve 3@ bilesenleri kabul edilebilir. Ayni
harmonikler ikinci ¢ikis icin de kabul edilirse, bu durumda ikinci girise uygulanan
10w temel frekansli bilesenler ihmal edilmis olur. Bundan dolay: ikinci ¢ikis igin

10w ve lgiincli harmonigi 30w seklinde ikinci ¢ikis i¢in sinyal formu kabul

edilebilir.

y(t)=ay sin(@x +¢; ) +ay sin(Gax+¢, ) }

Y, (t):afm sin(lOa)t+¢;0)+aiO sin(30wt+¢}2,30) (5.63)
Ornegin @=0,1 rad/s almarak ¢oziimlemeler gerceklestirildiginde alt sistemlere ait
cikig sinyalleri Sekil 5.10 (a)’da goriildiigii gibi elde edilir. Dikkat edilirse sayisal
simiilasyon ile HBM uygulamasi sonucu elde edilen sinyaller arasindaki fark oldukca
fazladir. Bu farki gidermek icin uygulanabilecek bir yaklasim her bir cikis igin
digerine ait harmonikleri de hesaba katmak olabilir. Burada olusan bir problem
ilgilenilen kombinasyonlarin tek-tonlu kombinasyon {ireteci ile iiretilmesinin
giicliigiidiir.  Ciinkii kombinasyon iireteci 6rnegin {w, 2w,....30w } seklindeki
toplam 30 adet bileseni hesaba katarak ilgilenilen frekanstaki kombinasyonlari
hesaplar. Analizde kullanilmayan bilesenlerin elenmesinin gerekliligi islemleri

giiclestirir.
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Sekil 5.10. @, =0.1 ve @,=1 rad/s icin ¢ok-tonlu analiz ile (-) ve sayisal simiilasyon (...) ile elde

edilen sinyal formlar1
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Giris sinyalleri bir tam saymin kati seklinde iliskili oldugu durumlarda da analiz
gerceklestirilirken bazen ¢ok-tonlu sekilde diisiinmek islemleri kolaylastirabilir. Giris
bilesenlerinin temel ve {igiincii harmoniklerinin yaninda bunlara ait karisim bilegenler
Denklem 5.15’de verildigi gibi diisiiniilerek hesaplanabilir. Aym frekans bilesenleri
icin ¢ok-tonlu algoritma uygulandiginda elde edilen sayisal simiilasyon sonuclari ile

uyumlulugu Sekil 5.10 (b)’de sunuldugu gibi agikca goriiliir.

a
1.2 @ \ \
B - —
I 200
. 0.8f -
"
£ 0.6r -
[=
G
0.4 -
0.2 -
0 ]l | I \’_‘
0.1 0.3 1 3
Frekans bilesenleri (rad/s)
b
1.2 ®) \ \
i — Aoy
T w0
_0.8F -
W
£ 06r i
5
° o4t 1
0.2+ i
oL mm I —-—— .H_\ lm | [ -\ﬂ
0.1 0.3 0.8 1.0 1.2 1.9 2.1 3.0

Frekans bilesenleri (rad/s)

Sekil 5.11. @, =0.1 ve @, =1 rad/s i¢in (a) tek-tonlu ve (b) ¢ok-tonlu frekans bilesenleri

Tek ve cok tonlu analizlere ait bilesenlerin genlik degerleri kiyaslandiginda ¢ok-
tonlu analizde fazladan kullanilan bilesenlerin 6nemli genlik seviyelerine sahip
oldugu Sekil 5.11 (a) ve (b)’de goriilmektedir. Cok-tonlu durumda yalnizca iiciincii
dereceden terimlerin etkilesiminden olusan bilegenler se¢ilmistir. Tek tonlu durumda
bu bilesenleri secebilmek icin yine yalmzca cok-tonlu durumda kabul edilen

bilesenler analizde kullanilabilir.
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5.5.Sonuclar

Bu boliimde, cok-tonlu sembolik HBM uygulamasim1 daha genis bir alana tasimak
amaciyla MIMO sistemleri de kapsayan bir algoritma sunulmustur. Cok-tonlu
algoritma ile kullanilan sinyal bakimindan saglanan cesitlilige ek olarak yontemin
kapsadig1 sistem yapist da boylece daha genel bir forma taginmistir. Bu amacla
oncelikle polinom tip dogrusal olmayan terimler iceren SISO sistemlerin sunumuna
benzer tarzda MIMO sistemlerin genel formda tanimlanmasini saglayan bir ifade
gelistirilmistir. Giris ve cikis icin analizde kullanilan genel sinyal formu ¢ok-tonlu
formda olacak sekilde tanimlanmistir. Harmonik denge analizinin genellestirilmis
yapiya sahip olmasina 6nemli bir katki saglayan ve SISO sistemleri de kapsayan
Denklem 5.3 kullanilarak analizde kabul edilen ¢ok-tonlu girisler igin
genellestirilmis acgilimlar elde edilmistir. Boylece tanimlanmis olan MIMO sistem
yapisi i¢in genellestirilmis formdaki harmonik denge denklemleri sembolik olarak
elde edilmistir. A¢ilimda ilgilenilen frekans bilesenlerine ait kombinasyonlarin ve
permiitasyonlarin otomatik olarak belirlenmesi i¢in cok-tonlu analizde tanimlanmig
olan algoritmalar kullamlmistir. Yontemin uygulamasi iki-giris iki-cikisli Duffing
denklemi ile modellenmis bir dogrusal olmayan elektriksel sistem {iizerinde
sunulmustur. Elde edilen sonuglarin dogrulugu gergeklestirilen sayisal simiilasyon
sonuclar ile karsilastirilarak gosterilmistir. Cok-tonlu analiz basitlestirilmis bir alt
sinifi konumunda olan tek-tonlu analizde uygulanan bilesenler arasindaki katsayi
degeri arttigi zaman problemi c¢ok-tonlu durumdaki gibi ele almanm islemleri

kolaylastirdig1 goriilmiistiir.



BOLUM 6. COK-TONLU SINYALLER iCiN FREKANS CEVABI
ANALIZI

6.1. Giris

Dinamik sistemlerin karakteristiklerini ortaya c¢ikartmak igin farkli sinyaller
uygulandiginda davranmislarinin belirlenmesi gerekir. Bunun i¢in zaman boyutundaki
analizlerin yaninda, sistemin davranisim daha kapsamli bir sekilde ortaya koyan
frekans boyutu 6zelliklerinin analizine de basvurulur. Sistemin dinamik davranigi
hakkinda fikir veren frekans cevabi analizi, dogrusal olmayan SISO sistemlerde
oldugu gibi daha genel bir yapiy1 temsil eden MIMO sistemlerde ve diger alt
siniflarinda da kullanilan bir yaklagimdir. Bir sistemin frekans cevabini bulmak i¢in
uygulanan bir veya birden fazla siniizoidalden olusan giris icin elde edilen cikis
sinyalinin genlik ve faz farkinin oOlgiilmesi gerekir. Ol¢iim degerleri gegici
durumlarin  Onemsiz kabul edildigi kararli durum aralifindan secilerek
gerceklestirilir. Bolim 2’de tek tonlu analiz i¢in agiklandigi gibi bu islem belli bir

frekans araliginda tekrar edildiginde frekans cevabi elde edilir.

Cok-tonlu analizde tiim frekans bilesenlerinin katkisiyla ¢ikisi temsil eden sinyal i¢in
frekans cevabim elde etmek tek-tonlu duruma gére periyodik dilimlerin belirlenmesi
bakimindan biraz daha giictiir. Cok-tonlu giris sinyaline ait bilesenlerin karigimlar
sonucu olusan diisiik frekansli bilesenler bu siirenin uzamasina neden oldugu gibi
oransiz giris bilesenleri i¢in tekrar eden zaman dilimi teorik olarak sonsuz
uzunluktadir. HBM kararli durumlan direkt olarak elde ettigi icin analizde kabul
edilen cikis sinyal formundaki frekans bilesenlerine ait maksimum genliklerin
frekansa bagh cizdirilmesiyle frekans boyutundaki davranislar kolayca elde edilir.
Cok-tonlu sinyallerin kullanildig1 bir dnceki boliimde tamitilan sembolik algoritma,

SISO sistemlerin HBM kullamilarak analizine ait uygulama alanin1t MIMO sistemlere
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genigleterek etkili bir yontem saglar. Boylece cok-tonlu giris sinyalleri i¢cin hem
SISO hem de iist siniflara ait frekans cevaplarini elde etmek miimkiindiir.

Bu boliimde, ¢ok-tonlu HBM kullanilarak elde edilen frekans karakteristikleri
tizerinde durulacaktir. MIMO sistemler icin ¢ok-tonlu sinyallerin kullanildig1 denge
denklemleri icin 6rnek olarak iki-giris iki-¢ikish duffing model i¢in frekans cevaplari
elde edilecektir. Sonuclarin dogrulugunu gostermek amaciyla kullanilan sayisal
simiilasyonlar ile frekans cevabinin elde edilisi aciklanacaktir. Ardindan giris
sinyallerinden birinin frekans1 sabit tutularak diger giristeki frekans bilesenine gore
frekans cevabinin elde edilisi yer alacaktir. Bu islem diger girisin genlik seviyesinin
frekans cevabina etkilerini ortaya koymak amaciyla farkli genlik degerleri igin
karsilastirmali olarak sunulacaktir. Benzer sekilde girislerden birindeki farkli bir
frekans bileseninin diger c¢ikisa ait frekans spektrumu {iizerindeki etkileri de
incelenecektir. Bunlarin yaninda MIMO sistemler i¢in ¢ok-tonlu analize ek olarak
frekans bilesenleri arasindaki etkilesimlerin daha basit tanimlandig: tek-tonlu durum

ele alinacaktir.

6.2. Cok-Tonlu Sinyaller icin Sayisal integrasyonlar ile Simiilasyonlar

Frekans cevabi gerek sayisal simiilasyonlarla gerekse HBM’de kabul edilen sinyal
formu i¢in elde edilirken her bir frekans noktasi icin ¢ikisa ait periyodik dilimlerin
belirlenmesi gerekir. Bu islem tek-tonlu duruma gore sistemin ¢ikis sinyaline ait
periyodun belirlenmesi bakimindan daha giictiir. Diisiik frekansli harmonikler periyot
siiresinin uzamasina neden olabildigi gibi uygulanan frekans bilesenlerinin irrasyonel
olmas1 durumunda tekrar eden zaman dilimleri bulunamaz. Periyot uzunlugunun
sonsuz olarak kabul edildigi bu durumda periyodik dilime ait kararli durum
sinyalinin zaman boyutunda ifade edilmesi miimkiin degildir. Sayisal simiilasyonun
gerceklestirilmesinde uygulanabilecek olan bir yaklagim kullanilan periyot siiresini

|ne, +...+r,w, | ifadesinin alabilecegi sifirdan biiyikk en kiiciik degere gore
belirlemek olabilir. Temel frekanslar1 katsayilari, 7,...,7, tam say1 degerler olduguna
gore en uzun periyoda sahip bilesen @, veya @, frekanslarinin ondalikli basamak
sayistyla iliskilidir. Ornegin @,=0,4 ve @,=2 rad/sn degerleri i¢in sayisal simiilasyon

gerceklestirilirse Sekil 6.1’de goriildiigii gibi bir siire gecici durumlar sergilenir.
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HBM sonucu elde edilen veriler ile kiyaslandiginda iki sinyale ait fark, tek tonlu

durumda da ifade edildigi gibi, kararli duruma dogru ilerledik¢e kapanir.

2
nl :
< O
RN 4
_2 L L L | |
0 10 20 30 40 50 60

t(sn)

Sekil 6.1. Baslangi¢ durumlaryla birlikte analiz (—) ve sayisal simiilasyon (...) sonuglart

Sinyal gorsel olarak incelendiginde Sekil 6.2°de goriildiigii gibi tekrar eden dilime ait
siire T, =27/0,4 sn uzunlugundadir. Uygulanan frekans bilesenleri icin 140,4 + 7,21
toplaminin alabilecegi en kiiciik degerin 0,4 oldugu goriiliir. Denklem 4.70’e gore
periyotlar arasindaki hata miktar1 Sekil 6.2°deki sinyal i¢in 6rnegin 1000 adet 6rnek
ile tanimlanmais ikinci, ti¢iincii ve dordiincii 272/0,4 sn uzunluklu dilimler i¢in olusan
hata degerleri sirasiyla yaklasik olarak { 11,824; 8,355; 4.905} elde edilir. Bu
degerlerin birbirini takip eden periyotlar i¢in kiigiilerek elde edilmesi secilen siirenin

periyodik dilimleri kapsadigini ve sonucun kararli duruma dogru ilerledigini gosterir.

275/0,4 'E" 211/0.4 ".. 271:/0,4 '
‘
40

50 60 70 80

;ﬁzn/o,zt A4—21/0.4-1fp<
w ' '
L L

30

0 10 20
t(sn)

Sekil 6.2. @, =0,4 ve @,=2 rad/s i¢in periyodik dilimler
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Ornegin uygulanan frekans bilesenleri @, =0,9 ve @,=1 alarak sayisal simiilasyon
gerceklestirildiginde tekrar eden zaman dilimi yine 27/0,4sn secilirse ardisik

periyotlar aras1 hatalar { 18,307; 20,020; 32,767} seklinde diizensiz degerler vererek
degisir. Bu durum, Sekil 6.3’de goriildiigii gibi sinyal grafiksel olarak incelendiginde

uygun olmayan 7), siiresinin se¢iminden ortaya ¢ikmaktadir.

y4(0)

40
t (sn)

Sekil 6.3. @, =0.9, @, =1rad/s ve T,,=27/0,4 i¢in periyodik olmayan dilimler

Eger w, ve w, bilesenleri incelenirse |70,9 + 1,11 toplamimin alabilecegi en kiigiik
degerin 0,1 oldugu goriiliir. Tekrar eden periyot uzunlugu 27 /0,1 sn olarak secilirse
hata degerleri { 21,712; 4,214; 3,430e-004} olarak azalan sekilde sonuclanir. Sinyal

grafiksel olarak sunulursa tekrar eden periyot siirelerinin 27 /0,1sn oldugu Sekil

6.4’de goriildiigii gibi aciktir.

| [ i |
» FZE/O,l—L o) i(—27t/0,1—L »0(—2]t/0,1— —Jr <I)<‘H27t/0,1——)l

(V]
0 50 100 150 200 250
t(sn)

Sekil 6.4. @, =0,9, @, =1rad/s ve T,=2x/0,1 i¢in periyodik dilimler



134

Tekrar eden dilim en diisiik frekans g6z oniinde bulundurularak Tp:27[/ 0,1

secildiginde bir onceki durum igin hatalar hesaplanirsa; { 12,733; 5,912; 0,004}
seklinde hata degerlerinin her dilimde giderek azaldig1 goriiliir. Dolayisiyla en uzun
zaman dilimini se¢mek bazi frekans bilesenleri icin birden fazla tekrar eden dilimi
icerse de simiilasyon siiresinin uzamasindan baska dogrulugu etkilemez. Frekans
bilesenlerinin irrasyonel olmasi durumundaysa tekrar eden bir zaman dilimini
belirlemek miimkiin olmayabilir. Ornegin V2 radss gibi bir giris frekans bileseni i¢in
teorik olarak tekrar eden zaman dilimi yoktur veya sonsuz uzunluktadir denilebilir.

Bu frekans bileseni i¢in yine 7,=27/0,1sn uzunluklarla gergeklestirilen sayisal

simiilasyonlar icin hatalar kiyaslandiginda { 46.820; 43.798; 41.020} seklinde
diizensiz olarak elde edilmistir. Sekil 6.5 incelendiginde sinyal maksimum genlikler
bakimindan kararli gibi goriinse de tekrar eden periyodu gorsel olarak belirlemekte

miimkiin degildir.

3 - T - T TR - T - L] T
bt omo el hzvo i o, i o e
2L
1,
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Af
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|
_3 1 | 1
0 50 100 150 200 250
t(sn)

Sekil 6.5. @), = \/5 ,Wy=1rad/s ve T,=27/0,1 i¢in zamana bagh ¢ikis

HBM cok-tonlu durum ig¢in gergeklestirildiginde, simiilasyon yontemine benzer
sekilde karsilagilan bir problem de toplam ¢ikis cevabina ait maksimum genliklerin
belirlenmesidir. HBM zaten kararli durumlart direkt olarak verdigi icin sayisal
simiilasyonda oldugu gibi gecici durumlarin olusmasi sdz konusu degildir. Bununla
birlikte hesaplanan parametreler igin kabul edilmis olan sinyal formuna ait
maksimum genlikleri bulmak amaciyla tekrar eden dilimin seg¢ilmesi gerekir.
Yukaridaki grafiksel agiklamalarla da belirtildigi gibi tekrar eden dilimi bulmak i¢in

zaman aralig1 kullanilan adim degerine bagh olarak secilebilir.
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6.3. Cok-Tonlu HBM ile Frekans Cevabi Analizi

HBM kullanilarak frekans cevabinin elde edilebilmesi icin Oncelikle kabul edilmis
giris ve cikis sinyal formlar icin denge denklemlerinin hesaplanmasi gerekir.
Boylece istenilen frekans araliginda her bir frekans bileseni icinn denge denklemleri
coziimlenerek frekans cevabi elde edilebilir. Ornek bir sistem iizerinde iki-giris iki-
cikishh Duffing model icin hesaplanmis olan denge denklemleri kullanilacaktir.
C)megin, verilen @, ={0,1; 0,2; ... ; 3,9; 4} rad/s aralig1 ve @,=1 rad/s i¢in tiim
sayisal simiilasyon noktalarinda ardisil iki periyot arasi hata istenilen toleransin
altinda gerceklestirildikten sonra harmonik denge analizine ait aym aralik icin 0,01
rad/s araliklarla alinan sonuglarla birlikte maksimum genliklere ait frekans cevabi
Sekil 6.6’daki gibi elde edilmistir. Goriildiigii gibi yaklasik 2,46 rad/sn’de atlama

olay1 olugmustur.

2.4r1ad/s

Maksimum Genlikler

0 | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Frekans Cevabi (rad/s)

Sekil 6.6. Harmonik denge (-) ve sayisal simiilasyon (*) sonuglar1

Frekans cevabinda dikkati ¢ceken bir nokta 0,5 rad/s’de maksimum genlikte meydana
gelen diisiistiir. Bu noktada, bir 6nceki ve sonraki frekans degerlerine ait zaman
boyutunda cevaplar Sekil 6.7°de goriildiigi gibi degismistir. @, =0,49 rad/s i¢in
diisiik frekansli karisim frekanslart ¢ikis sinyalinde onemli etkiye sahip olurken
w,=0,5 rad/s i¢in elde edilen c¢ikis sinyalinde bir dncekinde gozlenen zarflar etkisini

kaybetmistir. Benzer degisimler sistemin dogrusal olmama derecesinin etkisine bagl
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olarak farkli frekans noktalarinda da diisiik frekanshi karisim bilesenlerinin

olusturdugu zarflarin etkisiyle ortaya ¢ikabilir.

0)2=0.49 rad/s 0)2=0-50 rad/s
) |

1400 L] 600 1800 1400 1600
t(sn) t (sn)

Sekil 6.7. @), =0,49 ve @), =0.5 rad/sn frekanslarinda sayisal simiilasyona ait sonuglar

6.3.1. Giris genligindeki degisimin etkisi

Alt sistemlerden birinin girisi icin frekans cevabi c¢ikartilirken diger girislerin aldig

degerler sergiledikleri frekans karakteristiklerinde onemli etkilere sahip olabilir. Bu

durumu agiklamak amaciyla 6rnegin, ail , =1 olarak sabit tutulup, a,

{0; 1; 2; 3}

genlik degerleri icin degistirildiginde frekans cevabi iizerindeki etkisi Sekil 6.8’de

kargilagtirmali olarak verilmistir.

Giris genlik artis1

Maksimum genlikler

Sekil 6.8. a, =1 ve a,, =0, (-); a,, =1, (-); a,, =2,( —); a,, =3,(--) genlik degerleri icin y(?)

cikisina ait frekans cevaplari
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Frekans cevabinda rezonans noktalarina ait maksimum genlikler af“l girig sinyalinin

her bir genlik seviyesi i¢in sirasiyla {5,72; 5,95; 6,17; 6,41} seklinde her bir genlik
degeri icin farkl de8isim gosterirken, rezonans frekanslari ise sirasiyla {2,43; 2,45;

2,47; 2,49} seklinde degiserek afol genligi arttikga rezonansin olustugu frekans

degeri frekans diizleminde ilerlemistir. Maksimum genliklere ait frekans cevabini
elde etmek tek-tonlu duruma gore giic olsa da ¢ikis sinyalini temsil eden harmonik ve

karsim bilesenlerin genliklerinin zamandan bagimsiz olmasi, bunlara ait frekans

cevaplarinin kolayca elde edilmesini saglar. Sekil 6.9°da afm ‘ye ait farkli giris

genliklerine gore c¢ikis frekans bilesenlerinin maksimum genlikleri kargilagtirmali

olarak goriilmektedir. a’ ,'nin genligine bagh olarak @,’ye ait ai,m ve lciinct

Uy

harmonigi temsil eden a}m bilesenlerinin yaninda karisim frekanslarinda da

uygulanan genlige benzer oranlarda degisimler meydana gelmistir. Bunun yanin da

a’ ’nin genliginin artmasiyla, ¢ikisin @ ve 3@, bilesenlerinin genliklerinde

o 1

azalmalar dikkati cekmektedir.
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Sekil 6.9. a,, =0, (-); a,, =1, (-); a,, =2, (—-); a,, =3, () icin frekans bilesenleri
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¥, (¢) ¢ikisina ait cevapta en etkin davranisa sahip bilesen girise uygulanmis olan ¢,
frekansina ait genlik degerini tanimlayan aim degiskenidir. Bu bilesen iizerinde diger
girise ait genlik degisiminin etkisi digerlerine kiyasla az gibi goziikse de Sekil
6.10’daki gibi biiyiitiilerek incelendiginde atlama noktalarinin giris genlik degerinin
artmasiyla tepe noktasina ait genlik degeri artmistir. Ayrica, atlamanin olustugu

frekans degerinin de genlik artis1 ile birlikte yatay @, ekseninde de ilerledigi

goriilmektedir.
6.7
B.Bf -y .
------ £
. :
/ R !
/) | ’
A |
L
2.5 2.55

Sekil 6.10. y,(#) ¢ikisina ait temel harmonikte genlik degisimine bagh olarak atlama noktalar
6.3.2. Giris frekans bilesenlerinin etkisi

DOS’larin frekans karakteristikleri giris genlik seviyelerinin yaninda, girislerinde
bulunan frekans bileseni adedine bagli olarak oOnemli Olciide farkli oOzellikler
gosterebilir. MIMO yapidaki bir sistemde frekans cevabi incelenen bir alt sistemin
cikisina ait frekans karakteristikleri ilgili alt sistemin giris frekans bilesenlerine baglh

oldugu kadar diger girislere uygulanan frekans bilesenlerinin igerigi ile de iliskilidir.

2

Verilen Ornekte girislere ait genlik seviyeleri atho =a, =1 ve u, girisinin icerdigi
frekans degerleri sirastyla @,={0,6; 1,5; 2,4; 3,3} secilerek @,’e bagli maksimum
genliklerden olusan frekans cevaplan c¢izdirildiginde Sekil 6.11°deki gibi
kargilastirmali olarak elde edilebilir. Rezonans noktalarina ait maksimum genlikler

yaklagik olarak her bir @, i¢in farkli degerler almis ve bunlar, @, ekseninde farkl
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noktalarda gerceklesmistir. Genlik artis1 ile @, eksenindeki frekans degerleri de ileri
dogru artarken frekans artis1 ile @, ekseninde benzer bir artis ortaya ¢ikmamustir.
Bunun yaninda @,=2,4 rad/s i¢in @, =1,73 rad/s’de ve @,=1,5 rad/s i¢in de @, =3,13
rad/s civarlarinda atlama olay1 gergeklesmistir. Bu durum, diger bir girise uygulanan
frekans bilesenin maksimum degerleri degistirebilecegi gibi frekans karakteristiginde

farkli noktalarda atlama olaylarinin gerceklesmesine sebep olabilecegini agikca

ortaya koyar.

51 1,73I'ad/S 1’

{
1,5rad/s_ il/'(

ko]
x
5 4 | |
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€
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E 3 7
@ 3,13rad/s
3 \’
2 B i
1
2,4rad/s u “ -
1 N \} 3 3raars==—-== .
0,6rad/s —— \l/
0 | | | | -._"\_"_‘ """""" [ e
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Sekil 6.11. @, =1{0,6 (—); 1,5 (-+); 2,4 (=); 3,3 (——) } rad/s i¢in frekans cevaplari

Sekil 6.11 karsilastirmali olarak incelendiginde @, =1,5 rad/s i¢in elde edilen cevap
digerlerine kiyasla daha farkli karakteristikler sergilemistir. @,=0,6 rad/s ve @,=3,3
rad/s i¢in frekans cevaplar birbirine olduk¢a yakin ortaya cikmistir. Secilen frekans
noktalarinin  genligin diisiik seviyelerde oldugu rezonans bdlgesinden uzak
kisimlarda olmasi, frekans cevabina olan etkilerinin azalmasi seklinde ortaya

cikmistur.



141

San

o) rad/s

o) rad/s

0
0
0.02

[T g

0.8

0.6

0.4
0.2

v—m>\

o rad/s

@ rad/s

@ rad/s

o) rad/s

1.5

0.4

@ rad/s

@ rad/s

Sekil 6.12. @, =0.6 (—); 1,5 (---); 2,4 (—); 3,3 (—) rad/s i¢in frekans cevaplari
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Cikis sinyalini tamimlamada kullanilan bilesenlere ait frekans cevaplar

karsilagtirmali olarak Sekil 6.12°de verilmistir. @, bileseninin temel ve iciincii
harmonigini belirten aim ve a.lva,o icin frekans cevaplarinda digerlerine kiyasla direkt
olarak @, ile iliskili olmadig1 icin daha az degisim gozlenmistir. @, bileseninin
temel harmonigini temsil eden a;OVI degiskeni ise 1,5 rad/s degerinde yiiksek

genliklere sahip spektrum sergilemistir. Bu etki @, ile iliskili tiim bilesenlerde acikca
goriilmektedir. Benzer sekilde w,=3,3 rad/s degerinde aim temel bileseni oldukca

diisiik bir genlik degeri gosterdigi icin iligkili tiim bilesenler incelendiginde bu etki

goriilebilir.
6.4. Sonuclar

Bu bolimde, HBM yonteminin ¢ok-tonlu analizini kapsayan uygulamalar
kullanilarak ©6rnek bir dogrusal olmayan sistem modeline ait frekans boyutu
karakteristiklerinin giris bilesenlerine bagli davranislart incelenmistir. Elde edilen
sonuclarin ~ dogrulugunu  gostermek amaciyla sayisal integrasyonlar ile
gerceklestirilen simiilasyonlar kullanilmistir. Cok-tonlu sinyaller i¢in gerek zaman
boyutunda gerceklestirilen sayisal simiilasyonlar, gerekse HBM analizi sonucu ¢ikis
icin elde edilen sinyallere ait periyodik dilimleri belirlemek tek bir frekans bileseni
ile iliskili olmadig1 igin tek-tonlu duruma gére biraz daha giictiir. Ozellikle kullanilan
frekans bilesenlerinin irrasyonel olmast durumunda kararli durum sinyalini sayisal
simiilasyonlar ile belirlemek miimkiin degildir. HBM kararl1 durum dilimlerine ait
genlikleri direkt olarak hesapladigi icin frekans bilesenlerinin rasyonel veya
irrasyonel olmasi yontemin uygulamasina bir etki olusturmaz ve bundan dolay1
sinyalin frekans bilesenlerini belirlemek daha kolaydir. Cikisa ait maksimum
genliklerin belirlenmesinde sayisal simiilasyon yonteminde oldugu gibi gecici
durumlar s6z konusu degildir. Buna karsin tekrar eden dilimin belirlenmesi sayisal
simiilasyonda oldugu gibi problem olusturur. Verilen orneklerdeki grafiklere ait
aciklamalarla da belirtildigi gibi tekrar eden dilimi bulmak icin zaman aralii,

frekans cevabinin elde edilmesinde kullanilan artis degerine bagh segilebilir.
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HBM analizi sonucu elde edilen frekans cevabinin dogrulugu sayisal simiilasyon
cevabi ile Sekil 6.6’da goriildiigii gibi karsilastirilarak gosterilmistir. Gelistirilen
HBM kullanilarak verilen 6rnekte ikinci girise ait genlik ve frekans degerlerinin
birinci ¢ikisa ait frekans cevabi tizerindeki etkileri sunulmustur. Frekansa bagh
olarak maksimum genliklere ait cevab1 elde etmek i¢in gerek tek-tonlu gerekse ¢ok-
tonlu durumda cevabin tekrar eden dilimi kapmasi gerekir. Bununla birlikte, her iki
durum i¢in de ¢ikis sinyalini temsil eden harmonik ve karisim bilesenlerin genliklerin
zamandan bagimsiz olmasi, bunlara ait frekans cevaplarinin kolayca elde edilmesini
saglar. Boylece analizde kabul edilen harmonik ve karisim bilesenlerin iizerindeki

etkileri de Sekil 6.9 ve Sekil 6.12’de karsilastirilarak gosterilmistir.



BOLUM 7. SONUCLAR VE ONERILER

Dogrusal olmayan dinamik sistemlerin girisine uygulanan siniizoidaller formundaki
giris sinyalleri i¢in kararli durumlara ait yine siniizoidaller formunda kabul edilen
cikis bilesenlerine ait genlik degerleri HBM ile direkt olarak elde edilebilir. Bu islem
kararli durumlarin arandigt ve gerceklestirilen tez calismasinda sonuglarin
dogrulugunu gostermek i¢in kullanilmis olan sayisal modellerin simiilasyonuna gore
daha avantajlidir. HBM sonucu elde edilen denklemler kullanilarak, Boliim 2’de
detayli olarak ifade edildigi gibi zaman boyutundaki kararli durum sinyallerinin
yaninda giris sinyali frekansimin degistirilmesiyle, istenilen bir aralik igin
coziimlemeler gerceklestirilebilir. Boylece toplam cikis sinyaline ait maksimum
genlikler veya sinyali tanimlayan bilesenlerin frekans boyutundaki davraniglar elde
edilebilir. Analizlerde kullanilan sinyallerin genliginin yaninda frekans bilesenlerine
karg1 bagimlilik DOS’larin sahip olduklar1 davranislarin birden fazla frekans bileseni
icin incelenmesi gerekliligini gosterir. Birden fazla harmonikten olusan tek-tonlu
giris sinyali tanimlanmasinin yapilabildigi sembolik formda bir HBM algoritmasi
Boliim 3’te detayli olarak ele alinmis ve drnekler iizerinde uygulamasi gosterilmistir.
Bu algoritma ile harmonik denge denklemleri giris ve ¢ikis sinyal formlarinin
karmagik sayr formundaki genlikleri ve sistemi tamimlayan model katsayilar
cinsinden ifade edilebilir. Bununla birlikte, analiz yontemi sistemin polinom tip
dogrusal olmayan terimler iceren diferansiyel denklemler ile tanimlanabilen

sistemler i¢in uygulanabilir.

Giris sinyal formunun harmonik olarak iligkisiz bilesenlerden olustugu cok-tonlu
analizlerde, cikis bilesenleri giristeki temel harmoniklerin katlarina ek olarak
bunlarin karigimlarimi igerdigi i¢in tek-tonlu sinyalleri kapsayan sembolik HBM
algoritmas1 uygulanamaz. Bu durum, iki harmonik olarak iliskisiz bilesenden
tanimlanan sinyal dogrusal olmayan bir fonksiyona uygulandiginda acilim

gerceklestirilerek Denklem 4.3 ile acgikca gosterilmistir. Her ne kadar elde edilen
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acilim belli frekans bilesenlerini icerse de dinamik sistemlerin geri beslemeli
yapisindan dolay1 bu bilesenler teorik olarak sonsuz adettir. Boyle bir ¢ikis sinyali o

adet harmonik olarak iliskisiz frekans bileseni ve R, adet harmoniklerini igerecek

sekilde, Denklem 4.4 ile verilen ifade ile hem girisi hem de ¢ikis1 temsil eden genel
bir formda tamimlanmistir. Tek-tonlu duruma benzer sekilde genel sinyal formu
HBM algoritmasinin tasariminda temel alinan polinom tip diferansiyel denklemde
yerine konularak agilim gerceklestirilmistir. Dogrusal olmayan fonksiyoneller ile
analizde diisiiniilen sistem formunun alt siniflar1 olan giris veya cikis ve giris-cikis
carpim terimlerine ait agilimlar i¢in genel ifadeler tiiretilmistir. Kombinasyonlar ve
onlara ait permiitasyonlar seklinde diizenlenen ifadeler ilgilenilen frekans
bilesenlerinin otomatik olarak se¢iminde ©nemli rol oynar. Yapilan sembolik
tanimlamalar kullanilarak istenilen bir or ¢ikis frekansi icin harmonik denge
denklemleri gibi sembolik formda Denklem 4.26 ile elde edilebilir. Genel sinyal

formunda her bir temel bilesen icin R, adet harmonik kullanildiginda ¢ikis

bilesenleri kutu sinirlama olarak da adlandirilan bir yontem ile frekans diizleminden
secilmis olur. Bu yontem i¢in frekans bilesenlerine ait kombinasyonlar ve onlarin
permiitasyonlarini tireten 0zyinelemeli algoritmalar hesaplamanin gergeklestirildigi

cikig bilesenine ait terimler kolayca elde edilir.

Yontemin uygulamasini gostermek amaciyla Duffing-Van der Pol sisteminin
analizinde iki tonlu ve sabit bilesen iceren giris kullanilmistir. Denge denklemleri
olusturularak coziimlemeler gerceklestirildiginde elde edilen sonucun dogrulugu
sayisal simiilasyonlardan elde edilen kararli durum sinyali ile kiyaslanarak
gosterilmistir. Bunun yaninda, giris genliginin artirilmasiyla dogrusal olmayan
terimlerin etkisi sonucu harmonikler ve karisim bilegenlerin genliklerinin ve bununla
birlikte hata miktarinin arttifi gozlenmistir. Bu durum ihmal edilen bilesenlerin
etkinliginin artmasi sonucu ortaya ¢ikar. Olusan hatayi telafi etmek amaciyla cikista
kabul edilen frekans bileseni sayisinin artirilmasiyla birlikte hata seviyesinin azaldigi
gozlenmistir. Bunlarin yaninda, analizde kullanilan girigin sabit bilesen icermedigi

durumda ¢ikistaki ¢ift dereceden bilesenlerinin etkisinin sifir oldugu gosterilmistir.
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Cok-tonlu analizde ele alinan diger bir durum ise, frekans bilesenlerinin se¢iminde
onemli bir etken olarak giris bilesenlerinin genlik seviyelerinin ¢ikig frekans
bilesenlerinin secimine etkileridir. Burada, giris temel bilesenlerine ait genliklere
benzer oranda harmonik sayilarinin secilmesinin farkli durumlarla kiyaslamasi
yapilarak etkileri incelenmistir. Her iki bilesen icin ayni sayida harmonik kabul
etmek yerine, genligi daha diisiik seviyede olan frekans bileseni i¢in harmonik adedi
digerine gore daha az segilerek analizde kullanilan frekans bileseni sayisi
diisiiriilebilir. Bu durumun farkli frekans bilesenleri iginde ortaya ¢iktigi grafiksel

olarak Sekil 4.13’de gosterilmistir.

HBM uygulamasinin ¢ok-tonlu sinyaller i¢in genisletildigi algoritma yapisina,
Boliim 5°de daha genel bir iist simifi temsil eden ve bir¢ok disiplinde siklikla
karsilasilan MIMO sistemleri de kapsayacak bir form kazandirilmasi ile uygulama
alam1 bakimindan da genisletilmistir. Bu amagla SISO sistemler igin sunulan
algoritma temel alinarak MIMO sistemleri kapsayacak yeni bir tanimlama
yapilmistir. Polinom tip MIMO diferansiyel denklemlerin sunumu, Denklem 5.3 ile
belirtilen genel ifade ile tammmlanmistir. Buna gore gerceklestirilen acilimlar
kullanilarak denge denklemleri sembolik olarak tanimlanmistir. Yonteme ait sonuglar
iki-girigli iki-¢ikish birlesik bir elektriksel sistemi tanimlayan duffing model formu
lizerinde sunulmustur. iki girise uygulanan frekans bilesenlerinin harmonik olarak
iliskisiz oldugu cok-tonlu analizin yaninda, acilimlarin tek-tonlu sonuglandigi
durumda da yontemin gecerliligi gosterilmistir. Ayrica bilesenler arasindaki iliskiyi
tanimlayan katsayimin biiyiik olmas1 durumunda problemi tek tonlu ele almak yerine
cok-tonlu diisiinerek islemlerin gerceklestirilmesi, analizde kullanilacak frekans

bilesenlerinin belirlenmesi bakimindan avantaj sagladigi gosterilmistir.

Cok-tonlu etkilesimleri tanimlayan harmonik denge denklemlerinin istenilen bir
parametrenin degisimine bagli olarak c¢oziimlenmesiyle frekans cevabi davranislar
incelenebilir. Boliim 6’da denge denklemleri hesaplanan uygulama icin, girislerden
birinin frekansi sabit tutularak digeri icin belli bir frekans aralifinda degistirilmesiyle
elde edilen frekans cevabi1 6rnek olarak sunulmustur. Bu islem cikisa ait sinyalde
HBM sonucu elde edilen bilinmeyenler yerine konularak maksimum genliklerin

belirlenmesiyle gerceklestirilmistir. Ayrica girislerden birinin genlik ve frekans
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degisimlerinin diger cikisa ait frekans cevabi iizerindeki etkileri 6rnekler iizerinde

incelenmistir.

Tez ¢alismasi kapsaminda temel olarak yapilan katkilar 6zetlenirse,

1. SISO sistemler icin HBM uygulamasi ¢ok-tonlu olarak genisletilmistir. Bu
amagla:

a. Analizde hem giris hem de cikis1 temsil etmede kullanilan harmonik
olarak iligkisiz bilesenler ve harmoniklerinden olusan cok-tonlu bir
sinyal formu tanimlanmistir. Bu sinyal formunun bilesenlerinin Kutu
ve Elmas sinirlama yontemleri ile se¢imi sunulmustur.

b. Harmonik denge denklemlerinin sembolik formda elde edilebilmesi
icin ¢ok tonlu sinyale ait genellestirilmis acilimlar tiiretilmistir.
llgilenilen frekans bilesenlerinin otomatik segilebilmesi igin
kombinasyonlar ve permiitasyonlar cinsinden diizenlenerek dogrusal
olmayan fonksiyonlar ile ifade edilmistir. Boylece DOS’larin genel
formda tanimlanmasi i¢in kullanilan denklem temel alinarak harmonik
denge algoritmasi genellestirilmistir.

c. Kutu simirlama yontemi temel alinarak kombinasyonlar ve
permiitasyonlarinin iiretim sekli tanimlanmistir.

d. Giris frekans bilesenlerine ait genliklerin ¢ikis frekans bilesenlerinin
secimindeki etkisi ve onemi Ornekler iizerinde sunulmustur.

2. Cok-tonlu tanimlanarak sinyal formu bakimindan cesitliligi artirilan HBM,
uygulama alan1 bakimindan da MIMO sistemleri kapsayacak sekilde
genisletilmistir. Bu amacgla:

a. Polinom formda dogrusal olmayan terimler iceren MIMO sistemlerin
sembolik formda ifadesi i¢in yeni bir tanimlama yapilmistir.

b. Bir onceki algoritmadaki denklemler temel alinarak HBM uygulamasi
MIMO sistemleri de kapsayacak sekilde denklemler tiiretilmistir.

c. Yontemin uygulamasi iki-giris iki-¢ikish duffing modeli {izerinde
sunularak sonuglarin dogrulugu sayisal simiilasyonlarla gosterilmistir.
Bunun yaninda yontemin tek-tonlu analizler iginde gegerli oldugu

orneklerle sunulmustur.
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3. Cok-tonlu sinyaller icin HBM kullanilarak frekans cevaplarinin elde edilisi
incelenmistir. Bu amagla:

a. HBM sonucu elde edilen toplam c¢ikis sinyaline ait maksimum
genlikler ve sayisal simiilasyonlar sonucu olusan kararli dilimlerin
belirlenmesi icin olusan problemler ele alinmistir.

b. Girislerden birinin frekansi sabit tutularak, digeri icin frekans cevabi
elde edilerek sayisal simiilasyonlar ile dogrulanmistir. Ayrica bu
girise ait genlik ve frekans degisimlerinin frekans cevabi lizerindeki
etkileri de sunulmustur.

c. HBM ile kararli durumda frekans bilesenlerinin genlik degerleri direkt
olarak hesaplanabildigi icin analizde kabul edilen harmonik ve

karisim bilesenleri {izerindeki etkiler kolaylikla incelenmistir.

Gergeklestirilen caligmanin kapsami denge denklemlerinin ¢esitli sinyal formlar i¢in
elde edilmesi ve c¢oziimlenerek cesitli parametreler icin elde edilen cevaplarin
incelenmesine yoneliktir. Denge denklemleri dogrusal olmayan formdaki denklem
takimlarindan olusur ve ¢oziimlemesi mevcut yontemler kullanilarak gerceklestirilir.
HBM sonucu elde edilen dogrusal olmayan denklem takimlarinin ¢oziimlenmesinde
yontemlerin etkisi ayrica incelenebilir veya iyilestirilebili. HBM uygulamasinda
kullanilan frekans bileseni sayisinin artirilmasi islem yiikiinii 6zellikle denklemlerin
¢oziimlenmesi asamasinda olduk¢a artinr. Giiniimiizde gelisen bilgisayar
teknolojisinin hesaplama giiciiniin siirekli artmasina karsin algoritmanin caligmasi

farkli teknikler kullanilarak hizlandirilabilir.

Gelistirilen analiz yontemi siirekli zamanda tanimlanan sistemlerin analizine
yoneliktir. Uygulamada cogu zaman sistemler alman veriler kullanilarak ayrik
zamanli olarak modellenirler. Tez c¢alismasinda sunulan yontem ayni zamanda ayrik

sistemlerin ¢ok-tonlu analizinde gelistirilecek bir yontem i¢in de temel olusturur.
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EKLER

uy

Tablo Ek 1. f,2™(=3,1,2) fonksiyonuna ait permiitasyonlar

{’3 r ’3}

A, (1 jw)' A, A,

Tablo Ek 2.

-3 1 2} A (Bjw)'A A =A A A, (-3j)

3 2 1} A, (Bjo)AA, =A A A, (-3jo)

{1 -3 2} A (jo)'A, A, =A A A (jo)

{12 -3} A (o) AA =A A A, (j)

{2 -3 1} A, Qjw)A A=A A A, (2jo)

{2 1-3} A, Qjo)'A A =A A A (2j©)
f2"(=2,0,2) fonksiyonuna ait permiitasyonlar

{nononl A, (njo)'A, A,

2 0 2} A (2jo) A A, =A, A A, (2jo)

{2 2 o} A (2jo)'A A, =A A A (-2jo)

{o2-2} A, (0jw)A_A_ =0

{0o-2 2} A, (Ojo)'A, A, =0

{2 0-2} A,Qjo)AA,, =AA A, Q2jo)

{2-2 o} A Qjw)'A, A, =AA A 2jo)




Tablo Ek 3.

"(=2,1,1) simetrik fonksiyonu igin permiitasyonlar
{n n nt |4 Gjo)A, A,

-2 1 1} | A (2j@'A A, =A A (2jo)
{1-2 1} | A (o', A, =AA A (o
{1 1-2} | AGoaa, =AAA (jo

Tablo Ek 4. £ (—1,—1,2) simetrik fonksiyonu i¢in permiitasyonlar

uy

{n n nl|A GioA A,

F1-1 2} | A (—jw)A, A, =A A A (-j©)
-1 2 -1} | A (—j@)A A, =A A A (-jo©)
{ 2-1 -1} | A, Qj@A4, A =A A Qjo)

Tablo Ek 5.

flfy’"’(—l,O,l) simetrik fonksiyonu i¢in permiitasyonlar

{n n nt A (njo)'A, A,

1 0 1} A (jo)A A, =A, A A, (—jw)
1 1 o} A, (jo)A A, =A, A A (—j0)
{1-1 o} A (jo)A, A, =A A, A, (jo)
{10-1} A (1jo)A A, =A A A, (jo)
{o-1 1} A, (0jw)A, A, =0

{o 1-1} A, (0jw)A, A, =0
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Tablo Ek 6. £,2(0,0,0) simetrik fonksiyonu igin permiitasyonlar

uy
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{n

r r3}

A (njo)'A, A,

{o o o}

0

Tablo Ek 7. Kiibik terimler i¢in simetrik fonksiyonlar

e} | on @ Y@ 30
11l ) 1 o
! {— 21 1} 3 Ay’L’z Ay“ 5 A}Ll,fz A)‘1,1 J O
-2 1 2 1 .
2 {—1 0 1} 6 Ay’z"l Ayl’(’ Ay“ g A}'—z‘—l A)’L(l A)’m 2](01
-2 1 2 1 .
3 1 -1 0} 6 Ay’“ Ayl”l Ayz*“ g A}'—z‘l A}'L—l A}'m 2](01
-2 1 2 1 .
4 _1 2 —1} 6 y’z"lAyl'szz"l g A."—z,—lA)d,zA}'z‘fl 2-]w1
-2 1 2 1 .
> 0 -1 1 6 Y200 V-t Y2 g AY—L(I A."l,—1 A)’m 2](01
21 2 1 -
6 0 0 0 6 Y20 Yo Y20 g 14y,2V0 Yot Va0 2](01
-2 1 2 1 .
7 -2 1 -1 6 Y200 Via V2.1 g AY—Z,(] A),H A)’z,,l 2] (Ul
-2 1 2 1 .
8 1 -2 l} 6 Ay’z*l A), -2 2 g A."—z,l A."l,—z A)’z,1 2le
-2 1 2 1 .
? 1 -1 0} 6 Ay’“ A‘l - Y20 g A}'—z‘l A}'L—l A}'m 2](01
-2 1 2 1 .
10 1 0 —l} 6 Ay’“ Yoo Y21 g A}'—z‘l A)’L(l A)’z,q 2](01
-1 0 2 1 .
1 -2 1 1 6 Yor,2” Yoal 2, g A.‘L1,72 You A)’z,1 2] wl
-1 0 2 1 .
12 {— 2 2 0} 6 Av’l"z AyO'ZAy 0 g A}'—l,—z Yo2 o Y20 2](01
-1 0 2 1 .
13 -2 3 - 1} 6 Ay’l"z Ay(” Y241 g A."—l‘—z Yo,3" V2,1 2-]w1
-1 0 2 1 .
14 —1 2 - 1} 6 Ay’l"l Ay0'2 Y21 g A 1-1 Yo.2 A)‘z,1 2(]601 + 1)
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15 {_1 1 0} 6 A."*l,*l Yo, V2.0 g 14y,1‘71 14)10'l A.Vz,o 2](01
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Tablo Ek 7. Devam
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