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OZET

Anahtar kelimeler: Serit plak, elastodinamik denklemleri, ongerilme, zaman gore
harmonik ytik, zorlanmis titresim, sonlu elemanlar yontemi, dinamik gerilme alan1

Bu calismada, rijit zemin iizerine oturmus sonlu uzunluga sahip ongerilmeli serit-
plagin zorlanms titresimine karsilik gelen sinir-deger problemleri gerek bir katmanlt
hal gerekse iki katmanli hal i¢in ele alinmistir. Ele alinan problemlerin matematik
modellemesi Ongerilmeli cisimlerde ii¢c-boyutlu dogrusallastirilmig elastik dalga
teorisi gergevesinde verilmistir.

Ilk olarak, rijit zemin {izerine oturmus tek katmanli serit-plaga ait sinir-deger
problemi ele alinarak matematik modeli kurulmustur. Analitik ¢6ziimii olmayan bu
modelin sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢éziimii yapilmistir. Kurulan sonlu
eleman modeli belirli parametreler ile test edilmis ve modelin gegerliligi sonsuz
uzunluga sahip bolgeler i¢in yapilan c¢alismalara uygun olmasi ile sinanmistir.
Modellemedeki tiim parametre degisimlerinin ele alinan problemdeki sisteme etkisi
ortaya konulmustur.

Ikinci olarak, rijit zemin iizerine oturmus iki katmanli serit-plagin zorlanmis
titresimine ait simir-deger problemi ele alinmustir. Iki katmanli hal i¢cin matematik
model kurulmus ve sonlu eleman formiilasyonu yapilmistir. Gerek katmanlar
arasindaki ara ylizeyde gerekse zemin ile serit-plak arasindaki yiizeyde gerilme
dagilimi incelenmis ve plaklarin uzunluklarinin degismesinin gerilme dagilimina
etkisi gosterilmistir.

Diger yandan, ele alinan her iki problem i¢in katmanlardaki dngerilmenin ve zamana

gore harmonik yiikiin frekansinin sisteme etkisi incelenmis ve elde edilen sonuglar
ortaya konulmustur.
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BOUNDARY- VALUE PROBLEMS CORRESPOND TO FORCED
VIBRATION OF THE PRE-STRESSED PLATE-STRIP RESTING
ON A RIGID FOUNDATION

SUMMARY

Key Words: Plate-strip, elastodynamics equations, initial stress, time-harmonic load,
forced vibration, Finite element method, time-harmonic dynamical stress field

In this study, boundary-value problems correspond to forced vibration of initially
stressed plate-strip with finite length resting on a rigid foundation both for one
layered and for bi-layered cases are investigated. The mathematical modeling of the
considered problems is made by the use of the three-dimensional linearized theory of
elastic waves in initially stressed bodies.

First, boundary-value problem for a pre-stressed plate-strip resting on a rigid
foundation is considered and the mathematical modeling of the considered problem
is made. The numerical solution of the problem that has no analytical solution is
done by the use of the Finite element method. The validity of the developed model is
tested on concrete problems and the coincidence with previous studies for layers with
infinite length is seen. The effects of change of system parameters are presented.

As a second problem, boundary-value problem for bi-layered pre-stressed plate-strip
resting on a rigid foundation is considered. The mathematical modeling for the bi-
layered case is made and the finite element formulation is presented. The stress
distributions on the interface planes are investigated and the influence of the length
of the layers to these distributions is presented.

Moreover, the influence of pre-stretching of the layer(s) and the frequency of the

time-harmonic dynamical load on the stress distribution for both cases is investigated
and the numerical results obtained are presented.
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BOLUM 1. GIRIS

Uygulamali ve sayisal matematigin 6nemli calisma konularindan biri de elastik
ortamlar dinamiginde lineer olmayan problemlerin modellenmesi (matematik
modellerinin kurulmasi) ve sayisal yani yaklasik c¢oziimleri icin ydntemlerin
gelistirilmesidir. Bahsedilen lineer olmayan problemlerin elastodinamigin klasik
lineer teorisi gergevesinde ¢oziilmesi miimkiin degildir. Yukarida sozi edilen
problemlere bir ornek, elastodinamigin ongerilmeli cisimleri igeren problemleridir.
Bu problem grubu ¢ok genis bir uygulama sahasina sahiptir. Ornegin, malzemelerin
imalatt ve bir araya getirilmesi islemlerinde Ongerilme meydana gelir. Yer
kabugundaki gerek statik gerekse dinamik kuvvetler sonucunda 6n gerilme meydana
gelmektedir. Ongerilmeli ortamlara bir baska 6rnek ise kompozit malzemelerdir. Bu
nedenledir ki; bu alanda bir¢ok teorik ve deneysel calisma yapilmistir. Bu ¢aligmalar
ile elde edilen sonuglar [1,2,3] kaynaklarinda analiz edilmistir. Ayrica 2002 yili
oncesi yapilan ¢alismalar [4] te Guz tarafindan incelenmistir. Daha sonraki yillarda
yapilan caligmalar ise [5-17] ile verilebilir. Yukarida bahsedilen g¢alismalar goz
oniine alindiginda, bu calismalarin Ongerilmeli Cisimlerdeki Elastik Dalgalarin Ug
boyutlu Dogrusallastirilmis Teorisi (Three-Dimensional Linearized Theory of Elastic
Waves in Initially Stressed Bodies- TLTEWISB) cercevesinde gerceklestirildigi

gortlir.

TLTEWISB-nin alan denklemleri kurulurken deforme olabilen bir kat1 cismin iki
durumu so6z konusudur. Bunlardan birincisi perturbe olmamis durum, ikincisi
perturbe olmus durumdur. Deforme olabilen bir kati cismin durumu derken hem
hareket hem denge halleri kastedilmektedir. Perturbe olmus durumdaki tim
degerlerin baglangic durumu ve perturbe miktarlarimin toplami olarak temsil
edilebilecegi kabul edilmektedir. Burada, ayrica hem baslangi¢ durumunun hem de

perturbe olmus durumun kati cisimler mekaniginin lineer olmayan denklemleri ile



temsil edilebilecegi de kabul edilmektedir. Perturbe olmamis durumdaki uygun
degerler ve perturbe miktarlarinin kiiciik oldugu gercegi kullanilarak, perturbe olmus
durumdaki bagintilar lineerlestirilir. Daha sonra perturbe olmamis haldeki
denklemlerden bu lineerlestirilmis bagintilar ¢ikanlir. Boylece TLTEWISB-nin
denklemleri elde edilir. Bu denklemler baslangic durumundaki degiskenleri
icerdiginden TLTEWISB oOngerilmelerin perturbeler {izerindeki etkisini de

incelemektedir.

Rijit (kat1) malzemeler s6z konusu oldugunda basglangic durumunun tespitinde klasik
lineer elastisite teorisi kullanilir. Bununla birlikte perturbe olmus durumda elastisite
teorisinin geometrik nonlineerlik igeren denklemleri kullanilir. Bu denklemlerin
dogrusallagtirilmasi ile TLTEWISB-nin yukarida bahsedilen denklemlerine ulasilir.

Bu ve benzeri yaklasimlar [1,2,3,18] calismalarinda mevcuttur.

TLTEWISB c¢er¢evesinde yapilan bu incelemeleri iki gruba ayirmak miimkiindiir.
Bunlar, dalga yayilimi ile ilgili (dispersion-dagilma) problemler ve ongerilmeli
cisimlerde gerilme-sekil degistirme halleri ile ilgili problemlerdir. Dalga yayilimi ile
ilgili problemler diger gruba nazaran daha oOnce incelenmeye baslanmistir.
Incelenmeye daha sonra baslanan ikinci grup ile ilgili calismalara [8-15] kaynaklari
ornek gosterilebilir. Bu calismalar incelenirse katmanli ortamlarda zamana-gore
harmonik gerilme durumuna 6ngerilmenin etkisinin arastirildigi goriilecektir. Ancak
bu caligmalarda ele alinan katmanlarin ya da tabakalarin (plaklarin) genislikleri ve
uzunluklar1 sonsuzdur. Boylece, bu kisit altinda genislik ve uzunluk istikametindeki
koordinatlarda integral doOniistimleri yapilabilmekte ve ilgili smir-deger

problemlerinin ¢6ziimii miimkiin olmaktadir.

Bu tez ¢alismasinin bir katmanli serit-plak i¢in gelistirilen modelinden sonra iki
katmanli durum ele alinmis ve ilgili matematik modelin kurulmasi ardindan SEY ile
formiilasyon elde edilmistir. Iki katmanl1 dngerilmeli serit-plak iceren bu soru sadece
kompozit malzemelerin mekaniginde degil bunun yani sira mithendisligin birgok

branglarinda kargilagilmaktadir. Bu konu ile ilgili son gelismeler [19] makalesinde



incelenmis olup ilgili caligmalar [9,10,20-23] olarak siralanabilir. Bu caligmalar
incelendiginde, tipki bir katmanli durumda oldugu iizere, ele alinan problemlere
onerilen ¢ozlimlerin katmanlarin ancak sonsuz uzunluga sahip oldugu durumlarda
gecerliliginin var oldugu goriilmektedir. Yani bahsedilen ¢alismalardaki yontemler

sonlu uzunluga sahip katmanlar s6z konusu oldugunda kullanilamazlar.

Diger yandan, yukaridakilere benzer tipte lineer elastodinamik problemleri ile ilgili
[24,25,26] caligmalarinda spektral sonlu elemanlar yontemi (SSEY) ad1 verilen yari-
analitik bir sonlu elemanlar yontemi gelistirilmistir. SSEY yonteminde aranilan
¢Ozlim bir seri biciminde teklif edilir. Serideki bilinmeyen katsayilar (ki bunlara
cekirdek adi verilmistir) katman i¢inde koordinat degisimine baglidir. Bu ¢ekirdekler
bir boyutlu SEY kullanilarak belirlenir. Dolayisiyla, SSEY ancak katman
uzunluklarinin sonsuz oldugu durumlarda kullanilabilir. Bu agidan bakildiginda
simdiye kadar yapilan caligmalarda Onerilen yontemlerin katman uzunluklarinin

sonlu oldugu durumlarda kullanilamayacag: goriilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda sonlu uzunluga sahip katmanlar i¢in SEY kullanilarak bir ¢oziim
yontemi Onerilmistir. Calisma yapilirken bir ve iki katmanli serit-plagin rijit zemin

iizerine oturdugu kabul edilmis ve iki boyutlu uzayda caligilmistir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Miihendislikte malzemelerin {i¢ ¢esit deformasyonunun var oldugu kabul edilir.
Bunlar; elastik, plastik ve siirlinme (slinme-creep) deformasyonlardir. Kimyasal
baglar1 bozulmaksizin malzemenin gerilmesi ile elastik deformasyon meydana gelir.
Dolayisiyla etki eden kuvvet ortadan kalktiginda malzeme eski haline geri doner.
Uzerine etkiyen kuvvetlerin ortadan kalkmasindan sonra orijinal boyutlarini tekrar
kazanan cisme elastik cisim adi verilir. Aksi durumda elastik olmayan deformasyon
meydana gelir. Elastik olmayan deformasyon zamana bagli degilse plastik

deformasyon, zamana bagli ise siirlinme deformasyonu adini alir.

Bir cismin her noktasinda bulunulan konumdan bagimsiz olarak malzeme ayni
ozelliklere sahipse bu cisme homojen cisim denir. Aksi halde homojen olmayan
cisim admi alir. Bir ortam homojen ise zorunlu olarak siirekli olacagini burada
belirtelim. Bir malzemede elastik 6zellikler tiim dogrultularda ayni ise buna izotrop
malzeme adi verilir. Anizotrop malzemelerde ise elastik oOzellikler segilen

dogrultulara gore farklilik gostermektedir.

Asagida, bir cismin i¢indeki kuvvet dagilimi hakkinda bize bilgi veren gerilme
kavrami tarif edilecektir: Mekanikte, gerilme birim alana diisen kuvvet olarak,
Gerilme=Kuvvet/Alan ifadesi ile verilir. Bir noktada gerilme tarifi matematiksel
acidan

(%, 7,2) = grgof—j @.1)

olarak yazilir. Ug¢ boyutlu uzayda cahstifimiz gz oOniine alinarak

AF = (AF,,AF,,AF,) kabul edilirse (2.1) ifadesi



X

o =lim2 5 —lim=2 o —im 2 (2.2)
A—0 A4 7 A—0 A4 AM—0 A4

olacaktir. o gerilme ifadesindeki ilk indis normali Ox ekseni istikametinde olan
diizlemi, ikinci indis ise gerilme bileseninin dogrultusunu belirtir. Dolayisiyla o,
gerilme tansorii bileseni Oyz diizleminde Ox istikametindeki gerilmeyi temsil eder.
c., o, ve o_ gerilme bilesenleri normal gerilmeler adini alir ve genellikle tek

xx 2 yy

indis kullanilarak, sirasiyla o,, o, ve o, bigiminde gosterilir. Gerilme tansoriiniin

diger bilesenlerine (o, o

xy 2 xz 2

O, ---) 1se kayma gerilmeleri ad1 verilir.

z AC:
7—> O-zy
O-Zx
(o3 Jz
Taxz 1 g o
y
> o
| O-xy yx y
14
JX

Sekil 2.1 Bir noktadaki gerilme halini tanimlayabilmek igin kullanilan gerilme bilesenleri

Gerilme bilesenleri simetrik bir yapiya sahip oldugundan bir noktadaki gerilmeyi

tarif etmek icin alti bilesen yeterli olmaktadir (o, =0,,0.=0

2 xz

zx 2 Gyz = O-zy )

Secilen koordinat sisteminin bir diizlemindeki gerilme bilesenleri sifir ise diizlem

gerilme hali s6z konusu olur. Ornegin; Oxyz koordinat sisteminde Oxy diizlemi igin

diizlem gerilme halini g6z 6niine alirsak o, =0, =o_. =0 olacaktir. Bu durumda

bir noktadaki gerilmeleri o, o, ve o, bilesenleri ile tarif edebiliriz (Sekil 2.2).



xy

0

Sekil 2.2 Diizlem gerilme halinde bir noktadaki gerilme bilesenleri

Bir cisimdeki noktalarin bagil (rolatif) konumlar1 degistigi zaman cisim sekil
degistirmistir denir. Bu durum, iki nokta arasindaki mesafenin sabit kaldig1 bir rijit
cisim hareketinden farklidir. ¢ sembolii ile gdsterilen sekil degistirme tansoriiniin
bilesenleri, u(x,y,z) yer degistirme fonksiyonunu belirtmek {izere,

1 6u Ou,
g, =—| —L+—=L SLi=X0,2 2.3
Y 2(6}@ 6xl) / Y 2.3)

bagintilar: ile bulunur. Diizlem gerilme durumuna benzer olarak, ¢ _=¢_=¢_=0

yz zz

haline diizlem sekil degistirme ad1 verilir.

Gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin bilesenleri arasindaki baginti géz Oniine
alinan cismin 6zelliklerine baghdir. Bu ¢alismada gerilme-sekil degistirme arasindaki
bagintinin lineer oldugu elastik cisimler géz oniine alinacaktir. Bu cisimlere lineer

elastik cisimler ad1 verilir.

Lineer elastik bir izotrop maddeyi karakterize etmek icin iki elastik sabite ihtiyag
vardir. Bunlardan birincisi E elastisite (Young) modiilii ve ikincisi v Poisson
oranidir. £ ve v elastik sabitleri cinsinden gerilme ve sekil degistirme arasindaki

bagintilar



g, —E[ay—v(ax+az)]
£, :%[O'Z —v(ax—ko-yﬂ (2.4)
ve
c :G)ry,(9 :Gyz,g — P

bi¢imindedir. Burada G rijitlik (kayma) modiilii olarak adlandirilir ve elastik sabitler
cinsinden

G= £
2(1+v)

(2.5)

ile hesaplanir. £ ve v elastik sabitleri kullanilarak Lame sabitleri ad1 verilen 4 ve

A sabitleri

Ev E
/1:—, IL[:
1+v)1-2v) 2(1+v)

(2.6)

esitlikleri ile bulunur. Boylece (2.4) bagintilar1 Lame sabitleri cinsinden gerilmelere
gore

o =2,t95ﬁ+2y€ij , 9=8xx+6‘yy ; Lj=X) (2.7)

bi¢ciminde verilir. Gerilme ve sekil degistirme bilesenlerini birbirine baglayan bu

esitliklere mekanik bagintilar (gerilme-deformasyon bagintilari) ad1 verilir [28-30].

Salinim Hareketi [27]: Cisimlerin salinim hareketi ve bu hareketler ile olusturulan
kuvvetler, mekanikte, titresim konusunun g¢alisma sahasina girer. Belirli bir kiitleye

sahip tlim elastik cisimler titresim hareketi yapabilir veya titresime maruz kalabilir.



Bu yiizdendir ki; makineler ve yapilar titresim yaparlar ve bunlarin dizayn edilmesi

esnasinda salinim hareketleri géz 6niinde bulundurulur.

Salinimli sistemler lineer ve lineer olmayan (nonlineer) sistemler olarak iki grupta
incelenebilir. Lineer sistemlerde siiper-pozisyon ilkesi gecerli olup, bu sistemlerin
coziimii ile ilgili gelismis bir matematik teori mevcuttur. Ancak lineer olmayan
sistemlerin ¢Oziimii ile ilgili teori ayni oranda gelismemistir. Bununla birlikte,
salmimin genligi arttirildikca lineerlik bozuldugundan, lineer olmayan sistemler ve

bu sistemlerin analizi 6neme sahiptir.

Titresimleri dogal (6z) ve zorlanmis titresim olarak iki smifta incelemek
miimkiindiir. Sistemin i¢inde mevcut kuvvetlerin etkisi ile dogal titresim olusur.
Dogal titresim altindaki bir sistem kendi dogal frekanslarindan biri veya daha fazlasi
ile titresim hareketi yapar. Dis kuvvetlerin etkisi altinda meydana gelen titresim
zorlanmis titresim olarak adlandirilir. Bu dis etki bir salinim hareketi ise sistem bu
dis etkinin frekansi ile titresim yapacaktir. Bu titresim sistemin dogal titresimlerinden
biri ile ¢akisirsa rezonans adi verilen bir durum ile karsilagilir. Rezonans durumunda
sistemde ¢ok biiylik salinimlar meydana gelebileceginden biiyiik yapilar ve kopriiler
rezonans sonucu yikilma riskine sahiptirler. Bu anlamda, titresim ¢alisilirken

sistemin dogal frekanslarinin belirlenmesi 6nem tagimaktadir.

Titresim halindeki sistemler gerek siirtinme gerekse baska etkiler ile soniime
(damping) maruz kalirlar. Bu soniim kiiclik oldugunda goz ardi edilir ve sistemde
sonim olmadigr kabul edilir. Diger taraftan, soniim hadisesi rezonans halindeki

salinim genliginin sinirlarinin tespitinde 6nem tasir.

Bir sistemin hareketi tarif edilirken gerekli bagimsiz koordinatlarin sayisina sistemin
serbestlik derecesi ad1 verilir. Ornegin, uzayda hareket eden bir pargacigin serbestlik

derecesi ti¢ olur.



Harmonik Hareket: Salinim hareketi kendini tekrar edebilir. Bir saatin yelkovani bu
tiirden bir salimim hareketi yapar. Bir hareket kendisini esit 7 araliklan ile tekrar
ediyorsa periyodik hareket adini almakta olup, 7 zaman dilimine bu salinimin

periyodu adi verilir. f=1/7 sayisina da frekans adi verilir. ¢ serbest degiskeni
zamani gostermek {lizere periyodik hareket eden bir sistemin hareketini x(z)
fonksiyonu tarif ediyorsa x(¢)=x(t+7) esitligi gecerlidir. Periyodik hareketin en

basit hali harmonik harekettir. Ornegin, bir yaym ucuna bagl bir kiitlenin yukar1
asagl yaptig1 hareket harmonik harekettir. Salinimin genligine A4 dersek kiitlenin

hareketi x(¢) = Asin(2z¢/7) fonksiyonu ile belirlenir. # =7 aninda hareket kendini

tekrar etmeye bagladigindan bu sistemin periyodu 7 olur.

Harmonik hareket sabit hizla dénen bir ¢ember lizerindeki bir noktanin bir dogru
tizerine izdiislimii olarak yorumlanabileceginden sekil 2.3 teki OP dogru parcasinin

acisal hiz1 kullanilarak hareket x(¢) = 4sin(wt) bigiminde ifade edilebilir.

N N
_

27

Sekil 2.3 Harmonik hareket

o acisal frekans olarak adlandirilir ve birimi rad/s dir. Bu hareket kendisini 27

radyan ile tekrar edeceginden w=27/7=2xf esitlikleri elde edilir. Burada 7
harmonik hareketin periyodu, f ise frekansidir. Boylece harmonik bir hareketin hizi

ve ivmesi
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X=wAsin ot = wAsin(wt +7/2) 2.8)
¥ =—w’Asin ot = @* Asin(ot + ) '
biciminde olur. Dikkat edilirse hiz ve ivme hareketleri de sistem ile ayn1 frekansa

sahip olan birer harmonik harekettir.

Virtiiel (Sanal) Is Prensibi: Cisimlerin dengesi iizerine kurulan virtiiel is (sanal isler)

prensibi asagidaki bigimde ifade edilir:

“Verilen kuvvetlerin etkisi altinda dengede olan bir sisteme sanal bir yerdegistirme

verilirse kuvvetlerin yaptigi is sifir olur.”

Virtiiel ig prensibinde kullanilan terimler agsagidaki gibi aciklanabilir:

1- or sanal yerdegistirme (anlik) verilen koordinatlarin sonsuz kiigiikliikte sanal
degisiminden ibarettir. Bu sanal yerdegistirme calisilan sistemin kisitlarina uygun

olmalidir.

2- oW virtiel is, sanal bir yerdegistirmede aktif olan tim kuvvetlerin yaptig1 istir.
Sanal yerdegistirme sonrasinda sistemin geometrisinde Onemli bir degisim

olmadigindan virtiiel isin hesabi sirasinda sisteme etki eden kuvvetlerin degismedigi

kabul edilir.

Bernoulli tarafindan ortaya atilan virtiiel i prensibi statik bir olay: tarif eder.
Prensibin dinamige genisletilmesi atalet (eylemsizlik) kuvvetini tanimlayan
D’ Alembert sayesinde miimkiin olmustur. Dinamik problemler ele alindiginda atalet

kuvvetleri aktif kuvvetler olarak sisteme dahil edilir.



BOLUM 3. RIJIT ZEMIN UZERINE OTURMUS ONGERILMELI
TEK KATMANLI SERIT-PLAGIN ZORLANMIS TiTRESIMINE
KARSILIK GELEN SINIR-DEGER PROBLEMI

3.1. Problemin Ortaya Konulmasi

Bu bdliimde ele alinacak problem rijit zemin {izerine oturmus Ongerilmeli sonlu
boyutlu serit-plagin zorlanmais titresimine ait olacaktir. Sonlu bolgeye sahip serit-plak

kartezyen koordinatlarda
Q={(x,x,):—a<x,<+a;0<x,<h} (3.1)

bolgesini ve rijit yari-diizlem ise {( x,,x,):—0<x <o ,—co<x, <0} bdlgesini
kaplamaktadir. Serit-plagin lineer elastik malzemeden yapildigi, homojen ve izotrop
oldugu ve serit-plagin zemin {izerine oturtulmadan 6nce kenarlarindan siddeti g olan
normal kuvvetlerle gerilmekte oldugu kabul edilecektir. Plagin {ist ylizeyine
uygulanan zamana gore harmonik olan noktasal yiik P, 5(x,)e'” formundadir.

Serit-plagin ve yari-diizlemin Ox, ekseni istikametinde uzunlugunun sonsuz oldugu

kabul edilecek ve Ox,x, diizleminde diizlem sekil degistirme hali incelenecektir.



P, 8(x)e”
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Sekil 3.1 Rijit yari-diizlemin {izerine oturmus sonlu bolgeye sahip plagin geometrisi

cl



13

Serit-plak zemin iizerine oturtulduktan sonra ise plagin iist serbest yilizeyine zamana

gore harmonik tekil £, kuvveti etki etmektedir. Lineer elastisite teorisi ¢er¢evesinde

serit-plaktaki ongerilmeler
o, =q, ij#1ligino,’ =0 (3.2)

biciminde belirlenir. Bu durumda (3.2) ongerilmeleri goz Oniine alinarak serit-plak

icin TLTEWISB-nin hareket denklemleri asagidaki gibi yazilir [1]:

do;; g 0 0’u, -) o’u,
o Max? T o

J 1

ij=1,2 (3.3)

Burada p, plagin dogal haldeki yogunlugunu temsil etmektedir. u, =u, (x,,x,,t) ve
u, =u,(x,x,,t) fonksiyonlar1 swrasiyla Ox, ve Ox, eksenleri istikametindeki
yerdegistirmeleri ve o, gerilme tansorii bilesenlerini gostermektedir. 4 ve u Lame

sabitleri olsun. izotrop sikistirilabilir malzemeler i¢in

c={ 0,,, 0,, , O, }T (3.4)

gerilme tansoriinii ve €

e={ &,, &,, &, ) (3.5)

deformasyon tansoriinii temsil etmek ilizere agagidaki mekanik bagintilar verilebilir:

0, =406, +2ue,, ,0=¢,+¢, (3.6)

(3.6) denkleminde &, Kronecker deltasini temsil etmektedir:



14
N
5.:{ i*) (3.7)
J

g deformasyon tansorintiniin ¢,; elemanlari

1(6% 6%}
= +—2L|. (3.9)

&, == —
2(0x; Ox
ile belirlenir. E elastisite modiilii ve v Poisson orani ile 4 ve u Lame sabitleri

arasinda (2.6) iliskileri mevcuttur. (3.1) ile verilen Q bdlgesinde (3.3) denklemleri

saglanmaktadir. Ele alinan problemde sinir kosullart olarak da

| = 0, u, oo = 0
ou ou
(qa_xl+o-11) =0, (qa_xz+012) =0 (3-9)
1 x=ta 1 x =ta
Ol _, = 0, 0'22|x2=h =-Po5(x,)e™.

sinir kosullarimin varligi kabul edilerek problem tam olarak ortaya konulmus
olacaktir. Uygulanan noktasal yiik zamana gore harmonik oldugundan biitiin bagimli

degiskenler de harmonik olacak ve

{u,,0,,6,;y=1{u,,6,,,¢ e (3.10)

bigiminde gosterilebilecektir. Buradan itibaren #,, &,, ve &, bilesenleri e’

carpani diisiiriilerek kullanilacaktir. Gosterimde kolaylik agisindan “ » ” ifadesi de
goz ardi edilecektir. (3.6) ve (3.8) ifadeleri (3.3) denkleminde yerine yazilarak
TLTEWISB-nin yerdegistirmeye bagli dogrusallastirilmis hareket denklemleri
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(A+2 )azu1 o (A+4) i ? (3.11)

+2u+ + +(A+ =—p, W U :
H+q ox ﬂaxzz M v, - P

( )azu2 (A+2 )azu2 (A+4) “ ’ (3.12)
+ +(A+ +(A+ =—p,® U :
Htq ox H ox) M artn, - P

biciminde elde edilir. Boylece ele alinan problemin formiilasyonu tamamlanmis

olmaktadir.

3.2. Varyasyonel Formiilasyon

Bu alt boliimde problemin formiilasyonuna karsilik gelen sinir-deger probleminin
varyasyonel ifadesi olusturulacaktir. Bir varyasyonel ifadedeki fonksiyonelin birinci
varyasyonunun sifira esitliginden —virtiiel is prensibi esasina gore uygun denklem ve

sinir kosullarinin elde edilmesi ispat edilecektir.

Varyasyonel ifadeye gegmeden 6nce
X =, x2=7 (3.13)

koordinat donilisiimiinii yapalim. (3.10) ve (3.13) ifadeleri (3.3) denklemlerinde

yerine yazildiktan sonra, bu denklemlerin her iki yan1 %” ile ¢arpilirsa

2
oo, 0o, o’ u,

h = . +q e =—p,@0°h’u, (3.14)
1 2 1
oo oo 2
h a;l 8;2 +q Z;‘j = —p,@*hu, (3.15)
1 2 1

esitliklerine ulasilir. (3.13) koordinat doniisiimleri altinda (3.9) sinir kosullar
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ul)}zz _05 uz)}Z: :0
ou ou
(q_Al'i'O-n) =0, (q_,\z"*'an) =0 (3.16)
0%, f=talh Ox, fi=talh
P21 £,=1 =0, 022|j»2=1 = _Poé‘(hfcl)

halini alacaktir. Varyasyonel ifadeye ulasmak i¢in Oncelikle (3.14) ve (3.15)
denklemleri, sirastyla, v, =v, (X, , X,) ve v,=v,(X, ,X,) test fonksiyonlar: ile

carpilip elde edilen denklemler taraf tarafa toplanir.

0oy, 0o, , oo, , oo, ,

2 2
ou

Vit ~ V2 — VvV, th— 3

ox, ox, Oox, Ox,

-1 -2
A2 A2
ox, ox,

= —py@ I (v, +u,v,)

h

v,+tq v,tq Vs

Elde edilen denklemin

Q={ (% ,% ) : —a/h<%<alh,0<% <1} (3.17)

bolgesi iizerinde integrali alinirsa

1 alh 2 2
j [h ao:“ v, +h 80:21 v, +h 80:12 v, +h 8032 v, +q 8Au21 v, +q 0 Auzz v, |dx,dx,
o oal o 0x, Oox, Oox, Ox, Ox, Oox,
o (3.18)
=—[ [ p@ k(v +u,v,)ds s,

0—alh

esitligine ulagilir. (3.18) denkleminde X =(x,,x,, ...,x,)eR" , AcR" ve n dis
birim normal vektor olmak tizere

j%q@z) dx= jp(fc)q()?)cos(ﬁ,xk)ds—jp(fc)aq(x) d¥  (3.19)
X o4 Y

4 o,
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kismi integrasyon formiilii kullanilarak tiirev aktarilir [31] ve ardindan sinir terimleri

ve bolge integralleri bir araya toplanirsa

[ [ 1oy v, cos(ii, &)+ horv, cos(ii, ) + hor,v, cos(i, £,)

)
A ou o ou -
+ho,,v, cos(ii, X,) + qa—fv1 cos(7, X,) + g—=v, cos(i, X,)] ds
X X

_.[1 J-a/h ho—lla_‘jl+h0_21a_‘j2+h0_128_1}1"'}10-226_1)2‘*‘98_1:[16_‘?"‘96_1/12% dx,dx,
0 J-alh ox, Oox, 0ox, ox, ~ Ox, Ox, ox, Ox,

1 alh 272 N
=—jo J-_ L@ h™(uy, +u,v,)dx,dx,

(3.20)

esitligine ulasilacaktir. (3.20) esitliginde Q bolgesinin siniri oQ ile belirtilmistir.
(3.20) esitligindeki bolge integralleri bir araya getirilir ve

o =qveo,’ =0 (inzll) (3.21)

124

tanimi yapilirsa

I palh ov; - o
j j hT, —=— p,o"h"uv, |dx,dx,
0 J-alh 7 Ox i
i
= j [ho, v, cos(i, X,) + ho,,v, cos(ii, X, ) + ho,,v, cos(ii, X, ) + ho,,v, cos(ii, X, )
el

ou,

+q%vl cos(ii, ) + g =2 v, cos(ii, % )] ds

xl 1

(3.22)

esitligine ulasilir. (3.22) esitliginde smir integrali asagidaki yol takip edilerek

hesaplanmistir: oQ) sinirt sekil 3.2 de verilen bi¢cimde parcalara ayrilmis olsun.



Xy
n /N cos(n,x,)=1
Bz { n /I\ ( 2)
B, B| =
<« | NG
cos(n, x, )| = —1 cos(n,x;) =1
B, cos(n,x,) =—1 X,
“a/h 0 l a/h

Sekil 3.2 8@ siirinin parcalanist ve dogrultu kosiniisleri

Sekil 3.2 ye gore Q= B, U B, U B, U B, yazilabilir. (3.22) esitliginin sag tarafi

.[ {cos(n1, X, )[ho, v, + ho v, +q%vl +qa—Lf2v2] +cos(i, X, ho,,v, + ho,,v,] }ds
o) X X,
(3.23)
haline gelir. Bu durumda
Zﬁ ::{ (ilriz) . ii:: a//h N OZS iZ 5;1 } ,
B,={(%.%):—alh<% <alh, %=1},
B, ={(%.,%): % =-alh,0<% <1},
B4:{(5(\"175e2) . _a/hgizﬁa—h , _i'zzo }
sinirlari i¢in, sirasiyla,
1
ou ou .
I 1'[h011V1+h021v2+qa—)vl+qaf v,1dx, (3.24)
0 X X,

alh

[1-[hoym +ho,v,1d5 (3.25)

—alh

18
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1

Oty |y 0t

j(—l)[ho]lvl +ho,v,+q—v,+q—>v,]dx, (3.26)
0 ox X
alh
[(Dlhoyy, +ho,v,1d % (3.27)
—alh

integralleri elde edilir. (3.24)-(3.27) integrallerinde (3.16) kosullar1 kullanilirsa

alh
[ hoy| | i (3.28)

-alh L= R

integraline ulasilir. Bu durumda (3.22) denklemi

1 alh a alh

[ [ 107,52 gyt uy, |d5ds,= [ hoy| w| di  (3.29)
PY Po Vi [dXaX, 2| V2l 1 :

0 i

—alh X = %=1

veya (3.21) tanimui ile agik yazilirsa

n ]’lO'“a—‘jl—i-ho'na—‘iz_}_ho-lza_‘:l_i_ho_zza_‘jz
1 a axl axl axz axz ) )
J- Ou, Ov Ou, Ov dx dx,
0-alh 19N 29 o PR (v + 1y
T2 0% 1o 08 " (v, +14,0,)
alh
- .[ ho_”‘ v2| dx,
—alh %=1 %=1
(3.30)

halini alir. (3.13) doniisiimii altinda (3.6) ve (3.8) mekanik bagintilar1 agik olarak

1 Ou, 10u,
oy =A+2p)——+4 ——
h 0x, h 0x,

ou, 1 0u,
=+ (A+20) ——
ox, h 0x,

(3.31)

O3 :ﬂ“l
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biciminde yazilir.

=—P5(h#,) (3.32)

sinir kosulunu ve

df(x)
=—— S(x = 3.33
o (f(x) f()()f() (3.33)

0zelligini kullanarak (3.30) esitliginin sag tarafi

alh
- j P5(x1)v2| 5, (3.34)

—alh

bi¢ciminde yazilir. (3.31) esitlikleri (3.30) da yerine yazilip sag taraf olarak da (3.34)

kullanilirsa
1 alh
I uzma—a—ﬁ—a—ﬂ{a—ﬁ—}@—
0 ox, Ox, 0x, Ox, ox, Ox, | 0x,
e S R A SO R e
ox, Ox, | Ox, ox, Ox, 0x, Ox,
Ou, Ov,  Ou, Ov, 272 A
+q——+q9g———p,@ h (uv, +u,v,) |dx,dx
q@fq@fq qafcl % Po (CAS 22)} 14X,
alh
=— | ROV di
—alh

esitligine ulasilir. Bu esitlik diizenlenirse
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alh

1
[ oar2urg P a8l 12 g Qe
o Oox, ox, | Ox, 0ox, ox, | Ox,

e i S P SRV RS iy
ox, Ox, | 0%, 0%, 6x2 OX, (3.35)

—py@”h* (u,v, + uzvz)} d3,dx,

alh
=— | P§(x1)v2| &

—alh

halini alacaktir. (3.35) denkleminin her iki yan1 ¢ Lame sabitine bdliiniirse

(Lolygylu, 2ou|on [0 g, o0l
U U ox, uOx,|0x, |0x, W 8xl Ox,
1 alh
(1] A2etslofis, oyl g,
0 —alh Ox, Ox JOx, (uox, u 0x, ] 0x,
272
_&(ulvl +,0))
(3.36)
alh
——J- —0 o(x) vz|)%_1 dx
—alh *

olur. Boylece L(u,v) bilineer formu ve 1(v) lineer formu (3.36) denkleminin

sirasiyla sol ve sag taraflar1 olarak

At Ao |ov fon g 0| oy |
y7 ox, uOox,|ox, |0x, W le Ox,

1 alh

Luv=] T {8—@—}6—{&5 RPN }@w s,
0 ~a/h Ox, Ox JoOx, (mox p 0%, | Ox,
CUZ 2
_IOO—(ulvl +,0,)
alh

-P .
w= | 70 S(5) v, b

—alh
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bi¢ciminde elde edilmis olur.

c, = |~ (3.37)
Lo
enine dalga (distorsiyon) hizi ve
Q=%h (3.38)
)

boyutsuz frekans ifadelerini temsil etsin. Boylece, u =u(u,,u,) olmak iizere toplam

enerji fonksiyoneli J(u) = %L(u, u)—I(u)

q||om 2+ ou, | LJow  ou, 2+2i.%.%
an | p|\ O%, %, %,  ox, u 0% 0%,

2 2
- +(i+2]K8Lf‘J J{a—LfZJ }—Qz(ulzﬁ-uzz)
U Oox, ox,

dx, dx,

alh __}) . .
- | —LS(E)|_ di

—alh

(3.39)

bi¢iminde elde edilir. Varyasyonel hesaptan bilindigi iizere [32], (3.39) ile verilen
J(u) toplam enerji fonksiyonelinin birinci varyasyonu sifira esitlenerek TLTEWISB

—nin (3.11) ve (3.12) dogrusallastirilmis hareket denklemleri ve (3.16) sinir kosullart

elde edilmelidir. Bahsedilen sonuca ulasabilmek i¢in
8J(u)=0 (3.40)

esitligi kullanilir. (3.40) esitligi



oJ(w)=0J, +oJ, =0
anlamina geldiginden

51 =0 61 =L +atw)| =0
1 1 da

51 =0 67, =L Juu,+an)|, =0
da

2 27 2
51 =i{ i(‘?(ulm@j {5”?] +{? 6”12}
o 1]\ 0x, ox, | Ox, Ox,

B 2 2
+2£- 8A (u, +aé)- %-i- i+2 GA +ab) | + &fz
U Ox, ox, WU Oox, ox,

alh
—QZ((ul+a§)2+u22)}dﬁldfcz—j —‘5) 5()21)u2|k=1dfc1} =0
a=0

—alh

ifadesindeki parantezler agilirsa

8u1 04,005 g (06  qfow)
axl U Ox, OX, u Ox, u\ 0ox,

2
Ox, 6x2 0ox, ox, ) Ox, | Ox

A Ou Ou, +2 0. 0 ou,
u Ox, Ox, u Ox, OX,

2 2
N a—Lfl ) aa—bfla—fg-k 20l a—fg
yzi ox, 7 ox, ox, \u %,
A

2
J{ +2](8”f2} ~Q () ~2Q%ué - Qa*E ~ O (u,)* |, d,
H 0x,

%%i
(

alh
- .[ —5(xl)u2| dxl} =0
/l a=0

—alh
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olacaktir. Turev alinirsa

1|t ata ] 2 f(ij_f_
2y ,u axl Oxl ,u ox, ox,  ox, OX, ox, OX,
l@f@uz_i_z A 2 ou, 8§+2 A9 ly 8§
U Ox, Ox, Y7, ox, OX, y7, Ox,

20 -20%ag” |di di, | =0

a=0

oldugu goriiliir. @ =0 alinirsa

(([402yo)00e, duoe wos 4 owoe o A g
H U 0x, OX, 8x2 ox, 6x1 ox, u Ox, Ox

esitligine ulasilir. £ fonksiyonu iizerindeki tiirevler kismi integrasyon ile aktarilirsa

HoH & X

(14_&4.2]{[ = l§cos(n x,)dS — ja - &dx, dxz}

ul

+ j 1fjcos(n X,)dS — I

_aQ 2

>-&dx, dx, }

ou, . o’u .
+| | =%&cos(n, x,)dS — 2_Edx, d
_§£ &, & cos(n, x,) s'!;ﬁ)elﬁfcz &dx, xz}
Al [ Ouy
+Z j Ecos(n, £,)dS — j 2 4% dR,
ILI O axz 2

—IQ u,&dx, dx, =0
Q

olacaktir. Bolge integralleri esitligin diger yanina gecirilirse
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2 2 2
j L) 8u1 6u21+ A aAuf +Q%u, |EdR, dR,
A\ u 6x1 0ox, Y7 0x,0x,

—I 9 A |0 A0 iy O osn ) |eds
Ui o%, u O%, ox, OX

denklemine ulasilir. Son denklemin sag tarafinin sifir olmasi kabulii ile ilgili sinir

kosullar1 elde edilir. Bu durumda denklemin sol tarafi her & fonksiyonu i¢in sifir

olacaktir. Bu ise ancak integral i¢i ifadenin sifir olmasi ile miimkiindiir. Boylece

2 2 2
(i+i+2jaf‘; + 8Au21 +[i+lj 6A Lo Q% =0
ox,” 0x, U Ox,0x,

esitligi elde edilir. ¢ —ye boliinmiis denklemlerden yola ¢ikildig1 géz oniine alinirsa

elde edilen son denklem

0’u 0’u 0’u 0u
+A+2 L+ S+ (A+ 2 — L 3.41la
(g+4+2u) o g Ara Voiar P (3-41a)

olarak yazilabilir. Simdi smir integrali irdelenerek ilgili sinir kosullarinin elde

edildigi goriilmelidir (bu sinir integralinin g ile ¢arpildigini kabul edelim) :

| (q+z+2y)aﬁ‘l+za—”fz cos(m, 1)+ 1] 4+ 24 | cos(n, %) | Eds =0
% Oox, ox, ox, Ox,

— —— —_—

&1 &2 28,

Integral ici ifadede

(q+i+2ﬂ)%+i% =q&, +(A+2u)e, + ey =0, +q¢&,

X Xy
—— — o1l
&1 &n

Ve
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Ouy | Ouy
0%, o,
\__ﬁ/_—J

2¢&p,

oldugu goz oOnline alindiginda cos(n,x,)=F1 oldugunda, yani B, ve B, te
(011491 |50, =0 olmalidir. Diger yandan cos(n,%,) =1 oldugunda, yani B, de

Oy, |;,o=0 olmalidir. Boylece ti¢ sinir kosulu elde edilmis olur:

=0, o, =0. (3.42)

X,=1

2 27] 2
o], :i[lj 4 8_1111 + aA (u, +an) | |+ alfl + aA (uy +an)
Yodal 2| u|\ 0x 0ox, ox, Ox,

2 2
+2i-a—1:‘1- (? (u, +an)+ i+2 abfl + ? (u, +amn)
U Ox, Ox, Y2 Oox, 0ox,

alh
A gn -P .. n
—Q? ((u1)2 + (u, +a77)2)] dx, dx, — I _luo o(x,)(u, +0H7)| o dxl} =0
a=0

—alh

ifadesindeki parantezler agilirsa



Mo OX% 0% u

1312

Ao Oy H A

/ o 24 0N
poOx Ox, p

ox, OX,

(/1
+| —+
y7]
+ i+2
(,u 0%,

ajﬁ alh

—alh —alh

olacaktir. Turev alinirsa

2

o moxox  op 0
229490 o) 24y |20 0
U OX, Ox, Y7, 0x, OX,

alh

2Q%u,n -2Q0%an’ |dk, ds, - |

—alh

oldugu goriiliir. ¢ =0 alinirsa

j £Z.4_1 f?zf;.f?zz.+.f?£ﬁ.f?zz.4_:%L.f?ffL.éizz.4_ :ﬂl_%
ol \u Ox, Ox, Ox,0x, u Ox, 0x, \u

alh

- -

—alh

i} 5(x1)77| dfcl =0

esitligine ulasilir. 77 fonksiyonu iizerindeki tiirevler kismi integrasyon ile aktarilirsa

21(1%5_%1“2[

ou, 0n

2
2 é%;L +2 :%'+'2 od————
ox, Y7 ox, OX,

2
](aﬁ‘z J —O*(u,)? —2Qaqu,n —

2
{1.[ 54 0uy 677+2q on|  ,0u 0n , f0u
0x, OX,

()

—-P . .
—05(x1)77|ﬁ_1dx1} =0
’Ll T a=0

onY _q(ou )
on|  afom ),
Ox, M\ Ox,

2
+ 6?1 +2 6—Lf2+aa—7 a—f‘l+ a—Lf2+0:
Ox, Oox, ox, )ox, | OX,

2
on
0%,

2
+[—/1 +2j0{2 [ 617 j
U Ox,

Q’a’n’ - (u,)’ } dx, dx,

—§(x1)u2| dxl—j —5(x1)a77| dxl} =0
H H o

L9 on
ok ox )o%,

jauz on ~QPuyp |df, di,

0x, OX,

27
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o’u n
6)%22 ndx, dxz}

1

(1+1}{ j a—szn cos(n,fcl)dS—I
Y7, ox. 5

o0 “ M

2
+{I%+ncos(n,fcl)d5—'|. Ou, ndx, dfcz}
& 2

2 0%, OX,0%
2
+i J-a—i[lncos(n,fcz)dS—J- ?ui ndx, dx,
1| 2 OX, % OX,0X,
2
+(i+2]{ja—ﬁlzncos(n,ﬁz)dS—'[aAuzz ndx, dfcz}
H i 0% 5 OX,
alh __})
~[Qunds, d, - [ =25, ., di =0
Q ~alh

olacaktir. Bolge integralleri esitligin diger yanina gecirilirse

2 2 2
I(1+1]%+(£+2jafl§ +(£+1]%+Qzuz udx, dx,
|\ 1 OX, Y7 Ox, Y7 0x,0x,

Q

= ia—bfz+a—tf2+a—f[‘ cos(n, x,) + ia—iﬁ+[i+2]a—il2 cos(n,x,) (ndS
Bl ludx  ox,  ox, uox, \u Ox,

alh

—-P . .
- J- —+0(x)n ‘,%2:1 dx,

—alh

denklemine ulasilir. Son denklemin sag tarafinin sifir olmasi1 kabulii ile ilgili sinir

kosullar1 elde edilir. Bu durumda denklemin sol tarafi her 7 fonksiyonu i¢in sifir

olacaktir. Bu ise ancak integral i¢i ifadenin sifir olmasi ile miimkiindiir. Boylece

2 2 2
(iﬂjaflj +(£+2]8Au22 +(£+lj aA Y Qu, =0
)7, Oox, )z, ox, Y7, 0x,0x,

esitligi elde edilir. ¢ —ye boliinmiis denklemlerden yola ¢ikildig1 g6z oniine alinirsa

elde edilen son denklem

o’u, o’u o’u o’u
A+2 2+(4 L= : 3.41b
(g u) G A2 A ) e =P e G410
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olarak yazilabilir. Simdi smir integrali irdelenerek ilgili sinir kosullarmnin elde

edildigi goriilmelidir (bu sinir integralinin z ile ¢arpildigini kabul edelim) :

Ou, Ou, - Ou ou -
—2+—Lrcos(m,x) |ndS+ | | A—+(A1+2 2 |cos(n, X, )ndS

Iﬂ{ - 822} (n%) |1 £ —o (24 20) 2 |cos(mn %)
-

o OX, X, X,
2% & &n
i?ll alh __})
+ [ q—Zcos(n 5)ndS — [ —26(z)n 1, di, =0
o0 axl ~alh ’
Integral ici ifadede

Mlar ", [0

|
2¢&p,

veE

Me, +&y)+2ue,, =0y,

oldugu goéz oOniine alindiginda cos(n,X,)=F1 oldugunda, yani B, ve B, te
(01, +q0u, 1 0x,) |; _;,/,=0 olmahdir. Diger yandan cos(n,%,)=1 oldugunda, yani

B, de

alh
-F, . . .
J- —23(x)n l5,-1 X,
Y7,

—alh

.[ 0, cos(n, X, )ndS =
aQ

esitliginden

O |5:2:1: —Ro(x)

olmalidir. Boylece ti¢ sinir kosulu daha elde edilmis olur:
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u A
(g=—=2+0,) =0, opf,  =-R3(). (3.43)

Burada belirtmekte fayda vardir ki; (3.36) denklemi kullanilarak elde edilen (3.39)
fonksiyoneli kullanildigindan (3.41) hareket denklemlerine ulagilmistir. Bu nedenle,
(3.35) denklemi ile elde edilen toplam enerji fonksiyoneli kullanilirsa TLTEWISB —
nin dogrusallastirilmis (3.11) ve (3.12) hareket denklemleri elde edilecektir.
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3.3. Sonlu Eleman Yontemi ile Coziim

Bu alt boliimde Rayleigh-Ritz tekniginin 6zel bir hali olan Sonlu Elemanlar Yntemi
kullanilarak ele alinan probleme yaklasik ¢oziim aranacaktir. Sonlu eleman yaklasik

¢Ozimi

u = () (0, X)), 1, (X, X,)) (3.44)

olarak ele alinacaktir. Yerdegistirme esasli SEY kullanildigindan her bir sonlu

eleman iizerinde ¢oziimler de bilinmeyen yerdegistirmeler olacaktir. 9 bolgesi SEY

—e gore Ox; ve Ok, istikametinde belirli sayida (Ox, istikametinde 20, 30, 40 ve 80
sonlu elemana; Ox, istikametinde 2, 3, 4 ve 8 sonlu elemana) sonlu alt bolgelere
boliinerek c¢oziimleme yapilacaktir. Elde edilen sonlu eleman bolgiisiinde (i, j)

diigiim noktalarin belirtmek tlizere (bakiniz Sekil 3.3)

e. sonlu eleman X,

alh > 0 a/h
(i,j). digiim noktasi

Sekil 3.3 Tek katmanli durum i¢in (temsili) SEY bolgiisii

N;(X,,%,) baz fonksiyonlar1 Lagrange ailesinden bikuadratik fonksiyonlar olarak

secilmiglerdir [33]. Buna gore, yaklagik ¢oziimler ¢; ve d;; katsayilarina bagl olarak
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M=

, N
u1y(x1ax2) = z

=1

¢y N, (R, %) (3.45)

J

~

N M
uy" (%,%,) :Z ng]v,j(fcla)%z) (3.46)
j=1 =l
bi¢iminde yazilabilir. Burada bilinmeyen
¢ = u” (%,,%,,), d; =u2y(5cli,5c2j) (3.47)

katsayilar1 yaklasik ¢oziimiin (i, j ) diiglim noktasindaki degerleridir. SEY —e bagh
olarak (3.45) ve (3.46) yaklasik ¢oziimleri (3.39) ile verilen J(u) toplam enerji
fonksiyonelinde yerlerine yazilir. Daha sonra ¢, ve d;; parametrelerine gore tiirev
alinarak elde edilen ifade sifira esitlenir. Boylece J(u) toplam enerji fonksiyonelinin

minimumu arastirihir. J(u') =J(u,”,u,") =] (c;»

d,;) tammui yapildiktan sonra yukarida

bahsedilen kismi tiirev alma islemi asagidaki gibi yazilir:

a - a M N M N
— (e, d))=—J| > D e,N,,> D d.N, |=0 (3.48)
aCij o aCU- J=1 =l Y j=1  i=l v
6 ~ a M N M N
=3 d) == > DN Y, DdyN, [=0 (3.49)
i ii j=1i=l j=1 =l

(3.48) ve (3.49) denklemlerinde parametrelere gore alinan kismi tiirevlerde i=1, 2,

..., Nvej=Il, 2, ..., M oldugunu belirtmekte fayda vardir.
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4 3y 81\70)2 {M Nd 5Nyj2
ﬂl:(;;cy 5)%1 * ;; ij afcl

+
—
M=
Qﬁ
2
+
%f_:)

Jj=1 i=1 Jj=1 i=1
. 11 alh 1 d N ON. M N ON..
J(u'v,u J’):_ +2_. ci' ,\U . di' AU d),(\f d)%
L 2'!—44/;1 H ;; ' O%, ;; " ox, o
2 2
M N AN M N ON
+[i+2) DD, =L+ DD d,—
p S5 e ) G5 o,

alh _P M N
- [ LoD dN,| d%
~alh Jj=1 i=1 2

1 alh M N B
i](uly,uzy):%j ESCLITI o o Rl d%, d,
) ‘

halini alacaktir. Elde edilen denklem ¢, ve d; parametrelerine gore gruplandirilirsa
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iaNkl aNij +6Nkl aNij
p 0% 0% 0%, o%,

ON,
—alh + £+2 aNkl QzN N
Yz, OX, 8x1

1 alh 6N 8N
J' J' a]Ykl i +ial\fk1 AIJ d%, di, d —0
7 ox, Ox, M Ox, Ox,

dx, dx, ¢ c,

(3.50)

esitligine ulagilir. Benzer bigcimde d; parametresine gore kismi tiirev igeren (3.49)

esitligi de
218Nk1 iid a]Vll
H aje] Jj=1 i=1 ! a-561
ON, | L& ON, M, ON
42 il C," AU + d, Ay
Ox, {;; ' ox, ;; ’ xl}

L alh M N AN
RTARIRSS iy  FETCATRS o il G ds,
adij 20—a/h U 0x, j=1 =l Ox,

M N aN
+2[i+2)a]\j"’ d>d,—
H Ox, =1 0=l ox,
5 M N
—2Q°N, Z]“Zdﬁzvij
L J=l = ]
alh
- | ié(fcl)N\ i =
—alh

halini alacaktir. Elde edilen denklem ¢; ve d; parametrelerine gore gruplandirilirsa

0 M N (Lah[Fon ON. A 0N, ON..
—] y, Y — kl yyZ Kl T\ d% d )
ad, (", u,") ZZ{I _[ % &% aa o % d3, re,

J=li 0—-alh

iaN/d aNii +8Nkl aNii

AR b Y ox, Ox, Ox, Ox
+ZZH AT &5 d, vd.
Jj=1 i=l 0—alh ﬂ/ aNk/ aNl/ 2 ! 2 Yy
H —+2 |- Q' N, N,
yZi ox, OXx,
P
— 0 U|):rl_(1)_0

(3.51)
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esitligine ulasilir. (3.50) ve (3.51) denklemlerinde ¢, ve d; bilinmeyenleri

T CMN
x={l¢;), [d;1} =

biciminde bir vektdre yerlestirilir ve bilinmeyenlerin katsayilarini iceren matris de
K K
K:{[ ol | ‘2]} (3.52)

ile tanimlanirsa
Kx=f (3.53)

bi¢ciminde bir lineer denklem takimina ulasilir. Burada K matrisi genel katilik

(stiffness) matrisi olarak adlandirilir. f vektorii ise sag taraf vektorii olarak

adlandirilir ve

A ={_—P°M, Iw} (3.54)
7

Xy =1

ile hesaplanir. Bu durumda ele alinan probleme gére 2MN tane bilesene sahip olan

f vektoriiniin yiikiin uygulandig1 yere karsilik gelen sadece bir terimi sifirdan farkl

olacaktir. (3.52) matris tanimina gére K genel katilik matrisindeki blok matrisler

‘o iaNkl aNij +8Nk/ aNij
W 1 Ox, Ox,  OXx, OX,

[Kn]:_(i;

ON,
! aLf’—ﬂ”—QzN,lem dx, dx,
7 ox, 0% !

—-al

(3.55)
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ox, Ox, ,u ox, Ox,

—alh

1 alh aN aN
j { ONy Oy |, A ONy ”}d % d, (3.56)
0

1 alh 5N ON.
- {azv L 2Oy ”}d a5, (3.57)
0-anl O OX, ,u ox, 0%
1 alh ON. 6N
J' q ON, ON 6]Yk1 i +(£+2) ONy ~Q°N, /N |dx, dx,
0o M 0%, axl ox, Ox, H 0%, axZ

(3.58)

bi¢iminde hesaplanir. SEY —e gore (3.55)-(3.58) integralleri 7, j diiglim noktalarinin
belirledigi sonlu eleman yerine [-1,1]x[-1,1] pilot sonlu elemana aktarilir ve pilot
sonlu eleman iizerinde hesaplanir. € bdlgesi Q:U; Q), biciminde dikdortgen

sonlu elemanlara ayrilmis olsun. Burada 7, kullanilan sonlu eleman sayisini

belirtmektedir. Sekil 3.4 ile verilen parametrelere sahip bir Q, sonlu eleman ele

alinirsa
%, = -1 ¢ = 1
'<4> A7) ) =
28|18 ________ ©) © , .
0!
|
IR 0)) (5) @__ -
X, 2a
0 X,

Sekil 3.4 Pilot sonlu eleman ve {izerinde alinan diigiim noktalarinin dizilisi

Q, sonlu elemant i¢in normalize edilmis yerel koordinatlar
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p=l 00 g2 (3.59)

bi¢iminde secilebilir. Sekil 3.4 te verilen dokuz diiglim noktali pilot sonlu eleman

icin sekil fonksiyonlari

Ny(r,5) = 3 (r* =r) (s =)
N, (r,s) = 3 (r* + 1) (s” =)
Ny(r,s) =3 (r* +7)(s* +5)
N,(r,s) = 1 (r* =r)(s” +5)
Ny(r,s)=—5(r* =1)(s* =) (3.60)
No(r,s)=—=5(r* +7)(s* ~1)

N, (r,s)=—1(r* =1) (s> +5)

2

Ny(r,s) == (> =) (s* = 1)

2

Ny(r,s) = (r> =1)(s> =1)
bi¢cimindedir. (3.59) koordinat doniisiimii ile (3.55)-(3.58) integrallerinde

o _oo 10
ox, Orox, aor

6 0os 10

0%, Osdx, Pos
terimleri ortaya ¢ikacaktir. Bu durumda (3.55)-(3.58) integralleri yeniden yazilirsa

q ON,, or ON; or ON, 0Os ON;, 0Os

_____+____

1 o - - -

u Or 0Ox, Or Ox, Os Ox, Os Ox,
[k.]=]] . \aw o 2N B adr Bds

[ L | D T ey N

Y7 Oor Ox, Or Ox, !



| Os Ox, Or Ox, u Or 0OXx, Os 0%, |

o _
[KZI]:J'J' %ﬁ% Os +i%ﬁ%i afdrds

| or 0% 05 0%, u Os 0%, or 0% |

LLlu Or Ox, Or O0x, Or Ox, Or Ox
[K22]=.[I 1 1 1 1

ON..
N+ 14‘2 _aNkla_AS_Ua_f_Qszer
U Os 0Ox, Os OX, !

ve terimler diizenlenirse

iﬁﬁNkl aNij +ﬁaNkl aNiJ

ftlua or or B Os Os
[K”]:I.[ drds

ON .,
S i+2 ﬁ%_’/—aﬂQsz]Nr
7 a or Oor !

e ON,, ON .
[KIZ] = J. I Ny &%, +i ONy Oy drds
‘| O0s or u Or Os

L[ 6N, ON. 1 6N, ON,
K — kl vy o, kl v drd
[21] J‘J{ﬁr 6s+,u os Or}rs

-1-1
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bi¢ciminde hesaplanir. Bu durumda,
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(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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ile sistemin katihk matrisine ulasilacaktir. Burada K*, (i, j) diigiim noktasi ile

belirlenen €2, sonlu elemanina ait yerel katilik matrisidir ve

<l il oo

olmak {izere sirasiyla (3.61)-(3.64) esitlikleri vasitasiyla hesaplanir. SEY —e gore
(3.61)-(3.64) integralleri ve dolayisiyla (3.66) ile hesap edilen (3.65) katilik matrisi

kullanilarak (3.53) denklemi ¢oziilir. x=K™'f vektoriiniin bilesenleri (3.47)
esitliklerine gore (i, j) diigim noktalarinda Ox, ve Ox, istikametindeki

yerdegistirme degerleridir. Dolayisiyla elde edilen bu yerdegistirmeler (2.3)

esitliginde yerine yazilirsa sekil degistirmeler bulunur.

Simdi o, gerilme tansorii bilesenlerini ve bunlarin sekil degistirme tansori ile

iligkisini arastiralim. (2.7) esitlikleri acik yazilirsa

0 = A&, +€,)0, +2ue, =(A+2u)g, + Ag,y,

Oy = A& + &)+ 2uEy, = A&, +(A+2u)e,),

Oy, = 2/1512

olacaktir. Bu esitlikler asagidaki bigimde diizenlenerek bir matris denklemi halinde

yazilabilir:

oy, A+2u A 0 |]e&,
ope=| 4 A+2u 0 |Sé&, (3.67)
Oy, 0 0 2p] &,

(2.6) esitlikleri kullanilarak 4 ve x Lame sabitleri yerine £ ve v elastik sabitleri

kullanilarak (3.67) denklemi
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 E(-v) vE )
A-2v)(1+v) (1-2v)1+v)
o, &
vE E(l1-v)
Oy (= &
1-2v)1+v) (d-2v)1+v)
o, £ &)
0
i (I+v) |
olarak yazilabilir ve diizenlenirse
oy, l-v v 0 &
E
Oyp=—"—"—"— I-v 0 & (3.68)
1-2v)1+v)
1 0 1-2vileg,

I-v v 0
:% 1-v 0 (369)
(1-2v)1+v) 0 1-2v

olur. Bu durumda, elde edilen yerdegistirmelerden

o=De (3.70)

esitligi ile gerilmeler hesaplanir. Bu ¢alismada kullanilan dokuz diigiim noktali sonlu

eleman goz Oniine aliarak €2, sonlu elemani icin € sekil degistirme tansorii

_% ) ) ON, 0 . 0
or or
B=| 0 ) .0 % . ) ON, (3.71)
Os 0s
an, oN, N, o,
| Os ' Cos or ' - or |
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olmak tlizere

£=Bu (3.72)

esitligi ile hesaplanir. (3.72) esitligindeki u vektorii j=1,2,...,9 olmak tlizere €2, sonlu
elemaninda u,,, OX, istikametinde ve u,;, Ox, istikametindeki yaklasik ¢6zim

degerleridir

u= : (3.73)
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3.4. Sayisal Sonugclar

Bu alt bolimde, 3.1 alt boliimiinde ele alinan probleme ait gelistirilen algoritma
yardimiyla elde edilen sonuglar verilmistir. Probleme ait algoritma Mathematica
bilgisayar yazilimi1 kullanilarak programlanmustir. Oncelikle, kullanilan sonlu elaman
sayisina gore yakinsaklik elde edilerek gelistirilen algoritmanin gegerliligi
gosterilmistir. Daha sonra problem parametrelerinin (6rne8in; Ongerilme ve
uygulanan zamana-gdre harmonik yiikiin frekansinin) etkisini gosteren sayisal

sonuglar tablo ve grafikler araciligi ile verilmis ve degerlendirilmesi yapilmistir.

n=1 (3.74)

tanimi ile 7 serit-plaktaki dngerilmeyi temsil etsin.

Ik olarak gelistirilen algoritmanin gecerliligi incelenmistir. Bunun i¢in SEY ile elde

edilen sayisal sonuglarin Ox; ekseni istikametinde yakinsakligina bakilmistir. Burada
Q=0, =0, v=0.33 ve h/2a=0.2 olarak kabul edilmistir. x,/h ekseni
boyunca u, ve u, yerdegistirmeleri dagilimlart Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da
gosterilmistir. Bu grafiklerde kullanilan sonlu eleman sayilari Ox, ekseni
istikametinde 20, 30, 40 ve 80, Ox, ekseni istikametinde ise 8 dir. Yine yukaridaki
kabuller altinda x,/h  ekseni boyunca o, gerilme dagilimi Sekil 3.7 de

gosterilmistir.
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A s
o

-0.1

-3
(1120 sonlu eleman
0.4 {21 30 sonlu eleman
: (3140 soniu eleman
0.5 1 (4) B0 sonlu eleman
=06
-7
®h
¥ L] ! ! ! ! .
0o 0.5 1.0 1.5 20 25

Sekil 3.5 Q=0, =0, v=0.33 ve h/2a=0.2 oldugu durumda Ox, eksenindeki farkli sonlu

eleman sayilari igin u, -in x,/h=1/2 ylizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi

e
{2

1.'3'—-
I:I..ﬂ-—-
0.6 -
I:I.-l—-

{1} 20 zonlu eleman
{2} 30 sonlu eleman
0.2 {3} 40 sonlu eleman
0.0 {4} 80 sonlu eleman

024
04 -
0,64
08 -
1,04
-7 x

B e

Sekil 3.6 =0, 7=0, v=0.33 ve £/2a =0.2 oldugu durumda Ox, eksenindeki farkli sonlu

eleman sayilari igin u, -nin x, /h=1/2 yiizeyinde x, / h ekseni boyunca dagilimi



0.2 5

czzh/PO

(1):20 eleman
(2):30 eleman
(3):40 eleman
(4):80 eleman
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. T ¥ T " T X T v T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

x./h

1
Sekil 3.7 =0, 7=0, v=0.33 ve h/2a =0.2 oldugu durumda Ox, eksenindeki farkli sonlu

eleman sayilari igin ,,h/ P, gerilmesinin x, /h =0 ara ylizeyinde x, /1 ekseni boyunca dagilimi
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Yukarida yapilanlara ek olarak, elde edilen sayisal sonuglarin Ox, ve Ox, ekseni

istikametindeki sonlu eleman sayisina gére yakinsakligini gérmek i¢in

A, =(o5—oh)hI P, (3.75)

e

tanimi ile hata belirlenmistir. (3.75) taniminda » ve m kullanilan sonlu eleman
sayisin1 belirtmektedir. A_ degerinin x, /A ekseni boyunca dagilimi Sekil 3.8 de
Ox, ekseni istikametindeki sonlu eleman sayisina bagli olarak gosterilmistir. Sekil
3.8 incelendiginde Ox, ekseni istikametinde kullanilan sonlu eleman sayist

arttirildik¢a hatanin azaldigi goriilecektir. Dolayisiyla Sekil 3.8 de elde edilen ve (3)
ile isaretlenen grafik goz oniline almarak Ox, ekseni istikametinde 80 sonlu eleman

kullanilmas1 daha uygun olacaktir.

Benzer bicimde, A, degerinin x,/h ekseni boyunca dagilimi Sekil 3.9 da Ox,
ekseni istikametindeki sonlu eleman sayisina bagh olarak gosterilmistir. Sekil 3.9
incelendiginde Ox, ekseni istikametinde kullanilan sonlu eleman sayisi arttirildikca
hatanin azaldig1r goriilecektir. Dolayisiyla Sekil 3.9 da elde edilen ve (3) ile
isaretlenen grafik goz Oniline alimarak Ox, ekseni istikametinde 8 sonlu eleman

kullanilmas1 daha uygun olacaktir.



0,02 I

mw-\
o024 W £ sl
£\ i of

008\ N S
o wosd |
-0,08 - o .f
-0,10 < |
0,12 = g i

-0, 14 <
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(1):n=20, m=80 eleman
(2):n=30, m=80 eleman
(3):n=40, m=80 eleman

0,18 . ' ' '
0.0 05 1.0

*./h

25

Sekil 3.8 =0, 7=0, v=0.33 ve £/2a=0.2 oldugu durumda Ox, eksenindeki farkli sonlu

eleman sayilari igin A = gerilmesinin x, /4 =0 ara yiizeyinde x, /& ekseni boyunca dagilimi

0,02 <
] 2 S
0,00 - P g
| \\ J ;’fff i

i -_-".-"’- .._"-
0,02 o '|!' ; ¥ e

HYy ' rallr iy s #

1 ’ 1

-] "' ! !
=" 0,04 N i
B e ;
:.-\“i 4
0,06 - i \'\‘ f I-'I (1):n=2, m=8 eleman
| Ly (2):n=3, m=8 eleman
1 s (3):n=4, m=8 eleman
-0,08 < i
o
M, o
-E'.“] T T T T T i [ 1
o0 0.5 1.0 1.5 20
x 1fh

Sekil 3.9 =0, 7=0, v=0.33 ve £/2a =0.2 oldugu durumda Ox, eksenindeki farkli sonlu

eleman sayilari igin A = gerilmesinin x, /4 =0 ara yiizeyinde x, / h ekseni boyunca dagilimi
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Sekil 3.8 de A_ degerinin Ox, ekseni boyunca dagilimi verilmistir. Burada m =80
ve n=20, 30, 40 oldugu durumlara ait grafikler cizilmistir. Bu grafiklerde,
kullanilan sonlu eleman sayis1 arttikga A~ degerinin azaldigi goriilmektedir. Sekil
3.9 da A, degerinin Ox, ekseni boyunca dagilimi verilmistir. Burada m =8 ve

n=2,3, 4 oldugu durumlara ait grafikler ¢izilmistir. Sekil 3.8 e benzer bigimde, bu

grafiklerde de, kullanilan sonlu eleman sayisi arttikca A_  degerinin azaldigi

goriilmektedir.

Diger taraftan, elde edilen sayisal sonuclarin yakimsaklig

| f=gll,=supi| f(x,/h)—g(x,/h)|:—a/h<x,/h<alh} (3.76)

1 =glo=["" 1 £ /iy g /) (3.77)

normlarina gore incelenmistir. Burada f,geL,[—a/h,a/h] ve L,[—a/h,alh]

Lebesgue uzayinin elemanlari
alh 5
[ Th(x) P dx <+ (3.78)

kosulunu saglayan /4 fonksiyonlaridir. Ox, ekseninde kullanilan sonlu eleman sayis1

8 secilerek Ox, ekseni istikametinde farkli sonlu eleman sayilar1 (yani farkli &

) (80)

2(80) I, ve || Gzz(k -0, ||, degerleri hesaplanmis ve elde

degerleri) i¢in || 0,," - o,
edilen sonuglar Tablo 3.1, 3.2, 3.3 ve 3.4 te verilmistir. Burada o,, gerilmesindeki
parantez i¢inde bulunan st indis ilgili sonug elde edilirken kullanilan sonlu eleman
sayisin1  gostermektedir. Belirtilen sonuclar elde edilitken 7=0, v=0.33 ve
h/2a=0.2 oldugu kabul edilmistir. Bu tablolarda sadece statik durum degil,

zamana-gore harmonik dinamik yiikiin etkisinin de verildigini vurgulamak gerekir.
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Tablo 3.1 Q=0 igin hesaplanan || 5,,"" —,,*" ||, ve || 6,,"" —,,*" ||, degerleri
Q k=20 k=30 k=40
(k) (80)
0 ‘ 0,, —O0, H 0.142946 0.078583 0.048388
(k) (80)
0 ‘ 0,, —O0,, Ho 0.199246 0.137932 0.0943752
Tablo 3.2 O =0.3 i¢in hesaplanan || 0-22(“ —0-22(80) Il ve |l 0-22“‘) —0-22(80) ||, degerleri
Q k=20 k=30 k=40
(k) (80)
0.3 0,, —0, 0.146531 0.0800010 0.050694
(k) (80)
0.3 HO‘zz —0,, Ho 0.200896 0.139461 0.096096
Tablo 3.3 QO =0.5 i¢in hesaplanan || o-zz(k) —0-22(80’ Il ve |l 0-22(") —0-22(80) ||, degerleri
Q k=20 k=30 k=40
(k) (80)
0.5 HO‘22 -0, 0.147003 0.081234 0.051998
(k) (80)
0.5 HO‘22 —0, Ho 0.201304 0.140959 0.097913
Tablo 3.4 Q =0.8 igin hesaplanan || 5, —5,,*” ||, ve | 0, —,,*” ||, degerleri
Q k=20 k=30 k=40
(k) (80)
0.8 ‘ 0,, —0,, 0.150169 0.084601 0.055003
(k) (80)
0.8 ‘ 0,, —0, Ho 0.204464 0.143313 0.099596
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Tablo 3.1, 3.2, 3.3 ve 3.4 te sirastyla Q=0.0, Q=0.3,Q2=0.5 ve Q=0.8 i¢in elde

edilen sayisal sonuglar sergilenmistir. Bu sonuglar kullanilan sonlu eleman sayisi

arttirildikca

o V€ ||, normlarinda sonuglarin iyilestigini yani hatalarin azaldigini
gostermektedir. Dolayisiyla (3.76) ve (3.77) normlar1 géz oniine alindiginda Okx,

ekseni istikametinde 80 sonlu eleman kullanilmas1 daha uygun olacaktir.

Hem Sekil 3.8 ve 3.9 hem de Tablo 3.1-3.4 te elde edilen sonucglar goz Oniine
alinarak bundan sonraki sayisal ¢oziimlerde Ox, ekseni istikametinde 80 sonlu
eleman, Ox, ekseni istikametinde 8 sonlu eleman kullanilmistir. Problem

parametrelerinin degisimi ile elde edilen sonuglar bu asamadan itibaren verilecektir.

IIk olarak %/2a parametresinin sifira yaklasmasi (4/2a —0) ile x,/h=0 ara
yiizeyinde o,, gerilmesinin x, /s ekseni boyunca dagilimi Ongerilme olmadigi
durum i¢in incelenecektir. Sekil 3.10 Q=0, =0 kabulleri altinda farkli 4/2a
degerleri igin gerilme dagilimini gostermektedir. Sekil 3.10 da statik yiikleme
durumu i¢in [34] de grafik ile elde edilen sonuglarin ¢akistig1 goriilmektedir. Boylece

gelistirilen algoritma ve sonlu eleman modelinin gegerliligi ve tutarlilii bir kez daha

goriilmektedir.



0.4 =

{1} hiZam0 400,

2] ' Zas 00|

{Achizam0.100]

(&) hiZa=0uasa|

0.0 02 0.4 0e 0.8 1.0 1.2
x./h
Sekil 3.10 =0, 77=0 ve v =0.33 oldugu durumda farkli /2/2a degerleri i¢in &,, gerilmesinin

x,/h=0 arayiizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi
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g -
. 7
i -
3
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1
=
=
ﬂ' 1 — = —_ - rmmn
B e |
Eﬂ l.: -. -~ .I.r.
-3 ;] — (1yh2a=0.200 ¥
. — (2ph2a=0.100 h S
il — (3):m2a=0.050 % V.
] — (4kh2a=0.010 W R
.5 = "a_:,:;_%._ o .-..-
E q #
4 - 5 . 3
- 1 ¥
-7 =
T ] ¥ ] T T - T 7 1
0.0 0.5 ) 15 20 o5

0
Sekil 3.11 x,/h=0 ve x,/h=0 da (orijinde) 7 =0 iken o, h/ P, ile £ arasindaki bagimliligin

grafigi

(3.38) esitligi ile tanimlanan Q boyutsuz frekansinin etkisi Sekil 3.11 ve 3.12 de

verilmektedir.

n=0 kabulii ile ongerilme olmadigi durum i¢in o,, gerilmesinin farkli %/2a
degerleri i¢in x, /A =0, x,/h =0 da (orijinde) Q degerine bagimlilig1 Sekil 3.11 de
verilmistir. Sekil 3.11 de elde edilen grafikler o,,h/F, degerinin mutlak degerce

yerel bir maksimuma ulastig1 frekansta, ki bu frekansa Q" adi verilsin, bir rezonans

frekansina sahip oldugunu gostermektedir. o,/ F, —in mutlak degerce yerel bir

maksimuma ulastig1 degere o denirse, sekil 3.11 e gore h/2a arttikca Q" ve o

degerleri artmaktadir.
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1 =0 kabuliiile o,, gerilmesinin x, /A4 ekseni boyunca dagilimi1 6ngerilme olmadig:
durum igin Sekil 3.12 de verilmistir. Sekil 3.12 incelendiginde Q degeri Q
rezonans frekansmna yaklastikca o,h/F, degerinin mutlak degerce arttig1
gozlenmektedir. Bununla birlikte x, /4 koordinatinin bazi degerlerinde o,,h/F,

degerinin Q frekansina bagimli olmadigi da grafikler incelendiginde ortaya

cikmaktadir.

4
e _/1
—-=-—__2
3
(1) a=00|
| (2) 0=0.3|
I
;[3}1“::0-5'
[ (4) 0=0.8|
1,6
1,6 %M
I ] L] I 1
0o 0,5 1.0 15 2.0 25

Sekil 3.12 h/2a=0.2 ve 7 =0 durumunda farkli € degerleri i¢in o,,h/ P, gerilmesinin x,/h=1

iist ylizeyinde x, /4 ekseni boyunca dagilimi
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Ucgiincii  olarak serit-plaktaki Ongerilmenin etkisi incelenecektir. Q=0 ve

h/2a=0.2 kabulleri altinda farkl1 ¢/ degerleri i¢in x,/h =0 ara yiizeyinde o,,

gerilmesinin x, /4 ekseni boyunca dagilimi sekil 3.13 te verilmistir.

0,2 5
0.0
02 f
- { 58 —— (1), "Iu=0.00
o | ~
g -04- 530 (3)0, =002

J (e, 00
] J (5):e, "u=0.04

5] ?
HDB- 5 _0 8 — - (B)a,, (u=0.05
1 Ely

4 (v
- 3 "'1 3
— 23 ‘1-1.2
- = — 1
0.8 L —

0.0 0.5 1.0 1.5 2,0 25

Sekil 3.13 =0 ve h/2a=0.2 oldugu durumda farkl 0'”0 / u degerleri igin o,, gerilmesinin

x,/h=0 arayiizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi

Sekil 3.13 deki grafikler incelendiginde 0'110 / u ongerilme degeri arttikca x,/h=0
noktasinda o,,h/ F, degerlerinin azaldig1 goriilmektedir. Bu elde edilen sonuglar [8-

15] calismalarinda elde edilen sonuglar ile uygunluk arzetmektedir.
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Sekil 3.13 te statik yiik durumu (Q=0) incelenmis olup asagida zamana-gore
harmonik dinamik ylik durumu g6z Oniine alinacak ve ongerilmenin etkisi ile ilgili
sayisal sonuglar verilecektir. Sekil 3.14, 3.15 ve 3.16 da sirastyla Q=0.3, Q=0.5
ve Q=0.8 oldugu durumlar ile ilgili grafikler verilmistir. Grafiklerde ¥,,,

Y, = (0-22 |77=a —Op |77=/3>0) (3.76)

esitligi ile taniml olup, ¢ =0.00 ve £=0.01, 0.02, 0.03, 004 ve 0.05 degerlerini

almaktadir.
-5
40 -
20 —
0 -
220 4
40 -
1 —(1):2=0.00 p =0.01
—(2):=0.00 p =0.02
-60 4 —(3):2=0.00 p=0.03
—(4):2=0.00 p =0.04
. 7 —(5):« =0.00 p =0.05
-80 l L] l L ] I 1 ) I L] I L] I
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25

x./h

1
Sekil 3.14 ¥, degerinin Q=0.3 ve /#/2a=0.2 oldugu durumda farkli o, 10 / u degerleri igin

x,/h=0 arayiizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi
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60
40
20 4
0 -
20 -
-40 -

60 | ——(1):2=0.00 p=0.01

—(2):0.=0.00 B =0.02

i —(3):2=0.00 p =0.03

-80 = ——(4):¢=0.00 B =0.04

i —(5):2 =0.00 B =0.05

-100 | T T v T T T v | v |
0,0 0,5 1,0 1:6 2,0 2,5
x./h

1

Sekil 3.15 V|, degerinin Q=0.5 ve h/2a =0.2 oldugu durumda farkl o'”O / i degerleri i¢in

x,/h=0 arayiizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi
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160
140
120 5

-100 -
30
-140 4
-160 -
-180 4
-200 4
-220 4 -

—— (1):=0,00
——(2):2=0.00
—— (3):2=0.00
—— (4): =0.00
—— (5):¢. =0.00

B =0.01
B =0.02
B =0.03
B =0.04
$ =0.05
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'240 . 1 T 1 T ] T

x./h

Sekil 3.16 V|, degerinin 2 =0.8 ve #/2a =0.2 oldugu durumda farklh o'”O / i degerleri i¢in

X,/ h=0 ara ylizeyinde x, /h ekseni boyunca dagilimi
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Sekil 3.13-3.16 gz oniine alindiginda serit-plakta, (x, / h)1 ve (x,/ h)2 ad1 verilen
((x/ h)1 <(x/ h)2 ), Oyle noktalar mevcuttur ki bu noktalarda ongerilme degerinin
degismesi o,,h/F, degerine etki etmemektedir. Bununla birlikte x,/h <(x,/h), ve
x,/h> (x, / h)2 icin o,,h/ P, normal gerilme degeri ongerilme degerinin artmasi ile
azalmaktadir. (x1 / h)1 <x/h< (x1 / h)2 durumunda ise ongerilme degerinin artmasi

ile o,,h/ F, normal gerilme degeri de artmaktadir.



BOLUM 4. RIJIT ZEMIN UZERINE OTURMUS ONGERILMELI
IKi KATMANLI SERIT-PLAGIN ZORLANMIS TiTRESIMINE
KARSILIK GELEN SINIR-DEGER PROBLEMI

4.1. Problemin Ortaya Konulmasi

Bu boliimde rijit zemin ilizerine oturmus Ongerilmeli iki katmanli serit-plagin
zorlanmis titresimine ait asagidaki problem ele alinacaktir. Sonlu bolgeye sahip serit-

plagin katmanlar kartezyen koordinatlarda

Q ={-a<sx<+a;-h <x,20}

4.1)

Q,={-a<x,<+a;-h<x,<-h}

bolgelerini  ve rijit yari-diizlem ise {( x,,x,):—0<x <0 ,-00<x,<-h}
bolgesini kaplamaktadir. Serit-plagin ve yari-diizlemin Ox; ekseni istikametinde
uzunlugunun sonsuz oldugu kabul edilecek ve Ox,x, diizleminde diizlem sekil
degistirme hali incelenecektir. Serit-plagin Q, bolgesini kaplayan iist katmani ile
ilgili degerler st indis “(1)” ile ve Q, bdlgesini kaplayan alt katmani ile ilgili
degerler iist indis “(2)” ile gosterilecektir. Serit-plagin lineer elastik malzemeden
yapildigi, homojen ve izotrop oldugu ve serit-plagin katmanlarinin zemin {izerine
oturtulmadan Once kenarlarindan siddeti ¢, ve ¢, olan normal kuvvetlerle gerilmekte
oldugu kabul edilecektir. Plagin iist ylizeyine uygulanan zamana gére harmonik olan

noktasal yiik P5(x,)e’“’ formundadir.



Pé‘(xl)ei wt

1,0

(1) E(l) , V(l)

(2).0

Oy <« (2) E® v?

%
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Sekil 4.1 Rijit yari-diizlemin {izerine oturmus iki katmanl plagin geometrisi

6G
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Serit-plak zemin iizerine oturtulduktan sonra ise plagin iist serbest yilizeyine zamana
gore harmonik tekil P kuvveti etki etmektedir. Lineer elastisite teorisi ger¢evesinde

serit-plaktaki ongerilmeler

(m0 _

o, " =c, , ij#1ligin g, =0 (4.2)

m

bi¢ciminde belirlenir. Bu durumda (4.2) dngerilmeleri goz Oniine alinarak serit-plak

icin TLTEWISB-nin hareket denklemleri asagidaki gibi yazilir [3]:

oo™ 0 8™ o2 ™
a” +0, ),O—a = p™ — i jym=1,2 (4.3)
X X, t

J

(m)

Burada p serit-plagin - m. katmaninin dogal haldeki yogunlugunu temsil

) (m)

etmektedir. ul(m =u, (x,,x,,t) ve u, =u,(x,x,,t) fonksiyonlar: sirastyla Ox, ve

Ox, eksenleri istikametindeki yerdegistirmeleri ve o™ gerilme tansori

g

(m)

bilesenlerini gdstermektedir. A" ve u Lame sabitleri olsun. Izotrop

sikistirlabilir malzemeler igin o

(m) (m) (m)
" ={0,",0,", 0, } (4.4)

gerilme tansériinii ve g

(m) _ (m) (m) (m) T

e"={ &, ., &, &, } (4.5)

deformasyon tansoriinii temsil etmek tizere asagidaki mekanik bagintilar verilebilir:
0, " = A", 24 e, 0" =" + e, (4.6)

(4.6) denkleminde &,; Kronecker deltasini temsil etmektedir:
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5”:{ : (4.7)
J

(m

" deformasyon tansériiniiniin ¢, elemanlari

au .(m) ou _(m)
PR LT (4.8)
: 2 axj ox,

ile belirlenir. £ elastisite modiilii ve v Poisson oran1 ile A" ve 4 Lamé

sabitleri arasinda (2.6) iliskileri mevcuttur. Bu bilgiler 15181inda (4.1) ile verilen €,
ve Q, bolgelerinde (4.3) denklemleri yani sira asagidaki sinir ve kontakt (contact-

degme) kosullar1 saglanmalidir:

M M

021 =0, 0y ==P5(x,)e' "’
X, =0 X,=0
1 2 1 2
o, —5,® O e
Xy=—h Xy=—Mh Xy=—h Xy=—h
2
u? =0
Xy=—h
ou A(m)
(m),0 J (m) A
(O'” aT+Ulj =0 , m,]—1,2. (49)
! X =ta

Uygulanan noktasal yiikk zamana goére harmonik oldugundan biitiin bagiml

degiskenler de harmonik olacak ve

{u 0" "= 0" 6", 8 e (4.10)

> ij [ /A

biciminde gosterilebilecektir. Buradan itibaren #,, 6,, ve &, bilesenleri '

carpani diisiiriilerek kullanilacaktir. Gosterimde kolaylik agisindan “ » ” ifadesi de
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g0z ardi edilecektir. (4.6) ve (4.8) ifadeleri (4.3) denklemlerinde yerine yazilarak
TLTEWISB-nin yerdegistirmeye bagli dogrusallagtirilmis hareket denklemleri

. . . azu (m) . 82 (m)
(/1()+2/1()+O'11( )’0) 12 +,U() .
ox, ox,
2, 00 4.11)
LA 4y U, _ ) gy ()
( . axlaxz P :

m) 2. (m)
(’71)0)a ”2 +(ﬂ,(m)+2 (m))a uz

Xl xz
52, 00 (4.12)
+ (ﬂ(m) +/u(m)) - W _ _p(m)a)zuz(m)
X,0X,

(W +o

biciminde elde edilir. Boylece ele alinan problemin formiilasyonu tamamlanmis

olmaktadir.

4.2. Varyasyonel Formiilasyon

Bu alt bolimde problemin formiilasyonuna karsilik gelen sinir-deger-kontakt
probleminin  varyasyonel ifadesi olusturulacaktir. Varyasyonel ifadedeki
fonksiyonelin birinci varyasyonunun sifira esitliginden —virtiiel is prensibi esasina

gore uygun denklem ve sinir kosullarinin elde edilmesi ispat edilecektir.

Varyasyonel ifadeye gegcmeden 6nce

A W . (4.13)

koordinat donilislimii sisteme uygulanmis olsun. (4.10) ve (4.13) ifadeleri (4.3)

denklemlerinde yerine yazildiktan sonra, bu denklemlerin her iki yam1 #° ile

carpilirsa
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P (m) 0 (m) . 62 (m) .

e e e T (4.14)
Oox, Ox, OX,

o (m) 0 (m) . 62 (m) .

W2 p P2 g T o, (4.15)
Oox, Ox, OX,

esitliklerine ulasilir. (4.13) koordinat doniisiimleri altinda (4.9) smir ve kontakt

kosullar1

1 1 A i
2 =0,0,"  =-PS(hi)e "
%=0 £=0
1 2 1 2
0,-2() _ iz( ) ’ u,.() :ui< )
fy=—h/h fy=—h/h fy=—hy/h fy=—h/h
2
ui( ) =0
=1
(m)
ou
(m)0 &% (m) _ C
[0'11 6—”+O-lj =0 , m;j=12. (4.16)
xl
Xi=%alh

halini alacaktir. Varyasyonel ifadeye ulasmak icin Oncelikle (4.14) ve (4.15)

(m) (m)

denklemleri, sirasiyla, v =v" (%, %) ve »" =v""(% ,%,); m=12 test

fonksiyonlari ile carpilip elde edilen denklemler taraf tarafa toplanirsa

aU (m) aa (m) ao_ (m) 60 (m)
h 1A1 vl(m) +h 2A1 vz(m) +h ]f vl(m) +h 23 Vz(m)
OX, Ox, Ox, Oox,
()052U(m) (m) <)052u(m) (m) (m)_ (m) (m)_ (m)
m), 1 m m), 2 m) _ 272 m m m m
+0y, 2 Oy, 2 V» =P h(uy vy uy v, )
X, OX,

esitligine ulasilir. Bu esitligin

Q ={(&.%) : —alh<x<alh,0<% <-h/h} (4.17)
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O, ={(%.,%,) : —a/h<i <alh,-h/h<z,<h} (4.18)

bolgeleri iizerinde integrali alinirsa

80 oo, ™ oo,
J'J' a11 |(m)+h 21 Vz(m)+h 12 v(m)
X

N A 1
m=1 Q a‘xl a.xz
o0, o 0%u, " o 0%u,™ .
+h—2— vz(m)+0'11(m)’ —— 1('”)+0'11(m)’ —— vz(m) dx,dx, (4.19)
Ox, X X

:_z Hpa)zh C "™ 4, ", ") dR dR,

mlf)

olacaktir. (4.19) denkleminde (3.19) kismi integrasyonu uygulanarak tiirev aktarilir

ve ardindan sinir terimleri ve bolge integralleri bir araya toplanirsa

2
> | Uhoy v cos(ii, ) + hoy, v, cos(ii, ) + hoy, v cos(ii, £, )

m=l a0,
(m)
— A ,0 ou - A
+hO'22 vz( cos(n,x2)+0'“(m) —1 vl(m) cos(7i, X,)
ox,
(m)
,0 ou —~ A
+o, " =2y " cos(ii, %, )] ds
11 a&: 2 1
1
2 ov," my O, ov, ™ (4.20)
—Z.U ho, " —— +h o, " 22—+ ho," —+
el & OX, ox, Ox,
ov, ™ o ou™ ov™ oo™ ov™ |
+h622(m) zA + 1](rn), 1A 1A +U”(m), 2A zA dxldxz
Ox, ox, 0% ox, Ox,

:_Z'Upa) h (“1(”[) 1(”1) )Vz(m))dfcldfcz

le

esitligine ulagilacaktir. (4.20) esitliginde f)l ve f)z bolgelerinin sinirlari 8@1 ve
6@2 ile belirtilmistir. (4.20) esitligindeki bolge integralleri bir araya getirildikten

sonra
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(m)
(m) (m) 1 (m),0 auj (m),0 (m),0 .
;. =0, +t—o, BT o, =c,#Z20ve o, ~ =0 (inz1l)(4.21)
xn
tanim ile

2 av (m)

D[ AT == e oV, | d d,
iy A 1 1

| Ox,

2
=> J.[ha”('")vl(m) cos(ii, x,) + ho,"'v,"™ cos(ii, %)
Py (4.22)

+ho,"v\"™ cos(ii, %)) + hoyp, ™,

(m

' cos(ii, %,)

ou i, X
(m),0 ;Vz(m) COS(nrxl )] ds

esitligine ulasilir. (4.22) esitliginde sinir integrali asagidaki yol takip edilerek

hesaplanmistir: oQ) sinirt sekil 4.2 deki bigimde olsun.

© cos(7,x,) =1
n -
-a/h B, T a/h %,
O —
< Bl3 B B11 4
14 ~
cos(7,x) = -1 —h,/h cos(7,x,) =1
cos(7,x,) =—1
-1

Sekil 4.2.(a) 6@1 sinirinin pargalanist ve dogrultu kosiniisleri
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X,
-a/h a’h X,
0
B, n T cos(n,x,)|=1
5 “h I 5 -
< By, —
cos(ii, x,) = -1 1 \L cos(ii,x,) =1

cos(n,x,) =—1

Sekil 4.2.(b) 8f22 sinirinin parcalanist ve dogrultu kosiniisleri

Sekil 4.2 ye gore o0Q,=B,UB,UB,UB, ve Q,=B, UB, UB,UB,

yazilabilir. (4.22) esitliginin sag tarafi

m=1

: (m)_ (m) mo o mo 0"y o 0"
m m m m m), m m), m - A
> j { ho """ +hoy, v, +o0," ——v" +0o, " —=—v," |cos(i, X,)
! OX, ox
a0, 1 1

+ [halz(m)v,(m) + hazz(m)vz(m) ] cos(i, x,) }ds

(4.23)

biciminde yazilirsa

B,={(%.%) : %=alh , -h/h<% <0},
B,={ (%,%) : —alh<%<alh % =0},
B,={ (3.%) : X=-alh,-h/h<% <0},
B,={ (G.%) : —alh<%<alh % =—h/h}

Ve

B, ={ (i.%) : X =alh , -1<% <-h/h},
B,={(%.%) : —a/h<i <alh % =-h/h},
B,={ (X.%) : X=—alh , 1<% <—h/h},

B, ={ (%,%) : —-a/h<% <alh % =-1}
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siirlari igin, sirastyla,

0 M (€3]
1),0 ou 1 1),0 ou 1 A
(1) 1 V()+ (). —ivz() ]dxz (424)

@®_ @ @ @
1-[ ho\, v, +hoy v, +oy, PYS 1 P
“h/h Xy X
alh
. ) (1)1 gn
[ 1180, + o, v,V 1 d, (4.25)
—alh
0 m (1)
H @ 1 1),0 ou 1 ,0 ou 1 ~
I (-D[ hall()v,()+h0'21( )v2(1)+c7”() L vl()+0'”(1) —2 vz()]a’x2 (4.26)
Ox Ox.
—hy/h 1 1
alh
@, (@) M., Dy g2
[ Dho, " +ha,, v,V 1, (4.27)
—alh
~hi/h () ()
2) (2 2) (2 2),0 ou 2 2),0 ou 2 A
j 1-[ h011( )Vl( )+h0'21( )Vz( )+O-11( =L 1( )+O-11( =2 Vz( : ldx,
ox, ox,
!
(4.24°)
alh
2) @ 2) ()1 gn
[ 1170, + hory, @, 1 d, (4.25”)
—alh
~hy /h (2) (2)
2) (2 2) (2 2),0 ou 2 2),0 ou 2 A
.[ (=D[ han( )Vl( )+h021( )Vz( )+O-11( ) - Vl( )+011( ) 2 Vz( )]dxz
1 éixl é%xl
(4.26°)

alh

(Do, v + ho), v, P dx, (4.27°)

—alh
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integralleri elde edilir. Boylece (4.23) integrali (4.24)-(4.27) ve (4.24°)-(4.27°)

ifadelerinin toplamindan ibaret olur. Bu toplam incelenirse

- (4.24) ile (4.26) ifadelerinin sadelestigi,

- (4.24°) ile (4.26’) ifadelerinin sadelestigi,

- X,=-h;/h deki kontakt kosulu nedeniyle (4.27) ile (4.25”) ifadelerinin
sadelestigi,

- X, =—1 deki sinir kosulu nedeniyle (4.27°) ifadesinin sifir olacagi

goriiliir. Son olarak, geriye kalan (4.25) ifadesinde

) _ M _ AN imt
O, | 0—0,0‘22 ~ ==Po(hx))e

Xp= X,=0

siir kosullart kullanilarak

alh
[ ren| O (4.28)
i Xp=1 Xp=1
integraline ulasilir. Bu durumda (4.22) denklemi
2 oy ™ alh
Y| AT = po*u V" s, = [ hoy,®| | d (429)
el f)m axl_ o Xy =1 Xy =1

veya (4.21) tanimi ile agik yazilirsa
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2 (m) (m)
3 [ o™ Lt 2
11 - 21 -
m=1 Qm 1 axl
(m) (m)
(m) OV, (m OV,
+ho,, - ho,, o
2 xz
(m) (m) (m) (m)
(m),0 8”1 8\/1 (m),0 6u2 6\/2 (4 30)
11 ~ ~ 11 ~ ~ .
ox, Ox ox,  OX,
(m) 2772 (’") (m) (m)_ = (m) A gA
—p "o h (u, v +uy )}dxldxz
alh
1 1 A
= I hazz() vz() dx,
Ih = %=l
—a

halini alir. (4.13) doniisiimii altinda (4.6) ve (4.8) mekanik bagintilar1 agik olarak

" (A" 12 (m)) 1 aul(m) Lam 2 1 a“z(m)
h 0Ox, h ox,
(m)
e Lo0™ G a Low, 431)
h 0Ox, h ox,
(m) (m)
0-12( " /‘(m) aul — T auzA
h\ 0Ox, OX,
bi¢iminde yazilir.
| L =Pa(h)e (4.32)
siir kosulunu ve
df(x
5 (fN =3, £ =L (433)

')

ozelligini kullanarak (4.30) esitliginin sag tarafi
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alh
j ~P5(3)v,"|  d5, (4.34)

—alh

bi¢ciminde yazilir. (4.31) esitlikleri (4.30) da yerine yazilip sag taraf olarak da (4.34)

kullanilirsa

ox, 0x ox, Ox

m 6u1(m) 8u2(m) 6v2(m) () 8u1(m) 6u2(m) 8v1('")
+u —+ - —+ U —+ - "
0ox, Ox, Ox, 0ox, ox, ox,
ou"™ oy, ou," ov,"™
) 1A N + (ﬂ(m) +2 (m)) 2A 2A
ox, 0OX, ox, Ox,

m=1 Q)

(m) (m) (m) (m)
ZZ:J‘ {(/1("” +2ﬂ(’")) Ou, v, L4 Ou, ~ Ov,
Q,

+ A"

(m) A (m) (m) A (m)
(m),0 aul 8v1 + (m),0 8u2 " 6v2 "
ox, Ox ox, Ox,
—p ™ h* (u, v, + uz(m)vz(m))J dx,dx,
alh
A 0 A
= [ -Po)v, 5
=

—alh

esitligine ulasilir. Bu esitlik diizenlenirse

2 (m) (m)
ZJ. (ﬂ(m) + 2lu(m) + O_ll(m),o) aM]A + Z’(m) auZ av]
g ox, ox, ) Ox

(m) (m)

ou," Ou ov.

U et (1 4 0 ) =
Oox, ox, 0ox,

L aul"”)+au2"”> ﬁvl(m)
AR RPN RPTY (4.35)

(m) (m)
LigmZh ou +(/1(m) ) (m>) 5"2
8 8x2

X, Ox,

™R (ul(m) 1(m) +u2(’”)v2('"))J di d3,
alh
A 0] A
= _[ —PS(x))v, ‘)2_1611)61
-

—alh
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M

halini alacaktir. (4.35) denkleminin her iki yam1 #'’ Lamé sabitine bdliiniirse

2 /l(m) (m) (m),O a (m) /fl(m) a (m) a (m)
ZJ- ( @ +2/u(1) (1) ) ul" + (6] uz" VI"
AN H H ox, u Ox ) 0%
(m) ou (m) (m) o (m),0 Ou (m) ov (m)
+ /u(l) IA + ﬂ(l) + 11(1) 2A 2A
puox, H H 0x, ox,
s /u(m) 61/‘1(’") .\ auz(m) avl(m)
o o | of,

{//i’(m) ou (m) l(m) (m) auz(m) } avz(m)
+

(4.36)

L+ +24
,u(l) afcl (,u(l) ,u(l)) 6)%2 6)%2

(m) 272
p " ah (m)_ (m) (m)_ (m) A gn
_—,u(l) (u, v, Hu, v, ) |dxdx,
alh
0 A
= j 5( x)v, ‘ dx,
—an M 2=l

(m)

olur. Béylece L(u™,v™) bilineer formu ve I(v™) lineer formu (4.36) denkleminin

sirastyla sol ve sag taraflar olarak

(m) (m),0 m)  a(m) A (m) (m)
™y y7, o ou A" Ou ov
) Z.” +2 () + 11(1) ) 1" + M ZA lA
m=lg H H oax u X, ) Ox
(m) aul(m) ,u(m) ) Jll(m),o auz(m) avz(m)
O 6%, ,u(l) u OX, 0ox,
,u ' | o, 8142 o™
u | oox, ox, | Ox,

{/1(’”) o AT " }8\/2("’)

o 6x1 ,u(” uoox, | ox,

(m) 2

M

(ul“") ", ") | dfd,
MU

alh

m —P .
Iv™)= | Pl —= 5, 8

—alh



bigiminde elde edilir.

M

m_ [H
¢, = W
enine dalga (distorsiyon) hizi ve
Q-2
c
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(4.37)

(4.38)

boyutsuz frekans ifadelerini temsil etsin. Boylece, u™ =u™ (1, ,u,"”) olmak

{izere toplam enerji fonksiyoneli J(u™) = %L(u("‘) u™)—1u™)

.
J(u( ))ZEZ:,_H #(1) + o) )
m= Qm

H 7 A

(m) (m) (m),0 (m) (m) (m)
K(ﬂ M o ou, +/1 ou,

(m) (m) (m) (m),0 (m)
+{,Um ou, +[ﬂm 4+ %u ]auz

,Ll(l) 8)2'2 ,Ll(l) /u(l) a)’(‘:]
lu(m) aul(m) auz(m) 6u1(m)
T e, ok | e
H X2 X X2
ﬂ(m)a (m) /ft(m) (m) o (m)
+ M ul" +( (O] +2Iu(1)) uz"
ueooxp u ueoox,
p(m)a)ZhZ

D)
y7,

alh P
- A M A
- J. ) §(xl)u2 ‘A B dxl
X =1

—alh

"""+, "0, )} dx,dx,

(4.39)

bi¢iminde elde edilir. Bu durumda varyasyonel hesap prensipleri geregince (4.39) ile

verilen J(u™) toplam enerji fonksiyonelinin birinci varyasyonu sifira esitlendiginde

(4.11)-(4.12) dogrusallastirllmis hareket denklemleri ve (4.16) kosullar1 elde

edilecektir.

SIu™)=0

(4.40)
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esitligi agik yazildiginda

sIu™)=6J , +6J ,, =0
anlamina geldiginden

5T 0 =0 687 . =diJ(u1""> +aé™ u,™)| =0
u L1 o

ol (m) =0 > oJ (m) =iJ(ul(”’) o +a77(M)) ‘a 0=
2 2 da

denklemleri ¢oziilmelidir.

1 2 (m) (mLO .
5‘]”(”’) =i‘:_z.[j (ﬂ“( +2/,l ) (1) ) a’\ (”1( )+a§(n1))
v dal 2337 U U ueox
ﬂ/(’”) auZ a (m) (m)
o fcz %, il ras)
(m) (m),0 (m) (m)
u 2™ m\, | H O Ou ou
(1) aA +aé )+[ Tt 11(1) j azA 52A
H H X X
o, | o
(m) (m) 2 (m) (m)
,U(l) {5 ( +ag ) ox, }6x2 (ul tas )
m m (m) (m)
+ A" 0 ( (m) g(m))_i_( A" +2/J( ))auz 6“2
(” Ox, ,u(l) OX, Ox,
(m) 2772
f? h m m 2 m m A A
_—,u“) ((”1( )+a§( )) +u2( )uz( ))}dx]dxz
alh

—j 5( )u;”\“dg} )
: a=0

—a/h
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e

le

l(m) (m) (m),0 0 (m) ﬂ(m) 0 . o (m)
( =+ ) ,U(D n 0_11(1) ) ulA +25 _A(”z( ) +0”7(m)) U,
U u U ax  p ox,

(m) (m) (m) (m),0
+ ﬂ(l) aulA +(ﬂ(1) +GH(1) j aA (uz(m_,_m?(m)) i(u2<m+a77(m>)
u’ox, y7, Y7, Oox, ox

/l(m) au (m) /1(/71)
+
Heoox, u u

s 2'u(,>)£(uz(m)+m7(m))} ‘? (uz(’")+a77(’”))
2

©

_—P“';wzhz (™) + (1" +an™ )ﬂd)@d@

alh

—J 5()6, ( +a77(”)}2=1dfcl} =0
—a/h a=0

ifadelerindeki parantezler acilir, & parametresine gore tiirev alinip « yerine sifir
yazilir. Daha sonra & ve " fonksiyonlari iizerindeki tiirevler kismi integrasyon
ile aktarilir. Bolge ve sinir integralleri ayr1 ayri gruplandirilir. Sinir integralinin sifir
oldugu kabul edilerek hem (bdlge integrali ile) dogrusallastirilmig hareket
denklemleri hem de (smir integrali ile) smir kosullar1 elde edilir. Yukarida
anlatilanlar prensip olarak bolim 3’te verilen tek katmanli durum ile aym

oldugundan, burada iglemler ayrintili olarak verilmeyecektir.

Diger taraftan TLTEWISB [3] —nin varyasyonel prensipleri geregince, (4.35)

denkleminden elde edilen bilineer ve lineer formlar kullanilarak,

a)lm(m) = A"+ 2™ + O'11("7)50 ) (01122(”7) =A™,
(‘)1212(’”) =pu", a)1221( =u"™ + 0'11(m)°0 )
a)2112(m) = ,U(m) 5 0)2121 lu("’) a)zzn(m) = 2m :
a’zzzz(m) = A"+ 2" + O'11(m)’0 (4.41)

olmak tlizere
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(m) (m) (m)

mo Oy Oy (m) O,
Py @1, PR
X X

(m) _ (m)
I, =0, +o0y,

(m)
mo Oy Ouy
O A
OX, Oox,

(m) _ (m)
I, =0, +oy,

(m) (m)
m_ Oy (m Ol
I, =0, =, T @O,y >
ox, Ox,
(m) (m)
m om0y (m Ol
T, =0, =0,, ~— t Wy > (4.42)
OX, ox,
tanimlar1 yapilirsa (4.39) toplam enerji fonksiyoneli
ou," ou," ou, "™
J(u('“))— Z,”[ ll(m) 1A le(m 2A +T21(’”) L
m= IQ a‘xl a.xz
Ou, ™ A
1, 0 o (1 ") i, (4.43)
2
+alh
An (D) A
+ .[ —Po(x,)u, |>22:0 dx,
—alh

bi¢ciminde yazilabilir.
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4.3. Sonlu Eleman Yontemi ile Coziim

Alt bolim 3.3 te belirtilen temel prensipler aym1 kalmak iizere, bu alt bdliimde
ongerilmeli iki katman iceren serit-plak ile ilgili probleme SEY aracilig ile yaklasik

¢Ozlim aranacaktir. Sonlu eleman yaklasik ¢6zimii
u™ =, (x,,x,),u,” (x,,x,)), m=1,2 (4.44)

olarak gosterilecektir. Yerdegistirme esasli SEY kullanildigindan her bir sonlu
eleman iizerinde ¢oziimler bilinmeyen yerdegistirmeler olacaktir. Ugiincii bdliimde

tek katmanli durum icin gelistirilen bilgisayar algoritmast iki katmanli duruma
adapte edilmistir. 0} bolgesi SEY —e gore Ox, ve Ox, istikametinde belirli sayida
(Ox, istikametinde 20, 30, 40 ve 80 sonlu elemana; Ox, istikametinde 2, 3, 4 ve 8
sonlu elemana) sonlu alt bolgelere boliinerek ¢oziimleme yapilacaktir. Elde edilen
sonlu eleman bolgisinde (i, /) digim noktalarim belirtmek iizere (bakiniz Sekil

4.3)

e. sonlu eleman X,

~a/h 3 0 ah
}1. katman

2. katman

N 1

(i,j). diigiim noktasi

Sekil 4.3 Iki katmanli durum i¢in (temsili) SEY bolgiisii

N,(%,,X,) baz fonksiyonlari Lagrange ailesinden bikuadratik fonksiyonlar olarak

(m)

secilecek [33] ve buna gore yaklagik ¢oziimler ¢, ve d,.j('") katsayilarina baglh

olarak
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s (4.45)
( )1y S S )
(19 2)= z zcz, N( X1 2)
J=N() =l
) o
(%, 2)22 Z i Ny (%,,X,)
e (4.46)
( ¥ S S 2)
(1’2)_2 ZU N(I’Z)
J=NO) =
biciminde yazilacaktir. Burada bilinmeyen
cl_j(m) Z/l(m)y( %, 2/) dij(m) (m)y( s 2]) (447)

katsayilar1 yaklasik ¢oziimiin (i, J ) diiglim noktasindaki degerleridir. Ayrica (4.45)

ve (4.46) ifadelerinde M ve N, Ox, ve Okx, istikametindeki sonlu eleman sayilarini

ve N(1) ise birinci ve ikinci katmanin ara ylizeyinin oldugu hatt1 gostermektedir.
SEY —e baglh olarak (4.45) ve (4.46) yaklasik ¢oziimleri (4.39) ile verilen J(u™)
toplam enerji fonksiyonelinde yerlerine yazilir. Daha sonra c,.j('”) ve dij('")
parametrelerine gore tiirev alinarak elde edilen ifade sifira esitlenir. Boylece J(u™)
toplam enerji fonksiyonelinin minimumu arastirilir.  J(u™?) = J(ul(m)’y,uz(m)’y)
= j(c,.j(m), d,.j(m)) tanimi yapildiktan sonra yukarida bahsedilen kismi tiirev alma islemi

asagidaki gibi yazilir:

a jod m m m m
P J(sz( )’di/'( ))_6 ) (ZZ '1( )sz’zzdzi( )sz)

i

0 (4.48)

od. "™ e, ™ d, ") = d<m) (ZZ t/(m)sz’zzdzji(M)Nii)=0 (4.49)

y



(4.48) ve (4.49) denklemlerinde c,"

tirevlerde i=1, 2, ...,

N ve j=1, 2, ...,
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ve dl.i(m) parametrelerine goére alman kismi

M oldugunu belirtmekte fayda vardir, ancak

toplam sembollerinde iist ve alt sinirlar (4.45) ve (4.46) ifadelerindeki gibi olacaktir.

J(ul(m),y , Mz(m),y) —

ifadesi kullanirsa c

(my ) (ny
5, T ™ uy ) =

1 0 alh

2]

—l-alh

(m),0
O-11

J [z )]

“{zzqu zzwm&}

1
;iv(m m i' m 1"
2 ZZ u( ) )2,1 'szﬁ( : af(,

O SR )

2(ZZe ) H(Z T ]

(b

alh

-1

—alh

d3,

5()6] ) z Z dll(M)Nif %=1

parametresme gore kismi tiirev igeren (4.48) esitligi

(m)O aN .
g

y
) ON,
+2 Z(l) aAk/ {ZZ l/
TT+ﬂW&“zzwm
if %

© 2
—] —alh H

/?’('n) ,U(M) ON
+2 + 2 A m 9
( Ox, ZZ “ axl

u

“2Q°N,, (Z Zc,/(”’)N,/ )

ZZ ”(m)

0x, }

dx, dx,

dx, dx,
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halini alacaktir. Elde edilen denklem cl.j(m) ve dl.j(m) parametrelerine  gore

gruplandirilirsa

11

0 alh O ok ox, uV 0%, 0%,

m),y m),y ,U
I, "™ u, ™) = ZZ II (/'L(’") wjaN ON,,

o (m),0 aN aN +‘u(m) aNkl aN(j

(m)

dx, dx, rc;

a (m)
—1-alh a a ij Qsz]Ni/-
X 0X ‘

U

j). aj-h
1-al

Z1-alh

ON, A™ ON;
| ON,, /1 | 0N, a8, d5, di'(M) _
u 0%, 0% u() Ox, Ox, !

MR

(4.50)

esitligine ulasilir. Benzer bicimde d,.j('") parametresine gore kismi tiirev iceren (4.49)

esitligi de
i (m).0
20 GNM (m)
ﬂ(]) 0%, (zz v axlj
.y )y 0 alh ﬂ,(m) 6N . ) )
ad”(m) J(ul( )},uz( )}) :'.] (;[/h (]) YV Zz ,/( ) ax1 dxl dx2
X(M) lu(m) aN/{I (m)
+2(ﬂ( e
20N, (Z >d,"'N,)

alh
- j 5(x1 4.,|£2:1d)21=0

—alh

halini alacaktir. Elde edilen denklem c,.j(m) ve d,.j('") parametrelerine  gore

gruplandirilirsa
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: &l ON, 2™ oN_, ON,
a(m) 1™ ") =30 I I ﬂ(l) a]\jk[ =t 2’(1) . S d e,
ad, Saml M Oxp Ox,  p Ox, OX

0'11(”1)’0 ON, aszf " /U(m) ON, aNij
0 alh /u(l) afcl 6)21 ,U(l) 5)?1 6)21

I T T e
Tralhl +2 4—L_Q’N,N,

P u ) ok, o,

A A (m)
dx, dx, v d,

4.51)

esitligine ulasilir. (4.50) ve (4.51) denklemlerinde cl.i(m) ve dl.j.(m) bilinmeyenleri

T
(m) (m)q\T (O] (2) (O] (2)
X:{[Cijm I, [dg;m I} :{Cn s Oy sl e S dyy }

bi¢iminde bir vektore yerlestirilir ve bilinmeyenlerin katsayilarin iceren matris de
K K
K{[ % [ '2]} (452)

ile tanimlanirsa

Kx=f (4.53)

biciminde bir lineer denklem takimina ulasilir. Burada K matrisi genel katilik matrisi

olarak adlandirilir. f* vektorii ise sag taraf vektorii olarak adlandirilir ve

/- {‘—f) N, |} (4.54)
g

Xy =1

ile hesaplanir. Bu durumda ele alinan probleme gore 2MN tane bilesene sahip olan

f vektoriiniin yiikiin uygulandig1 yere karsilik gelen sadece bir terimi sifirdan farkl

olacaktir. (4.52) matris tanimina gore K genel katilik matrisindeki blok matrisler



(m),0
Oy ON, 6Nij

p" ON, ON;

0 alh RIS M 51 or
[KH]:J. J- ,Uﬂ( | 1 ( )1 a:u o ) OX, dx, dx,
I m m N ..
1-alh +( - +2,U(D ] il _QszlNij
P U 6)(1 8x1
Sl oN, ON, A™ 6N, ON, |
[Klz]: ’u(l) Akl AU + M Akl AU d)el dfc2
Sl MO0, O 0% x|
Ca [y oN, ON, A" oN, ON, |
(K., ]= ,um s T |
Al ILI 6x1 axz ILI axz 6x1 .
Jll(m),O 8Nkl asz #(m) aNkl aNif
v u® o5 ok " of of
[K22] = j J. ; (m) 1 (m)l . ON | | d)e] d)%z
A +[ﬂ(l) +2/l(l) jaNkz i _QszlNii
U H |

ox, Ox,
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(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

bi¢iminde hesaplanmir. Ugiincii béliimde oldugu gibi, SEY —e gore, (4.55)-(4.58)

integralleri [-1,1]x[~1,1] pilot sonlu elemanina aktarilarak hesaplanir. Bu durumda

0) :fll uf)z bolgesi Q =, Q, bigiminde dikddrtgen sonlu elemanlara ayrilmis

olsun. Burada 7, kullanilan sonlu eleman sayisini belirtmektedir. Sekil 3.4 ile verilen

parametrelere sahip bir €, sonlu eleman i¢in normalize edilmis yerel koordinatlar

(3.59) biciminde segilirse sekil fonksiyonlar1 (3.60) biciminde olacaktir. (3.59)

koordinat doniislimii altinda (4.55)-(4.58) integralleri yeniden yazilarak terimler

diizenlenirse

Ull(m),o ﬁaNk/ aNi/’

H" a oNy ON,

L ()
[K11]=j_[ M’ a or or

M Os O
popoos O drds

u u

a Or Or

(m) (m) ON.
- +[/1(1) 124 jﬁaNkl L—af P’ NyN,

(4.59)
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1

[Klz]zi

1
1-1

,U(m) ON,, 6Nij " A" ONy 6Nij
u os or  uV or os

. }dr ds (4.60)

(K ]:j j M Oy Ny | A2 Oy Ny | g g (4.61)
2 el u or os  u os or '

O-ll(m),o éaNkl aNiJ n ,U(m) ﬁaNld aNii
11 )}

a or 0 Do or o
[KZZ] = j J. Iuﬂ(m) r(m) ' “ ON. ' : drds (462)
Sy - +2,U(1) a Ny, ON; _aIBQZNkIN[j
Y7, u’)p Os Os

olacaktir. Bu durumda,

K= ZT:K" (4.63)

ile sistemin katilik matrisine ulagilacaktir. Burada K*, (i, /) diigiim noktas: ile

belirlenen €, sonlu elemanina ait yerel katilik matrisidir ve

<l el o

olmak {izere sirasiyla (4.59)-(4.62) esitlikleri vasitasiyla hesaplanir. SEY —e gore
(4.64) ile hesap edilen (4.63) genel katilik matrisi kullanilarak (4.53) denklemi

¢oziilir. x=K™'f vektoriiniin bilesenleri (4.47) esitliklerine gore (i,;) diigim
noktalarinda Ox, ve Ox, istikametindeki yerdegistirme degerleridir. Dolayisiyla elde

edilen bu yerdegistirmeler (2.3) esitliginde yerine yazilirsa sekil degistirmeler

bulunur.

Simdi Gi/.(m) gerilme tansorli bilesenlerini ve bunlarin sekil degistirme tansorii ile

iligkisini arastiralim. (4.6) esitlikleri acik yazilirsa
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(m) _ 2 (m) (m) (m) (m) ., (m) _ (m) (m) (m) (m) (m)
o, =A"(e, té&y )OF2ue T =AM 2 e + A,

(m) _ 4(m) (m) (m) (m) (m) _ a(m) ., (m) (m) (m) (m)
O, =AE tEy )F2uMe,  =A"e T+ (AT 24",

(m) (m)

(m) _
o, =2u"eg,

olacaktir. Bu esitlikler asagidaki bicimde diizenlenerek bir matris denklemi halinde

yazilabilir:

oy, /1('71)_,_2#('") A0m 0 &
(m) | _ (m) (m) (m) (m)

o, M= A AW 2um 0 e, (4.65)
(m) (m) (m)

O 0 0 2u b

E™ ve v elastik sabitleri kullanilarak 2" ve 4™ Lamé sabitleri

. E(my,m . E™
"= () o M= ) (4.66)
A+v"™)a-2v") 20+v")
esitlikleri ile bulunur. (4.66) esitlikleri ile (4.65) denklemi
(m) (1 _y,(m) (m) g (m) ]
E™(A=v"™) v'"E 0
o 1=2v")1+v™)  A-2v")A+v"™) o
”(m) L) ) E™ 1=y ”(m)

On (7 (m) m m ) &n

o A=-2v"HA+v"™)  1A=-2v"")A+v™) -
On Em €

0 =
i (1+v"™) |
olarak yazilabilir ve diizenlenirse
Ull(m) E™ 1—v™ v 0 & 1(m)
(m) (m) (m)
o = v 1-v 0 £ 4.67
2 (1=2v")(1+ V(m)) o 2 ( )
(m) 0 0 1-2v (m)
o), &1



84

olur. (4.67) denklemindeki matris

1—y™ v 0
E(m)
D™ = | 1—y™ 0 (4.68)
- +
( v 1+ 0 0 1—2pm

ile gosterilir. Bu durumda, elde edilen yerdegistirmelerden

" =D (4.69)

esitligi ile gerilmeler hesaplanir. Bu ¢alismada kullanilan dokuz diigiim noktali sonlu

eleman goz oniine almarak Q, sonlu eleman igin €™ sekil degistirme tansdrii

_% ) ) ON, 0 . .0
or or
B=| 0 ) .0 % . ) ON, (4.70)
Os 0s
% ON, ON, ON,
| Os ' oy or . - or |
olmak uzere
" =Bu 4.71)

esitligi ile hesaplanir. (4.71) esitligindeki u vektori j=1, 2, ... ,9 olmak iizere Q,
sonlu elemaninda u,;, OX, istikametinde ve u,;, Ox, istikametindeki yaklagik

¢coziim degerleridir
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(4.72)
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4.4 Sayisal Sonuclar

Bu alt boliimde, dordiincii bolimde ele alinan probleme ait gelistirilen algoritma
yardimiyla elde edilen sonuglar verilmistir. Probleme ait algoritma Mathematica
bilgisayar yazilimi kullanilarak programlanistir. Problem parametrelerinin (6rnegin;
ongerilme, katmanlarin elastisite modiilii oranlar1 ve uygulanan zamana-gore
harmonik yiikiin frekansinin) etkisini gosteren sayisal sonuglar grafikler araciligr ile

verilmis ve degerlendirilmesi yapilmistir. Elde edilen sonuglara gegmeden nce

(4.73)

tamimlari yapilacak ve o/ p®@ =1, v’ =v* =0.33 ve h =h, =h/2 olarak kabul

edilecektir.

4.4.1. [-a,a] arali@inin h/2a->0 icin genisletilerek analitik ¢oziimlere yakinsamasi

Oncelikle, gelistirilen algoritmanin gegerliligi incelenmistir. Bunun i¢in Q=0, e=1
ve 77, =1, =0 oldugu durum ele alinmistir. Belirtilen kabuller altinda farkli 4/2a
degerleri i¢in elde edilen grafikler sekil 4.4 te verilmistir. Sonsuz uzunluga sahip
serit-plak i¢in [34] ¢alismasinda v =0.33 durumu i¢in ele alinan problem Fourier
integral dontisiimii ile ¢oziilmiis olup, sekil 4.4 te gosterilmistir. Dikkat edilirse
h/2a degerleri azaldik¢a elde edilen sonlu eleman coziimleri [34] ¢Oziimiine
yakinlasmaktadir. Diger bir deyisle, #/2a — 0 iken mevcut metotla elde edilen
sonuglar [34] teki sonuca yakinlasmaktadir. Boylece gelistirilen algoritmanin

gecerliligi gosterilmis olur.
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-:r:I'I-"F' .4 -
r I'\.
7y
03 = :
3.0 =
1.2 -
044 B 1= hizaa &%)
] [;4; & o+ e 3080
_u E. i 3 = =l 10
' - Tl mi
0,8
1.0 T T T T T T T T T T T T X,/
1] 02 04 06 08 1.0 1.2

Sekil 4.4 Q=0, 1, =1, =0 oldugu durumda farkli /2/2a degerleri i¢in x, /h=—1 yiizeyinde

0,,h/ P gerilme degerlerinin x, / h ekseni boyunca dagilimi

o P 054

=il RZE=002, 7 =n=0
X M=-1/2

1=8=10
2-+e=15
|3 +e=20

20 S P : :
0,0 00,5 1.0 18 20 75
% h %,

Sekil4.5 Q=0, 1, =7n,=0 ve h/2a=0.2 oldugu durumda e -nin x,/h=-1/2 de o,,h/ P

gerilme degerlerine etkisi
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4.4.2. e=E/E® degerinin etkisi

Diger yandan x,/h ekseni boyunca x,/h=-1/2 de 022(1) gerilme dagilimi Sekil

45teve x,/h=—1 de 0,7 gerilme dagilim Sekil 4.6 da farkli e degerleri igin
gosterilmistir. Sekil 4.5 ve 4.6 daki grafikler de algoritmanin gegerli oldugunu
vurgulamaktadir. Bu grafikler incelendiginde e degeri arttikga x, /A4 =0 noktasi

civarindaki gerilme degerlerinin azaldig1 goriilmektedir. Bu gozlem [8-12,14,20]

caligmalarinda elde edilen sonuglara uygun bir durum arz etmektedir.

l:rz:_h."F' 02 =
0,04 T NN ———
g
-0,24
-0.4 4 r fr=, hi2a=0.2, n=n=0
% th=-1
0.6 4 ;
" 1 +e=10
e S 2=2e=15
=8 S 3 - e=2.0|
1
-1 ! T T T ] T T ! T !
0,0 0.5 1.0 15 20 25 x/h

Sekil 4.6 Q=0, n, =1,=0 ve h/2a=0.2 oldugu durumda e -nin x,/h=-1 de o,,h/ P gerilme

degerlerine etkisi
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4.4.3. Q boyutsuz frekansinin etkisi

Uciincii olarak, ele alinan problemde Q boyutsuz frekansimin etkisi incelenmistir.

Sekil 4.7 ve 4.8 de

(1) (2)
02y lxy/h=-172 h!P ve oy, x5 lh=—1 hipP

x/h=0 x/h=0

degerleri ile Q arasindaki bagimlilik verilmistir. Burada e=1.5 ve 7, =7, =0 kabul

edilerek farklt 4/2a degerleri icin grafikler ¢izilmistir. Sekil 4.7 ve 4.8 deki
grafikler incelendiginde gerilme degerleri ile boyutsuz frekans arasinda monoton
olmayan bir iligkinin var oldugu goriiliir ve bu durum [8-12,14,20] calismalar ile

uyumludur. Yani, dig kuvvetin dyle bir “rezonans” frekansi vardir ki (bu frekansa Q,

adr verilsin), bu frekansta gerilme ve yerdegistirmeler mutlak degerce maksimum
degerlerini alirlar. Bununla birlikte 4/2a degeri azaldik¢a grafiklerin birbirine

yaklagtigr gorilmektedir. Ayrica, sekil 4.7 den serit-plagin 4/2a uzunlugunun
x,/h==1/2 deki o,,"" gerilmesine etkisinin Q boyutsuz frekansmna bagl oldugu
anlagilmaktadir. 0 <Q<0.4 arasindaki kiigiik Q degerleri igin x,/A=0 da o,,"
gerilme degerleri 4/2a arttifinda artmaktadir. Ancak 2>0.4 i¢in x,/h=0 da
622(1) gerilme degerleri 4 /2a arttifinda azalmaktadir. Bu azalma Q — Q. iken daha
belirgin bir hale gelmektedir. Diger yandan, sekil 4.8 e gore, serit-plagin 4/2a
uzunlugunun x,/h=-1, x,/h=0 daki ,,” gerilmesine etkisinin her Q degeri
icin  4/2a arttifinda artmaktadir ve bu artis Q — Q, iken daha belirgin bir hale

gelmektedir.



o h/P
=1 I3. = 3
10 - 4
U::h!‘P e=1.5, n,=n=0 A4 -
o | x/h=-112 45,
-1,64 1
1 - h/2a=0.400 45 )
6+ |2~ h/2a=0.266 /13
3 > h/2a=0.200 -1.81 i/ 4
4 - h/2a=0.100 1,84 :
44 — 0
00 01 02 03 04 05 06
2 -
1
0 2
2
3
4
-4 -
. . . . . ; . : ; ;
0,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0

Sekil4.7 e=1.5, 7,=n, =0 ve x,/h=0 oldugu durumda farkli #/2a i¢in Q ile c,,h/P

(x,/h=-1/2 de) gerilmesinin degeri arasindaki bagimlilik

a_ P 89 £70,
g=1.5 ==t

:-c?.'h——T

| | = hZa=0.400
| 2 + W2a=0.266
3 = kiZash2on

{4 = Ki2a=0 100

34

12

0,754

n :th

.

: T T T T T 3 T ¥ T X T4
oo 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2

Sekil 4.8 e=1.5, , =1, =0 ve x,/h=0 oldugu durumda farkli /2/2a i¢in € ile o,,h/P

(x,/h=-1 de) gerilmesinin degeri arasindaki bagimlilik

90
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4.4.4. Ongerilmenin etkisi

Dordiincii olarak, katmanlardaki ongerilmenin etkisi incelenmistir. Katmanlardaki
n, Ongerilmesinin x, /A ekseni boyunca o) leyine1n B/ P Ve o) ey ines /P

gerilme dagilimina etkisine bakilacaktir.

\{,zz(m —10? X(%Z(l)(xl,_h/z) o0 —022(”(x1,—h/2) |50 jh/P

7,=0 7=0

‘Pzz(z)l =10%x (0'22(2)()‘1, —h) 1, _0-22(2)()61’ )50 jh /P

7,=0 7,=0

\Pzz(l)z = 102 X (622(1) ()Cl 5 —h / 2) |'7| =0 _0-22(1) (xl s —h / 2) |’71:0 jh / P
m

=0 17,>0

\Pzz(2>2 =10%x (0-22(2> (x,,—h) |m=0 _0-22(2) (x,,—h) |m=0 jh /P (4.74)

7,=0 >0

olsun. e=1.5, Q=09 ve 7/2a =02 durumu i¢in ¥,,"", ¥,,*" v U? ¢ @2
ile x,/h arasinda g¢izilen grafikler, sirasiyla, sekil 4.9, 4.10, 4.11 ve 4.12 de

verilmistir. Sekillerdeki grafikler goz oniine alindiginda katmanlardaki dngerilmenin
etkisinin incelenen noktaya gore farklilik arz ettigi goriilecektir. Yine bu grafikler

incelendiginde, x,/h=0 noktasinda daha kayda deger bir etkinin varligi ve
ongerilmenin artmasi ile x,/h=0 noktasinda gerilmenin azaldig1 goriilecektir.

.. . . oy . . . . o . 2 . - .
Ayrica, birinci katmana gore ikinci katmanin 6ngerilmesinin 0'22( ) gerilme degerine

daha fazla etkiye sahip oldugu goriilmektedir (sekil 4.10 ve 4.12).
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n=0,e=15 hiZa=020
:-cza'h=-1f2 o k=

oo

a5 1.0 15 20

Sekil4.9 e=1.5, Q=0.9, h/2a=0.2 igin birinci katmandaki 6ngerilmenin x,/h=-1/2 de

0,,h/ P degerine etkisi (77, =0)

g *aa

U

n=0.e=15 hi2a=020
IE_.Ih=-1 ,2=019

1 4,20.01
o] 21,5002
3 0, =0.05
A
0.0 as 10 15 20 =25 %M

Sekil 4.10 e=1.5, ©2=0.9, h/2a = 0.2 i¢in birinci katmandaki éngerilmenin x, /s =—1 de

0,,h/ P degerine etkisi (77, =0)



=0, =15 h/2a=0.20
x:rh——wz , [1=0.9

04
20 4 . 1= 1,=0.01
2= n.=0.02
=30 3 = n,=0.05
=400
-ﬁn L ] I I [] e I
[0 0.5 1.0 15 20 Yoo

Sekil 4.11 e=1.5, Q=0.9, h/2a =0.2 icin ikinci katmandaki dngerilmenin x,/h=-1/2 de

0,,h/ P degerine etkisi (77, =0)

yp HR 10 =
- |

|/

-2 T

R
4n- /

1,=0.e=1.5, hiza=0.20
% fhe-1 | O=0.9

1 47,2001
2 = y,=0.02
3 7,=0.05

a0 5

“xth

20 28 xfh

Sekil 4.12 e=1.5, Q=0.9, h/2a =0.2 icin ikinci katmandaki dngerilmenin x,/h=-1 de

0,,h/ P degerine etkisi (77, =0)
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BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Elastodinamigin ongerilmeli cisimleri iceren problemleri lineer olmayan problem-
lere bir 6rnek olup, elastodinamigin klasik lineer teorisi ¢ergevesinde ¢oziilmesi
miimkiin degildir. Uygulamali ve sayisal matematigin 6dnemli bir ¢alisma konusu
olan elastik ortamlar dinamiginde lineer olmayan bir problem ele alinarak matematik
modeli kurulmus ve sayisal c¢Oziimleme i¢in de sonlu elemanlar yontemi
kullanilmistir. Ele alinan lineer olmayan problemin klasik lineer teori gercevesinde
¢oziilmesi miimkiin degildir. Bu ¢alisma Ongerilmeli Cisimlerdeki Elastik Dalgalarin

Uc boyutlu Dogrusallastirilmis Teorisi ¢ergevesinde gerceklestirilmistir.

Bu tez caligmasinda once sonlu boyutlara sahip bir katmanli serit-plak i¢in daha
sonra iki katmanli durum i¢in matematik model gelistirilmis ve ilgili matematik
modelin kurulmasi ardindan sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziim Onerisinde
bulunularak elde edilen yaklasik ¢oziimler ile problem parametrelerinin degisiminin

etkisi ortaya konulmaya ¢alisilmistir.

Bu calisma kapsaminda elde edilen sayisal sonuclar ve degerlendirilmeleri asagidaki

bi¢imde verilebilir:

— Bu tez caligmasinda Once rijit zemin iizerine oturan sonlu boyutlara sahip
homojen, izotrop ve lineer elastik malzemeden yapilmis bir katmanl serit-
plak icin matematik model gelistirilmistir. Serit-plaktaki Ongerilmenin
homojen oldugu ve serit-plak kenarlarinda etki gosteren diizgiin yayili

normal ylikleme sonucunda olustugu varsayilmistir.

— Dabha sonra iki katmanli durum i¢in matematik model gelistirilmistir.
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— Modeli kurulan ve analitik ¢6ziimii miimkiin olmayan sinir deger problem-
lerinin yaklasik ¢6zliimii sonlu elemanlar yontemi ile, gerekli bilgisayar

algoritmalari tarafimizdan hazirlanarak, elde edilmistir.

— Her iki durum i¢in problem parametrelerinin degisiminin, 6ngerilmenin ve

uygulanan ytikiin frekansinin etkisi incelenmistir.

— Elde edilen sayisal sonuglarin dogrulugu 6zel durumlar i¢in literatiirde elde

edilen sonuglar ile karsilastirilarak test edilmistir.

— Bir katmanlhi halde serit-plagin uzunlugu azaldik¢a boyutsuz frekans ve

gerilmenin “rezonans” degeri artmaktadir.

— Iki katmanli durumda x,/2=0 ve x,/h=-1 de biitiin Q boyutsuz frekans
degerleri i¢in katman uzunluklarinin azalmasi o,, gerilme degerinin
artmasina neden olmaktadir. Bununla birlikte x,/2=0 ve x,/h=-1/2 de
Q—0 iken katman uzunluklarmin azalmasi o, gerilme degerinin
artmasma, Q — €, iken katman uzunluklarinin azalmasi o, gerilme

degerinin de azalmasina neden olmaktadir.

— Serit-plagin katmanlarindaki ongerilmenin artis1 zemin ile plak arasindaki

yiizeyde olusan gerilmenin azalmasina neden olmaktadir.

— Iki katmanli durum igin birinci katmana gére ikinci katmanin éngerilmesinin

o,, gerilme degerine daha fazla etkiye sahip oldugu goriilmektedir. Ayrica
katmanlardaki ongerilmenin etkisi x, /42 =0 civarinda daha belirgin olup,

ongerilme arttik¢a bu nokta civarinda o,, gerilme degerleri azalmaktadir.

— Bu calisma sonlu boyutlara sahip dngerilmeli cisimler i¢in pek ¢ok agidan ilk

tesebbiisleri ortaya koymaktadir.
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Bu tez kapsaminda onerilen algoritmalar dngerilmeli ortamlarda bir ve iki katmanl
durum i¢in farkl yiikleme ve sinir kosullar1 kullanilarak gelistirilebilirdir. Ayrica ele
alman problem {i¢ boyutlu durum igin, yine farkli yiikkleme ve sinir kosullari
kullanilarak incelenebilir. Bu agidan bakildiginda yapilan ¢alismanin Gnemi

goriilmektedir.
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