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OZET

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzayi, Regle yiizey, Kesit egriligi, Lorentzian
Beltrami-Euler formiilii, Lorentzian Beltrami-Meusnier formiilii, Lorentzian Lamarle
formiilii.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. ikinci
boéliimde Minkowski uzayi, Minkowski uzayinda vektorler ve ac1 kavrami tanitilmais,
yari-Riemann manifoldu ve egrilikler ile ilgili temel tanimlar ve gerekli teoremler

verilmistir. Ugiincii boliimde IR, n—boyutlu Minkowski uzaymda spacelike

dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle ylizeyler ve IR, n—boyutlu

Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle
yiizeyler olmak iizere iki kisimda 6zetlenmistir.

Doérdiincti bolim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir ve iki alt bolim
olarak diizenlenmistir. Dordiincii boliimiin birinci alt boliimiinde /R, n—boyutlu
Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle
yiizeyin kesit egrilikleri incelenmis ve bu timelike regle ylizeyin kesit egrilikleri igin
Lorentzian Beltrami-Euler formiilii, genellestirilmis Lorentzian Lamarle formiili ve
I, II. ve III. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier formiilleri bulunmustur. ikinci alt
boliimde ise IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzaylh
genellestirilmis timelike regle yiizeyin kesit egrilikleri incelenmis ve bu timelike
regle ylizeyin kesit egrilikleri i¢in I, II., III. ve IV. tip Lorentzian Beltrami-Euler
formiilii, genellestirilmis Lorentzian Lamarle formiilii ve 1., II. ve IIL. tip Lorentzian
Beltrami-Meusnier formiilleri elde edilmistir.

Besinci boliimde tiim ¢alismanin genis bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik oneride bulunulmustur.

Vi



ON THE SECTIONAL CURVATURES OF GENERALIZED
RULED SURFACES IN #n-DIMENSIONAL MINKOSWKI

SPACE, IR"

SUMMARY

Key words: Minkowski space, Ruled surface, Sectional curvature, Lorentzian
Beltrami-Euler formula, Lorentzian Beltrami-Meusnier formula, generalized Lamarle
formula.

This thesis consists of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, Minkowski space, the concept of the angle and vectors in
Minkowski space are introduced. Moreover, basic definitions and necessary
theorems which are related to semi-Riemannian manifolds and curvatures are given.
Third chapter is arranged as two subsections. In this chapter, generalized timelike
ruled surface with spacelike generating surface in n— dimensional Minkowski and
generalized timelike ruled surface with timelike generating surface in
n — dimensional Minkowski are summarized.

Fourth chapter is the original part of the study and it is organized as two subsections.
In the first part, the sectional curvatures of generalized timelike ruled surface with
spacelike generating space in the n — dimensional Minkowski space, IR are studied
and Lorentzian Beltrami-Euler formula, generalized Lorentzian Lamarle formula and
L., II., III. type Lorentzian Beltrami-Meusnier formula are obtained for sectional
curvature of generalized timelike ruled surface with spacelike generating space. In
the second part, the sectional curvatures of generalized timelike ruled surface with
timelike generating space in the »-—dimensional Minkowski space, IR’ are
investigated and I., II., IIl. and IV. type Lorentzian Beltrami-Euler formula,
generalized Lorentzian Lamarle formula and 1., II., IIl. type Lorentzian Beltrami-
Meusnier formula are established for sectional curvature of generalized timelike
ruled surface with timelike generating space.

In fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion
is proposed for investigations on the realm of sectional curvature of ruled surface.
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BOLUM 1. GIRIS

Egrilik teorisinin temelleri M.O. 3. yiizyilla kadar uzanmaktadir. Antik Yunanda
(Bergamali)) APOLLONIUS, normalleri, egrilik merkezlerini ve temel egrilerin
evoliitlerini  ¢alismustir. Ozellikle son ii¢ yiizyllda egrilik teorisi daha da
geniglemistir. L. EULER, ilk arastirmalarinda ve sonra 6zellikle “L'application de
l'analyse a la géométrie” de yiizeyin egrilik teorisine girmistir. EULER, yiizey ile
yiizeyin normalini i¢eren diizlemin (normal diizlem) arakesiti olan normal egrisini
g0z Oniine almis ve boylece, normal egrilik ile asli egrilikler arasindaki baginti olan
Euler Teoremi (Euler-egrilik formiilii) literatiire girmistir. Daha sonra MEUSNIER,
yiizeyin normal olmak zorunda olmayan (yiizeyin belli bir noktasindan gegen ve bu
noktada yiizeyin normali ile bir ac1 yapan) diizlemler ile yiizeyin arakesit egrilerinin
normal egriliklerini hesaplamis ve boylece, 6nemli sonuglar ile bilinen Meusnier
teoremi literatiirde yerini almistir. W. BLASCHKE ve E. KRUPPA gibi pek cok
onemli bilim adaminin klasik diferensiyel geometri kitaplarinda Euler teoremi ve
Meusnier teoremi 3—boyutlu Oklid uzayinda 2—boyutlu yiizeyler i¢in verilmistir.
n—boyutlu Oklid uzayinda hiperyiizeyler icin Euler teoremi ve Meusnier teoremi,
Prof. Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU tarafindan “Diferensiyel Geometri, (1983)”

kitabinda verilmistir.

Bu teoremlerin, Lorentz (Minkowski) uzayindaki karsiliklari ile ilgili ¢alismalardan
biri “Lorentz Uzaymda Hiperyiizeyler i¢in Euler Teoremi, (1991)” Nurdan ORNEK
tarafindan hazirlanan yiiksek lisans tezidir. Ayrica, Prof. Dr. Ertugrul OZDAMAR
danismanhiginda Esen IYIGUN tarafindan hazirlanan yiiksek lisans tezi “Lorentz
Geometrisi Relativite ve L’de Meusnier Teoremi, (1991)” ve doktora tezi *L’
Uzayinda Meusnier Teoremi, (1998)”, Lorentz uzayinda yapilan diger

calismalardandir.



Klasik ylizey teorisinde yiizeyler icin egriligin 6nemli bir notasyonu GAUSS
tarafindan verilmistir. Gauss egriliginde anahtar fonksiyon Gauss doniisiimiidiir, dyle
ki bu doniistim yiizey {izerindeki her bir noktay1 yiizeyin birim normal vektoriine
(yani birim kiirenin baglangic noktasina) karsilik getirir. Bu doniisiim ile Gauss
egriligi kiiresel alan elementinin yilizeyin alan elementine orani olarak verilmistir.
Hiperyiizeyin Gauss egriligine Prof. Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU “Diferensiyel
Geometri, (1983)” kitabinda yer vermistir.

2 —boyutlu yiizeyler i¢in yiizeyin dagilma parametresi ile Gauss egriligi arasindaki
bagintiya E. KRUPPA ““Analytische und Konstruktive Differentialgeometrie, (1957)”

kitabinda yer vermis ve bu baginti Lamarle formiilii olarak literatiire girmistir.

Genellestirilmis regle ylizeyler teorisi “Ligne de striction sur une généralisation a
plusieurs dimensions d’une surface réglée, (1962)” ¢alismasi ile M. JUZA tarafindan
ortaya atilmis ve son ylizyillarda bu alanda yapilan ¢alismalar yogunlasmistir. H.
FRANK, O. GIERING ve C. THAS nin caligmalarinin yani sira iilkemizde de bu
alanda Arif SABUNCUOGLU, Mahmut ERGUT, Nuri KURUOGLU ve pek cok
degerli bilim adammin ¢alismalar1 ile 7 —boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis

regle yiizeylerin 6zellikleri incelenmistir.

Klasik yiizey teorisinde iyi bilinen Euler teoremi, Meusnier teoremi ve Lamarle
formiillerinin genellestirilmis regle yiizeylerin teget kesitlerine uygulanmasi H.

FRANK ve O. GIERING tarafindan “Zur Schnittkrimmung verallgemeinerter

Regelflachen, (1979)” calismasinda verilmistir. Bu ¢alismada E”, n—boyutlu Oklid
uzayinda genellestirilmis regle yiizeylerin kesit egrilikleri hesap edilmis ve teget
kesitlerinin egrilikleri i¢in elde edilen bagintilar Beltrami-Euler formiilii, Beltrami-
Meusnier formiilii olarak literatiire girmistir. Ayrica, genellestirilmis regle ylizeylerin
dagilma parametresi ile egrilikleri incelenerek Lamarle formiilii genellestirilmistir.
Bu c¢alisma 2001 yilinda Giilcan FERAH tarafindan hazirlanan “Genellestirilmis
Regle Yiizeylerin Kesit Egriligi Uzerine” adli yiiksek lisans tezinde incelemistir.
Literatiirde Beltrami-Euler formiilii, Beltrami-Meusnier formiilii ve genellestirilmis
Lamarle formiilii ile ilgili baska bir esere rastlanamamis ve Minkowski (Lorentz)

uzayindaki Lorentzian anlamda karsiliklar1 tarafimizdan arastirilmistir.



Minkowski uzayinda genellestirilmis regle yiizeyler iilkemizde ve yurt diginda pek
cok bilim adamu tarafindan calismistir. Murat TOSUN tarafindan hazirlanan “ IR,

Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle

yiizeyler, (1995)”, adli doktora tezi ve Ismail AYDEMIR tarafindan hazirlanan

“IR", Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike

regle ylizeyler, (1995)”, adli doktora tezinin yami sira literatiirde IR/ de
genellestirilmis regle yiizey teorisi ile ilgili pek ¢ok c¢alismaya rastlamak
miimkiindiir. Calismamizda 6zet olarak tanittigimiz /R de genellestirilmis timelike
regle ylizeyler gdz Oniine alinarak tezimizin orijinal olan boéliimiinde iki ayr1 bashk
alinda /R, n—boyutlu Minkowski uzaymnda spacelike dogrultman uzayh

genellestirilmis timelike regle ylizeylerin kesit egrilikleri ve timelike dogrultman

uzayl genellestirilmis timelike regle ylizeylerin kesit egrilikleri incelenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2. 1. Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. V, sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak iizere,
(,):VxV—>IR

2-lineer fonksiyonu her v,weV icin <17,Vv> :<Vv,17> ozeligini sagliyor ise, < , > ye

V' iizerinde bir simetrik 2-lineer form denir [18].

Tamm 2.1.2. V, vektdr uzay: iizerinde bir simetrik 2-lineer form < , > olsun. Bu

takdirde,

2-lineer formu pozitif tanimli,
2-lineer formu negatif tanimli,

< > 2-lineer formu yari-pozitif tanimli,
v) VYvelV,v#0 igin \7,\7> <0 ise < , > 2-lineer formu yari-negatif tanimli,
v) Vwel igin <\7,W> =0 i¢in ¥ =0 oluyorsa < , > 2-lineer formuna nondejenere,

aksi halde dejenere ad1 verilir [18].

Tamm 2.1.3. < , >, V' iizerinde simetrik 2-lineer form ve W da V' nin bir altuzay:

olsun. < , > nin W tizerinde kisitlanmigi < , >

» olmak tizere,

(+)

W XW = IR



negatif tanmiml1 olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzaymin boyutuna, <,>

simetrik 2-lineer formun indeksi denir. Eger < , > nin indeksi v ise 0<v <boyV

dir [18].

Tamm 2.1.4. M , tiirevlenebilir (C” siifindan) manifold ve

seklinde tanimlanan simetrik, 2-lineer ve nondejenere metrik fonksiyona M
iizerinde bir metrik tensdr denir. Bu metrik tensoriin indeksi M manifoldunun

indeksi olarak ifade edilir [18].

M bir C” sifindan manifold olmak iizere, ;((M ) de tanimli < , > i¢ ¢arpim
fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzaymna bir i¢ c¢arpim indirger, Oyle ki

X,Yey(M) ve PeM igin X,,Y, €T, (P) dir. Boylece,

simetrik, 2-lineer ve nondejenere doniisiim tanimlayan < , >‘P fonksiyonuna 7T, (P)

iizerinde bir metrik tensor denir [18].

Tamm 2.1.5. M bir C” smifindan manifold ve < , > de M fiizerinde sabit indeksli

bir metrik tensor olmak iizere (M ,< , >) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu

denir [18].

M nin indeksi v olmak lizere 0<v <n=boyM icin, eger v=0 ise M bir

Riemann manifoldu, v =1 ve n>2 durumunda ise M bir Lorentz manifoldu adimni

alir [18].



Tamim 2.1.6. IR", n—boyutlu Oklid uzay1 verilsin. 0 <v <»n olmak iizere,

(X, 7)== xy+ Y %,
i=1

j=v+l

seklinde bir metrik tensér tanimlanirsa, secilen uzay yar1-Oklid uzayi olarak
isimlendirilir ve IR] ile gosterilir. Ozel olarak v =1, n>2 durumunda ise IR/,

n—boyutlu Minkowski uzay1 adini alir. Metrik tensor ise Lorentz metrigi olarak

adlandirilir [18].

Tamm 2.1.7. X =(x,,x,,...,x, )€ IR olsun. Eger

1) <)? X > <0 ise X e timelike vektor,
ii) <)? X > >0 veya X =0 ise X e spacelike vektor,

iii) <)? )?> =0 ve X 20 ise X enull (lightlike) vektsr adi verilir [18].

Tanim 2.1.8. IR, n—boyutlu Minkowski uzay1 olsun. V.X, ¥ € IR i¢in

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir [18].

Tamm 2.1.9. /R, n—boyutlu Minkowski uzaymin biitiin timelike vektdrlerin

ciimlesi 7 olsun. Béylece VU e 7 i¢in
C(U):{)?er ‘<U,)?><O}

biciminde tanimlanan C ((7 ) ciimlesine U yu igeren /R nin bir time-konisi

denir [18].



Tamm 2.1.10. X =(x,,x,,...,x, )€ IR igin X vektoriiniin normu

%=

(7

ile tanimlanir [18].

Teorem 2.1.11. X =(x,,x,,...,x, )€ IR olsun. Bu takdirde

1) H)?H>0 dir,
ii) H)?H =0« X bir null vektordiir,

XH =—<)?,)?> dir,

iii) X bir timelike vektor ise,

X[ =(X.X) dir[18].

iv) X bir spacelike vektor ise,

Tamm 2.1.12. (V,< , >) bir Minkowski uzay1 olsun. W cV altuzay1 goz Oniine

alinirsa

D ()
i) ()
i) ()

v WxW — R, pozitif ise, W ya spacelike altuzay,

w W xW — R, 1-indeksli ve nondejenere ise, W ya timelike altuzay,

w WxW — R, dejenere ise, W ya lightlike altuzay denir [18].

Teorem 2.1.13. IR, Minkowski uzayinda iki timelike vektér X ve Y olsun. Bu

durumda
(2 7) =[x

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter

sart X ve Y vektorlerinin lineer bagimli olmasidir [18].



Teorem 2.1.14. /R, Minkowski uzayinda X ve Y timelike vektorleri aym

time-konisinin elemani ise
<)?, 17> = —H)?HHYHCOSh 0 2.1.1)
olacak sekilde bir tek 8 >0 reel sayis1 vardir [18].

Tamm 2.1.15. Yukaridaki teoremde verilen 6 reel sayisma X ve Y timelike

vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ag¢1 denir [20].

Teorem 2.1.16. /R, Minkowski uzayinda iki lineer bagimsiz spacelike vektor X ve

Y olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir [20];

1) X ve Y vektorleri Kf( Y >‘ < Hf( HHY H denklemini saglar,

ii) X ve Y spacelike vektorleri tarafindan gerilen 7 altuzay: spacelike dir,
iii) Sirasiyla, X ve Y ye Lorentz anlamda ortogonal olan H" nin, P ve Q

hiperdiizlemleri kesisirler.

Teorem 2.1.17. IR', Minkowski uzayinda X ve Y spacelike vektorlerinin
gerdikleri altuzay spacelike ise Kf( Y >‘SH)? HHY H esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte

esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart X ve Y vektorlerinin lineer

bagimli olmasidir. Boylece,
(2, 7) = ]|F]cos0 2.12)
olacak sekilde bir tek 0 <8 < 7 reel sayis1 vardir [20].

Tamm 2.1.18. Yukaridaki teoremde verilen 6 reel sayisma X ve Y spacelike

vektorleri arasindaki Lorentzian spacelike ag¢1 denir [20].



Teorem 2.1.19. /R, Minkowski uzayinda iki lineer bagimsiz spacelike vektor X ve

Y olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir [20];

1) X ve Y vektorleri Kf( Y >‘ >H)? HHY H denklemini saglar,

ii) X ve Y spacelike vektorleri tarafindan gerilen V' altuzay: timelike dir,
iii) Sirasiyla, X ve Y ye Lorentz anlamda ortogonal olan H" nin, P ve Q

hiperdiizlemleri ayriktir.

Teorem 2.1.20. /R', Minkowski uzayinda X ve Y spacelike vektorlerinin

gerdikleri altuzay timelike ise Kf( Y >‘ > H)? HHY H esitsizligi vardir. Boylece,

<)?, 17> :H)?Hufucoshe (2.1.3)
olacak sekilde bir tek € > 0 reel sayis1 vardir [20].

Tanmm 2.1.21. Yukaridaki teoremde verilen 6 reel sayisina X ve Y spacelike

vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir [20].

Teorem 2.1.22. IR", Minkowski uzayinda X bir spacelike vektor ve ¥ timelike

vektor ise
<)?, 17> = H)?HH?Hsinh 0 (2.1.4)
olacak sekilde bir tek € > 0 reel sayis1 vardir [20].

Tamm 2.1.23. Yukaridaki teoremde verilen € reel sayisma X spacelike vektorii ile

Y timelike vektdrii arasindaki Lorentzian timelike a1 denir [20].
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Tamm 2.1.24. o € IR Minkowski uzayinda bir egri olsun. Boylece, o egrisinin hiz

vektori & olmak tizere;

1) <C.¥,(;l> <0 ise, a timelike egri,
ii) <0.(,c;z> >0 ise, a spacelike egri,
iii) <o},éz>:0 ise, & null egri

olarak adlandirilir [18].

2. 2. Koneksiyonlar ve Egrilik

Tamm 2.2.1. M, bir yari-Riemann manifoldu ve M iizerinde vektor alanlarinin

uzayl Z(M) olsun. V X, Y, Z e;((M) ve erC“’(M,IR) i¢cin

D: x(M)x 2 (M) — (M)
X,7)- D(X,7)=D,¥

operatort,

Dy D (F+Z)=D,7+D.Z

ozeliklerini sagliyor ise D ye M iizerinde koneksiyon D;(I? ye de ¥ nin X vektor

alanina gore kovaryant tiirevi denir [13].
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Tamm 2.2.2. M, bir yari-Riemann manifoldu ve M {iizerindeki koneksiyon D

olsun. V X, ¥, Z e y(M) igin

ozelikleri saglaniyorsa D koneksiyonuna M {izerinde Levi-Civita koneksiyonu

denir [13].

Tanmm 2.2.3. M, bir yari-Riemann manifoldu ve M nin her bir U koordinat

komsulugu iizerinde yerel koordinat fonksiyonlar1 x,, x,,...,x, ve tanjant uzaymin

bazi {0,,0,,...,0,}, 0, :ai’ 1<i<n,olsun.
X.

1

D,6,)=3Tle, .,  1<ij<n 2.2.1)

olmak tizere
I :U—>IR
reel degerli Fl.f fonksiyonlar1 D nin Christoffel sembolleri olarak adlandirilir [18].

[ana_/] =0 ve (D5)den D, (Gj): D, (6,) dir. Boylece,

k k
)=t (2.2.2)

dir [18].
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Onerme 2.2.4. U iizerinde yerel koordinat fonksiyonlar1 x,,x,,...,x, ve tanjant

uzayinin bazi {0,,0,,...,0,}, 0, =ai, 1<i<n,olsun. W=2Wj8j olmak iizere
- A

i J

i

ow,
Dﬁ,(ZWJal]=Z{ axk +ZF;W]}61{ (223)
J k J

dur, burada T Christoffel sembolleri

1 og . og, 0g; e
r“c== k) 2m 4 Zoim 2V | (Koszul esitligi 2.2.4
=528 [ x o a ( sitligi) (22.4)

m m

ile verilir. Burada, D, , 0, yoniindeki Lorentz anlamda kovaryant tiirev ve g" ise

g, hin ters matrisidir [18].

Teorem 2.2.5. Bir yari-Riemann manifoldu lizerinde bir tek Levi-Civita koneksiyonu

vardir [18].

Lemma 2.2.6. IR, (v = O,l,...,n) yar1-Oklid uzayinmn Levi-Civita koneksiyonu D

olsun. /R iizerinde yerel koordinat sistemine gore

) g =0, I A (2.2.5)
o 7o+, v+l<j<n
2) T =0 , 1<i,j<n (2.2.6)

dir [4].
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Tammm 2.2.7. M, bir yari-Riemann manifoldu ve M {izerinde Levi-Civita

koneksiyonu D olmak iizere

(2.2.7)

seklinde tanimlanan fonksiyon M {izerinde 3. mertebeden bir kovaryant tensor alani

olup M nin Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir [13].

Eger X, y, ZeT,(M) ise

operatoriine egrilik operatorii denir [18].

Teorem 2.2.8. Eger X, ¥, z, v, weT,(M) ise

1) R, =-R,

2) (Ry¥,)=—(R V)
3) RyZ+R X+ R,y=0
4) (Ryv,w)=(R..%,5)

bagintilar1 vardir [18].

(2.2.8)
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Tamm 2.2.9. M, yari-Riemann manifoldunun x,, x,,...,x, koordinat sisteminin

koordinat komsulugunda tanjant uzayinin bazi {81,82,. s 8n} , 0,= ai, 1<i<n,
xi
olmak {izere, M nin Riemann egrilik tensorii
R, (0,)=Y R0, (2.2.9)
i=1

bi¢iminde tammlanir. Bu esitlikteki R}, fonksiyonlarina M nin Riemann egrilik

tensorii katsayilart olarak adlandirilir [4].

Teorem 2.2.10. M , yari-Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii
R;o, (aj ) = z R;klai
i=1
olmak iizere R’,, Riemann egrilik tensorii katsayilari

R.". = 0

i a i 5’ i m i m
H arl] _a_xlrk/ ’ m=1 (karl/ _Fl’"rk/) (2210)
dir [4].

Tamm 2.2.11. M, n-boyutlu (n>4) yan-Riemann manifoldu olsun,

VX,I?,Z,WG;((M) i¢cin
_ Q> (2.2.11)

bi¢iminde tanimlanan 4. mertebeden bir kovaryant tensére, M iizerinde Riemann-

Christoffel egrilik tensorii denir [13].
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Teorem 2.2.12. M, yari-Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel egrilik

tensori
Rijkl = z gierr'kz (2.2.12)
r=1

olarak ifade edilir [4].

Tanmm 2.2.13. M, bir yari-Riemann manifoldu ve P e M noktasindaki T P(M )
tanjant uzaymin iki boyutlu alt uzay1 IT olsun. Il ye M nin P noktasindaki teget
kesiti denir [18].
v,weT, (M ) tanjant vektorleri, IT teget kesitinin bir bazin1 olusturmak {izere

07, w)=(¥,5)(w, W)~ (¥,w)’ (2.2.13)

icin T1 teget kesiti nondejeneredir ancak ve ancak Q(v,w)#= 0 dir [18].

|Q(17,ﬂ/)| mutlak degeri, kenarlar1 v ve w olan paralelkenarin alaninin karesine

indefinit ise Q(V,w)

esittir. Eger <,>n definit ise Q(ﬁ,v?z) pozitif, <,>n

negatiftir [18].

M yari-Riemann manifoldunun P noktasindaki nondejenere teget kesiti IT nin bir

bazi {\7, Vv} olmak {lizere M nin teget kesitleri

v,w) <0 (timelike diizlem)
(¥,9)(, W)~ (¥,W)" =0 (dejenere diizlem)

(3,9)w, )~ (¥,W)" >0 (spacelike diizlem)

olacak sekilde siniflandirilir [4].
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Tamm 2.2.14. M , bir yari-Riemann manifoldu ve P € M noktasindaki nondejenere

teget kesiti IT olsun. Bu diizlem {izerinde Vv,w eIl igin

(2.2.14)

olarak tanimlanan K reel degerli fonksiyonuna M nin P noktasindaki kesit egrilik

fonksiyonu ve K (\7,%) reel degerine de M nin P noktasindaki kesit egriligi

denir [4].
S . . g e e ties = 0 - 0
{v,w} bazi ile verilen IT teget kesitinin kesit egriligi, v = Z\/l. o ve W= ZWI- o
X, X,
i¢cin
R, wv wyvy
K(v,w)= 2 Rig 0 WiV (2.2.14)

2
Zgijvingkmwkwm - § ,g,-jviwj]

ile verilir [4].



BOLUM 3. IR!, n-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA
GENELLESTIRILMIiS REGLE YUZEYLER

3.1. IR', n-boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Dogrultman Uzayh

Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeyler

IR, n-boyutlu Minkowski uzaymda {0}c/cIR  olmak iizere

diferensiyellenebilir timelike bir egri

a:1— IR’

t>a(t)=(a(t).....a,(1))

olsun. a egrisinin her a(l) noktasinda tanimli bir ortonormal vektor alan sistemi

{e,(t).....e,(t)} ile verilmis olsun. Bu sistem a(t)e/R’ noktasindaki bir
T (a(t)) tanjant uzaymm k boyutlu bir altuzayini gerer. Bu altuzay E, (t) ile

IR!

gosterilirse

E, (t) = Sp{e1 (t),...,ek (t)}

dir [24]. Bu bélimiin 3.1. kisminda E, (¢) daima spacelike altuzay kabul edilmistir.

Tamm 3.1.1. E, (t) spacelike altuzayr o timelike egrisi boyunca hareket ederken
IR de (k+1)—boyut1u bir ylizey meydana getirir. Bu ylizeye #»n—boyutlu
Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzaylh (k+1)—boyut1u genellestirilmis

timelike regle ylizey denir [24].
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Tamm 3.1.2. E, (t) spacelike altuzaymma M regle ylizeyinin a(t) noktasindaki

dogrultman uzay1 ve « timelike egrisine de M nin dayanak egrisi ad1 verilir [24].

M, (k + 1) —boyutlu timelike regle yiizeyi i¢in bir parametrizasyon,

o(touy,..u)=a(t)+ ue,(t) 3.1.1)

ve

Su e, (1),e(t),. e (1)} (3.1.2)

sistemi daima lineer bagimsiz kabul edilmistir [24].

Tamm 3.1.3. M, IR’ de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve E,(¢) de

M nin dogrultman uzay1 olsun.
Sp{e,,...,ek,e],...,ek}

altuzayma M nin E, (t) ye gore asimptotik demeti denir VeA(t) ile gosterilir [24].



19
Eger
boyA(t):k+m , 0<m<k (3.1.3)
kabul edilirse, 4 (t) asimptotik demetinin £, (t) yi ihtiva eden
{e,,...,ek,ak+1,...,ak+m} (3.1.4)

seklinde bir ortonormal bazi1 bulunabilir [24].

Tamm 3.1.4. M, IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey olsun.
Sp el,...,ek,él,...,ék,(;z (3.1.5)

altuzayma M nin E, (t) ye gore tegetsel demeti denir ve T (t) ile gosterilir [24].
boyA(t)=k+m, 0<m <k, olmak iizere k+m£boyT(t)£k+m+1 dir.
E, (t) spacelike altuzay oldugundan

<ev,eﬂ>:5m , 1<v,u<k

bagintis1 saglanir ve o timelike egri oldugundan

<(;f,(;g><o

dir.
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Eger boy T (t) =k+m+1 ise bu takdirde o dayanak egrisinin hiz vektorii a olmak

lizere,

a¢ Sp{el,...,ek,akﬂ,...,akm}

dir. Boylece, T (z‘) nin
{el""9ek’ak+l’ak+29""ak+m9ak+m+l}

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. Burada a,,,, vektori o timelike,
vektoriiniin ortonormallestirilmesi ile elde edildiginden, q,,, ., bir timelike vektordiir

ve
T(l) = Sp{el,...,ek,akﬂ,ahz,...,akm,akw“} (3.1.6)
tegetsel demeti /R in bir timelike altuzayidir. Bu ise
A(t) = Sp{e] ,...,ek,ak+1,...,ak+m}
asimptotik demetinin 7’ (t) nin bir spacelike altuzay1 olmasini gerektirir [24].

O halde IR de (k+1)—b0yutlu M timelike regle ylizeyi i¢in asagidaki teoremler

verilebilir.

Teorem 3.1.5. M, [R' de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle yiizey ve T(t),

M nin tegetsel demeti olsun. 7' (t) daima bir timelike altuzaydir [24].
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Teorem 3.1.6. M , IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve E, (¢) de M
nin dogrultman uzay1 olsun. ¢, € I olmak iizere {¢(7,),...,¢ (¢ )} da E,(¢) nin bir

ortonormal bazi olsun. ¢ € J — I olacak sekilde dyle bir J araligi bulunabilir ki bu

aralikta £, (¢) nin, V¢ e J igin,

<€,a>:0 . 1<v,u<k

olacak sekilde {e;(¢),...,e(t)} baz tek tiirlii bulunabilir [24].

Teorem 3.1.7. M, [R' de (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey, E, (t)
dogrultman uzay1 ve T (t) de M nin tegetsel demeti olsun. boy7 (t)=k+m ve
E,(¢) nin ortonormal bazi {el(t),...,em (1), (2)s---r (t)} olsun. Bu takdirde

{el (t),...,em (t)} ortonormal sistemi J — I acik aralifinda

<ev,eﬂ>=0 , 1Sv,us<m |, v#u (3.1.7)
<e1,e,>>... ><esl,esl>><es+1, es+1>>... ><em,em>>0
<es,es><0 , I<s<m

olacak sekilde bulunabilir. Burada

e, =e,— <e.v,eﬂ>e# (3.1.8)

k
u=l

dir [24].
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Teorem 3.1.8. M, IR' de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey, E, (t)
dogrultman uzay1 ve T(¢) de M nin bir tegetsel demeti olsun. boyT () =k+m+1,
0<m<k ve E,(t) nin bir ortonormal bazi {el(t),...,em (t),em+1(t),...,ek(t)}

ortonormal sistemi, J < / acik araliginda,

<eov(t),e;>:0 , 1Sv,u<m , v#u (3.1.9)

<e°1(t),eol(t)> . ><e;(z),;m (t)>>0

olacak sekilde segilebilir. Burada

o . k .

ev=ev—z<ev,es>es (3.1.10)
dir [24].
Sonuc 3.1.9.

A(t) = Sp{el,...,ek,é],...,ék}

asimptotik demetinin

:e],...,ek,(;],...,e;} . 0<m<k G.1.11)

olacak sekilde bir ortogonal bazi1 bulunabilir [24].

Teorem 3.1.10. M, IR' de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey, E,(r)

dogrultman uzay1 ve A(t) de asimptotik demeti olsun. boyA ()= k+m olmak iizere

E, () nin {¢(t)....,,(t)} ortonormal bazi
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o (3.1.12)

o =—a (3.1.13)
ve

K>K>...>K,>0 (3.1.14)
dir [24].

3.1.1. Spacelike Dogrultman Uzayh Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeylerin
Merkez, Sirt ve Asli Regle Yiizeyleri

M, IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey olsun. M nin dogrultman

uzay1 E, (t) , asimptotik demeti A(t) ve tegetsel demeti de 7’ (t) olsun. O halde
k+m<boyT (t)<k+m+1

dir. Bu kisimda tegetsel demetin boyutunun k+m ve k+m+1 olmasi durumunda

meydana gelecek olan (k —m+1)—boyutlu regle yiizeyler incelenmistir [25].

Kabul edelim ki boyT (t) =k +m olsun. Boylece, M nin o dayanak egrisinin hiz

vektora

e A(t):Sp{el,...,ek,akﬂ,...,akﬂn}

dir. O halde
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&:Zk“geﬁf“nﬂakm (3.1.15)
v=1 o=1

yazilabilir. Ayrica herhangi bir P(t) dayanak egrisi i¢in

P(t)=a(t)+> u,(t)e, () (3.1.16)

yazilabilir. Bu son ifadeden

N .
P=a+2(uvev+uvevj

v=l

k m k. k .
= zgvev + znaak#—o‘ + zuv ev + zuv ev
v=I o=1 v=I v=l
bulunur. Burada (3.1.12) denklemindeki év vektorii yerine yazilirsa

]') - i(gf‘ +i{#+iuva"ﬂ + i uva"#jeﬂ + i(na +u0'Ka)ak+o- (3117)
v=] o=

u=1 v=m+l 1
elde edilir. Boylece

uK,+n,=0 , 1<oc<m (3.1.18)

sartin1 saglayan P(¢) noktalar1 i¢in P tirev vektorleri E,(t) uzayr iginde

kalacaktir.

k, >0, 1<0 <m, oldugundan (3.1.18) denklem sisteminde m tane u_ degiskenleri
tek tilirlii ¢oziilebilir. Geriye kalan k—m tane u_ keyfi olarak secilebilir. O halde

(3.1.18) denklemini saglayan P(t) noktalarinin  ciimlesi E, (t) icinde
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(k —m)—boyutlu bir altuzay doldururlar. Bu altuzaya M nin sirt (edge) uzay1 denir

ve K, (1) ile gdsterilir, dyle ki
K, (1) :{P(z)\ a(t)e A(t), xu, +n, =0, 1<o<m

dir. E, (t) dogrultman uzay1 bir spacelike altuzay oldugundan baz vektorlerinin

hepsi spacelike vektordiir. O halde K, (t) sirt uzay1 bir spacelike altuzaydir [25].
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.11. M, IR’ de (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (t)=k+m ise M nin sirt uzayr spacelike

altuzayidir [25].

Eger K, (t) sirt uzayi, dogrultman uzay1 ve M nin « dayanak egrisi, dayanak
egrisi olarak alimirsa K, _,, (¢) uzay1 a egrisi boyunca hareket ederken M tarafindan
ihtiva edilen (k—m+1)—boyutlu bir regle yiizey meydana getirir. Bu yiizeye M nin
(k—m+1)—boyutlu sut regle yiizeyi denir. o dayanak egrisi timelike bir egri,
K, (t) uzayi spacelike bir altuzay oldugundan sirt regle yiizey timelike bir regle

yiizeyidir [25].
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.12. M, IR’ de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (t) =k+m ise M nin sirt regle yiizeyi vardir ve

sirt regle ylizeyi timelike dir [25].
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M nin T (t) tegetsel demeti i¢in boyT (t) =k+m+1 olsun. Bu durumda M nin o

dayanak egrisinin hiz vektorii & igin
a¢ Sp{el,...,ek,ak+],...,ak+m}
dirve T (z‘) nin bir ortonormal baz1

{el"'"ek’ak+l’ak+2""9ak+m’ak+m+l}

dir. O halde 7., # 0 olmak iizere

. k m
a= Zé/vev + Znaakﬂr +77m+1ak+m+l (3119)

v=l o=l

yazilabilir. Burada (3.1.12) denklemindeki év vektorii yerine yazilirsa

. k . m k m
P = [é//‘ +uﬂ+zuva"ﬂ + Z uVaV/ljeﬂ +Z(770 +u0Ka)ak+o- +77m+1ak+m+l (3120)
u=1 v=1 v=m+l o=1
elde edilir. Boylece
Ku,+n,=0 , 1<oc<m (3.1.21)

sartin1 saglayan P(t) noktalart i¢in P tlirev vektorleri Sp {el,...,ek,a} altuzay1

icinde yatar.

k, >0, 1<0 <m, oldugundan (3.1.21) denklem sisteminde m tane u_ degiskenleri

tek tlirlii ¢oziilebilir. Geriye kalan k—m tane u_ keyfi olarak secilebilir. O halde
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(3.1.21) denklemini saglayan P(t) noktalarinin ciimlesi, Sp{el,...,ek,o.t} altuzay1

iginde (k—m)—boyutlu bir altuzaydir. Bu altuzaya M nin merkez uzay: denir ve

Z,_, (t) ile gosterilir, dyle ki
Zk—m (t):{P(t)‘a(t)éA(t), Ko,ua—f-?]a =O, 1<oc<m

dir. Z, (t) merkez uzaymin her bir noktasina merkez noktas: denir. Merkez uzayin

noktalarinda M nin tanjant uzaylari A(t) asimptotik demetine diktirler [25].

E, (t) dogrultman uzay1 bir spacelike altuzay oldugundan baz vektorlerinin hepsi

spacelike vektordiir. O halde Z, (t) merkez uzayi bir spacelike altuzaydir [25].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.13. M, IR’ de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (t) =k+m+1 ise M nin merkez uzay spacelike

altuzayidir [25].

Eger Z,_, (1) merkez uzayi, dogrultman uzayi ve M nin o dayanak egrisi, dayanak
egrisi olarak almirsa, Z, (t) uzayl « egrisi boyunca hareket ederken, M
tarafindan ihtiva edilen (k—m+1)—b0yutlu bir regle ylizey meydana getirir. Bu

yiizeye M nin (k —-m+ 1) — boyutlu merkez regle yiizeyi denir ve Q ile gosterilir. «

timelike bir egri oldugundan merkez regle ylizey timelike regle ylizeydir [25].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.14. M, IR’ de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (l):k+m+l ise M nin merkez regle yiizeyi

vardir ve merkez regle yiizeyi timelike dir [25].

Tamm 3.1.15. M, (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey ve Q da M nin
timelike merkez regle yiizeyi olsun. Q min Z,_, (¢) dogrultman uzayna total olarak
ortogonal olan bir altuzay F, (z‘) ve Q nin ortogonal ydriingesi de » olsun. F, (t)

dogrultman uzay1r r boyunca hareket ederken bir (m+1)—boyutlu regle ylizey

meydana getirir. Bu yiizeye M nin asli regle yiizeyi denir ve A ile gosterilir. Q

merkez regle yiizeyi timelike oldugundan, A asli regle yiizeyi timelike regle

yiizeydir [25].
Ayrica, burada

E,(t)=Sp{e()s--ve (1))
oldugundan

F,(t)=5p{e/(1).....e, (1)}
ve

Z, (t) = Sp{em+1 (t),...,ek (t)}
olur. Boylece
boyF, (1)+boyZ,_,, (1)=boyE, (¢)

dir [25].
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Sonug 3.1.16. M, IR de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey ve Q da M nin

timelike merkez regle yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin (m +1)—b0yutlu asli regle

yiizeyi timelike dir [25].

Teorem 3.1.17. IR de merkez regle yiizeyli (k+1)—boyut1u timelike regle yiizey
M olsun. (m+1)—b0yutlu timelike asli regle yiizeyi, QQ merkez regle yiizeyinin
a(t) ortogonal yoriingesine sahiptir ve bu ortogonal yoriinge (m+1)—regle yiizey

icin bir striksiyon ¢izgisidir [23].

IR de (k+l)—boyutlu M timelike regle ylizeyinin a(t) dayanak egrisinin
¢eZ,_,(t) noktasindaki h, =Spfe .}, 1<o<m, 1-boyutlu dogrultman uzaylari
E,(t) icindedir. ¢ +ue,(r) parametrik ifadesi ile verilen 4, dogrultmanlarina

F,, () nin asli 1gmlar1 denir [23].

m

Tamm 3.1.18. M, IR de merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yilizey
olsun. h, = Sp {ea} , | <o <m, aslisinlart 2 merkez regle yiizeyinin « (t) timelike

dayanak egrisi boyunca M nin 2-boyutlu asli regle yiizeylerini olustururlar. Bu

regle ylizeylere M nin asli 151n ylizeyleri denir ve parametrik olarak

o, (tu)=a(t)+ue,(t) , 1<o<m , (tu)e(l,IR) (3.1.22)

ile verilir. Agiktir ki ¢_, 1 <o <m, asli 151n yiizeyleri timelike dir [23].

Eger QO merkez regle ylizeyinin a(t) dayanak egrisi, M nin ortogonal yoriingesi
olarak secilirse (3.1.19) ifadesinde 7, =0 bagintis1 gegerlidir ve bdylece, a(t),

@, nin bir striksiyon ¢izgisi olur. O halde her asli 151n ylizeyi bir striksiyon ¢izgisine

sahiptir [23].
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Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.19. M, IR’ de Q merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle
yiizey olsun. M nin Q merkez regle ylizeyinin a(t) timelike dayanak egrisi ile
tanimlanan her bir ¢_, 1< 0 <m, asli 151n yiizeyi bir striksiyon ¢izgisine sahiptir.
Eger O merkez regle ylizeyinin a(t) dayanak egrisi, M nin ortogonal yoriingesi

ise (z‘) , @, asli 151 ylizeyinin striksiyon ¢izgisi ile ¢akisir [23].

Tammm 3.1.20. /R’ de M merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle

yiizeyinin dayanak egrisinin hiz vektorii

. k
a= Z é/vev + 77m+1ak+m+l

v=l

olmak tizere, 77,,, # 0 ise

po=tu 1<o<m (3.1.23)
KG
ifadesine M nin o. asli dagilma parametresi denir, burada x_ = e; >0 dir [23].

Tammm 3.1.21. /R’ de M merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle

ylizeyinin asli dagilma parametreleri B, P,,..., P, olmak lizere

P=y|PP...P, (3.1.24)

ifadesine M nin dagilma parametresi denir [23].
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3.2. IR, n-boyutlu Minkowski Uzaymmda Timelike Dogrultman Uzayh
Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeyler

IR', n—boyutlu Minkowski uzayinda {O} clclIR olmak  iizere

diferensiyellenebilir spacelike bir egri

a:1—> IR/

t>a(t)=(a(t).....a,(t))

olsun. « egrisinin her a(l) noktasinda tanimli bir ortonormal vektor alan sistemi

{e,(t),....e,(t)} ile verilmis olsun. Bu sistem «(t)eIR' noktasindaki bir
T (a(t)) tanjant uzaymn k boyutlu bir altuzaymm gerer. Bu altuzay E, (1) ile

IR}

gosterilirse
E, (t) = Sp{e1 (l),...,ek (l)}

dir [3]. Bu boliimiin 3.2. kisminda E, (t) daima timelike altuzay kabul edilmistir.

Tamm 3.2.1. E, (t) timelike altuzayi, « spacelike egrisi boyunca hareket ederken
IR de (k+1)—boyutlu bir yizey meydana getirir. Bu yiizeye 7n-boyutlu
Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayh (k+1)—boyutlu genellestirilmis

timelike regle ylizey denir [3].

IR, n—Dboyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayh (k+1)—boyutlu

genellestirilmis timelike regle yiizeyi M’ ile gosterelim.

Tamm 3.2.2. E,(¢) timelike altuzayma M' regle yiizeyinin «(¢) noktasindaki

dogrultman uzay1 ve a spacelike egrisine de M' niin dayanak egrisi ad1 verilir [3].



M', (k + 1) —boyutlu timelike regle yiizeyi i¢in bir parametrizasyon,

ve

P, =e, , I<sv<k

elde edilir. Bu ¢alismada

sistemi daima lineer bagimsiz kabul edilmistir [3].
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(3.2.1)

(3.2.2)

Tamm 3.2.3. M', IR" de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve E, (7) de

M' niin dogrultman uzay1 olsun.

Sp{el,...,ek,el,...,ek}

altuzayma M’ niin E, (t) ye gore asimptotik demeti denir VeA(t) ile gosterilir [3].

Eger

boyA(t):k+m , 0<m<k

(3.2.3)
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kabul edilirse 4 (t) asimptotik demetinin E, (t) yi ihtiva eden
{el,...,ek,ak+1,...,ak+m} (3.2.4)

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. E, () timelike altuzay oldugundan
(e,.e,)=¢,6, . 1<v,u<k (3.2.5)

bagintisi saglanir. Ayrica E, (t) timelike altuzayinin indeksi 1 oldugundan
(es,es>=—l , 1<s<k

olacak sekilde bir tek e , 1<s <k, timelike vektorii vardir [3].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4. M', IR’ de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve A(t),

M' niin asimptotik demeti olsun. 4 (t) timelike bir altuzaydir [3].

Tamm 3.2.5. M', IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey olsun.

Splen.. e e e,a (3.2.6)

altuzayma M’ niin E, (t) ye gore tegetsel demeti denir ve 7 (t) ile gosterilir.
Eger M' niin A(t) asimptotik demeti i¢in

boyA(t)=k+m , 0<m<k
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ise
k+m<boyT (1)<k+m+1 (3.2.7)

dir. Kabul edelim ki boyT(¢)=k+m olsun. Bu takdirde {e,...,e,,a,,,....,q,,,
hem A(t) asimptotik demetinin ve hem de T’ (l) tegetsel demetinin bir ortonormal
bazidir. Bu halde A(l):T (t) dir. Teorem 3.2.4.den A(t) bir timelike altuzay

oldugundan T (t) de timelike bir altuzaydir [3].
Eger boyT (t)=k+m+1 ise bu takdirde 7 () nin

TR N WO S (3.2.8)

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. /R, indeksi 1 olan yar1-Oklidiyen bir uzay
oldugundan bazindaki timelike vektorlerin sayist bir tanedir ve bu vektoér E, (t)

icinde kalir [3].

O halde [R' de bir (k+1)—boyutlu M' timelike regle yiizeyi i¢in asagidaki

teoremler verilebilir.

Teorem 3.2.6. M', IR' de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle ylizey ve T (t),

M' niin tegetsel demeti olsun. T (t) timelike bir altuzaydir [3].

Teorem 3.2.7. M', IR' de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve E,(¢) de
M' niin dogrultman uzay1 olsun. ¢, € I olmak iizere {¢,(1,),...,e, (¢, )} da E,(¢) nin

bir ortonormal bazi olsun. € J < I olacak sekilde dyle bir J araligi bulunabilir ki

bu aralikta £, (¢) nin V7 e J igin



olacak sekilde {e;(¢),...,e(t)} baz tek tiirlii olarak bulunabilir [3].
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Teorem 3.2.8. M', IR’ de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle yiizey, E, (t)

dogrultman uzayi ve T(¢) de M’ niin tegetsel demeti olsun. boyd(t)=k+m ve

E, () nin ortonormal bazi {e, (7)., (1), (2)5---n (t)} olsun. Bu takdirde

{el (1),....e, (t)} ortonormal sistemi J — I agik araliginda

dir [3].

Sonug 3.2.9.

A(t)=Sp{ela-~'aekae.l5""e.k}

asimptotik demetinin
{el,...,ek,el,...,em} , 0<m<k

olacak seklinde bir ortogonal bazi bulunabilir [3].

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)
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Teorem 3.2.10. M', IR’ de (k +1) —boyutlu bir timelike regle yiizey, E, (t)
dogrultman uzayi ve A(t) de asimptotik demet olsun. boyA(¢)=k+m olmak iizere

E,(t) nin {¢(t).....e, (t)} ortonormal bazi

o (3.2.12)

bagintilar1 gegerli olacak sekilde secilebilir; burada

e, =—&£0 (3.2.13)

Ve

K>K>...>K,>0 (3.2.14)

dir [3].

3.2.1. Timelike Dogrultman Uzayh Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeylerin
Merkez, Sirt ve Asli Regle Yiizeyleri

M', IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey olsun. M’ niin dogrultman

uzay1 E, (), asimptotik demeti A(7) ve tegetsel demeti de T() olsun. O halde
k+m<boyT (t)<k+m+1

dir. Bu kisimda tegetsel demetin boyutunun k+m ve k+m+1 olmasi durumunda

meydana gelecek olan (k -m+ 1) — boyutlu regle yiizeyler incelenmistir [2].

Kabul edelim ki boy7'(t)=k+m olsun. Bu halde M’ niin & dayanak egrisinin hiz

vektori i¢in



ac A(t):Sp{el,...,ek,ak+1,...,ak+m}

dir. O halde

. k m
a= z é/vev + z’]aakﬂf
v=l o=l

yazilabilir. Ayrica herhangi bir P(t) dayanak egrisi i¢in

yazilabilir. Bu son ifadeden

N N .
P:a+2(uvev+uvevJ
v=l

k

=ZCV€V+Z770%+J+Z” e, +Zu e,
o=1

v=1

bulunur. Burada (3.2.12) denklemindeki e.V vektorii yerine yazilirsa

=i(§#+b}#+iuv a, + Zua je +i +u K, a,m7

u=1 v=m+l =1
elde edilir. Boylece

uk, +n,=0 , 1<oc<m

sartin1  saglayan P(t) noktalar1 i¢in P tirev vektorleri E, (t)

kalacaktir.
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(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

uzay! ig¢inde
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k. >0, 1<0 <m, oldugundan (3.2.18) denklem sisteminde m tane u_ degiskenleri

tek tiirlii ¢oziilebilir. Geriye kalan k—m tane u_ keyfi olarak segilebilir. O halde
(3.2.18) denklemini saglayan P(r) noktalanmin ciimlesi, E,(z) iginde
(k—m)—boyutlu bir altuzay olur. Bu altuzaya M’ niin sirt (edge) uzayi denir ve

K, (t) ile gosterilir, dyle ki
K., ()= {p(t)\ a(t)e A1), xu, +7, =0, <o <m

dir. E, (t) dogrultman uzay1 bir timelike altuzay oldugundan baz vektorlerinden bir
tanesi timelike vektoriidiir. Bu timelike vektdr K, , (7) iginde ise sirt uzayi bir

timelike altuzay, eger timelike vektér K, (t) disinda ise sirt uzay1 bir spacelike

altuzaydir [2].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.11. M', IR’ de (k+1)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (t)=k+m ise M' nilin sirt uzay1 timelike veya

spacelike altuzayidir [2].

Eger K, (t) sirt uzayi, dogrultman uzay1 ve M’ niin a dayanak egrisi, dayanak
egrisi olarak almirsa, K, (t) uzayl « egrisi boyunca hareket ederken M’
tarafindan ihtiva edilen (k—m+1)—b0yutlu bir regle ylizey meydana getirir. Bu
ylizeye M' niin (k—m+1)—b0yutlu sirt regle ylizeyi denir. ¢ daima spacelike bir
egri olarak secildiginden, eger K,_,(¢) dogrultman uzay: timelike ise sirt regle
ylizeyi timelike regle yiizey, eger K, (t) dogrultman uzay1 spacelike ise sirt regle

yiizeyi spacelike regle ylizeydir [2].
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Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.12. M', IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey ve tegetsel

demeti de T(¢) olsun. Eger boyT(¢)=k+m ise M' niin sirt regle yiizeyi vardir ve

sirt regle ylizeyi timelike veya spacelike dir [2].

Simdi kabul edelim ki M’ niin T (t) tegetsel demeti ig¢in boy T (t) =k+m+1 olsun.

Bu durumda M’ niin ¢ dayanak egrisinin « hiz vektori igin

a e:‘Sp{el,...,ek,ak+],...,ak+m}
dirve T (t) nin bir ortonormal bazi

{el""’ek’ak+l’ak+2""9ak+m’ak+m+l}

dir. O halde 77,,, # 0 olmak iizere

. k m
a= Z g"ev + Znaakﬂf + 77m+lak+m+1 (32 19)

v=1 o=1
yazilabilir. Burada (3.1.12) denklemindeki év vektorii yerine yazilirsa
b

. m k m
[é/,u +uy+ Zuvavy + Z uvav,uje,u + 2(770 + uO'KO' )ak+0 + 77m+lak+m+1 (3220)
v=1 o=

v=m+1

—_

k
u=l1
elde edilir. Boylece

Ku, +n, =0 , 1<oc<m (3.2.21)
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sartin1 saglayan P(t) noktalart i¢in P tlirev vektorleri Sp {el,...,ek,c;z} altuzay1
icinde yatar.

k. >0, 1<0 <m, oldugundan (3.2.21) denklem sisteminde m tane u_ degiskenleri
tek tiirlii ¢oziilebilir. Geriye kalan k—m tane u_ keyfi olarak secilebilir. O halde
(3.2.21) denklemini saglayan P(t) noktalarinin ciimlesi Sp{el,...,ek,a.t} altuzayi

iginde (k—m)—boyutlu bir altuzay olur. Bu altuzaya M’ niin merkez uzay: denir ve

Z,_,(t) ile gosterilir, dyle ki
Zo,(1)= {p(t)\ a(t)e A1), K, +n, =0, 1S <m

dir. Z,_, (t) merkez uzaymin her bir noktasina merkez noktasi denir. Merkez uzayin

noktalarinda, M' niin tanjant uzaylar1 A4 () asimptotik demetine diktirler [2].

E, (t) dogrultman uzay: bir timelike altuzay oldugundan baz vektorlerinden bir

tanesi timelike vektdrdiir. Bu timelike vektor Z,_, (¢) ig¢inde ise merkez uzay bir

timelike altuzay, aksi halde spacelike altuzaydir [2].

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.13. M', IR de (k+1)—b0yutlu bir timelike regle yiizey ve tegetsel

demeti de T (t) olsun. Eger boyT (t) =k+m+1 ise M' niin merkez uzay: timelike

veya spacelike altuzaydir [2].

Eger Z, (t) merkez uzay1 dogrultman uzayi ve M’ niin & dayanak egrisi, dayanak

egrisi olarak alinirsa, Z, (t) uzayl « egrisi boyunca hareket ederken M’
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tarafindan ihtiva edilen (k—m+l)—b0yutlu bir regle ylizey meydana getirir. Bu
ylizeye M' niin (k—m+1)—b0yutlu merkez regle yiizeyi denir ve Q ile gosterilir.
a spacelike bir egri oldugundan, eger Z,_,(¢) dogrultman uzay: timelike ise
merkez regle yiizey timelike regle ylizey, eger Z, (t) dogrultman uzay1 spacelike

ise merkez regle ylizey spacelike regle yiizeydir [2].
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.14. M', IR de (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey ve tegetsel

demeti de T(t) olsun. Eger boyT(t) =k+m+1 ise M' niin merkez regle yiizeyi

vardir ve merkez regle yiizeyi timelike veya spacelike dir [2].

Tanim 3.2.15. M’, (k+1)—boyutlu bir timelike regle ylizey ve Q da M’ niin
timelike (spacelike) merkez regle ylizeyi olsun. QQ nin Z, (t) dogrultman uzayma
total olarak ortogonal olan bir altuzay F, (t) ve Q nin ortogonal yoriingesi de r

olsun. F, (t) dogrultman uzay1 r boyunca harekete ederken bir (m+1)—b0yutlu

regle ylizey meydana getirir. Bu yiizeye M’ niin asli regle yiizeyi denir ve A ile
gosterilir. 2 merkez regle yiizeyi timelike veya spacelike olmasina gore A asli regle

ylizeyi spacelike veya timelike regle yiizeydir [2].

Ayrica, burada

oldugundan

F, (t) = Sp{e1 (t),...,em (t)}

veE
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Z,_,(t)= Sp{em+1 (1),....¢, (t)}

dir. Boylece
boyF, (1)+boyZ,_, (t)=boyE,(¢)
bulunur [2].

Sonuc¢ 3.2.16. M', IR’ de (k+l)—boyutlu bir timelike regle yiizey ve Q da M’
niin timelike (spacelike) merkez regle ylizeyi olsun. Bu takdirde M’ niin

(m + 1) —boyutlu asli regle yiizeyi spacelike (timelike) dir [2].

Teorem 3.2.17. M', IR de merkez regle yiizeyli (k +1)—boyutlu bir timelike regle
yiizey olsun. (m+ 1)—boyut1u spacelike veya timelike asli regle yiizeyi, 2 merkez
regle ylizeyinin a(t) ortogonal ydriingesine sahiptir ve bu ortogonal yoriinge

(m + 1) —regle ylizey i¢in bir striksiyon ¢izgisidir [1].

IR de (k+1)—b0yutlu M' timelike regle yiizeyinin a(t) dayanak egrisinin
¢eZ,,(t) noktasindaki h, =Spfe,}, 1<o <m, 1-boyutlu dogrultman uzaylari
E,(t) icindedir. ¢ +ue,(r) parametrik ifadesi ile verilen h, dogrultmanlarina

F (t) nin asli 1sinlar1 denir [1].

Tanim 3.2.18. /R de merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’
olsun. h = Sp{ea} , 1<o<m, asli 1gmmlart Q merkez regle ylizeyinin a(t)

spacelike dayanak egrisi boyunca M’ niin 2-boyutlu asli regle yiizeylerini
olustururlar. Bu regle yilizeylere M’ niin asli 151n yiizeyleri denir ve ¢_, 1<0 <m,

asli 151n ylizeyleri parametrik olarak
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%(z‘,u):a(t)+uea(t) , 1<o<m , (t,u)e(I,IR) (3.2.22)

ile verilir.

Q) merkez regle yiizeyi timelike iken F| (l) spacelike altuzay olacagindan
h, =Sp {eg} , 1 <o <m, dogrultmanlar1 spacelike olacaktir. Dolayisiyla & spacelike

egrisi boyunca /4 dogrultmanlarinin hareketiyle M' niin m—tane spacelike

2 —boyutlu asli regle yiizeyi olusur [1].

Q merkez regle yiizeyi spacelike iken F, (t) timelike altuzay olacagindan
h, =Sp{ea} , 1<0<m, dogrultmanlarindan bir tanesi timelike, (m—l)—tanesi
spacelike olacaktir. Dolayisiyla o spacelike egrisi boyunca /_ dogrultmanlarinin
hareketiyle M' niin 1—tane timelike ve (m—l)—tane spacelike 2 —boyutlu asli

regle ylizeyi olusur [1].

Eger Q merkez regle yiizeyinin o(¢) dayanak egrisi M’ niin ortogonal ydriingesi
olarak segilirse (3.2.19) ifadesinde 77, =0 bagintis1 gecerlidir ve a(t) @, nin bir

striksiyon ¢izgisi olur. O halde her asli 151n yiizeyi bir striksiyon ¢izgisine sahip olur.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.19. M', IR' de Q merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle
yiizey olsun. M' niin Q merkez regle yiizeyinin «(t) spacelike dayanak egrisinde
tanimlanan her bir ¢_, 1< o <m, asli 151n ylizeyi bir striksiyon ¢izgisine sahiptir.
Eger Q merkez regle yiizeyinin «(¢) dayanak egrisi, M' niin ortogonal ydriingesi

ise a (t) , @ asli1s1n ylizeyinin striksiyon ¢izgisi ile ¢akisir [1].



BOLUM 4. IR!, n-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA

GENELLESTIRILMiS REGLE  YUZEYLERIN  KESIT
EGRILIKLERI

4. 1. IR, n—boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Dogrultman Uzayh
Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeylerin Kesit Egrilikleri

IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda, {O}cl c IR olmak iizere, o egrisi

diferensiyellenebilir timelike egri ve M, spacelike dogrultman uzayh

genellestirilmis timelike regle yiizey olsun. Q, M nin (k —-m+ 1) —boyutlu (m>0)
merkez regle yiizeyi olmak lizere, M regle ylizeyinin a(t) dayanak egrisini Q

merkez regle ylizeyinin dayanak egrisi olarak kabul edelim. Bu takdirde M nin

asimptotik ve tegetsel demetler cakismaz ve M nin dayanak egrilerinin hiz

vektorleri {el,ez,...,ek,aka} uzay!1 i¢inde bulunur. O halde a(t) dayanak egrisinin

hiz vektori

. k
a (t) = ngev + 77m+lak+m+1 ° 77m+1 * O (411)
v=1

dir.

Merkez uzayin noktalarinda M nin tanjant uzaylar1 A(¢) asimptotik demetine diktir.

Qc M merkez regle yiizeyinin merkez noktasi olarak adlandirilan noktalarda

k
o(tuy,...,u)=a(t)+ Y ue,(t) parametrik gdsteriminde
v=1

u,=u,=...u, =0 (4.1.2)

dir.
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IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis

timelike regle ylizey icin, (3.1.12) ve (4.1.1) esitlikleri gbz Oniine alinirsa

+ Zk:uv év (t)
v=1

k k m (4.1.3)
= Z [é,v + Z av,uu,u j ev + zuaKaakJro- + 77m+lak+m+1
v=l u=1 o=1
ve
@, =¢,(t) : I<v<k 4.1.4)

elde edilir. Boylece spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle

yiizeyin tegetsel demetinin kanonik bazi

k
{Z[ Z vy yje +Zu ak+o‘+77m+lak+m+1’61’82""5816} (415)
dir ve bu kanonik baza gére M nin birinci temel formun katsayilar1 hesaplanabilir.

Bundan sonra, alisilagelmis indeks yazim seklini kullanmak i¢in u, =¢ olarak ifade

edilirse, M nin metrik katsayilar
20=(0.0) » 20=(0..0) - 2.=(p..0,) » 1<v.u<k

esitliklerinden bulunur. Ayrica, boyT (t)=k+m+1 oldugu yani gq,,,,, timelike

oldugu g6z oniinde bulundurulursa, (4.1.3) ve (4.1.4) esitlikleri yardimiyla,

0 ={p.0)= Zk:[é” +Zkl%,u,j (1) = ()

v=l

k

2o =(00)=¢+>aum, .,  1<v<k,

=1

8= <c0u,, Py, > =9, , 1<v,u<k
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elde edilir. Birinci temel formun matris formu [gl.j:l , 0<1i, j <k regiiler, bir matris

olsun. Boylece,

8oo
8o

[gij] = g.zo

| ko

olmak lzere

[2,]= &

elde edilir. Buradan

8= det[gg/:l = i(ua’(a )2 _77nzq+1 >
o=1

olarak,

8o
&

8

8
4P
&»

8ok
Sk
8ok

ik

1

bulunur ve [gi/.] regililer bir matris oldugundan Z:(uaiq7 )2 —n.., #0dir.

o=l

k k
)2 ~(Mn )2 Gt Zalu”u gyt Z 1y
u=l u=l

0

0<i,j<k

Sonuc¢
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k
gvo=(é“v+zl%u,,J ,  1sv<k (4.1.6)

S
A
<.
IA
b

8= det [gy:l = z (uO'KO' )2 - 7751+I
o=1
esitlikleri elde edilir.

Simdi [ gij] matrisinin [g”} ters matrisini hesaplayalim. [5,-,-]’ 0<i,j<k, birim

matris olmak tlizere
lg,i0,] . 0<i,j<k
ekli matrisine elementer satir islemleri uygulanarak
[5,:¢"] . 0<i,j<k

satirca indirgenmis eselon formu elde edilir. Boylece, [ g”] asagidaki gibidir:



k
_(é/l + Zalyungl
p=1
k k .
é‘llg+(§l +Za1ﬂu;lj(§l +Zalyu;¢j g7
pu=1 pu=1

(521g +£§2 +Zk:a2p”pj(§l +Zk:a1ﬂ”ﬂjjg_l

[5k1g +(§k +iakyuyj(§l +ialyuy j]gl

k
_(42 + zaZyungl
=l

[é‘IZg_’—(é/l +ial/tu;¢J(§2 +ia2#u# Jjgl

(522g+[§2 +Zk:a2#uﬂJ(§z +Zk:a2ﬂuﬂJ]g_l

[5k2g+(§k +iak#uﬂJ(§2 +ia2yu”Dgl

k
_(gk + zakyuy ]gl
p=l1

. [51kg+[§1 +i“ly%}[§k +iaky”ﬂ}ng

[52kg+(é,2 +Zk:a2,uu,uJ(gk +Zk:akﬂ”y ]Jg_l

{5/(&8"‘{@ + iakﬂuluJ[é/k +i0‘ku”ﬂ ]ng

8y
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Aciktir ki, [ gi’} , 0<i, j <k, ters matrisinin elemanlari

k
gv‘):—[é’v+2amuﬂjgl , 1Sv<k 4.1.7)
u=1

k k
g = [@ﬂg +(gy +Zamuﬂj(g +Zaﬂﬂuﬂngl , 1<v, A<k
u=l1 =l

seklindedir. (4.1.6) ve (4.1.7) denklemleri (2.2.4) denkleminde yerine yazilirsa,

L 0 A 0 0 A A 0 0
1<v,u, A<k, igin, siasiyla, Uy, I, T, T, T, T7,, T, T, T, Ty,

v ® uv

Christoffel sembolleri elde edilir.

[lk olarak Ty, ifadesinin degerini hesaplamak igin

FgO :lzk:gor |:agr0 + ag-rO _ ag-()0:|

2= ou, Ou, Ou,
:lgoo 0200 +agoo _ 08y +lgm 9,0 +8g10 _ 08y
2 Ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou,
+lgoz 025 " 08 _ 0800 +...+lg0k 0o n 8o _ 0800
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ou,

olarak verilen Koszul esitligi gdz 6niine alinir ve burada (4.1.6) ve (4.1.7) esitlikleri
yerine yazilirsa

ro 11 a—g+2zk: < +i“ u &+Zk:0} u

00 2 g auo — v = vu" u v = VH
k . k. ag k

§1+Zalﬂuﬂ 2 §1+2a1yuﬂ —87—22
u=l1 =

1 v=1
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elde edilir. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

2g 0u, g3 =1 p=l
1 k k k. 1 k k g
‘_2 §v+2“w”u 4#2“%% +_Z §v+2“w”u A
g v=l u=1 p=1 2g v=l1 p=1 a v
1 k k 2
o2 e, | a,
&8 v=i u=1

bulunur. Ayrica, «,, =—«,, yani, «, =0oldugu goéz Oniine alinir ve gerekli

vV

sadelestirmeler yapilirsa

1]|0g < : og

Iy, =—| =2+ E +> au, |— 4.1.8
00 2g |:8MO — [Cv i vu ,uj al/l ( )
oldugu goriiliir.

Benzer sekilde Féo , 1< A <k, degerini hesaplamak iizere, Koszul esitligi,

k

1
Fgo =_zgﬂr |:agr0 i 0,0 _ agoo:|

23 Oou, Ou, Ou,
:lg/w 0800 " 0800 _ 0800 +lgﬂ 0810 n 0810 _ 0800 +lg12 081 " 080 _ 0800
2 ou, Ou, Ou, | 2 ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou,
+...+lg’u ag/10+ag},0_ag00 +...+lg’1k a<g/co_|_a<g/co_6goo
2 ou, Ou, Ou, 2 ou, Ou, Ou,

olur. Burada (4.1.6) ve (4.1.7) esitlikleri yerlerine yazilirsa



F(/)10 = ___(

é,ﬂ +zal,u ,u

u=l1

a_g k
Luo +2;(4:+Z i,

G S, H
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11 k . k 3 k k
+E_(5/12g+[§4 +Zaiﬂuﬂ)[§2 +Za2#uﬂ]J 2(§2+Za2# uyj_ﬁ_zz[é,v +Zavﬂull
u=1 u=l1 L u=l1 2 v=l u=l1
1 k k . [ og k k
t——|Sug+| o+ D u, || S+ D, |2 $ot D amau, |-=2=2D71 &, + ) au,
g u=1 p=1 L p=1 éuk v=l u=l1
1 1 k k . k. ag k k
+——| 0,8+ §A+Zawu# §k+2ak”u” 2 §k+2akﬂu” ———22 §V+Zamuﬂ
2 u=l1 u=l1 u=l1 uk v=l p=1
elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
B 1 k ag 1 k k k . k.
1—‘00 = _2_ é/ﬂ. + Zalyuﬂ a___ é/ﬂ + Zaiyuy Z é/v + Zav;tu;t é,v+ Za"# T/l#
g u=l1 uO g u=l1 v=l u=l u=l
k. 1 ag 1 k k
+—2g| ¢+ ) apu, |——g—>——-——"2g) |, +) a,u, |,
{ * ; ! ”j 2¢° 0u, 2g ; ; S
k k . k.
+— @"‘Z“@ z g, +Zamuﬂ §V+Zavyuﬂ
=1 v=l u=l1 pu=1

AN

bulunur. «,, =0 ve «,, =—a,, oldugu goz Oniine alinir ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa, 1< A<k, i¢in

1 k 0g < k og
IL=—|-1¢,+> a + + —
00 2g|: (é’/l ; lﬂu#][auo ;[é/v ;awu#]auv\]
(4.1.9)
. k. k k 1 ag
R2g| | D amu, |+ 6+ au, |a, ——==
u=l1 v=l u=1 2 aug

olarak elde edilir.
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FB# ve FZV , 1<v, 1 <k, icin Koszul esitligi,

ou ou

14 r

:lgoo agov+ag0#_agV# +lg01 6g1v+8g1/1_ag"#
2 Ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou

y Lo\ 02 08 08|, 1 o) 08w, 08w O8u
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ouy

_—i 0[5& agw_agv,,}
r=0

oldugundan (4.1.6) ve (4.1.7) esitlikleri yerlerine yazilirsa

:__[a +a, —0]+ { [§1+2a1y ”B [0+0-0]
11 a 11
+——|—| &+ Dy u, | [040-0]+...+=—| - §k+2ak# . [|[0+0-0]
2g =] 2g
bulunur. (2.2.2) denkleminden ve ¢, =-«,, oldugundan

e =r° =o, 1<v,u<k (4.1.10)

elde edilir.

I'* ve I'* | 1< A,v, u <k, degerlerini hesaplamak iizere,
177 uv /U g p

1< og,, 08, 0Og
l—vl —_ Ar v + rHo Vi
S ,Z:;‘ & l: ou, Ou, Ou

I

:lgio 8g0V 4 ago# _agm +lg/11 0g,, 4 agl# _ agm +lg/12 0g,, i agz/t _ agwt
2 ou, Ou, Ou, | 2 ou, ou, Ou | 2 Ou, Ou, Ou,

+. ..+lglﬂ' aglv + agl'u — agv'u +... +lglk ag/(v + agk,u _ agvﬂ
2 ou B ou, Ou, 2 au# ou,  Ou,




Koszul esitliginde (4.1.6) ve (4.1.7) denklemleri yerlerine yazilirsa

11 k
Iy, =—5§(§l +Zawuﬂj[aw +a,, —O}

u=1

%iaﬂ g+(@ +ﬁ%u#J(g +ia,#u#D[0+O—0]

=l

k
+——[512g+(§l +> au,

=1

+ll 5,8+ §4+Zk:%ﬂ“yj 5&*&“@%} [0+0-0]

2 g u=l1 =l
+3§ Sug+| i+ Y, || S+ D au, | |[0+0-0]
u=l1 u=l1
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elde edilir. Son olarak, (2.2.2) denklemi ve ¢,, = -, oldugu goz 6niine alinirsa

A A
rl,=r’ =0 : 1<v, u, A<k
olur.

I, ve I'y,, 1< A<k, degerlerini hesaplamak igin

1& o |0 og., O
Fgo :_Zgo 81 i Ero 9850
23 Ou, Ou, Ou

r

2% | ou, ou, ou | 2° |ou, ou, ou

2
+lgoz 0g,, +ag20 _ag,m +...+lg°k 08, +agk0 _ag,w
2 Oou, Ou, Ou, 2 Oou, Ou, Ou,

_lgoo{agoz " 0800 _ ag10j|+ 1 g |:ag1,1 + 0810 _ agﬂo}

(4.1.11)

ile verilen Koszul esitligi géz oniline alinir ve burada (4.1.6) ve (4.1.7) esitlikleri

yerlerine yazilirsa



54

0 11 k
Fw—zg{ +2Z( +Zam #J }+5§(—(§1+;a1#u#]][0+au—aM]
1 1
+5§(—(§2+Zazﬂ ﬂD 0+a,, —a,,|+.. +E§(—(§k+2akﬂ ﬂD 0+a,,—a,]

elde edilir. o,—-a,, =2, oldugu goz oOniine alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
o _ 1 0g 15 y 15 y
* 2gou, g;{a ; J gZ‘[ ; J

bulunur. Bu son denklemde (2.2.2) g6z Oniine alinarak gerekli sadelestirmeler

yapilirsa

1 og

'’ —r° =
20 04 — 2g au/l

, 1<A<k (4.1.12)

elde edilir.

Son olarak, I/, ve I';,, 1<v,A <k, degerlerini hesaplamak {izere

i lr|:agrv+agr0 _ag/lo:|

pary Ou, Ou, Ou,
_ lgio 2o, " 08 _ 08,0 +lgil g, n g, _ 08,0 +lg/12 08y, " 08 _ 08,0
2 Ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou, 2 ou, Ou, Ou,
+...+lgM 08, " 0810 _agvo +m+lg/1k 08y n 0o _agvo
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ou,

Koszul esitliginde, (4.1.6) ve (4.1.7) denklemleri yerlerine yazilirsa
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v

et o [ ol

11 k
+t-— 5/11g +(é’ﬂ +Zalyu;1](§l +Zal/4 ‘U}J O+alv _avl]
2 g p=1 p=1
11 k
+5_ 6&2g+ é/l +Zal,uu,u 42 +Za2,u u [0+a2v av2]
g p=1 p=1
11 k
+5§ 0,8+ gx"‘za@”ﬂ é//l+zaly u [O+alv av/i]
u=1
11
+E§ 048+ gx*‘Za@ u §k+zaky u [O+akv A
. I, v=24 5 o
elde edilir. J,, = N 1 ve a,, —a,, =2a,, oldugundan gerekli diizenlemeler
, V#

sonucu

r‘/}oz_zi(é’/l*'za@ ,u} +;i(é’ +zav,u yj

u=l

Z(Q +Zaw #]a +i2g(0{lv)

bulunur. Son denklemde sadelestirmeler yapilir ve (2.2.2) denklemi goz Oniine

alinirsa

I, =T; = { [g+z% Jgg +2g(%)}, 1<v,A<k  (41.13)
g u

p=1 v

elde edilir. Sonu¢ olarak (4.1.8), (4.1.9), (4.1.10), (4.1.11), (4.1.12) ve (4.1.13)

denklemlerinden, 1<v, u, A <k, i¢in Christoffel sembolleri
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2g L v=l u=l1 v
y; 1 i : 2 < og
I'o=—|-1¢,+) a,u + +) a,u, |=——
00 2g é/l ; Au™ 61/10 ; é,v ; vu" auv
k k 1 ag
+2g é,/l—'—zalﬂu/j +z §v+zav,uu,u v A A |l
u=l1 v=1 u=l1 281/!/1
0 0
r,=r, =0, (4.1.14)
A A
I}, =T% =0
1 0
Fgozrgxz__ga
2g Ou,

2 1 0
T’ =T% g{ (gﬁz% ”jﬁf +2g(%)}

olarak verilir. Bu son denklemler Riemann egriligi hesaplanirken kullanilacaktir.

Teorem 2.2.10. a gore {u,,u,,...,u, | koordinat sisteminin koordinat komsulugunda

tanjant uzayinin bazi {80,81,...,8k} (8_ =0,, 0<i<k) olmak lizere M , spacelike
u

i

dogrultman uzayl genellestirilmis timelike regle yiizeyinin Riemann egrilik tensorii

6 ZIyr

dir, burada R;; Riemann egrilik tensorii katsayilari

R =2

T r, ——r’ err' +err'

dir. Béylece Teorem 2.2.12. den M nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii

L 0 0
Rhlij =Zg;h£a jl a r,] Zrllrjs +erlrls] (4.1.15)
r=0 u (7

i J

olur.
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Ayrica Teorem 2.2.8. den dolay1 egrilik tensorii igin

R
R

=R

ijhl

-R

" (4.1.16)

it — AN i

bagintilar1 vardir. Boylece, 1<, A,v, u <k, i¢in, sirasiyla,

ROOOO >

R,000 = Roovo = =Roy00 = —Rogoy 5
Rv,uOO = ROOV/[ H

ROZV# K/MO Olv,u RvyOl H
Rz/lv,u ’

RvOyO = _ROV/.IO = _R/IOOV = ROyOv

degerleri hesaplanabilir. Simdi, sirasiyla bu degerleri hesaplayalim. (4.1.6) ve
(4.1.14) denklemleri (4.1.15) denkleminde yerine yazilirsa, R, egriligi

k a k § r k S r
R0 z [ - ou 1—‘(r)o _Z(;Fs)oros + Z(;Foorosj =
0 §= §=

olur. Benzer sekilde R, egriligi

k a r a r . s r 3 s r
RvOOO :Zgrv FOO__FOO_ZFOOFOS +ZFOOFOS =0 ) 1<sv<k
r=0 Oty Oty 5=0 5=0

elde edilir. Ayrica R, egriligi

: a r a r : N r N r
R,0=D 8 [a_r‘“‘ -—T, - >.T5.I, +Zr0ﬂr J =0 , 1<v,u<k
=0 U, ou, 5=0

dir. Bu son ii¢ denklemden dolay1
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R4 =0 , 0<i,j<k (4.1.17)

dir. Eger, (4.1.15) denklemi g6z 6ntine alinirsa R, 1< A,v, u <k, egriligi

k 0 k
RO/lv,u = zgro (al—‘:ﬂl _Err zrvl +zor;1}ur:s}
0

0

=8 (EFSM _6_F21 _Fgﬂrio +FZAFO ZFM + ZFM }

v uy

a a r a r r r a s T S s r
+Z grO (ar/tﬂ _a_rvﬂ - FSAF;IO + F(;)mrvo - Zr;/ﬂrys + ZF;MFVSJ
s=1 s=1

v u,u

dir. Burada, (4.1.14) de verilen
0 0 A A
r,=r,=r,=r,=0 1<Av,u<k
esitlikleri g6z 6niine alinirsa

=0 , 1<Av,u<sk

bulunur. Benzer sekilde (4.1.15) denkleminden, 1<¢,A,v, u <k, olmak iizere, R,

egriligi
2 0
Rzﬂv,u :Zgrz[au - r’ zrs F:zs +zr‘5 Fr \]

=g, [%rfd —£r° = ) RS B ZFS I, +er r’ ]

_ a a r 0 r 0 r s r a s r
+Z;g”£6—rﬂﬂ o — I, -y, +T0,I, Zr r, +Z;FMF ]

olur. (4.1.14) de verilen

r,=r, =r,=r,=0 1<Av,u<k

v v
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esitlikleri g6z Oniine alinirsa

0 , 1<, A,v,usk

iAvu =

bulunur. Béylece

=R, =0 , 1<, A,v,u<sk

ROOV/I = R/lOv,u = RO/lv;z Avu

oldugundan

R =0 , 0<i,j<k , 1<v,u<k (4.1.18)

genellemesi elde edilir. Son olarak (4.1.15) denkleminden R, ,, 1<v,u<k,

egriligi

Uy

RvO,uO =& (%rgo _6iri)10 _FZOFgO +rgoro zrs FO +zrs FO ]
7
4.1.19)

r a r r r S r S r
+Zg,v[ Iy, - » — I =T+ ol Zr r; +Zr r ]

0

dir. Bu denklemin bilesenlerini hesaplayabilmek i¢in (4.1.14) denklemleri gbz 6niine

alinirsa

0 1 0g Gg 1 1< og 0g 1

a_rgOZ 22{ Z v,u JJ__+_Zavy_

u, 2g° Ou,, Ou, 2g 8u 8u0 2g = =] Ou, Ou, 2g15 ou
2

+— +>) a
ZLé, ; w? ”j@ Ou,
0 o 1 og dg L 0’g

6_uo W g Ou, Ou, 2g Ou,Ou,



60

T og g 1<&  og
SZZI:FMFOS_ 4 22( Z w ﬂ]au 614 =~ t5T zasy ou >

2g s=1 s

0 1 g 0g o'g
L L T RO P
“ 0 g uO u=l u uo
. og og 1 k k og
+ (04 —+ 04 = + a
(é/ ﬂz] muyj;(é/ Z= e yjau# auv 2g m;(é} ; V”M”J_auv

v u=l1 v=l u=l1

k gg 1 ‘ S : g

1 62 g
ot Z @0, ~ =
v= r“%u

Ou, " 2g U= 4= P
k 2
_L é/r ru /IJ ¢ N Ty,
2g =] ou ,0u,

. k. k k
Jr2L£§r+Z:0m,uyja—g+L [§V+Zawuyjaw % —L dg 08
u u r M

u=1

og Og 1 £ k k Og Og
| 6 B, |2 L5, ﬂjz ¢+ San, |22
0 U= U=

pu=l1 4g v=l

1 og 8
+—q & +Na
2g Cru Ou, 2g = ,(4 Z “ ”] Cru au

u=1

oo L : : o8 08
ZF/IOFOS: 2 §r+zarﬂu/4 z §Y+Zasll H au au +zars W

=1 s=1 u=1

denklemleri elde edilir. Elde edilen son denklemler ile (4.1.6) denklemleri, (4.1.19)

denkleminde yerine yazilirsa
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1 og o 1 o 1 < og 0O
V0#0:(§V+zavu ’uj|:_ 2_g_g+_ g _ 5 (é/ +zaw[ ’uj g _g
1

2g” Ou, Ou, 2g 0u 8u0 2g° 1= =t ou, Ou,

k 2
+L avﬂa_g L é’ +zavy ,u + 12 ag ag _La—
2g 75 ou, 2gi- 6u au 2g” Ou, ou, 2g Ou,0u,
k

1 & dg dg 1% og
+ E + E a — E a, —=
4g? [é’g suthu j@u Ou,, * Ou,

s=1 u=1 2g s=1

‘ 1 L og og 1 og 1 L
>0 +Y au, | ——=—-—a,,6 —=——-—
2 V{Zgz & Z{ i j&u ou, 2g " ou, /,Z:

8u u 6u0

r=1

1 : ; 5_g5_g__ y %8
2 ( r+2amuﬂj2[§ +;am ”jﬁ o, [ Z J a,, ou

u=l v=1 2gV1 H=
k 2
+) a,u a,—-—|<¢+) a
(r Sa, jz 2 2g[: S jz( Ya, jau -
1 o’g og 8g [
tat+ > a — + - +) a.
' Zl T u,ou, (4 ; G ”j@u ou, 28| Z i

o’g - dg 0g
+—{4 +Z ﬂ]au o, " (4 e *‘JaTaT
K70 0 H

a_ga_g_ 1 . k. a_g
(g +Zaw #JZ(J +;aw ﬂ] o, 2g[§,+§amu#JaM

"
dg 1 og og 1 £ og Og
-— +Y a +—
Z[é’ Z # ”J Ou, 4g Ou, Ou, { ; i ”j@u ou,
o2

og og 1
+ E E + E 4+
4g2 (é’ Crult ”j (4’ Gt ”j@u Ou,, 2ga'” ou,

v=1

k

v=l

k

k a 1 . a
_;am s,,+—2[§ +Z% ”j a_g g[gﬁ;amuﬂj;“%ﬁ}

p=l K

0, r#v
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilir ve o, ={1 g oldugu g6z Oniine
, r=v

alinirsa

1 0 1 d d og O
+_Z(§ +Zav,u ,uj i/l ag [é/ +Zai/.l /tjz;[é,s-i_z;asyuyjaf 85
u=1 §= H= s )7

y
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2 2
1 & J og 0g 1 ¢ J ’g
+ +)au, | ———— +)
2g2 Z(CV z VH /1] au auv 2g Z(g" z V#”#J au#auv

v=1 u=l1

)7

1 o 1 1 L L L

. o % 8 7| S +Zawu/t Z S +Zawuﬂ % %
20u,0u, 4gou,du, A4g =t ol (e Ou, Ou,,

elde edilir. Sadelestirmeler sonucu R, egriligi M nin birinci temel formunun

matrisinin determinantt g ve g nin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

cinsinden

1 0°g 1 og 0O
RvO,uO = +— g g
20u,0u, 4gou, du,

1<v,u<k (4.1.20)

seklinde bulunur.

Sonug olarak, (4.1.17), (4.1.18) ve (4.1.20) denklemlerinden, Riemann-Christoffel

egrilik tensori i¢in

RijOOZO , 0<i,5<
R,.Ml:O , 054, j<k, 15v,u<k (4.1.21)
1 o 1
= og +_6g % I<v,u<k

vouo =y ou,0u, 4g ou, Ou,
bagintilar1 vardir.

Tamim 4.1.1. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda M , (k + 1)—b0yutlu spacelike

dogrultman uzaylh timelike regle yiizeyin & €7, (§ ) noktasinda tanjant uzayinin iki
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boyutlu altuzayinin bir bazi {b,c} olsun. Sp{b,c} teget kesiti nondejenere olmak

uzere

K. (b,c)= (4.122)

olarak tanimlanan K, (b,c) reel degerine M regle yiizeyinin & noktasindaki kesit

egriligi denir.

M nin lineer bagimsiz teget vektorleri b ve c¢ nin koordinatlari, sirasiyla,

(By. B s Be) ve (Vos?1seewry) olmak iizere &eT,, (&) noktasinda M regle

ylizeyinin kesit egriligi, bilesenleri cinsinden

k
z R{jrsﬂiﬂryjys
K, (b,c)="= (4.1.23)

<b, b> <c, c> - <b, c>2

dir.

IR", n—Dboyutlu Minkowski uzaymnda M , spacelike dogrultman uzayl timelike
regle ylizeyinin dayanak egrisi, M nin 2 merkez regle yiizeyinin de dayanak egrisi
olsun. Béylece, M nin E, (t) ye ortogonal olan » normal teget vektorii, V& (t,uv)

noktasinda

n= zuaKa (t)ak+0' (t)+77m+1ak+m+] (l) 4 (77m+1 # 0) (4124)

seklinde tanimlanir, Syle ki bu normal teget vektdr alani, Y (u,x, Y —n2, %0

o=l

oldugundan nondejeneredir. Oyleyse, sirasiyla,
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veya

iken n normal teget vektorii spacelike veya timelike vektordiir. Bu iki durumu ayri

ayr1 inceleyelim.

[k olarak kabul edelim ki n normal teget vektorii spacelike olsun. M nin asli catis1

{e,(t).€,(t),....e, (¢)} olmak iizere, & € M noktasinda

| a%

(e e><n,n>—<ev,n>2>0 , 1<v<k

olacagindan M nin asli ¢atisina gore v. asli teget kesiti (ev,n) , 1<v <k, spacelike

dizlemdir.

(4.1.21), (4.1.23) ve (4.1.24) denklemleri gbéz oOniinde bulundurularak, &e M
noktasinda (ev,n), 1<v <k, spacelike v. asli kesitinin egriligi ile ilgili asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.1.2. IR"

., n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M ve M nin dogrultman

uzayina ortogonal olan spacelike normal teget vektdrii » olsun. M nin V&éeM

noktasinda (e,,n), 1<v <k, spacelike v. asli kesitinin egriligi

2 2
K (en)=-—"8 LIE 1 e, gp (4.1.25)
2g ou,” 4g

dir.
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Ispat. Spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike

regle ylizeyi M nin (ev,n) , 1<v <k, spacelike v. asli kesitinin bazini olusturan e,
I1<v<k, ve =n nin koordinatlari, sirasiyla, (,80,,81,. ..,ﬂv,...,ﬂk) ve
( 70,71,...,7v,...,7k) olmak tlizere, M nin tegetsel demetinin kanonik bazi (4.1.5) e
gore bu koordinatlarin karsiliklar, sirastyla, (0,0,...,1,...,0) ve (1,0,...,0,...,0) dur.

Boylece, (3.1.23) denkleminden (e,,n), 1<v <k, spacelike v. asli kesitinin egriligi

RvaO

(e,.e,)(n,n)~{e,,n)’

K.(e,.n)=

v

olur. Burada (4.1.21) ve (4.1.24) denklemleri yerlerine yazilirsa

1% +1(@g]2
20u’ 4elo
K; (e n) _ ou, g\ ou,

v

o=1 o=l

olarak bulunur. Ayrica,
<ev,ev>=<ak+a,ak+a>=l , 1sv<k , 1<o<m
<ak+m+l s Al > = _19

<ev’ak+a>:< v’ak+m+]> :<ak+aﬁak+m+l>zo 4 I<sv<k 4 I<o<m

esitlikleri kullanilarak

1o°g 1 (ang
1o 1]
K.(e.n)= 20u_ 4glou, : I<v<k

v 2
Z(“o”(a) _7731+1

m
o=l

elde edilir. Elde edilen son denklem ile (4.1.6) denklemi birlikte gz Oniine alinirsa

ispat tamamlanir.

m m m 2
<ev > ev > z ua'KO'ak+0' + 77m+1ak+m+1 H ZuaKO'ak+o- + 77m+1ak+m+1 - ev 4 Z uaKaak+o- + 77m+1ak+m+1
o=l
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Simdi kabul edelim ki, » normal teget vektorii timelike olsun. M nin asli ¢atisi

{el(t),e2 (1),....e (t)} olmak iizere, £ € M noktasinda

olacagindan M nin asli gatisina gére v. asli teget kesiti (ev,n) , 1<v <k, timelike

diizlemdir.

(4.1.21), (4.1.23) ve (4.1.24) denklemleri goéz Oniinde bulundurularak, &e M
noktasinda (ev,n), 1<v <k, timelike v. asli kesitinin egriligi ile ilgili asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.1.3. IR"

., n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M ve M nin dogrultman

uzayina ortogonal olan spacelike normal teget vektorii n olsun. V& € M noktasinda

M nin (ev,n) , 1 <v <k, timelike v. asli kesitinin egriligi

) 2
Ko(eon)=-208 LI® o, cp (4.1.26)
2g ou,” 4g°\ Ou,

dir.

Ispat. Spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike

regle yiizeyi M nin (ev,n), 1<v <k, timelike asli kesitinin bazin1 olusturan e,
1<v<k, ve n nin koordinatlari, sirasiyla, (,6’0, BiseeisBaeens ﬂk) ve
(yo,yl,...,yv,...,yk), M nin tegetsel demetinin kanonik bazi (4.1.5) e gore
(0,0,...,1,...,0) ve (1,0,...,0,...,0) dir. Béylece (e,,n), 1<v <k, timelike v. asli

kesitinin egriligi (4.1.23) denklemine gore
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RvaO

(e,,e,)(n,n)~{e,,n)’

K. (e,n)=

v

olur. Burada (4.1.21) ve (4.1.24) denklemleri yerine yazilirsa

1P 1(ag)
26%2 4g\ Ou,

K. (e,.n)=

v

m m m 2
<ev > ev > z ua'KO'ak+0' + 77m+1ak+m+l H zuUKO'ak-HT + 77m+1ak+m+1 - ev 4 Z uGKC)'ak+C)' + ﬂm+1ak+m+1
o=l

o=l o=1

dir. Bu son denklemde, 1<v <k ve 1< o <m, olmak lizere

<ev’ev> = <ak+o" ak+o-> = 1’
<ak+m+l H ak+m+1 > = _19

<ev9ak+a> = < v ak+m+l> = <ak+09 ak+m+1> = O

esitlikleri kullanilarak

20

m

Z(“a’(o) - 773”1

o=1

2
o’g 1(6g]
2+7 ~
u, 4g\ou, , 1<v<k
2

elde edilir. (4.1.6) denkleminde verilen g=>(u,x, )2—77,,2”] esitligi gdz Oniine

o=l

alinirsa ispat tamamlanir.

(4.1.25) ve (4.1.26) denklemleri g6z Oniine alinirsa asagidaki sonug verilir.

Sonug 4.1.4. [R", n—boyutlu Minkowski uzaymda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. V&eM

noktasinda M nin spacelike asli kesitinin ve timelike asli kesitinin egrilikleri

aynmdir.
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M nin (ev,n) v. asli kesiti spacelike veya timelike diizlem iken kesit egrilikleri ayn

oldugundan bundan sonra (ev,n), 1<v <k, nondejenere v. asli kesitinin egriligi

M , spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle yiizeyinin v. asli

kesit egriligi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.1.5. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin nondejenere

(spacelike veya timelike) normal teget vektorii n olsun. V& € M noktasinda M nin

o . asli kesit egriligi ve (m + p). asli kesit egriligi, sirasiyla,

Ve

dir.

Ispat. (4.1.6) denkleminde verilen g nin o ya ve (m+ p) ya gore birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevleri

5 2
aa_g=2uafci : 2—§=2Ki ’ [a_g] =4(u2) k2 . 1<o<m
u, u

ve

dir. Bu esitlikler (4.1.25) ve (4.1.26) denklemlerinde yerine yazilirsa, 1 <o <m, i¢in

o . asli kesit egriligi
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Kf(e n)z— z + 7 z

o’ n m 2
2( (M,Kz )2 _’7:”1) 4[2(%7(, )2 —njﬁlj
=1

15

dir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa M nin o . asli kesit egriligi elde edilir. Benzer

sekilde, 1< p<k—m,igin (m+ p). asli kesit egriligi
K. (em+p,n): 0

oldugu gortiliir.
Boylece asagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 4.1.6. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. VéeM

noktasinda, 1 < p <k —m, olmak lizere M nin (m + p). asli kesit egriligi sifirdir.

Teorem 4.1.7. IR"

., n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin o. asli

dagilma parametresi P, 1<o <m, olsun. V¢ € Q) merkez noktasinda M nin o .

asli kesit egriligi ve (m + p). asli kesit egriligi, sirasiyla,

ve

dir.
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Ispat. IR'"de spacelike dogrultman uzayl, merkez regle yiizeyli genellestirilmis
timelike regle ylizey M nin, { € Q merkez noktasinda (4.1.2) de verilen u_, =0,

1< o0 <m, sart1 goz Oniine alinarak (4.1.25) ve (4.1.26) denklemleri hesaplandiginda,

M nin o . kesit egriligi

bulunur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2
Kg(ea,n)=(K"J R 1<o<m
77m+l

elde edilir. Bu son denklem ile birlikte (3.1.23) denklemi g6z 6niine alinirsa M nin

o. kesit egriligi ile o. asli dagilma parametresi arasindaki baginti elde edilir. Ayrica

Sonug 4.1.6. den dolayi, M nin (m + p). asli kesit egriligi

Kg(e n)=0 , 1<p<k-m

m+p2
oldugu agiktir.

IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli, merkez regle
yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin 2—boyutlu o . asli 151n yiizeyi M _,
1<o <m,olsun. M, nin 1-boyutlu dogrultmanlari 4, =Sp{e,}, 1<o<m, E (1)
icindedir, dolaysiyla, dogrultmanlarin her biri spacelike dir. Boylece, M nin timelike
ortogonal yoriingesi boyunca /4 dogrultmanlarinin hareketiyle olusan m —tane M_,

striksiyon egrili asli 151n ylizeyi timelike dir ve bu spacelike dogrultmanli timelike

asli 151n yiizeylerinin kesit egriligi ile ilgili teorem asagidadir.

Teorem 4.1.8. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin spacelike
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dogrultmanli timelike asli 151n yiizeyt M_, 1<o<m, olsun. {e€Qc M, uelR

icin ¢ +ue_ noktasinda M_ o. asli 151n ylizeyinin kesit egriligi

Ko (ea,n):P—" 1<o<m (4.1.27)

dir, burada P, I<o<m, M nin o. asli dagilma parametresidir.

Ispat. IR" n—boyutlu Minkowski uzayinda M nin ortogonal yoriingesi boyunca
h,=Sple,}, 1<o<m, asli 1 olusturdugu M, , 1<oc<m, spacelike

dogrultmanli timelike asli 151n yilizeyi

parametrizasyonu ile verilir. M_ nin birinci temel formunun regiiler matrisinin

determinanti
g:(uffg)z—ﬂ,iﬂ , 1<o<m

olur. Boylece g nin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

2 2
0 2 0 ‘% =2x. (8_g) = 4(u1(§ )2 K.
ou ou ou

dir. h = Sp{ea} dogrultmani iizerinde yani {€Qc M, uelR olmak iizere
¢ +ue, noktasinda (ea,n), 1< o <m, kesitinin egriligini bulmak i¢in, sirasiyla,

(4.1.21) denklemi yazilir, son esitlikler yerine konulur ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa
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Ro‘Oo‘O
(e, e, Y (nn)—(e,,n)’

1% 1 (igj
2g ou®  4g*\ ou

2,) | Ax,) (k)
2((“’(5 )2 _77;“) 4((”’% )2 _7751“)
([ (a2, )

((UKU )2 S/ )2

_ (Kaﬂmﬂ )2
(uKO' )4 - Z(uKO'nm-H )2 + (77m+1 )

K§+uea (eaﬂn) =

2

4

elde edilir. Bu son denklemin pay1 ve paydasi « ile sadelestirilirse

bulunur. Burada (3.1.23) denklemi g6z 6niine alinirsa

PZ
K, (ea,n) - u' —2u2€}’; +P?

elde edilir. Gerekli diizenlemeler sonucu ispat tamamlanir.

IR" de spacelike dogrultman uzayh genellestirilmis timelike regle ylizeyin timelike
ortogonal yoriingesi boyunca, spacelike asli 1sinlarinin hareketiyle olusan 2 —boyutlu
asli 151n yiizeylerinin (4.1.27) denklemi ile verilen kesit egriligi, [6] da verilen IR,

3 —boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultmali timelike 151n yiizeylerinin
Gauss egriligi ile dagilma parametresi arasindaki bagint1 olan Lorentzian Lamarle

formiiliiniin genellestirilmisidir.
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Simdi M , merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin spacelike

dogrultman uzay1 E, (t) icinde bir birim vektor e ve M nin E, (t)ye ortogonal olan

nondejenere normal tanjant vektorii n olmak iizere (e,n) nondejenere kesitinin

egriligini bulalim. Burada n normal teget vektorii, sirasiyla, spacelike veya timelike

iken

<e, e><n,n>—<e,n>2 =1>0

veya

<e, e><n,n>—<e,n>2 =-1<0

dir. Bu ifade eder ki (e,n) teget kesiti spacelike veya timelike diizlemdir. (e,n)
teget kesiti spacelike veya timelike olmasi durumlarinda islemler yapilarak (e,n)
spacelike ve timelike kesitinin egriligi aym oldugu goriiliir. Boylece, (e,n) spacelike
veya (e,n) timelike kesiti yerine kisaca (e,n) nondejenere kesitinin egriligi ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.9. /R"

1 »

n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M ve M nin dogrultman

uzay1r E, (t) icinde bir birim vektér e olsun. M nin E, (t) ye ortogonal olan

nondejenere normal tanjant vektorii #» olmak lizere, € Q c M noktasinda (e,n)

nondejenere kesitinin egriligi ile asli kesit egrilikleri arasinda

K, (e,n)= icosz 0,K,(e,,n) (4.1.28)

bagintist vardir, burada (e,n) nondejenere diizleminde e birim vektori ile

e.,e,,...,e, baz vektorleri arasindaki agilar 6,,6,,...,6, olmak lizere
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Vv

k
e=Y cosbe, D cos’ g, =1 (4.1.29)
v=l

v=1
dir.
Ispat. M, Q merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin spacelike

k
dogrultman uzay1 E, (t) icinde e = z p.e, vektorii bir birim vektor oldugundan

v=l
Bi+p+. + B =1
dir, yani

B<1 , 1<v<k

dir. Boylece (e,e,), 1 <v <k, nondejenere diizlemi

<e,e><ev,ev>—<e,ev>2 =1-4>0

olacagindan spacelike dir. Teorem 2.1.17.den (e, ev), 1<v <k, spacelike diizlemde
e spacelike birim vektorii ile e,, 1 <v <k, spacelike baz vektorleri arasindaki agilar

6,, 1<v <k, olmak iizere
B, =<e,ev>:cos6?V , 1sv<k

dir. Buradan e birim vektori
k k
e=Y cosbe, D cos’ g, =1
v=Il v=l

olarak yazilir. M, timelike regle ylizeyin tegetsel demetin kanonik baz1 (4.1.5) e

gore (e,n) nondejenere kesitinin bazini olusturan e spacelike vektori ve n



75

nondejenere normal teget vektoriinlin koordinatlari, sirasiyla, ( ﬂo,ﬂl,...,ﬂk) ve

(705 %15---»7, ) olmak iizere (4.1.24) ve (4.1.29) denklemlerinden

ﬂo=<€,€o>=0 , ﬂV=<e,eV>:cosﬁv , 1Sv<k
ve

70:<nseo>:1 ) 7V=<n,ev>:0 , 1<sv<k

bulunur. Bu esitlikler £ €Q merkez noktasinda (4.1.23) denkleminde yerine

yazilirsa

Zm:cos2 O.R .,
o=1
<e, e> <n, n> - <e, n>2 ’

1<o0<m

K, (en)=

elde edilir. Boylece (e,n) nondejenere kesitinin egriligi

2 2
cos” O R,,, +cos” O,R,,, +.. .+cos’ O.R om0
g

K, (e.n)=

olarak elde edilir. (4.1.21) denkleminde ki esitlikler g6z 6niinde bulundurulursa

2
ZCOS 0. 1 8g 12 og
2g 8u 4g ou,,

bulunur. V¢ € Q noktasinda (e,,n), 1< o <m, nondejenere asli kesitinin (4.1.25)

ve (4.1.26) denklemleri ile verilen egrilik formiilii g6z ontline alinirsa, M spacelike
dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle yiizeyin (e,n) nondejenere

kesitinin egriligi ile asli kesit egrilikleri arasinda



76

K, (e,n)= i“cos2 0,K,(e,,n)
o=1

bagintis1 vardir. Bu baginti M spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli

genellestirilmis timelike regle yiizeyin & € merkez noktasinda Lorentzian

Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirild.

Ayrica, merkez olmayan herhangi & e M noktasinda (e,n) nondejenere kesitinin

> 2
ZCOS 0. 1 0g 12 og
2g au 4g ou,,

dir. Burada M nin birinci temel formunun matrisinin determinantt g ve g nin

egriligi

birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri yerine konulursa (e,n) nondejenere

kesitinin egriligi

i (cosOx,) D (k% )’ cos 6, cosQu,u,

= : ;
2 m

Z(M,K,) S/ (Z(u/{l )2 —ﬂjﬁlj
=1

olarak elde edilir. Bu denklemden agiktir ki merkez olmayan bir noktada Lorentzian

Beltrami-Euler formiliinden bahsedilemez.

Teorem 4.1.10. /R", n—boyutlu Minkowski uzayinda ¢ € Q merkez noktasinda
spacelike dogrultmant 7, (e) cE, (t) olan 2 —boyutlu timelike regle ylizey M ve
M nin dagilma parametresi P olsun. { € merkez noktasinda M nin (e,n)
nondejenere (spacelike veya timelike) kesitinin egriligi

K, (en)= (4.1.30)

1
P
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dir.

Ispat. M, IR" de spacelike dogrultmani h, (e)cEk (t) olan 2—boyutlu regle

ylizeyi parametrik olarak
(p(t,u) =a (z‘) + ue(z‘)

ile verilir. { € 2 merkez noktasinda u, =0, 1< o <m, oldugu goz oniine alinir ve

(4.1.28) denklemi hesap edilirse, (e,n) spacelike kesitinin egriligi

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

m

2 2

ZCOS 0.«
_ o=l

K, (e,n)=== (4.1.31)

2
77m+1

elde edilir. Ayrica, (e,n) nondejenere diizleminde e, spacelike birim vektori ile

e,e,,...,e, baz vektorleri arasindaki agilar 6,,6,,...,6, olmak iizere

k
e= z cosb,e,
v=l
dir. Boylece, e spacelike birim vektoriiniin teget vektorii

.k .
e= Zcos 0, e,
v=l



78

dir. Ayrica A(t):Sp:el,...,ek,el,...,ek} asimptotik demetinin el,...,ek,el,...,em}

olacak sekilde bir ortogonal bazi oldugundan, Teorem 3.1.8. gbz Oniine alinarak

bulunur. O halde

o m o
e= Z cosd es
o=l

oldugundan
o 2 m o 2
e =Y cos’, |es
o=1
dir. Ayrica, (e||=x ve |es|=k,, | <o <m, oldugu goz oniine alinirsa

m
2 2 2
K = E cos” 0 k.
o=l

elde edilir. Bu son denklem (4.1.31) de yerine yazilirsa
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bulunur. M nin dagilma parametresi P = Uy oldugu g6z Oniine alinirsa
K

elde edilir. Bu bagint1 ¢ € Q merkez noktasinda spacelike dogrultmanli 2 —boyutlu
timelike ylizeyin (e,n) nondejenere kesitinin egriligi icin Lorentzian Lamarle

formiilii olarak adlandirildi.

IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda M nin ortogonal timelike yoriingesi boyunca
h, (e) cE (t) , spacelike dogrultmanin hareketiyle olusan 2—boyutlu timelike

yiizeyin kesit egriligi, IR’, 3 —boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultmali

2 —boyutlu timelike yiizeylerin Gauss egriligine dejenere olur.

IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis
timelike regle yiizeyi M nin merkez regle yiizeyi Q ve spacelike dogrultman uzay1
E, (t) =S {el (t),...,ek (t)} olmak tizere e_, 1 <o <m, ile lineer bagimsiz herhangi
a birim vektorii verilmis olsun. Boylece, V{ € Q ¢ M merkez noktasinda herhangi

bir a birim vektori

a=ﬂoﬁ+ﬂqel+22e2+...+/lkek : Jaf =1 (4.1.32)
n

olarak yazilir, dyle ki a birim vektoriiniin spacelike veya timelike olmas1 » normal

teget vektoriine baghdir. Bu iki durumu ayr1 ayr inceleyelim.

(a) n normal teget vektorii spacelike olsun.

IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis
timelike regle yiizeyi M nin E, (t) ye ortogonal olan spacelike normal teget vektorii

n olmak tizere (4.1.32) denkleminden
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(a,a)y=23 + A+ 25 +..+ 2} =1>0

olur ve buradan a birim vektorii spacelike dir. (2.1.2) denklemi goz oniine alinirsa

V¢ € Q c M merkez noktasinda a birim vektori

=cosy, [ ”+Zcoswv ., cos’ gy(ptzk:cos2 v, =1 (4.1.33)

v=1

olarak yazilir, burada v, y,,v,,..., ¥, acilar sirasiyla, a spacelike birim vektorii

ile n, e, e,,..., e, vektorleri arasindaki agilardir ve (ea,n) timelike diizlemdir.

(b) n normal teget vektorii timelike olsun.
IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl genellestirilmis
timelike regle yiizeyt M nin E, (t) ye ortogonal olan timelike normal teget vektorii

n olmak lizere (4.1.32) denkleminden
(a,a)y==2g + A+ 25 +...+ A} =1

olacagindan, a birim vektorii spacelike veya timelike dir. Bu iki durumda kendi

arasinda ikiye ayrilir. Simdi iki durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.

(bl) n normal teget vektori timelike ve a birim vektorii spacelike olsun.

(2.1.3) ve (2.1.4) denklemleri goz oniine alinarak V¢ € Q c M merkez noktasinda

herhangi a spacelike birim vektort,

a=sinhy, — ] - +Zcosh w,e, , —sinh’y,+ icosh2 w,=1 (4.1.34)

v=l

olarak yazilir, burada v, y,,¥,,....¥,, strasiyla, a ile n,e,e,,...,e, arasindaki

hiperbolik a¢ilardir.
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(b2) n normal teget vektorii timelike ve a birim vektorii timelike olsun.
(2.1.1) ve (2.1.4) denklemleri gbz oniine alinarak V¢ € Q « M merkez noktasinda

herhangi a timelike birim vektorii

a=coshy, ” ||+Zsmhl//v ., —cosh’ l//o+isinhl//v =-1 (4.1.35)

v=1

olarak yazilir, burada v, y,,y,,..., ¥, acilari, sirasiyla, a timelike vektorii ile

n,e,e,,...,e, vektorleri arasindaki hiperbolik acilardir.

Simdi, sirasiyla, (a), (bl) ve (b2) durumlar1 géz Oniine alinirsa (ed,a) , 1<0<m,
kesitinin egriligi ile (ea,n), 1<o<m, o. asli kesitinin egriligi arasindaki baginti

ile 1lgili asagidaki ii¢ teorem verilebilir.

Teorem 4.1.11. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin E, (t) ye
ortogonal olan spacelike normal teget vektorii n olsun. e , 1<o <m, ile lineer
bagimsiz herhangi a spacelike birim vektorii verildiginde (g” + uea) € M noktasinda
(eg,a) spacelike kesitinin egriligi ile (eg,n) spacelike o . asli kesitinin egriligi

arasinda
(1 —cos’y, )KGWJ (e,,a)=cos’w,K,.,. (e,.n)

bagintis1 vardir. Burada ki y, agist a spacelike birim vektorii ile n spacelike normal
teget vektorii arasindaki aci, v, 1<o<m, a spacelike birim vektorii ile e_,

1< o0 <m, baz vektorleri arasindaki agilardir.

Ispat. (4.1.23) denklemi goz Oniine almirsa, ({+ue,)eM noktasinda (e,,a)

spacelike kesitinin egriligi
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K§+ue (eo_, a) — IBO'IBo-ﬂvOiORgoo'O > , 1 <oc<m (4. 1 36)
’ <ea,ea><a,a>—<eg,a>
olarak wverilir. e, 1<v<k, ve a teget vektorlerinin koordinatlari, sirasiyla,

(ﬁwﬁp---aﬁk) ve (70,71,...,7k) olmak tizere

ﬂ0=<ev,e0>=0 , ,Bv=<ev,ev>=1 , 1<v<k

Ve

70:<a,eo>:% , }/V:<a,ev>:cosylv , 1<v<k

dir. Bu esitlikler ile (4.1.21) ve (4.1.33) denklemleri (4.1.36) denkleminde yerine

yazilirsa

cos’y,| 1&g R ’
b 20 asl

1-cos’y,

K§+ueg (ea’a)

bulunur. ||n||2 = g oldugu goz oniine alinirsa

P 2
cos’y, | - 1 6§+ 12 og
) 2g ou. 4g \Ou,

K

e ,a)=
§+uea( o’ 2
l-cos”y,

elde edilir. (4.1.25) denklemi gz Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.12. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin E, (t) ye
ortogonal olan timelike normal teget vektorii n olsun. e, 1<o<m, ile lineer

bagimsiz herhangi a spacelike birim vektorii verildiginde ({ + uea) € M noktasinda
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(ea,a) timelike kesitinin egriligi ile (ea,n) timelike o . asli kesitinin egriligi

arasinda
(1 —cosh’ l//G)nga (e,,a)=sinh’y,K .. (e,,n)

bagintis1 vardir. Burada y, agist a spacelike birim vektorii ile n timelike normal
teget vektorii arasindaki acidir ve y_, 1<o <m, a spacelike birim vektorii ile e_,

1< 0 <m, baz vektorleri arasindaki agilardir.

Ispat. (4.1.23) denklemleri géz oniine alinirsa (§ +ueg)eM noktasinda (ea,a)

timelike kesitinin egriligi

B Lot i Roo00 1< (4.1.37)

(e e,)(@a)=(e,a)f

K§+ueg (ea’a) =

olarak werilir. e,, 1<v<k, ve a teget vektorlerinin koordinatlari, sirasiyla,

v

(B, Brse-s ) Ve (Vo5 71se--57, ) olmak iizere

ﬂ0:<ev’eo>:0 s ﬂv:<evaev>:1 5 ISVSk

Ve

70:<a,eo>:Sir|l|:|l|//° , 7, =(a,e,)=coshy, , l1<v<k

dir. Bu esitlikler ile (4.1.21) ve (4.1.34) denklemleri (4.1.37) denkleminde yerine

yazilirsa

sinh’ i, _l@zg_’_i og ’
||n||2 20ul 4g\ou,

1—cosh’y_

KC-*—ue(, (ea"a) =
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bulunur. ||n||2 = g oldugundan

2
sinh® _ L 0'g + L 4
I 2goul 4g*\ou,

1—cosh’

K§+uea (ea’a) =

dir. (4.1.26) denklemi g6z Oniine alinirsa (eg,n) o . timelike asli kesitinin egriligi ile

(ea, a) timelike kesitinin egriligi arasindaki bagint1 elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.13. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M ve M nin E, (t) ye
ortogonal olan timelike normal teget vektorii n olsun. e, 1<o<m, ile lineer
bagimsiz herhangi a timelike birim vektorii verildiginde (é’ +uea) € M noktasinda
(ea,a) timelike kesitinin egriligi ile (eg,n) timelike o. asli kesitinin egriligi

arasinda
(1 +sinh® ) K., (ea, a) = —cosh’ Yok, (eo, n)

bagintis1 vardir. Burada y, a¢is1 a timelike birim vektori ile » timelike normal
teget vektorli arasindaki acidir ve v, 1<o<m, a timelike birim vektori ile e_,

1< 0 <m, baz vektorleri arasindaki agilardir.

Ispat. (4.1.23) denklemi goz 6niine alinirsa, 1< o <m, olmak iizere (g” + uea) eM

noktasinda (ea,a) timelike kesitinin egriligi

ﬂo-ﬂa/lOAORa'OO'O 1<oc<m (4138)

(e e,)(@a)=(e,a)f

K{H{eg (ea’a) =
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olarak wverilir. e,, 1<v<k, ve a teget vektorlerinin koordinatlari, sirasiyla,

v

(ﬁo,ﬁl,...,ﬁk) ve (70,71,...,7k) olmak tizere

ﬂ0=<ev,e0>=0 , ,Bv=<ev,ev>=1 , 1<sv<k
ve

70:<a,eO>ZCOShW° , 7,=(a,e )=sinhy, , 1<v<k

I

dir. Bu esitlikler ile (4.1.21) ve (4.1.35) denklemleri (4.1.38) denkleminde yerine

yazilirsa

cosh’ y, _182g+i og ’
||n||2 20u’ 4g\ ou,

—1-sinh’y_

K§+ueg (ea’a) =

bulunur. ||n||2 = g oldugundan

5 2
cosh’ y, _ 1o ‘§+ 12 2
2g ou. 4g”\Ou,

—1-sinh’*

I<§-¢—ueJ (ea’a) =

dir. (4.1.26) denklemi g6z Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

V{eQc M merkez noktasinda herhangi birim vektdor a ve e de E, (t)

dogrultman uzaymnda bir birim vektdr olmak iizere, sirasiyla, (a), (bl) ve (b2)

durumlan i¢in M spacelike dogrultman uzayli timelike regle ylizeyinin (e,a)

kesitinin egriligi ile ilgili agagidaki ii¢ teorem verilir.

Teorem 4.1.14. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M olsun. e, E, (t) iginde
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bir birim vektor ve n, E, (t) ye ortogonal olan spacelike normal teget vektor olmak
iizere £ € Q) merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike birim
vektorli verildiginde (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike

kesitinin egriligi arasinda

2
=LK, (en)

1—<e,a>

K, (e,a)=

bagintis1 vardir. Burada y,, agis1 a spacelike birim vektorii ile n spacelike normal

teget vektorii arasindaki agidir.

Ispat. (4.1.21) ve (4.1.23) denklemleri gdz dniine alinirsa ¢ € Q merkez noktasinda

(e, a) spacelike kesitinin egriligi

Z ﬂo—ﬂo’/’LOﬂ‘ORUOO‘O
K, (e,a)=-= (4.1.39)

(e,e){a,a)~(e,a)’

dir. (4.1.29) ve (4.1.33) denklemleri ile verilen e ve a vektorlerinin koordinatlari,

swrastyla, (5, 3. B;) ve (79:715---,7, ) olmak iizere

ﬂo:<€»€o>=0 5 ﬂvz<e,ev>=cost9v , 1<v<k

Ve

}/0=<a,eo>=0(|)|:|/|/° , ;/V=<a,ev>=cos1//v , 1<v<k

dir. Bu son esitlikler, (4.1.21), (4.1.29) ve (4.1.33) denklemleri (4.1.39) denkleminde

yerine yazilirsa
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bulunur. Boylece ||n||2 = g oldugundan

m 2 2
cos’ 7, Y _cos’ 6, _ 19 £y 12 2
por 2g ou; 4g | oOu,

o

1—<e,a>2

K, (e.a)=

olur. (4.1.25) denklemi goz Oniine alinirsa 1<o <m olmak iizere (ea,n) o.

spacelike asli kesitinin egriligi ile( e, a) nondejenere kesitinin egriligi arasinda

cos’ l//oiCOSZ 0K, (e,.n)
K, (e,a)= =

1—<e,a>2

bagintis1 elde edilir. (4.1.28) denklemi ile verilen (e,n) spacelike kesitinin egriligi

ile (ea,n) o . spacelike asli kesitinin egriligi arasindaki Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden

cos’ v, X
1—<e,a>2 ¢ (e,n)

K, (ea)=
bagintist bulunur. Boylece, ¢ € Q merkez noktasinda herhangi (e,a) nondejenere
kesitinin egriligi, lineer bagimsiz e ve a vektorlerine, Lorentzian Beltrami-Euler
formiiliine ve y, = <):(a,n) acisina dayanir. Bu bagint1 spacelike dogrultman uzayli,

merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin merkez noktasinda kesit

egriliginin L. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier formiilii olarak adlandirildi.
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Teorem 4.1.15. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. e, E, (t) icinde
bir birim vektér ve n, M nin E, (t) ye ortogonal olan timelike normal teget vektor
olmak tizere ¢ € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike
birim vektorii verildiginde (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) timelike
kesitinin egriligi arasinda

sinh”

K, (e,a):ml(g (e,n)

bagntis1 vardir. Burada y, agist a spacelike birim vektorii ile n timelike normal

teget vektorii arasindaki hiperbolik acidir.

Ispat. (4.1.21) ve (4.1.23) denklemleri gz 6niine alimirsa ¢ € Q merkez noktasinda

(e,a) timelike kesitinin egriligi

Z ﬂo—ﬂo’/’i’Oﬂ‘ORUOO‘O
K, (e,a)=-= (4.1.40)

(e,e){a,a)~(e,a)’

olarak wverilir. (4.1.29) ve (4.1.34) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, sirasiyla, (f5,, ..., 8,) ve (79 7:,---.7, ) olmak iizere

ﬂo:<€»€o>=0 , ﬂV=<e,ev>=cost9v , 1<v<k

vE

}/0=<a,eo>=8ilﬁi|l|//° , 7, =(a,e,)=coshy, , 1<v<k

dir. Bu esitlikler ile (4.1.21), (4.1.29) ve (4.1.34) denklemleri, (4.1.40) denkleminde

yerine yazilirsa
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2 C
bulunur. ||n|| = g oldugu g6z oniine alinirsa

m 2 2
sinh® 7, D" cos’ 6, _ e £ : - %
o=1 2g aMo- 4g aMo‘

1—<e,a>2

K, (e’“) =

elde edilir. (4.1.26) denklemi gz Sniine alinirsa 1< o <m olmak iizere (e,,n) o.

timelike asli kesitinin egriligi ile( e, a) timelike kesitinin egriligi arasinda

sinh’ gyoi:cos2 0K, (e,.n)
K, (e,a)= “

1—<e,a>2

bagintis1 elde edilir. (4.1.28) denkleminde verilen (e,n) timelike kesitinin egriligi ile

(ea,n) o . timelike asli kesitinin egriligi arasindaki Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden

sinh®

1—<e, a>2

K, (e,a)= K, (e,n)

bagintist bulunur. Boylece, ¢ € Q merkez noktasinda herhangi (e,a) nondejenere
kesitinin egriligi, lineer bagimsiz e ve a vektorlerine, Lorentzian Beltrami-Euler
formiiline ve y,=<(a,n) hiperbolik agisma dayanir. Bu baginti spacelike

dogrultman uzayli, merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin
merkez noktasinda kesit egriliginin II. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier formiilii

olarak adlandirildi.
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Teorem 4.1.16. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. e, E, (t) icinde
bir birim vektér ve n, M nin E, (t) ye ortogonal olan timelike normal teget vektor
olmak iizere { € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a timelike
birim vektorii verildiginde (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike

kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

K (e,a) B 1+<e,a>2

K, (e.n)

bagintis1 vardir, burada y,, agis1 a timelike birim vektorii ile »n timelike normal

teget vektorii arasindaki hiperbolik acidir.

Ispat. (4.1.21) ve (4.1.23) denklemleri gz 6niine alimirsa ¢ € Q merkez noktasinda
(e,,a) timelike kesitinin egriligi
Zﬂaﬂaﬁ'O)‘ORJOUO

K, (e,a)=-" (4.1.41)

(e,e){a,a)~(e,a)’

dir. (4.1.29) ve (4.1.35) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin koordinatlari,

swrastyla, (5, 3. B ) ve (79:715---»7, ) olmak iizere

ﬂo:<€»€o>=0 5 ﬂvz<e,ev>=cost9v , 1<v<k
ve

h .
7o=<>o>=coﬁn”l//° , }/V=<a,ev>=smhl//v , 1<v<k

dir. Bu esitlikler ile (4.1.21), (4.1.29) ve (4.1.35) denklemleri (4.1.41) denkleminde

yerine yazilirsa
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cosh’ p, & 10°g i og ’
I 2,005°0, [ 208 4g (au
—l—<e,a>2

bulunur. ||n||2 = g oldugundan

m 2 2
sinh® 7, D" cos’ 6, _ 1o £ 1 - 2:
2g ou; 4g | ou,

o=l
K( (e,a) = —1—<€ a>2

elde edilir. (4.1.26) denklemi gz Sniine alinirsa 1< o <m olmak iizere (e,,n) o.

timelike asli kesitinin egriligi ile( e, a) timelike kesitinin egriligi arasinda

cosh’ l//oiCOSZ 0K, (e,.n)
K , — o=1
. (e a) 1+<e,a>2

bagintis1 bulunur. (4.1.28) denkleminde verilen (e,n) timelike kesitinin egriligi ile

(ea,n) o . timelike asli kesitinin egriligi arasindaki Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden

2
K, (e.a) ==Y g (e,n)
1+<e a>

bagintist elde edilir. Boylece, ¢ €Q merkez noktasinda herhangi (e,a) timelike
kesitinin egriligi, lineer bagimsiz e ve a vektorlerine, Beltrami-Euler formiiliine ve
¥, :<(a,n) hiperbolik acisina dayanir. Bu bagint1 spacelike dogrultman uzayli,

merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyinin merkez noktasinda
kesit egriliginin III. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier formiilii olarak
adlandirildu.



92

Ornek 4.1.17. X:(xl,xz,x3,x4,x5),Y:(yl,yz,y3,y4,y5) € IR’ olmak iizere

<Xv Y> SEXN TXY, T XY+ X, Yy — X Ys

Lorentz metrigi ile verilen 5—boyutlu Minkowski uzay1 IR’ olsun. IR’ de x, 7 ve

&=+’ +1° keyfi sabitler olmak iizerear : I — IR egrisi

1 ) ) )
a(t)= —(26‘22‘, K'Sin &t — K COS £t, T sin &t — 7 COs £t,—& cos £t — £ sinh &t 0)
£

olsun. <0.z,0.z>=—352 <0 oldugundan « timelike bir egridir. Bu «a egrisinin her

noktasinda tanimli {e] (1).e, (t)} ortonormal vektor alan sistemi

¢ (t)=—=/(¢, Kkcoset—1,7cos et + i, £sin £1,0)

e,(t)=—=1(¢, ksinet+7, rsinet — k, — £ cos &t,0)

olarak verilsin. Bu sistem «() € IR’ noktasinda tanjant uzaymin 2-boyutlu bir
altuzaym gerer. Bu altuzay FE, (t) ile gosterilir. <el,el>:<e2,ez>=l, oldugundan
E, (t) spacelike bir alt uzaydir. Bu takdirde, IR’ de timelike dayanak egrili,

spacelike dogrultman uzayli 3 —boyutlu timelike regle yilizey parametrik olarak

ile verilir ve bu regle yiizey M ile gosterilir. M nin E, (t) dogrultman uzayinin asli
catis1 {e,(¢).e,(t)} ve tegetsel demetinin bazi {e, (z‘),ez(t),e.1 (t),éz(t),(;c(t) olmak

iizere Gramm-Schmidth yontemi kullanilarak



93

€, —2ksingt+1,-2rsinet -k, 2 cos t,0),

1
(1) =
(1)= g

a;(1)=(0,0,0,0,1)

—&,2Kxcoset+1,2rc0s st — K, 2£81n &, 0) ,

ortonormal baz vektorleri elde edilir. Bdylece, M nin tegetsel demetinin

{el(t),ez(t),a3(t),a4 (t),as(t)} ortonormal bazi bulunur. M nin dogrultman
uzaymm asli catis1 {e, (¢),e, (t)} icin tiirev denklemleri ve a dayanak egrisinin hiz

vektord, sirastyla,

q()=-2e, (f)+725a3 ().

. s NG
e, (t) = ge] (t)+78a4 (t) )
o= \/gé‘e] + \/ggez +3ea;

bulunur. Bu takdirde spacelike dogrultman uzayli 3 —boyutlu timelike regle yiizeyin

metrik katsayilari

2B, 203, & g’

_ 2 2 2
g0 —Tg Uy———¢1u, +?1/l1 +?1/l2 -3¢

&
8o =80 = \/55_5”2

&
80 =8n = \/5‘9‘*'5”1

8,=8,=0
g1 =8n=1

ve M nin birinci temel formunun regiiler matrisi
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2 2

[&;]m = \/§€—§u2 1 0

\/§8+§u1 0 1

olarak elde edilir. Bu regiiler matrisinin determinanti

g= det[gl.j] =§£2uf +§£2u22 -9¢&°

olur. [ gl.j] regiiler bir matris oldugundan u +u; # % dir. 3—Dboyutlu timelike regle

yizeyi M nin E, (t) dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget vektorii

V& e M noktasinda

2

2
n= Taul% + T$u2a4 +3ea;

. . 2 81
seklinde tanimlanir, yle ki (n,n) = 552 (”12 +uzz)—9g2 ve u +u; # ) oldugundan
n normal vektorii nondejenere (spacelike veya timelike) bir vektordiir. Boylece
Teorem 4.1.2. ve Teorem 4.1.3. den E, (¢) nin asli ¢atisina gére M nin nondejenere
1. asli teget kesiti (el,n) ve nondejenere 2. asli teget kesiti (ez,n) icin asli kesit

egrilikleri, sirasiyla,

2
1 0 1 (0
Kg(el,n)=—— g2+ > %
2g ou~ 4g \ oy

vE

P 2
K, (em)=-———28, L[
2g ou,” 4g”\ Ou,
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dir. Burada
2 2
% 3, 0g At [08) 16,
ou, 9 ou; 9 Ou, 81
ve
g 4 T
a_g:igzuz ’ a%:—gz , a_g :_68414;
ou, 9 ou, 9 Ou, 81

oldugundan nondejenere 1. asli teget kesiti (¢,n) ve 2. asli teget kesiti (e,,n) nin

kesit egrilikleri, sirasiyla,

—4u’ +162
(20 +2u? ~81)

Kg(el,n)z

Ve

—4u? +162
(27 + 202 -81)

Kg(ez,n):

bulunur. V¢ eQ merkez noktasinda u, =u, =0 gdz Sniine aliirsa K, (e,,n) ve

K : (ez, n) asli kesit egrilikleri, sirasiyla,
2 2
K, (e,,n) ZE ve K, (ez,n) :a

olarak bulunur. Ayni zamanda M nin V¢ € Q merkez noktasinda 1. ve 2. asli

dagilma parametresi, sirastyla,

PRV )
V2 V207 V2 2
3 3

oldugundan Teorem 4.1.7. den de ayn1 sonug
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olarak elde edilir.

Simdi IR’ de 2 —boyutlu asli 151n yiizeylerini géz dniine alalim.
?, (t,u) = a(t)+ue1 (t)

parametrizasyonu ile verilen spacelike dogrultmanli timelike asli 151n ylizeyi M,
olsun. Teorem 4.1.8. den yani genellestirilmis Lorentzian Lamarle formiiliinden M,

in ¢ +ue, noktasinda (e],n) nondejenere kesitinin egriligi

162

2wt —-81) “
( )

K§+”el (el’n) =

9
Np)

bulunur.

0, (t,u) = oz(t)Jrve2 (t)

parametrizasyonu ile verilen spacelike dogrultmanli timelike asli 151n ylizeyi M,
olsun. Benzer sekilde, genellestirilmis Lorentzian Lamarle formiiliinden M, in

¢ +ve, noktasinda (ez,n) nondejenere kesitinin egriligi

162

I<¢+V€2 (ez,n):m

, vV

2

V2

elde edilir.

Simdi, E,(¢) i¢inde e spacelike birim vektoriinii géz 6niine alalim. e birim vektorii

ile e, ve e, baz vektorleri arasindaki agilar, sirasiyla, 8, ve 6, acilar1 olmak tizere, e

spacelike birim vektorii
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e=cosfe +cosbe, , cos’ 6 +cos’H, =1

olarak yazilir. Teorem 4.1.9. da verilen Lorentzian Beltrami-Euler formiilinden M

nin merkez noktasinda (e,n) nondejenere kesitinin egriligi ile asli kesit egrilikler

arasinda
K, (e,n)=cos’ §K,(e,n)+cos’ 6,K, (e,,n)

bagintis1 oldugundan (e,n) nondejenere kesitinin egriligi

2 5 2 5 2
K. (e,n)=—cos" 6, +—cos 0, =—
() 81 '8l 28l

olarak bulunur. Bu sonu¢ Teorem 4.1.10. ile tutarhdir ¢iinkii M nin dagilma

parametresi

olarak elde edilir.

Simdi, IRl5 de spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle ylizey M
nin V¢{ € Q merkez noktasinda herhangi bir birim vektorii g6z oniine alalim. Bu

birim vektoriin spacelike veya timelike olmas1 n normal teget vektoriiniin spacelike

veya timelike olmasina baglidir. Bu durumlari ayr1 ayri inceleyelim.
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Ik olarak, n normal teget vektorii spacelike ve V¢ e Q noktasinda herhangi bir
spacelike birim vektor a olsun. a birim vektorii ile n, e, ve e, vektorleri arasindaki

acilar, sirasiyla, y,, ¥, ve y, olmak iizere, a spacelike birim vektorii

n
a =Ccosy, —+Ccosy,e +cosy,e,

I

olarak yazilir. Teorem 4.1.14. de verilen 1. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier

bagintisindan M nin { € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a
spacelike birim vektorii verildiginde (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n)

spacelike kesitinin egriligi arasinda

cos’ i,

K, (ea)= 1_<e a>2 K, (e.n)

bagintist vardir. Buradan (e,a) nondejenere kesitinin egriligi

2cos’ y,

K§ (e’a): 2
81[1—(0051//, cos 6, +cosy, cosb,) J

bulunur.

Ikinci olarak, n normal teget vektorii timelike ve V¢ € Q noktasinda herhangi bir
spacelike birim vektdr @ olsun. a birim vektdrii ile n, e ve e, vektorleri
arasindaki agilar, swrasiyla, y,, w, ve w, hiperbolik agilari olmak iizere, a

spacelike birim vektori

n

|

a =sinhy, —+coshy;, e +coshy,e,
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olarak yazilir. Teorem 4.1.15. de verilen II. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier

bagintisindan M nin ¢ € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi o
spacelike birim vektorii verildiginde (e,a*) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n)
timelike kesitinin egriligi arasinda

sinh®

K, e,a )= - 2Kg(e,n)
( ) 1—<e,a>

bagintis1 vardir. Boylece, (e, a*) nondejenere kesitinin egriligi

2sinh’ y,
81 |:1 —~ (cosh w, cos 6, +coshy, cos 6, )2 }

Kg (e,a*):

olarak elde edilir.

Son olarak, n normal teget vektorii timelike ve V¢ € Q2 noktasinda herhangi bir
timelike birim vektér @~ olsun w, , w, ve w, hiperbolik agilar, sirasiyla, a”

birim vektorii ile n, e, ve e, vektorleri arasindaki acilar olmak tizere, ¢~ timelike
b 1 2 bl

birim vektori

n

I

kok Hok . ok . ok
a =coshy, +sinhy, e +sinhy, e,

olarak yazilir. Teorem 4.1.16. da verilen IIl. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier

bagmtisindan M nin ¢ € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a™
spacelike birim vektorii verildiginde (e,a**) timelike kesitinin egriligi ile (e,n)

timelike kesitinin egriligi arasinda
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bagintis1 vardir. Buradan (e, a**) timelike kesitinin egriligi

2cosh’y,”
81 [l + (sinh w, cos@, +sinhy, cosé, )2 }

Kg (e,a**)z—

bulunur.
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4.2. IR, n-—boyutlu Minkowski Uzaymmda Timelike Dogrultman Uzayh
Genellestirilmis Timelike Regle Yiizeylerin Kesit Egrilikleri

IR

1 s

n—boyutlu Minkowski uzayinda, {O}cl c IR olmak iizere, a egrisi

diferensiyellenebilir spacelike bir egri ve M’ timelike dogrultman uzayl

genellestirilmis timelike regle yiizey olsun. Q, M’ niin m >0 olacak sekilde
(k—m+1)—boyutlu merkez regle yiizeyi olmak iizere M’ regle yiizeyinin «(¢)

dayanak egrisini QQ merkez regle yiizeyinin dayanak egrisi olarak kabul edelim. Bu

takdirde

. k
o (t) = Z Cvev + nm+lak+m+l s 77m+1 #* O (42 1)

v=1
dir.

Merkez uzaym noktalarnda M’ niin tanjant uzaylari A4(¢) asimptotik demetine

diktir. Qc M' merkez regle yiizeyinin merkez noktast olarak adlandirilan

k
noktalarda ¢(,u, ,...,u,)=a(t)+ Y u,e, (¢) parametrik gdsteriminde
v=l

u, =0 , I<o<m (4.2.2)
dir.

IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl genellestirilmis
timelike regle yiizeyi icin (4.2.1) ve (3.2.12) esitlikleri goz oniine alinirsa
. k .
o, = a(t)+ Zuv ey (t)
v=1

k k m
= Z [§V + Z av,uu,u ] ev + ZuoKoak+a + 77m+]ak+m+1

v=1 u=l o=1

(4.2.3)

Ve
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@, =¢,(t) : 1<v<k (4.2.4)

elde edilir. Boylece, M' niin tegetsel demetinin kanonik bazi

k m
{Z( +Zav;¢ yjev +zuaKo‘ak+o‘ +77m+lak+m+1’ el’ 82""’ek} (425)
v= o=l

dir. Alisilagelmis indeks yazim seklini kullanmak igin, u, =¢ olarak ifade edilirse,

bu kanonik baza gére M’ niin birinci temel formunun katsayilari

20 =(0-0) » 20={(0..0) . g.=(p.0,) . 1Sv.u<k

esitliklerinden hesaplanabilir. (4.2.3) ve (4.2.4) esitlikleri yardimiyla,

1

0 =(0.0,)= Ze (C +Z% ﬂj2+§ g, )+ (1,0)

k
gVO:<¢ltv’¢t>:gv[§v+zavyuyj s ISVSka
pu=1

8 <¢uv P, > =¢,0,, , 1<v,u<k

elde edilir. M' niin birinci temel formunun matris formu

_goo o1 8o - gOk_

8o 8 &2 - i

[gg/:lz 8 8u En -+ Eu
180 8 8o - ik |

dir. [ gi]} regiiler matris olmak iizere



[g,-]-]

|

k
é/k + Z ak;tu;z J

u=l1

k k
81(§1+Zalﬂuﬂj 82(§2+Za2”u#j
u=l1 u=1

k
gk (é/k + Z ak,uu,u j
u=1

€0l
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dir. Buradan

g:de:t[gij]z—i“(uc,zcg)z—775,+l : 0<i,j<k
o=l

bulunur ve [ g,.j:l regiiler matris oldugundan —» (u,x, )’ =72, #0 dir. Sonug olarak

o=l

2
k k

oo :—g+ng(g”v +Z“w”yj
v=l u=1

k
ng :gv(é/v_'_;av,uu,uJ N ISVSk (426)
g =<9V5V,, , 0<v,u<k
g:det[gif:lz_zm:(ua’(a)z_nriﬂ ) OSZ’]Sk

o=1

esitlikleri elde edilir.

[ g, | matrisinin tersi de asagidaki gibi elde edilebilir. |5, |, 0<i,j<k, birim

matris olmak tizere
[g,i6,] . 0<i,j<k
ekli matrisinin elementer satir iglemleri yardimiyla,

[5,:¢"] 0<i,j<k

satirca indirgenmis eselon formu elde edilir. Buradaki [ g’j] matrisi [ gl./} matrisinin

tersidir ve [ gi’} ters matrisi asagidaki gibidir:



—&

i
[51 +Z%”ﬂjgl [‘91511g_

u=l1

k
= [é,z +Za2yuﬂjg_l (52521g_
u=1

(Q"”ia@”ngl (‘9} g~ (§k+zaky yj(gl"'iamuyjjgl [‘% 28 ~ (§k+zaky y]{§2+ia2yuy\]ng

k
(;l + Zalyungl
pu=1

k k
;1 + Zalyuyj[gl + Zalyu/t j]gl [81512g -
u=l1

uﬂj(é,l +Zk:a1#uﬂ jjg_l (gzgzzg -

k
é’Z + ZaZ,u

u=l1

k
(4/2 + ZQZyuy ng
=l

¢ +ialyu;¢j{§2 +ia2/tu;¢ }]gl

S +Zk:a2g”yJ(é,z +Zk:azﬂuyJ]g_l

[glalkg

(5252kg -

k
[é’k + Zakyuy ng
u=1

§1+z 1,u u}

k
42 + Zazﬂuﬂ
u=l1

k
gk + Z ak#u# J] gil
u=1

(gk +Zk:ak/,”,u ]]g_l

[gk w8 ~ {Q"‘Za&y ;IJ[§k+iak;zuﬂJng

S0l
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Buradan agiktir ki, [ gi’} ters matrisinin elemanlari

dir.

(4.2.6) ve (4.2.7) denklemleri (2.2.4) denkleminde yerine yazilirsa, sirasiyla, I'y,,
re,re,re e .,

0 v v
vu > uv 2 Vi uvo A0 rOl’ rlO’ FOA’

1<v, u, A <k, Christoffel sembolleri
hesaplanabilir. Ilk olarak Iy, ifadesinin degerini hesaplamak iizere

s ou, Ou,

:lgoo 020 agoo _ 08y +—g" 8g|0+8g10_5g00
2 ou, auo ou, 2

Fgoz_zk: 0r|:agr0 ag;o agoo}
1

Ou, Ou, Ou,
+lgoz 025 i 08 _ 0800 +...+lg0k 0o " 8o _ 0800
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ou,

ile verilen Koszul esitliginde (4.2.6) ve (4.2.7) denklemleri yerine konulursa

u=1

1 ag . kW
o = zg{ 52 § (4 - E a,,u ;,)(é”ﬁ;awuyﬂ
11 Z 3 og Z Zk
+§§(§1 P ”j{zgl [§1+ . u”j+5 _28 Lgv ' %uﬂJ%}

v=l u=l1

U
11 k dg k T
+——| &+ D ayu, 252 §2+2a2ﬂu += _2¢ Z S+ au, |a,
2g u=1 u=1 Ou, V=1 l

u=l1

11 k
+E§ é/k +Zakﬂuﬂ

=1

N—
[ 1

. k
2¢, [gk+ D A,
u=1

+——2g Z{; +Zam ﬂJ
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

2g auo g v=l

1 6 1 k k . k.
rgoz——g - (§V+zavﬂuﬂj(§v+zavpuﬂj
u=l #=l

1 & k k 1 & k og
1 & k 2

__Z(gﬁz%#u#} a,,
8 v= p=l1

bulunur. Bu son denklemde «,, =0 oldugu g6z Oniine almir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

1]|0g < : og

=— =+ +> «a —-= 42.8
00 2g |:8MO ;[é/v i v,uu,uj al/l ( )
elde edilir.

Benzer sekilde Féo , 1< A <k, degerini hesaplamak icin, Koszul esitligi

k

1
Fgo =_zgﬂr |:agr0 i 0,0 _ agoo:|

23 Oou, Ou, Ou,
:lg/w 0800 " 0800 _ 0800 +lgﬂ 0810 n 0810 _ 0800 +lg12 081 " 080 _ 0800
2 ou, Ou, Ou, | 2 ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou,
+...+lg’u ag/10+ag},0_ag00 +...+lg’1k a<g/co_|_a<g/co_6goo
2 ou, Ou, Ou, 2 ou, Ou, Ou,

olur. Burada (4.2.6) ve (4.2.7) esitlikleri yerine yazilirsa



I

0

+;1(gi g = (§4+Zaal J(&+Zk:alﬂuﬂ]][2q(&l+i0’nyu#]+
8 p=l1 =

+;;(5/1 128 — [é}"‘Z%m ﬂJ[é/z"‘;azy”y J

11 k k
+§_ £,0,8—| ¢, +za/1yuy
g pu=l1 pu=l1
11 k k
+§_ gié‘ﬂ.kg - é//l + zaiyuy é/k +Zakyuy
g u=l1 pu=l1

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 k
Fg():_g[gl-‘rza&”u/‘j +_[é//1 +ZC¥M u
=1

pu=1

1
+_
2g

1
+£812g[§z+zaﬂﬂ ]

2¢, (

§2+Za2#

u=l1

2e, [gk Y o,

S (v Sam ez
giga%——gﬂngg [g +Zam "j a,

_l[gi + Zawu”jzcev [é’v + Zk:amuﬂJ(g‘“v+ Z(;cv,, uﬂ}
g = V=l = =1

1 k k
Y, Y] 6+ e, |
2g = v=l pu=1 8
bulunur. «, =0, & =1 ve ¢¢0,=-a,

sadelestirmeler yapilirsa, 1< A <k, i¢in

R (e ) [ e

+2g[[a+ Zklo.uﬂ

p=l

olarak genellenir.

_+_

v

u=1

o 8o

)

(@+Z%ﬂJ

1 Og
a,, +— 5 &,
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;—g+2(evzk:(§v+zk: a,, ﬂ](g +ZO‘W /,J:I
U v=1 u=1

og k
=N +
ou, v=l (gv Zlamuﬂ] o }

g k k
+—=-2) ¢, .;’V+Zamuﬂ a,,
2 v=1 u=1
ag k k
J+6__2 gv[g’v+2amuﬂ a,
Uy V=1 u=l ]
6 k k
+ a_g - 22 gv [é’v + zavyuy Javk :|
Uy v=I =1

k

Se

=1

oldugu goz Oniine alinir ve

(4.2.9)

2

Ou,




FB# ve FZV , 1<v, u <k, degerlerini hesaplamak icin, Koszul esitligi

1< og, 0g, 0g
1—~0 —_ 0r v + e v
o2 ;g { ou, Ou, Ou

14 r

:lgoo agov+ag0#_agV# +lg01 6g1v+8g1/1_ag"#
Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou

2 2

1 gOZI:agZV +ag2,u _agv,u}_i_. 1 0k|:6gkv +agk,u _agv,u}

+— t—g
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ouy

alinir ve burada (4.2.6) ve (4.2.7) esitlikleri yerine konulursa

11 11 k
° :_E§ £,a, +&,a,, —0]+5§(§1 +Z‘;alﬂuﬂj[0+0_0]
=
11 k 1 k
+t——| S+ D, [[0+40-0]+...+==| & + D e u, |[0+0-
2g u=1 u=1

elde edilir. (2.2.2) denklemi ve ¢,¢,, =—¢,,, oldugundan

r, =TI, =0, 1<v,u<k

elde edilir.

A A
Iy, vel

o 1S A,v, 1 <k, degerlerini hesaplamak icin, Koszul esitligi

r=0 au” v r

1< og,, 08, 0%
l—vl — Ar rv + ruo_ v
"o Z & l: Oou, Ou

(4.2.10)
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== +-g +-g
2 ou, Oou, Ou, | 2 ou, Ou, Ou 2 ou,,
+...+lgM 924, +8g/w _8gv;4 +.“+lglk 081 +agklu_agvlu
2 ou, Ou, Ou, 2 ou, Ou, Ou

olur. Burada (4.2.6) ve (4.2.7) esitlikleri yerine yazilirsa

ou

14

lgAO{agOV +6g0,u _agv,u:| 1 il{agly +agl,u _agv,u:| 1 iz{agzv +ag2,u _agv,u

ou,

|
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k
Ong (5/1 + Za@“y

elde edilir. (2.2.2) denklemi ve ¢,¢,, =—¢,¢,, oldugu goz oniine alinirsa

r, =T, =0 , 1<v,u, A<k (4.2.11)

bulunur.

FO ve I, 1< A<k, degerlerini degerini hesaplamak i¢in
20 04 g g p

<& ,|0g, og, O
Fgozazgo { g/1+ 8ro g10:|
r=0

ou, Ou, Ou,
_ lgoo 08y, n 98w 980 +lgm 92, " 9810 980
2 Ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou,
+lg02 08y, i 085 _ 0810 +...+lg0k g " 080 _ 080
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ou,

Koszul esitliginde (4.2.6) ve (4.2.7) denklemleri yerine konulursa
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o 11| & k 11 C
Po==77 5+228v - +Zamu# % +E§ ‘i +Z“w“# [04_‘910[1/1 _gla/“]
2

2 g v=l u=l

11 g 11 ,
+5§(§2 +Za2#“u][0+520‘u _54a42]+“'+§§(§k +zak#”u][0+8ﬂ“ — 5,0,

u=1 u=l1

elde edilir. ¢,¢,, —€,,, = 2¢,a,, oldugundan gerekli diizenlemeler sonucu

vvA

r —La—g—li‘s ¢ +ia u |a +le:5 ¢ +Zk:a u |la
A0 2g au/l - v v v vA g,,:1 v v v vA

p=1 u=l1
bulunur. Sadelestirmeler yapilir ve (2.2.2) denklemi g6z oniine alinirsa

ro,-re, - 1% 1<A<k (4.2.12)
2g Ou,

elde edilir.

Son olarak I}, ve I';, 1<v, A<k degerlerini hesaplamak iizere, Koszul esitligi

1< og., 0Og, Og
l—vl - Ar vy r0 A0
) ; g { Ou, Ou, Ou

14 r

zlgw{ago‘/ " 08w _agvo}_}_lgm |:aglv n g1 _agv0j| 1 /12|:5g2v " 085 _agv0j|

+_
2 ou, Ou, Ou, | 2 Ou, Ou, Ou, 2 & Ou, Ou, Ou,
_}__“_}_lgM g, +ag40 _agvo +...+lglk 081 +agk0 _agvo
2 Ou, Ou, Ou, 2 Ou, Ou, Ou,

olur. Burada (4.2.6) ve (4.2.7) esitlikleri yerine yazilirsa
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L1 : 0 < k
oy=2—]¢ +Zaﬂ,ﬂuu = T 2281/ g+ Zawuu %y
2 g L=l auv v=l u=l

11
+5§ £,0,8— (gﬂ, +Za/1y JE 1+Za1/4 ;,JJ 0+¢&0a, _5vav1]
u=l1
1 1 k k
+5_ glaiZg_ é’l + Za/lyu,u 4/2 +Za2,uuy [0+€2a2v _gvaVZ]
g u=l u=1
1 1 k k
+5§ £,0,8-|¢, +Za@“ﬂ ¢, +Za/1y”y [0""910‘@ gvav/l]
u=1 u=l1
11 k
+E§ £,0,,8 4’44‘20%1 u, || S +Zaku“u [O+gkakv_gvavk]
u=1 u=l1

elde edilir. ¢,,, —¢,a,, =2¢,a,, oldugu goz Oniine alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

rff—%&#i}%%} +— zg (4’ +Zaw ”]
_—Ze (5 +Zaw #J zlgngg(alv)

bulunur. Sadelestirmeler yapilir ve (2.2.2) denklemi g6z oniine alinirsa
I, =T} = 24 [g +Z% ”J 55 +2g(ah)} L 1<v, A<k (4.2.13)

elde edilir. Sonug¢ olarak (4.2.8), (4.2.9), (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13)

denklemlerinden, 1 <v, u, A <k, icin Christoffel sembolleri
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rgo=i aj; i( +Z% #J }
r§0=§ (mZ% J(-*Z(g +2% j ]
S EXS AT PR W MYRE Y |

r, =T, =0, (4.2.14)
A TA
I}, =T% =0,
13
Fgo = rgz = £
2g ou,’

R 1 : og 7
v Ov_g - é/ﬂ,_'_;al,uu/t %4_ g(aﬂv)

olarak verilir.

Bu son denklemler goz oniine alinarak Riemann egriligi hesaplanir. Teorem 2.2.10. a

gore {uo,u,,...,uk} koordinat sisteminin koordinat komsulugunda tanjant uzaymin
bazi {0,,0,,...,0,} (6i:6i, 0<i<k) olmak iizere, M’ timelike dogrultman

uzayl genellestirilmis timelike regle yiizeyinin Riemann egrilik tensorti

Zzyr

Q)
Q)

olur. Burada R;; Riemann egrilik tensorii katsayilart

lij

r a r r S r k S r
R, = EF-”__F er +Z_(;rj,r”

dir. Boylece Teorem 2.2.12. den M' niin Riemann-Christoffel egrilik tensorii
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L a r a r L N r £ N r
Rhlii = E g (6—1‘]‘] —a—l"i, - E l"i,l"js + E l"ﬂl"m] (4215)
=0 u; u; 5=0 s=0

dir. Ayrica Teorem 2.2.8. den dolay1 egrilik tensorii igin

R
R

=R

ijhl

-R

hlij

(4.2.16)

inl = AN in

bagintilar1 vardir. Boylece, 1<, A,v, u <k, i¢in, sirasiyla,

Ri005

R, 000 = Roovo = —Rovo0 = —Rogor »
I?quO ::IQOOMM’

Ro/m; = &Mo = _RMW = _Rvyom
Rzﬂv,u H

RvOyO = _ROV/.IO = _R/IOOV = RO,uOv

degerleri bulunabilir.

(4.2.6) ve (4.2.14) denklemleri (4.2.15) denkleminde yerine yazilirsa, R, egriligi

k a r a r k S r k A r
Rigo0 = Zgro I~ D~ ZFOOFOS + ZFOOFOS =0
=0 auo auo s=0 s=0

olarak bulunur. Benzer sekilde R ,,, | <v <k, egriligi

k a r a r k S r k N r
R0 = Zgrv [8 I~ o Zrbor()s + ZFOOFOSJ =0
=0 u, ou,

s=0 s=0

elde edilir. Ayrica, 1 <v,u <k, olmak tizere R, egriligi



£ 6 r a r £ s r L s r
Rv,uOO = zgrv (aTFOy _aro;l _ZFO,UFOS + ZFO/JFOSJ = 0
r=0 0 0 s=0
dir. Bu son denklemlerden
Ry =R

Lo00 = Rovoo = Rioo =0 , 1<sv,u<k

oldugundan dolay1

olur.

Ayrica, (4.2.15) denkleminden R, , 1< A,v, u<k, egriligi
0Avu ILI gr g

J 0
ROAV,LI =zgr0 (ar _—Fr ZFS r’ +ZFS F’ \]
r=0 v

, &tﬂ

= g4 [%rfd —irﬁl =2 0 RS o ZFS r +er r ]

v u,u

k
+ 2 [%F;M —ai% -y, +T0,T0, er r, +er r ]
r=1

dir. Burada, (4.2.14) de verilen

0 0 _ 14 A _

r,=r,=r,=0r,=0 1<Av,u<k
esitlikleri g6z Oniine alinirsa

Ry, =0 , 1<A,v,u<k

bulunur. Benzer sekilde (4.2.15) denkleminden R

v °

1<, A,v,u <k, egriligi

115

00 =0 , 0<i,j<k (4.2.17)
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L 6 r a r L S r d N r
Rz/lv,u :zgn(au ryl_au rvl_zrwlr,us_i_zrylrvsj
r=0 u 5=0 5=0

14

k k
= 8o, {irfm - irgz - F(v)zr(;)lo + F?MFSO - zrf/ﬂ,r(;)zs + zrlﬂrss J
s=1 s=1

ou, ou,,
S a r a r 0 yr 0 r S s r % s r
+Z grt gr,uﬂ _Ervﬂv _Fvﬂr/to + r,u/'{FVO - erﬂ,r,us + Zr,uﬂrvs

r=1 v u s=1 s=1

dir. (4.2.14) denkleminden
0 _ 10 _pi _pi _
r,=r,=r,=1,=0 1<Av,u<k
esitlikleri g6z 6niine alinirsa
o =0 , 1<, Av,u<k

bulunur. Boylece

R R R 0 , 15,4, v,u<sk

00vu = RlOvy = 0Avu = Avu =

oldugundan

R, =0 , 0<i,j<k , 1<v,u<k (4.2.18)

i

olarak genellenir. Son olarak (4.2.15) denkleminden R, ,, 1<v,u <k, egriligi

k a r a r k s r k s r
Rvo;zo = r:O 8 [Eroo _a_uoryo - SZ(;F/IOFOS + ;FOOF/H]

)7

dir, yani
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a S k S
——T0, =T 0 + Tl ZF I +Zr60rgsj
=1

Uy

0
RvO,uO = 8oy (aTFSO
! (4.2.19)
k k
F:lo - rzorgo + rgorzo - Z F‘LOFSS + Z FSOFLS }
s=1 s=1

. 0
+Z 8n ( Lo = o

0

olur. Bu son denklemin bilesenlerini hesaplayabilmek icin (4.2.14) esitlikleri goz

Oniine alinirsa

0 1 0og ag 1 1 & Og Og
0 T 2 o w28 a o2 22( Z ja_a_
g Z/l u, g u U, g = uﬂ u,

v=l

k k 82
+_VZ‘ V”@u 2gv1( Z Jau ou,

H=

O _ 1 0gdg 1 0¢
ou, " 2g* du, u, 2g duydu,

50__1" g g 1<, 02
ZF Lo 4 ZZ[ =] jau au Z%’au

g s=1 2g s=1

k
O+ yau |22 1, %
ou 2g ol ou, Ou, 2g ou,

i
k 2
+
[éfr 2ty J@u ou,

u=l

1 k og O
sl 6 B |5 6o S, | EE

u=l1

1 k k 0 k 0
_E%Z{g +Zamuﬂj£——(§ +2awuﬂjz;aﬂ£

p=1 p=1

J 1 ’g
Y a,a, +—¢, ,
Z‘ T  u ou
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B

v=1l u=1

+_(§ +2amu j—+—2[5 +Z“w ﬂj aaug

)2
_La_g@_g
4g Ou, ou,

, 1 2 og 0
Fgor = _4g2 (é/r +Zamuyj——g

denklemleri elde edilir. Bu son denklemler ile birlikte (4.2.6) denklemindeki
esitlikler (4.2.19) denkleminde yerine yazilirsa
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X 1 og og 1 ©o'g 1< 0g Og

2g” Ou, ou, 2g 0u 8u0

k 2
+L av/la_g L é’ +zaw /l + 12 ag ag _La—
2g 75 ou, 2gi- 6u au 2g" Ou, Ou, 2g Ou,0u,

1 k k
4g2 2[4 =

k
Sau BB Ly, &
= =t ou, 6u 2g°T 7 Ou,
k k k 2
e sSau |2 1, % 1/, e,
"l 2¢g =i Ou, ou, 2g " ou, 2g = 8uﬂ8u0
1 J J og og 1 g
+ +> a +Y «a - +Y «a
2g2 (é/r ; ’ﬂuﬂJZ[g Z 7 ﬂj@u au [é/ Z vu ﬂj @, 6uv
k k 2
__(gr_'_zarﬂ ﬂjzama__g[é/ +Zaw /IJZ(; +Zam ”J@u ou,

v=1l u=l 2gvl
v=l u=l1

1 0’ og O 1
derfn gl g 2
0

g}"
p 2 6u,6uﬂ 2g

o’g 1 £ og Og
+—(§ +Zam ”]8 = —am+@(§r+z a,, #Jau 67
0 0

=1 =1

(g +Zaw #Jz(g v au ﬂ] % ag ! [g,+g&mu J

u=1 2g
og 1 og 8g 1 k 0g 0g
-— +Ya =+ —c, +Ya
Z[é’ Z # ”J "Ou, 4g " Ou, ou, 4g° (C:' ; rutln ou,, Ou,
£ J og og 1
+Ya —a,, —=
4g2 (é’ Z i ”jg( ﬂZ: j@u Ou,, 2g ”6u0

k

1 0 d d og O
+_Z(§ +Zav,u ,u i/l ag [é/ +Zai/.l /tjz;[é,s-i_z;asyuyjaf 85
u=1 §= H= s )7

v=l

k

k a 1 . a
_gam s,,+—2£§ +Zas,, yj a_g g[gﬁ;amuﬂj;“%ﬁ}

u=1 K

0, r#v
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilir ve &.6,, —{ oldugu goz Oniine
g, r=v

v

alinirsa
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2
g o8 , o’g
u, | == g, +> «
lﬂ’ljau ou, g; ( zv””j u ,0u,

k
vO,u(): Z (
v=1 L=
1 J J og 0g
e 42]2(: S, [

s=1

| & g 9g 1 ¢ T g
+2g2 ;g ( +za'//1 #J au 2gz ( +za"# #J au#auv

v=l

k

1 0 1 , 0g O 1 k og O
+_85 £ _ 88 2 &y < +Zamu/t Z g+ Zawuﬂ 8 28
2 " Ou,ou, 49 g " Ou, ou,, 4 g = oy =t Ou, Ou,,

elde edilir. Bu son denklemde sadelestirmeler tekrar yapilirsa

1 2
Ryo=ie2-08 120808
2 " Ou,ou, 4g =~ Ou,du,

bulunur ve &} =1 oldugundan R, 1<v,u<k, egriligi M' niin birinci temel
formunun matrisinin determinantt g ve g nin birinci ve ikinci mertebeden kismi
tiirevleri cinsinden

1 og 1 og oOg

R S - 4.2.20
) Ou,0u, 4g ou, Ou, ( )

olarak elde edilir.

Sonug olarak, 0<i,j<k ve 1<v,u <k, olmak iizere, (4.2.17), (4.2.18) ve (4.2.20)

denklemlerinden Riemann-Christoffel egrilik tensori igin,

RijOO =0,
=0, (4.2.21)
1 o'g 1 0g Og
RVO,uO =7 T

2 0u,0u, 4g du, ou

Mt

]

bagintilar verilebilir.
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Tamm 4.2.1. IR, n—boyutlu Minkowski uzaymda M’, (k+1)—boyutlu timelike
dogrultman uzayh timelike regle yiizeyin & T, (/f ) noktasinda tanjant uzayinin iki

boyutlu altuzayinin bir bazi {b,c} olsun. Sp{b,c} teget kesiti nondejenere olmak

uzere

K.(b,c)= (4.2.22)

olarak tanimlanan K, (b,c) reel degerine M'niin & noktasindaki kesit egriligi denir.

M' niin lineer bagimsiz teget vektorleri b ve ¢ nin koordinatlari, sirasiyla,

(,BO,,Bl,...,ﬂk) ve (70,]/1,...,7k) olmak {izere §ETM,(§) noktasinda M’ regle

yiizeyinin kesit egriligi, bilesenler cinsinden

k

Z Rijrsﬁiﬁrj/j}/s
K, (b,c) =22 (4.2.23)

<b, b> <c, c> - <b, c>2

dir.

IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda M' timelike dogrultman uzayli timelike regle
ylizeyinin dayanak egrisi aynt zamanda M' niin Q merkez regle yilizeyinin de

dayanak egrisi olmak iizere, M' niin E, (t) ye ortogonal olan bir » normal teget

vektorii V& (¢,u, ) noktasinda

n= ZuO'KO' (t)akﬂ?' ([) + 777’1+]ak+m+1 (t) H (77m+1 # 0) (4224)
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seklinde tanimlanir, dyle ki bu normal teget vektor alani, timelike dogrultman

uzayma ortogonal oldugundan daima spacelike dir. Ayrica, E, (t) timelike

dogrultman uzaymm {e, (¢),e,(¢),....e_, (t),e, (t).e., (¢)....e, (¢)} asli gatisinda

s > Vs+l

<ev,ev><n,n>—<ev,n>2>0 , 1<v<k , v#s,

olacagindan E, (t) nin asli ¢atisina gore v. asli teget kesiti (ev,n) ,1<v<k, v#s

spacelike diizlemdir ve s. asli teget kesiti (e,,n) timelike diizlemdir.

Bu iki durum ayr1 ayr1 goz oOniinde bulundurularak (4.2.21), (4.2.23) ve (4.2.24)

denklemlerinden £ e M’ noktasinda spacelike ve timelike asli kesitlerin egriligi ile

ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.2. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M' olsun. n spacelike

normal teget vektorii ve e, 1<s<k, E, (t) timelike dogrultman uzayinda timelike
baz vektorii olmak tizere, V& e M' noktasinda (e,,n), ISv <k, v+s spacelike v.

asli kesitinin egriligi ve (es,n) timelike s. asli kesitinin egriligi, sirasiyla,

)_ Lﬁzg 1 [Qg
2

2
=— + , 1Ssv<k , v 4.2.25
2g auf 4g°\ ou J g ve ( )

14

Ve
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2 2
K, (en)=—28 1[0 (4.2.26)
‘ 2g 6u 4g ou

dir.

Ispat. M', timelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli genellestirilmis

timelike regle yiizeyinin tegetsel demetinin kanonik bazi, (4.2.5) e gore (ev,n),
1<v<k, asli kesitinin bazin1 olusturan e,, 1<v <k, ve n nin koordinatlari,

swrastyla, (B, B2 B.) ve(¥ys75---.7,) olmak iizere, (4.2.23) denkleminden

(ev, n) , 1<v <k, v. asli kesitinin egriligi

K, (e n) _ BB, 70YoRoovo

T (ene )nm)~(en)

olur. Burada (4.2.21) ve (4.2.24) denklemleri yerine yazilirsa

K.(e,.n)=

Vo

m m m 2
< v’ v> ZM Kaak+0' +nm+lak+m+l’zuakaak+a +77m+lak+m+l - evﬂzua’(oakﬂr +77m+lak+m+l
o=l o=1

o=l

dir. Ayrica, ISv<k,v#s ve 1<o <m, olmak iizere

(ee)=1

(ee)=-

<ak+a9ak+a> <ak+m+1’ak+m+l> = 1’

<e ak+o‘> <e ak+m+1> = <es s ak+o’> = <es s ak+m+1> = <ak+0' b ak+m+l> = 0

esitlikleri kullanilarak, sirasiyla, spacelike v. asli kesitin egriligi ve timelike s. asli

kesitin egriligi
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2
wzg_l(agj
2
K, (e,m)= 2048104 . l<v<k,vzs

Z(ucha )2 + 77:1+1

Ve

> (u, ) =113

dir. Bu son denklemlerde (4.2.6) denklemi ile verilen g=-Y (u,x, ) —n2, esitligi

o=l

de g6z Oniine alinirsa (4.2.25) ve (4.2.26) denklemleri elde edilir ve ispat tamamlanir.

Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.3. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M' olsun. V&e M’
noktasinda M’ niin (ev,n), 1<v <k, nondejenere (spacelike veya timelike) v. asli

kesitinin egriligi

2g8uv2 4g°\ Ou

14

2 2
Ké(ev,n)=gv£iag+ lz(agj] , 1<v<k 4.2.27)

dir ve burada . ¢, = <ev,ev> =1 dir.

Bundan sonra (ev,n), 1<v <k, nondejenere v. asli kesitinin egriligine M',

timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle ylizeyinin v. asli kesit

egriligi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.2.4. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyi M’ niin spacelike normal
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teget vektori n olsun. V& e M’ noktasinda M’ niin o. asli kesit egriligi ve

(m + p). asli kesit egriligi, sirastyla,

Ve

dir ve burada . ¢, = <e(,,ea> =1 dir..

Ispat. (4.2.6) denkleminde verilen g nin o ya ve (m+ p) ya gore birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevleri

Ve

dir. Bu esitlikler (4.2.27) denkleminde yerine yazilirsa, 1 <o <m i¢in nondejenere

o . asli kesitinin egriligi

+&

o ):_80' m 5 o m 2
—2[z<u,x,> n] 4[ (u,K,)2+775,+1]
=1

l

dir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak ispat tamamlanr.

Benzer sekilde, 1< p<k—m, icin (m + p). asli kesit egriligi hesaplanirsa
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Kf(emw,n):O , 1<p<k-m
elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.5. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M' olsun. V&eM'

noktasinda, 1< p<k—-m,igin M' niin (m + p). asli kesit egriligi sifirdir.

Teorem 4.2.6. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ ve M' niin o . asli

dagilma parametresi P,, 1< o <m olsun. V¢ € () merkez noktasinda M’ niin o.

asli kesit egriligi ve (m + p). asli kesit egriligi, sirasiyla,

Ve

dir.

Ispat. £ €Q, M’ niin merkez noktasi olmak iizere (4.2.2) ve (4.2.27) denklemleri

g0z oniine alinirsa M’ niin o . kesit egriligi

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2
Kg(ea,n):—ga(’("] , 1<o<m
77m+1
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elde edilir. Bu son denklem, (3.1.23) denklemi ile birlikte dikkate alinirsa M' niin

o . kesit egriligi ve o . asli dagilma parametresi arasindaki bagint1 bulunur. Ayrica,

Sonug 4.2.5. den dolayi, M niin (m+ p). asli kesit egriliginin sifir oldugu agiktur.

n

IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl, merkez regle
ylzeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin 2—boyutlu o . asli 151n yiizeyi M.,
1<o<m, olsun. M nin 1-boyutlu dogrultmant % = Sp{eg} , 1<o<m, E, (t)
icindedir ve Q, merkez regle ylizeyi timelike iken F, (t) spacelike altuzay
olacagindan 4_, 1< o <m, dogrultmanlar spacelike olacaktir. Dolayisiyla, M’ niin
spacelike ortogonal yoriingesi boyunca /4, dogrultmanlarinin hareketiyle olusan

m —tane striksiyon egrili asli 151n yiizeyi spacelike dir.

Ayrica, Q2 merkez regle ylizeyi spacelike iken F, (t) timelike altuzay olacagindan
h, =Sp {eg} , 1<o<m, dogrultmanlarindan bir tanesi timelike ve diger
(m —1)— tanesi spacelike olacaktir. Dolayisiyla, M’ niin spacelike ortogonal
yoriingesi boyunca 4 dogrultmanlarinin hareketiyle olusan striksiyon egrili asli 151n

yiizeylerinden 1-—tanesi timelike ve (m — 1) — tanesi spacelike dir.

Bu iki durum ayr1 ayri incelenirse spacelike asli 151n yiizeylerinin ve timelike
dogrultmanli timelike asli 151 ylizeyinin kesit egrilikleri ile ilgili asagidaki iki

teorem verilebilir.

Teorem 4.2.7. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ niin 2-boyutlu o.
spacelike asli 1smm yiizeyi M), 1<o<m, olsun. {eQcM', uelR igin

!
o

h, :Sp{ea} spacelike dogrultmani lizerinde ¢ +ue, noktasinda M, o. spacelike

asli 151n yiizeyinin kesit egriligi
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K,.. (e.n)=——"— , 1<o<m (4.2.28)

dir, burada P, I<o<m, M' niin o. asli dagilma parametresidir.

Ispat. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda M' niin spacelike ortogonal ydriingesi
boyunca s =Sp {ea} , 1<o <m, spacelike asli 1gmimin olusturdugu M., 1<o <m,

2 —boyutlu spacelike o. asli 151n ylizeyi

parametrizasyonu ile verilir. M nin birinci temel formunun matrisinin determinanti

g=—(ux,) ., . l<os<m

dir. Boylece, 1 <o <m, i¢in g nin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

2 2
% _ —2uk’ , 8_§ =-2K (8_gj = 4(uicfr )2 K.
ou ou

dir. (ea,n), 1<o <m, spacelike kesitinin egriligini bulmak i¢cin {eQc M’,
u € IR olmak lizere ¢ +ue, noktasinda, sirastyla, (4.2.23) denklemi goz Oniine

alinir, son esitlikler yerine konulur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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Ro‘OUO

<ea,ea><n,n>—<ea,n>i
)

—2( J o) ()
2(~(ux, 77m+1) ( nmﬂ)z
() [, )+ = >}

(s, 22 )

(Kot )
- o'Im+] - y
(UKO_) +2(uKoJ7m+1) +(77m+l)

K§+uea (eaﬂn) =

elde edilir. Pay1 ve paydas1 « ile sadelestirildiginde

KC+ue (ea,n)=— 4

elde edilir. Boylece, gerekli diizenlemeler sonucu (4.2.28) denklemi elde edilir ve

ispat tamamlanir.

IR" de timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle yiizeyin spacelike

ortogonal yoriingesi boyunca, spacelike asli 1sinlarinin hareketiyle olusan 2 —boyutlu
spacelike asli 151n yiizeylerinin (4.2.28) denklemi ile verilen kesit egriligi, [6] da

verilen IR’, 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike 151n yiizeylerinin Gauss
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egriligi ile dagilma parametresi arasindaki baginti olan Lorentzian Lamarle

formiiliiniin genellestirilmisidir.

Teorem 4.2.8. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ niin 2—boyutlu

timelike dogrultmanli timelike asli 151n yiizeyi M), 1<s<m, olsun. {eQc M,
uelR igin h =Sp{e | dogrultmani iizerinde ¢ +ue, noktasinda M/, s. timelike

asli 151n yiizeyinin kesit egriligi

2
K e (es,n):% , 1<s<m (4.2.29)
(u + P, )

dir, burada P, 1<s<m, M' niin s. asli dagilma parametresidir.

Ispat. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda M’ niin ortogonal ydriingesi boyunca

1 o
h,=Sp {es } , 1<s<m, timelike asli 1smm olusturdugu 1—tane M, 1<s<m,
2 —boyutlu timelike dogrultmanli timelike asli 151n yiizeyi

o, (l,u) = a(t)+ues (t)

parametrizasyonu ile verilir. M nin birinci temel formunun matrisinin determinanti

g=—(ux,) -1,

olur. Boylece, g nin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

2 2
a_g=_2qu , 0 g :—2](',2 , (a—gj :4(147(',2)2 K'S2

ou ’ ou’ *
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dir. b, =Sp {es} dogrultmani lizerinde yani { e Q< M', u € IR olmak lizere & +ue,
noktasinda (es , n) , 1<s<m, timelike kesitinin egriligini bulmak igin, sirasiyla,

(4.2.23) denklemi gboz Oniine almir, son esitlikler yerine yazilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

Ké’-*—uex (es > n)

((ulc y %H)

(K/T)’
— ; sl m+1 - -
(UKS) +2(MKS77m+l) +(77m+1)

elde edilir. Pay1 ve paydasi « ile sadelestirildiginde

bulunur. Bu son denklem ile birlikte (3.1.23) denklemi ele alinirsa

2
-k,
ut + 2142PS2 + PS4

K§+uex (es’ Vl) =

elde edilir. Boylece, h, =Sp {es} , 1<s<m, dogrultmani iizerinde M, 1<s<m,

2 —boyutlu timelike dogrultmanl timelike asli 151n yiizeyinin kesit egriligi (4.2.29)

bulunur ve ispat tamamlanir.
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IR de timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle yiizeyin spacelike
ortogonal yoriingesi boyunca, timelike asli 1s1nin hareketiyle olusan 2 —boyutlu asli
1510 yiizeyinin (4.2.29) denklemi ile verilen kesit egriligi, [6] da verilen IR],
3 —boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultmali timelike 151n yiizeyinin Gauss
egriligi ile dagilma parametresi arasindaki baginti olan Lorentzian Lamarle

formiiliiniin genellestirilmisidir.

Simdi M', merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizeyin timelike

dogrultman uzay1 E, (z‘) icinde bir birim vektor e ve M’ niin E, (t)ye ortogonal

olan spacelike normal teget vektorii » olmak iizere, (e,n) teget kesitinin egriligini

bulalim.

E, () i¢inde e(r) birim vektrii

e(t) eSp{el(t),...,em (t),emﬂ(t),...,ek (t)}

dir, boylece

()= Ae, )+ Y e () . Je()]=1

o=1 p=m+l

olacak sekilde yazilabilir. Ayrica dogrulman uzayr E, (z‘)zSp{el(t),...,ek (t)}

oldugundan F, ()= Sp{el (1),....e, (t)} ve Z,_,(1)= Sp{em+l (1),....e, (t)} dir, dyle
ki M" niin timelike dogrultman uzayi iginde bir timelike vektor vardir ve bu timelike
vektor ya F, (1) ya da Z,_,(¢) icerisindedir. Yani, merkez uzayr spacelike ise
F, () uzay: timelike altuzay veya merkez uzay timelike ise F, (¢) uzayi spacelike
altuzaydir. Bu takdirde genellestirilmis timelike regle ylizeyinin Q merkez regle

yiizeyi ya spacelike ya da timelike dir. Ayrica E, (t) dogrultman uzayi igerisinde
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e(t) birim vektorii spacelike veya timelike dir. Boylece, asagidaki iki 6zel durum

ortaya ¢ikar ki bu 6zel durumlar da kendi i¢inde iki 6zel duruma ayrilir.

@ Z,_, (t) merkez uzayi spacelike iken,
(al) e(t) birim vektorii spacelike dir
veya

(a2) e(t) birim vektorii timelike dir.
(b) Z,_, (t) merkez uzay: timelike iken,
(bl) e(t) birim vektorii spacelike dir

veya

(b2) e(r) birim vektorii timelike dir.
Simdi bu 6zel halleri, sirasiyla, ayr1 ayr1 inceleyelim.

(al) Z,_, (t) merkez uzay spacelike ve e(t) birim vektdrii spacelike olsun.

IR" de M' spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyinin

dogrultman uzayi i¢inde, e birim vektorii spacelike olmak iizere

! m k
e= Zcosh 6 e +sinhfe, + Z coshf e + Z coshd e,

o=1 o=s+1 p=m+l

yazilabilir. Buradan, 1<s<m,ve v #s i¢in

k k
e=Y coshfe, +sinhfe, ve Y cosh’6, —sinh> 0, =1 (4.2.30)
v=1 v=1

dir. Burada e, 1<s<m, F,(t) altuzay1 iginde timelike vektordiir ve sirasyla,
0,.0,,....0,,...,0, acilari, e spacelike birim vektorii ile e,e,,...,e,,...,e, baz

vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.
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(a2) Z,_, (t) merkez uzay1 spacelike ve e(¢) birim vektdrii timelike olsun.

IR" de M' spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin

dogrultman uzayi i¢inde, e birim vektorii timelike olmak {izere

s—1 m k
e= Zsinh 6 e +coshfe + Z sinh@ e+ z sinh6,e,
o=l

o=s+1 p=m+l

dir. O halde, I<s<m, v#s i¢in

k k
e=) sinh6,e, +coshfe, ve D sinh’ @, —cosh’, =1 (4.2.31)
v=l v=l

dir. Burada e, 1<s<m, F, (Z) altuzay: i¢inde timelike vektordiir ve sirasiyla,
6.0,,...,0,...,0, acilari, e timelike birim vektori ile e,e,,...,e,,...,e, baz

vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

(b1) Z,_, (t) merkez uzay: timelike ve e(¢) birim vektorii spacelike olsun.

IR" de M' timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin

dogrultman uzayi ig¢inde, e birim vektorii spacelike olmak iizere

m m+s—1 k
e= Zcosh 6 e + Z cosh@ e, +sinh 6, e, + Z coshd e,
o=l p=m+1 p=m+s+l

dir, yani, 1<s<k—-m ve v#m+s,i¢in

k k
e= Z cosh@,e, +sinh6,, e,., ve > cosh’6, —sinh’6,, =1 (4.2.32)
V= v=l
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dir, dyle ki e

m+s 2

I1<s<k-m, Z,_, (t) merkez uzay: i¢inde timelike vektordiir.

Ayrica, swaswyla, 6,.,0,,...,0, ,...,0, acilari, e spacelike birim vektori ile
€,6,,...,e, . ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik ag¢ilardir.

(b2) Z,_, (t) merkez uzayi timelike ve e(t) birim vektorii timelike olsun.

IR" de M' timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin

dogrultman uzayi i¢inde, e birim vektori timelike olmak {izere

m m+s—1 k
e= z sinh@ e+ Z sinh@,e, +coshb,. e,  + z sinh6,e,
o=l p=m+l p=m+s+1

dir. Boylece, 1<s<k—-m ve v#m+s,i¢in

m+s - m+s
v=1
vEmM+s

k k
e= z sinh6f,e, +cosh@,, e, . ve z sinh® @, —cosh’ 0, . =—1, (4.2.33)
v=l1

dir, dyle ki e

m+s

1<s<k-m, Z_,(t) merkez uzay: i¢inde timelike vektdrdir ve

sirasiyla,  6,,0,,...,0, . ,...,0, acilari, e  timelike birim vektori ile
€,6,,...,6, . ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

Boylece (al), (a2), (bl) ve (b2) durumlar1 gbz oniine alinirsa (e,n) teget kesitinin

egriligi ile ilgili, sirasiyla, asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.2.9. [R", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ ve E, (t)
icinde spacelike birim vektor e olsun. M’ niin E, (t)ye ortogonal olan normal teget

vektorii n olmak iizere { € Q < M’ noktasinda (e,n) spacelike kesitinin egriligi ile

asli kesit egrilikleri arasinda
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bagintis1 vardir. Burada e, 1<s<m, F, 1(t) altuzay: icinde timelike vektor ve

m

sirasiyla, 6,,6,,...,0,,...,0, acilar1, e spacelike birim vektorii ile e, e,,...,e,...

baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir, 6yle ki

k k
e= ZCOSh Oe, +sinhfe, ve Z cosh® @, —sinh’ 0, =1

v=l v=l
V#S VZS

dir.

> €k

Ispat. IR" de M', spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle

ylizeyinin dogrultman uzayi i¢inde e spacelike birim vektorii ve dogrultman uzayina

ortogonal olan n spacelike normal teget vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla,

(B, B2 B.) ve (Voo 71s--- 7, ) olmak iizere,

,6’0:<e,e0>:0,

,6’3=<e,es>=sinh6?y , 1<s<m

,BV=<e,ev>:cosh0V , 1<v<k , v#s
ve

}/0:<n,eo>:l,

dir. { € Q merkez noktasinda bu denklemler (4.2.23) denkleminde yerine yazilirsa

m
Z:cosh2 O.R ..o +sinh> O R,
o=l

(e,e){n,n)~(e,n)’

K{ (e’n) _o#s
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elde edilir. Bu son denklem ile birlikte (4.2.21) denklemi géz Oniine alinirsa

2 2
< 1 ¢ 1 . 1 ¢ 1
K, (e,n)=) cosh’6, G gz+ - 2 +sinh’ 6, 1o g2+ - 2:
o) 2g ou,~ 4g \Ou, 2g ou” 4g°\ Ou,
bulunur. V¢ €Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (eg,n) ,

1<o<m, o#s, spacelike asli kesitinin egriligi ve (4.2.26) denklemi ile verilen
(es,n) , 1<s <m, timelike asli kesitinin egriligi goz Oniine alinirsa M’ niin (e,n)

spacelike kesitinin egriligi

K, (e,n)= Z’:‘cosh2 0,K, (e,,n)—sinh’ 0K, (e,,n)

olur. Bu baginti M', timelike dogrultman uzayli, spacelike merkez regle yiizeyli

genellestirilmis timelike regle yiizeyinin ¢ € merkez noktasinda spacelike

kesitinin egriligi i¢in 1. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirildi.

Teorem 4.2.10. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ ve E, (t)
icinde timelike birim vektor e olsun. M’ niin E, (t) ye ortogonal olan normal teget

vektorii n olmak tizere, { € Q — M' noktasinda (e,n) timelike kesitinin egriligi ile

asli kesit egrilikleri arasinda

K, (e,n)= —Zn:‘sinh2 0,K, (e,,n)+cosh’ 6K, (e ,n)

bagintis1 vardir. Burada e, 1<s<m, F, (t) uzayl icinde timelike vektér ve

m
sirasiyla, 6,,0,,...,0,,...,0, acilari, e timelike birim vektorii ile e, e,,...,e,,...,e

baz vektorleri ile arasindaki hiperbolik agilardir, dyle ki



138

k k
_ . .12 29 _
e= E sinh@ e, +coshbfe, ve E sinh” @, —cosh™ 6, =—1
=1 =1
ves Vs

dir.

Ispat. IR" de M’, spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle
yiizeyinin dogrultman uzay: i¢inde bir e timelike birim vektori ve E, (l) ye
ortogonal olan n spacelike normal teget vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla,

(ﬂo,ﬂl,...,ﬂk) ve (70,71,...,7k) olmak tizere

Py =<e,eo>=0,
ﬁ'S=<e,es>:cosh6’s , 1<s<
ﬂv=<e,ev>=sinh9v , 1<v<k , ve#s

Ve

dir. ¢ € Q merkez noktasi i¢in bu denklemler (4.2.23) denkleminde yerine yazilirsa

m
: 2 2
Zsmh O.R_,,,+cosh”OR,
o=1

(e,e){n,n)~(e,n)’

Kg (e,n) _o#s

elde edilir. Eger bu son denklem ve (4.2.21) denklemi gz 6niine alinirsa

m 2 2 2 2
KAe,n)zZsinhzé’a L@gz_ 12 2 +cosh’ 6, L@gz_ 12 g
o 2g ou,~ 4g"\ Ou, 2g ou,~ 4g \ Ou,

O#S

bulunur. V¢ €Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (ea,n),

1<o<m, o#s, spacelike asli kesitinin ve (4.2.26) denklemi ile verilen (e,,n),
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1<s <m, timelike asli kesitinin egriligi gbz Oniine alinirsa M' niin (e,n) timelike

kesitinin egriligi

K, (e,n) = —i sinh’ 0,K, (eg,n) +cosh’ 0K, (es, n)
o=l

olarak elde edilir. Bu bagmti M', timelike dogrultman uzayli, spacelike merkez

regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyinin ¢ € Q merkez noktasinda

timelike kesitinin egriligi i¢in II. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak

adlandirildi.

Teorem 4.2.11. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ ve E, (t)
icinde bir spacelike birim vektor e olsun. M’ niin E, (t) ye ortogonal olan normal
teget vektorii n olmak iizere, {€Qc M noktasinda (e,n) spacelike kesitinin
egriligi ile asli kesit egrilikleri arasinda

K, (e,n)= i}cosh2 0,K, (e,.n)

bagntisi vardir, burada e, , 1<s<k-m, Z,_, (¢) merkez uzay: i¢inde timelike

+s 2

vektordir. 6,,0,,...,0,. ,...,0, acilar, sirasiyla, e, spacelike birim vektori ile
€,6,,...,e, . ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilar olmak iizere

m+s " m+s

k k
: 2 : 2
e= E coshf,e, +sinh@,, e, . ve E cosh” @, —sinh” 6, =1
v=1 v=1
Fm+s v#Em+s

dir.
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Ispat. IR" de M' timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle
yiizeyinin dogrultman uzay1 ig¢inde e, spacelike birim vektoriiniin ve dogrultman

uzayina ortogonal olan n spacelike normal teget vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla,

(ﬂo,ﬂl,...,ﬂk) ve (70,71,...,7k) olmak tizere,

ﬂ0=<e,eo>=0,
B, =(e.¢,) =cosh, , 1Sv<k , v#m+s
B,., ={e.e,,)=sinh6, ., 1<s<k—m
ve
7/0_<n,€0 =la

dir. £ €Q merkez noktasinda bu son denklemler, (4.2.23) denkleminde yerine

yazilirsa

o000

(e.)(mm—(en)

i cosh’ @_R
o=1

K, (e.n)=

elde edilir. Eger (4.2.21) denkleminde ki esitlikleri goz 6niine alinirsa

m 2 2
K, (e,n)=> cosh®6, _L@gﬁ_ 12 2:
g 2g auo_ 4g 6u0

bulunur. V¢ € Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi g6z oniine alinirsa M’ niin

(e, n) spacelike kesitinin egriligi

K, (e,n)= i:cosh2 0,K, (e,.n)

o=l

olarak elde edilir. Bu baginti M, timelike dogrultman uzayli, timelike merkez regle

yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyinin ¢ € 2 merkez noktasinda spacelike
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kesitinin egriligi i¢in III. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak

isimlendirildi.

Teorem 4.2.12. IR", n—Dboyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
time -like merkez regle yilizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ ve E, (t)
icinde timelike birim vektdr e olsun. M’ niin E, (t)ye ortogonal olan normal teget

vektorii n olmak tlizere ' € Q< M’ noktasinda (e,n) timelike kesitinin egriligi ile

asli kesit egrilikleri arasinda

K, (e,n) = —ﬁ:sinh2 0K, (ea,n)

o=l

bagntist vardir, burada e,, , 1<s<k-m, Z,_, (¢) merkez uzay: i¢inde timelike

vektor ve swasiyla, 6,,6,,...,0, ,...,0, acilari, e timelike birim vektori ile
€,€,,...,e,, ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik acilardir, 6yle ki
k k
e= Y sinh6,e, +coshf,, e,, ve > sinh’6, —cosh’f,, =-1
=1 =1
V;m‘f'S V‘;m+$
dir.

Ispat. IR" de M', timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle

ylizeyin dogrultman uzay: iginde, e timelike birim vektorii ve E, (t) ye ortogonal
olan n spacelike normal teget vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla, ( Bos B ,Bk) ve

(70-71---»7, ) olmak iizere
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Ve

dir. ¢ € Q merkez noktasi i¢in bu denklemler (4.2.23) de yerine yazilirsa

isinh2 OR_ 0
K, (e,n)=—=

(e,e){n,n)~(e,n)’

bulunur. Bu son denklem ve (4.2.21) den dolay1

m 2 2
K, (e,n) = _sinh’ G{L - 12 {aag j }
o=l u

2g ﬁuaz 4g

dir. V¢ € Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi dikkate alinirsa M’ niin (e,n)

timelike kesitinin egriligi

K, (e,n)= —i“sinh2 0K, (e,.n)

o=l

dir. Bu bagimti M', timelike dogrultman uzayli, timelike merkez regle ylizeyli

genellestirilmis timelike regle yiizeyinin ¢ € 2 merkez noktasinda timelike kesitinin

egriligi icin IV. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirildi.

Teorem 4.2.13. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda Q, spacelike merkez regle
yuzeyinin ¢ merkez noktasinda, spacelike dogrultmani 4, (e) cEkE (t) olan
2 —boyutlu spacelike regle yiizey M’ niin dagilma parametresi P olsun. e Q

merkez noktasinda M' niin (e,n) spacelike kesitinin egriligi
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dir.

Ispat. IR", n—boyutlu Minkowski uzaymnda

(o(l,u) = a(t)+ue(t)

parametrik gosterimine sahip olan 2 —boyutlu spacelike regle ylizeyin spacelike

dogrultmani (4.2.30) denklemine gore

k
e= Zcosh Oe, +sinhfe , 1<s<m (4.2.34)

v=l
V#£S

dir. Burada e, 1<s<m, F (t) uzayt icinde timelike vektordiir oyle ki,

m
0.0,,...,0,...,0, agilari, sirasiyla, e spacelike birim vektorii ile e,e,,...,e,,...,e,

baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir. O halde (4.2.34) denkleminden

. k . .
e=Zcosh9V e, +sinhf e , 1<s<m

v=1
VES

elde edilir. Son denklemi ile birlikte Teorem 3.2.8. gdz Oniine alinarak

N . k .
e=e-Ye, <e,eﬂ>ey
pu=1

s T2 Su [ Fu

k . . k k . .
= ZcoshHV e, +sinh 0, eS—Zf;ﬂ ZCOSh 0,e,+sinh@ e e, e
v=1

u=l1 v=l
V#S V#ES

u=l u=l1

k . k . . k .
= Zcoshﬁv [ev—zgﬂ <ev,eﬂ>eﬂj+sinh 0. [es—zgﬂ <es,eﬂ>eﬂj
v=l

V#S
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bulunur. A(t):Sp:el(t),...,ek(t),él(t),...ék(t)} asimptotik ~ demetinin  bir

ortogonal baz :el(t),...,ek (t),él(t),...ejn (t)} oldugundan

o m o o
e=Zcosh00ea+sinht9s e, , 1<s<m
o=1

O#S

dir. Bu vektdriin kendisiyle i¢ ¢arpimindan

2 2

. . N E
e e | +sinh” @ |e,

2 m
2
= Z cosh™ @,
o=l

bulunur. |ell=x, |e,|=k,, |<oc<m, (c#s) ve |e|=xk,, 1<s<m, oldugu goz

Oniine alinirsa

k> =) cosh’ @, 2 +sinh’ O,x] (4.2.35)
1

O#S

elde edilir. Ayrica ¢ € Q merkez noktasinda u_ =0, 1< o <m, sart1 da gbz Oniine
alinarak Teorem 4.2.4. e gore (e,,n), 1<o<m, o#s spacelike ve (e,n),

1 <s <m, timelike asli kesitinin egrilikleri, sirasiyla,

veE
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dir. Bu son denklemler, Teorem 4.2.9. da verilen (e,n) spacelike kesitinin egriligi ile

asli kesit egrilikler arasindaki bagint1 olan

K, (e,n) = i“cosh2 0K, (ea,n) —sinh’ 0.K, (es, n)
o=l

denkleminde yerine yazilirsa

m K.Z K.Z

— 2 o o 2 s

K, (e,n) ==Y cosh®§, == —sinh’ 6, —
o=l

77m+l 77m+1

O#S

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

m

2 2 : 2 2
E cosh” @ x +sinh” 0.k
o=1

K; (e’ n) —_ O#S

2
nm+1

olur. Bu son denklemde (4.2.35) denklemi yerine yazilirsa

Kg(e,n)=—[Lj2

77m+1

bulunur. M" niin dagilma parametresi goz Oniine alinirsa

K, (e, n) = T
elde edilir. Bu bagint1 ¢ € Q merkez noktasinda spacelike dogrultmanli 2 —boyutlu
spacelike yiizeyin (e,n) spacelike kesitinin egriligi i¢in Lorentzian Lamarle

formiilii olarak adlandirild.
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Teorem 4.2.14. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda Q, spacelike merkez regle
yizeyin ¢ noktasinda, timelike dogrultmani /4, (e) cE (t) olan 2-—boyutlu
timelike regle ylizey M' niin dagilma parametresi P olsun. ¢ €Q merkez

noktasinda M’ niin (e,n) timelike kesitinin egriligi

1
Kg (e,n)zp

dir.

Ispat. IR" de timelike dogrultmani h, (e) cE (t) olan 2—boyutlu timelike regle

yiizeyi M' parametrik olarak
(/)(t,u) = a(t)+ue(t)

ile verilir. F, (t) altuzayi icinde e, , 1 <s <m, bir timelike vektor olsun. e, timelike
birim vektorii ile e,e,,...,e,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilar,

sirasiyla, 6,,6,,...,0,...,0, olmak lizere

k
e=Zsinh0VeV +coshfe , 1<s<m

v=1
Vs

yazilabilir. Boylece,

. k . .
e:Zsinhé’vev+cosh6’S e, , 1<s<m

v=l
VS
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oldugundan A(t):Sp:el(t),...,ek(t),él(t),...ék(t)} asimptotik demetinin, bir

ortogonal bazi :el(t),...,ek (t),él(t),...ejn (t)} seklindedir. O halde Teorem 3.2.8.

den

o . k .
. <e,eﬂ>e#
u=l1

k . . k k . .
= Zsinh 0, e, +coshd, es—zgﬂ Zsinh 0, e +coshb e e, e
v=1

2% [ Fu
pu=1 v=l
V#S V#S
k . k . . k .
= ZSIHhQV ev—zgﬂ <ev,e#>eﬂ +cosh 6, es—zg# <es,e#>e#
v=l p=1 pu=l1
V#S
bulunur. Buna gore
o m o o
e=25mh0€ e ,+coshf e , 1<s<m
o=1
O#S
elde edilir. Bu vektoriin kendisiyle i¢ ¢garpimindan
o 2 m o 2 o 2
2 _ 212 2
K =|e| = Zsmh 0, |le,|| +cosh” @, |le
o=1
O#S
bulunur. Boylece, |le_|=x,, 1<o<m, c#s ve |e|=k,, 1<s<m,oldugundan
m
x* = sinh® @k’ +cosh’ O,x; (4.2.36)

Q9
* o1
o —
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dir. Ayrica ¢ € Q merkez noktasinda u, =0, 1 <o <m, oldugundan, Teorem 4.2.4.
e gore (ea,n) , 1<o<m, o#s spacelike ve (es,n) , 1<s<m, timelike asli

kesitlerin egrilikleri, sirasiyla,

K
Kg(ea,n)—— >~ , I<o<m , o#s
77m+l
ve
2
K
Kg(es,n)— > , 1<s<m
77m+l

dir. Bu son denklemler, Teorem 4.2.10. da verilen (e,n) timelike kesitinin egriligi

ile asli kesit egrilikler arasindaki bagint1 olan

K, (e,n)= —Zm;sinh2 0,K, (e,,n)+cosh’ 6K, (e ,n)

denkleminde yerine yazilirsa

m K,Z K_Z

— 12 et 2 s

K, (e,n)=> sinh® 6, == +cosh’ 6, =
o=l m+1 m+1

O#S

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

m

: 2 2 2 2
Zsmh 0 _x, +cosh” 0. k;
o=l

K{ (e,n) — O#S

2
77n1+1

elde edilir. (4.2.36) denklemi bu son denklemde yerine yazilirsa

K. (en)= [LT

77m+1
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77m+l
K

bulunur. M' niin dagilma parametresi P = oldugundan

1
K; (e, I’I) = ?
elde edilir. Bu baginti ¢ € O merkez noktasinda timelike dogrultmanli 2 —boyutlu
timelike ylizeyin (e,n) timelike kesitinin egriligi icin Lorentzian Lamarle formiilii

olarak adlandirilda.

Teorem 4.2.15. IR

., n—Dboyutlu Minkowski uzayinda Q, timelike merkez regle

yizeyinin ¢ noktasinda spacelike dogrultmani /4, (e)cEk (t) olan, 2-boyutlu
spacelike regle yiizeyi M’ ve M' niin dagilma parametresi P olsun. ¢ € Q merkez

noktasinda M’ niin (e,n) spacelike kesitinin egriligi

dir.

Ispat. IR" n—boyutlu Minkowski uzaymmda 2-boyutlu spacelike regle yiizeyi

parametrik olarak
o(t,u)=a(t)+ue(t)

ile verilir. Bu 2 —boyutlu regle yiizeyi spacelike dogrultmani (4.2.32) denklemine

gore

k
e= Y coshfe, +sinh@,, e (4.2.37)

m+s - m+s
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dir, burada e,, , 1<s<k-m, Z,_, (t) merkez uzay: i¢inde timelike vektordiir. e

spacelike birim vektori ile e,e,,...,e . ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik

> m+s?

acilar, sirasiyla, 6,,6,,...,0

m+sd

,0, dir. (4.2.37) denkleminden

. k .
= 2 cosh@, e, +smh6’ , 1<s<k-m

m+s I71+S'

#Fm+s

elde edilir. Son denklem ve Teorem 3.2.8. den

° . k .
e=e-Ye, <e,eﬂ>eﬂ
u=l1

. k k .
z coshd, e, . +sinh @ s € zgﬂ z coshf, e, +sinhb, . e, .e, e,
v=l u=1 v=l
VEM+S vFm+s

= 3 cosh @ é— y g é,e +sinh 8 £, ,e
Zl |4 v " M v m+s m+s
V= u=

bulunur. A(t)zSp:e,(t),...,ek(t),él(t),...e.k(t)} asimptotik  demetinin  bir

ortogonal bazi :el(t),...,ek (t),él(t),...e; (t)} oldugundan

o m o
e= Zcosh O e,

o=l

yazilabilir. Boylece son denklemden ve e;

=Kk,,1<o0<m,den

2

= cosh® 6, x> (4.2.38)
o=1

Z cosh2

elde edilir. {€Q merkez noktasinda u, =0, 1<o<m, sarti da géz Oniinde

bulundurularak, (e,,n) spacelike asli kesitlerin egriligi
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olarak elde edilir. Bu son denklem ve Teorem 4.2.11. gbz ontine alinirsa

i“cosh2 0 x>
K, (e,n)=—=
¢ ( ) 7751+1

elde edilir. Burada (4.2.38) denklemi yerine yazilirsa

Kg(e,n)=—(Lj2

77m+1

bulunur. M" niin dagilma parametresi P = Uz oldugu g6z Oniine alinirsa
K

K, (e’”) T

elde edilir. Bu formiil, £ € O merkez noktasinda spacelike dogrultmanli 2 —boyutlu
spacelike yiizeyin (e,n) spacelike kesitinin egriligi i¢cin Lorentzian Lamarle

formiilii olarak adlandirildu.

Teorem 4.2.16. /R", n—boyutlu Minkowski uzayinda M', Q timelike merkez

regle yiizeyli 2 —boyutlu timelike regle yiizey ve ¢ € Q noktasinda M’ niin timelike

dogrultmant &, (e)cE,C (t) olsun. M' niin dagilma parametresi P olmak iizere

¢ € Q merkez noktasinda M’ niin (e,n) timelike kesitinin egriligi

1
K:(ea”)=p

dir.
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Ispat. IR"de M' parametrik olarak

(p(t,u) = a(z‘)+ue(z‘)

ile verilir. M', 2—boyutlu timelike regle yiizeyin timelike dogrultmani (4.2.33)

denklemine gore

k
= z sinh @ e, +cosh @ , 1<s<k-m (4.2.39)

m+s m-hs

#Fm+s

dir, burada e,, , 1<s<k-m, Z,_, (t) merkez uzay: i¢inde timelike vektordiir. e

timelike birim vektori ile e,e,,...,e . ,...,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik

> m+s?

acilar, sirasiyla, 6,,0,,...,60

m+s>*

,0, dir. O halde (4.2.39) denkleminden

. k
e= z sinh @, e, +cosh9

m+s m-hs

, 1<s<k-m

elde edilir. (4.2.39) ve Teorem 3.2.8. den dolay1

. .k k .
e= Z sinh@, e, +cosh@, e . Zgy Z sinhf, ¢, +coshd, e, .e, e,
v=l1 u=l1 v=1
VEmM+S v#m+s

= Zk: sinhé’vLe.v—zk:gy<e.v,ey>eﬂJ+cosh9m+s[ Zg <m+s, > J
v=l p=1

VEmM+S

bulunur. A(r)= Sp{e1 (1),....e, (t),é] (t),...ék (t)} asimptotik demetinin

:el (1),....e (z‘),eo1 (7),... e; (t)} olacak sekilde bir ortogonal bazi oldugundan
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e= Z sinh @, e;
o=l

elde edilir ve bu vektoriin kendisiyle i¢ ¢arpimindan

R 2
e

eO'

2 m
= ZSinh2 0,
o=1

bulunur. |le||=x ve |e ||=x,, <o <m, oldugu goz oniine alinirsa

x* =) sinh’ 6k’ (4.2.40)
o=1

dir. ¢ € Q merkez noktasinda u, =0, 1< o <m, sarti da goz oniine alinirsa (e,,n),

1< o <m, spacelike asli kesitlerin egriligi

dir. Bu son denklemler, Teorem 4.2.12. de verilen (e,n) timelike kesitinin egriligi

ile asli kesit egrilikler arasindaki bagint1 olan
K, (e, n) = —Z:sinh2 0K, (60, n)
o=l

denkleminde yerine yazilirsa

2
K
2

K, (e,n) = i:sinh2 0,
ol st

bulunur ve gerekli diizenlemeler sonucu
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i“sinh2 Haki
K{ (e, n) o=t 0

2
77m+1

elde edilir. (4.2.40) denklemi g6z Oniine alinirsa

oldugu g6z Oniine alinarak ispat

bulunur. M’ niin dagilma parametresi p=tn
K

tamamlanir.

1
K, (e, n) = s
formiili ¢ €Q merkez noktasinda timelike dogrultmanli 2—boyutlu timelike

ylizeyin (e,n) timelike kesitinin egriligi i¢cin Lorentzian Lamarle formiilii olarak

adlandirildu.

Boylece, Teorem 4.2.13. ve Teorem 4.2.15. dan asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.17. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda M’ niin ortogonal yoriingesi

boyunca 4, (e)c E,(t), spacelike dogrultmanin hareketiyle olusan 2-—boyutlu

spacelike yiizeyin kesit egriligi, IR, 3—boyutlu Minkowski uzaymnda spacelike

yiizeylerin Gauss egriligine dejenere olur.

Ayrica, Teorem 4.2.14. ve Teorem 4.2.16. den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.18. IR, n—boyutlu Minkowski uzayinda M’ niin ortogonal yoriingesi

boyunca &, (e)cEk (Z), timelike dogrultmanin hareketiyle olusan 2 —boyutlu
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timelike yiizeyin kesit egriligi, IR’, 3—boyutlu Minkowski uzaymda timelike

dogrultmanli timelike yiizeylerin Gauss egriligine dejenere olur.

IR" de timelike dogrultman uzayl genellestirilmis timelike regle yiizey M’ niin Q
merkez regle yiizeyi, spacelike veya timelike dir. Boylece, V¢ €Q merkez

noktasinda e_, 1< o <m, ile lineer bagimsiz herhangi a birim vektorii

+o+ e, |d=1

s+ s+1

a=/10”n—”+/11e,+ﬂqez+...+}ts_,es_, +Ae +4..e
n

olarak yazilir. Burada F, (t) altuzay1 veya Z, (t) merkez uzay: i¢inde timelike
birim vektor e, olmak lizere,

(a,a)y=2 + A+ 25 +..+ AL, - A2+ A

y s+1

o+ A =11

dir. Bu ifade eder ki a birim spacelike veya timelike vektordiir. Boylece M’ niin Q
merkez regle yiizeyinin spacelike (Z,_, (), spacelike) veya timelike (Z,_, (7),

timelike) olmasina gore asagidaki durumlar s6z konusudur.

(@ Z,_, (t) merkez uzayi spacelike iken,

(al) a birim vektorii spacelike dir
veya

(a2) a birim vektorii timelike dir.

b) Z,_, (t) merkez uzay1 timelike iken,

(bl) a birim vektorii spacelike dir
veya

(b2) a birim vektorii timelike dir.

Simdi s6z konusu durumlari, sirasiyla, ayr1 ayri inceleyelim.
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(al) Merkez uzay1 spacelike ve a birim vektdrii spacelike olsun.

IR" de M', timelike dogrultman uzayl, spacelike merkez regle yiizeyli
genellestirilmis  timelike regle yiizey olsun. M’ nlin asli cgatisi
{el,...,eS,...,em,...,ek} ve M' niin Ek(t) dogrultman uzayma ortogonal olan
normal teget vektorii n olmak lizere V¢ € merkez noktasinda herhangi a

spacelike birim vektorli, 1<s<m ve v #s, i¢in

a = coshy, [ ||+ZCOShWVeV +sinhy e, ve Z:cosh2 0, —sinh’ 0, =1 (4.2.41)
v=0

olarak yazilir. Burada e, 1<s<m, F,(t) altuzay: i¢inde timelike vektordiir ve

sirastyla, v,,y,,....,¥,,...,, acilar, a spacelike birim vektorii ile n,e,...,e,...,e,

vektorleri arasindaki hiperbolik acilardir.

(a2) Merkez uzayi spacelike ve a birim vektorii timelike olsun.
IR"de M', timelike dogrultman uzayli, spacelike merkez regle yiizeyli
genellestirilmis  timelike regle ylizey olsun. M’  nin asli ¢atisi

{el,...,es,...,e ,ek} ve M' niin Ek(t) dogrultman uzayma ortogonal olan

moce

normal teget vektorii n olmak lizere V¢ € merkez noktasinda herhangi a

timelike birim vektorii, 1<s<m ve v # s, i¢in

a =sinh 1//0 + Zsmh w,e, +coshy e ve Zsmh 0, —cosh’@ =-1  (4.2.42)

s
v=0

V#S

seklindedir, oyle ki burada e, 1<s<m, F, (t) altuzay1 i¢inde bir timelike
vektordiir ve a timelike birim vektorii ile n,e,...,e,,...,e, vektorleri arasindaki

hiperbolik agilar, sirasiyla, v ,¥,,...,\,,...,\, dir.
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(bl) Merkez uzayi timelike ve a birim vektorii spacelike olsun.
IR"de M', timelike dogrultman wuzaylh, timelike merkez regle yiizeyli

genellestirilmis timelike regle yiizey olsun. M’ niin {el,...,em,... e ...,ek} asli

> m+s?

catist ve M’ niin E, (t) dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget vektorii n

ise V¢ € QO merkez noktasinda herhangi a spacelike birim vektorii, 1<s<k—-m ve

v#m+s,igin

a=coshy, ” ||+ Z coshy e +sinhy, e . (4.2.43)

v¢m+s
ve
k
2 <12 .
Z cosh” @, —sinh” @, =1

v=0
VEM+S

dir. Burada e 1<s<k-m, Z,_,(t) merkez uzayi i¢inde timelike vektordiir ve

m+s 2
sirastyla,  wo,w,...¥,..,...., acilart a, spacelike birim vektorii ile

n,e,...,e ,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik acilardir.

(b2) Merkez uzayi timelike ve a birim vektorii timelike olsun.

IR" de M', timelike dogrultman uzayli, timelike merkez regle yiizeyli

genellestirilmis timelike regle yilizey olsun. M’ niin {e],...,e el ...,ek} asli

m? > ¥m+s?
catis1 ve £, (t) dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget vektdrii #» olmak

lizere, V¢ € QO merkez noktasinda herhangi a timelike birim vektori, 1<s<k-m

ve v#m+s,i¢in

a=sinhy —: ” ” + Z sinhy e, +coshy, e . (4.2.44)

v¢m+¥
ve

k
D" sinh®@, —cosh® @, =-1

v=0
VEM+S
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olarak yazilir. Burada e 1<s<k-m, Z,_, (l) merkez uzay: iginde timelike

m+s 2

vektordiir ve swraswyla, v,y ,....,¥, ,....¥, agilarl, a timelike birim vektori ile

n,e,...,e .,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

Y m+sot

Boylece yukarida verilmis olan (al), (a2), (bl) ve (b2) durumlar1 géz 6niine alinirsa
(ea,a) , 1< o <m, kesitinin egriligi ile (ea,n) , 1<o<m, o. asli kesitinin egriligi

arasinda baginti i¢in asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.2.19. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizeyi M' niin
herhangi spacelike birim vektorii a ve F, (t) altuzay1 iginde timelike vektor e,

1<s<m, olsun.

i. e, 1<0<m, (o#s), spacelike vektori ile lineer bagimsiz herhangi a
spacelike birim vektorii verildiginde (é’ +uea)eM " noktasinda (ea,a) timelike

kesitinin egriligi ile (eg,n) spacelike o . asli kesitinin egriligi arasinda

(1 —cosh’ l//o_)K§+ueJ (e,,a)=cosh’w K., (e,.n)

bagintist vardir. Burada a ile n arasindaki hiperbolik a¢1 y, ve a ile e, , ISo<m,

(o # s), arasindaki hiperbolik a¢1 y_ dir.

ii. e ,1<s<m,timelike vektorii ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike birim
vektorl verildiginde (( +ue, ) € M' noktasinda (es,a) timelike kesitinin egriligi ile
(es,n) timelike s . asli kesitinin egriligi arasinda

(1 +sinh® )K

(e,,a)=cosh® VoK, .. (€,,1)

¢ +ueg
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bagintis1 vardir. Burada a ile n arasindaki hiperbolik ag1 y, ve a ile e, arasindaki

hiperbolik a¢1 v dir.

Ispat. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl, spacelike

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ niin herhangi

spacelike birim vektorii @ olsun.

i. (4.1.23) denklemi g6z Oniine alimirsa, 1<o<m, o#s, olmak {lizere

(é’ + ueg) € M' noktasinda (ea, a) timelike kesitinin egriligi

ﬂaﬂaﬂ’oﬂ’oRJOGO

(ee,)(@a)=(e,a)f

Kiie, (ea,a)z <o<m (4.2.45)

olarak verilir. e,, 1<v <k, v. baz vektoriiniin ve (3.2.41) denklemi ile verilen a

spacelike birim vektoriiniin  koordinatlari, sirasiyla, ( BosBisees Braeens ,Hk) ve

(Vo> V1s-++2Ysse--2 7, ) Olmak iizere

ﬂo:<€w€o>=0 ) ﬂV=<ev,ev>=8V , 1<v<k
ve

y0=<a,eo>=coﬁ:”% ., 7,=(a.ey=coshy, , I<v<k , v=s

Y, :<a,es> =sinhy, , I<s<m
dir. Bu son esitlikler ile (4.2.21) denklemi (4.2.45) denkleminde yerine yazilirsa

cosh’y,|1d°¢ 1 [ dg ’
||n||2 20u’ 4g\ ou,

1—cosh’y,

K(H{eg (ea’a) =

bulunur. ||n||2 =—g oldugundan
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2 2
cosh’ y, _ 19 §+ 12 %
2gou. 4g \Ou,

1—cosh’

K{ﬂteg (ea’a) =

elde edilir. (4.2.25) denklemi g6z oniine alinirsa (eg,n) ,1<0<m, o+#s, spacelike
o . asli kesitinin egriligi ile (ea,a) timelike kesitinin egriligi arasindaki baginti

bulunur.

ii. Benzer sekilde (4.1.23) denklemi goz Oniine alinirsa, 1 <s<m, s # o, olmak

iizere (é’ +ue, ) € M' noktasinda (es,a) timelike kesitinin egriligi

ﬂsﬂsioiORSOSO (4246)

(e ){aa)=(e..a)

K§+uex (es’ a) =

olarak verilir. (4.2.21) denklemi (4.2.46) denkleminde yerine yazilir ve ||n||2 =-g

oldugu g6z oniine alinirsa

2
. 1 0’g 1 (og
l+sinh*y K e,a)=cosh’y,| ——=—
( l/ls) S +ueg ( K ) WO [2g ausz 4g2 (aus j J

elde edilir. Boylece, (4.2.26) denklemi goz Oniine alinirsa (es,n) timelike s. asli

kesitinin egriligi ile ( e, a) timelike kesitinin egriligi arasindaki bagint1 elde edilir.

Teorem 4.2.20. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizeyi M' niin
herhangi timelike birim vektér a ve F, () altuzay i¢inde timelike vektor e,

I<s<m, olsun. e,, 1<oc<m, o#s, spacelike vektorleri ile ayr1 ayr1 lineer

bagimsiz olan herhangi bir a timelike birim vektorii verildiginde, (( +ue0) eM'
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noktasinda (ea,a) timelike kesitinin egriligi ile (ea,n) spacelike o . asli kesitinin

egriligi arasinda
(1 +cosh’ y/G)nga (e,,a)=—sinh’y,K,,,. (e,.n)

bagintis1 vardir, dyle ki y, ve y_, swasiyla, a ile n ve a ile e  arasindaki

hiperbolik agilardir.

Ispat. (4.1.23) denklemi géz oniine alimrsa, 1<oc<m, o#s, olmak iizere

(é’ + ued) € M' noktasinda (ea, a) timelike kesitinin egriligi

ﬂaﬂaﬂ’oﬂ’oRJOGO

(e e,)(@a)=(e,a)f

K. (e,,0)= 1<o<m (4.2.47)

olur. e,, 1<v <k, v. baz vektoriiniin ve (4.2.42) denklemi ile verilen a spacelike

birim  vektdriniin  koordinatlari,  sirasiyla,  (8,,8,....8,.....0,) Ve

(70971&---97“---,7,() 1se

ﬂo:<€w€o>=0 ) ﬂV=<ev,ev>=8V , 1<v<k

Ve

dir. Bu esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.47) denkleminde yerine yazilir ve

||n||2 =—g oldugu gbz Oniine alinirsa

2
. 1 0’g 1 ( og
—1—cosh? K e ,a)=sinh’ - +
( l//a) §+ue<,( o ) 1/10[ Zg aui 4g2 [auaj }
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elde edilir. Bdylece, (4.2.25) denklemi ile verilen (e,,n), 1<o<m, o#s,
spacelike o . asli kesitinin egriligi ile (ea,a) timelike kesitinin egriligi arasindaki

bagint1 elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.21. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ niin herhangi

spacelike birim vektdrii a ve e, , 1<s<k-m,de Z_, () merkez uzay: i¢inde bir
timelike vektdr olsun. e , 1<o<m, spacelike vektorleri ile ayr1 ayri lineer
bagimsiz herhangi a timelike birim vektdrii verildiginde (£ +ue, )€ M’ noktasinda
(ea,a) timelike kesitinin egriligi ile (eo,,n) spacelike o . asli kesitinin egriligi

arasindaki baginti
(1 - COSh2 Wo- ) K{-*—uq, (eo-9 a) = COSh2 l//OK{H{e(, (ea ” l’l)

dir. Burada a vektoriiniin ile n ve e_ arasindaki hiperbolik acilar, sirasiyla, y, ve

v, dir

Ispat. (4.1.23) denkleminden (¢ +ue, )e M', 1< o <m, noktasinda (e,,a) timelike

kesitinin egriligi

ﬁo‘ﬁo‘ﬂ'Oﬂ“ORUOO'O

(e,e, ){aa)=(e,.a)’

K. (e.a)= , 1<o<m (4.2.48)

olarak verilir. ¢, 1<v <k, v. baz vektoriiniin ve (4.2.43) denklemi ile verilen a

spacelike birim vektoriiniin  koordinatlari, sirasiyla, (ﬂo, Biseos Braees ,Hk) ve

(7/057/17"'5}/,"4_5,...,]/]6) olmak iizere

ﬁ0:<ev,eo>=O , ﬂV:<eV,eV>:gV , 1<v<k

ve
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70=<a,e0>=coﬁ:”l//° , 7,=(a,e)=coshy, , 1<v<k , v#m+s

Vinss :<aﬁem+s>=Sinhl//m+s ) 1<s<k-m

dir. Bu esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.48) denkleminde yerine yazilirsa

cosh’ i, lazg_i og ’
||n||2 20ul 4g\ou,

1-cosh’y,

I(-gﬁrue(y (ea’a) =

bulunur. Bu son denklem ile birlikte ||n||2 =—g oldugu g6z oniine alinirsa

2
1 0°¢g 1 (og
l1-cosh’y_)K e ,a)=cosh’y,| ———=+
( WO') S +ue, ( o ) WO[ 2g aui 4g2 (auo_j J
elde edilir. Boylece, (4.2.25) denklemi ile verilen (ea,n), 1<o <m, spacelike o.
asli kesitinin egriligi ile (eg,a) timelike kesitinin egriligi arasindaki bagint1 elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.22. IR", n—boyutlu Minkowski uzaymnda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ ve M' niin

herhangi bir timelike birim vektérii a, Z,_, (¢) merkez uzay: iginde timelike vektor
e., |<s<k—m, olsun. e, 1<0o<m, spacelike vektorii ile lineer bagimsiz
herhangi a timelike birim vektorii verildiginde (( +ueg) € M' noktasinda (eg,a) ,
1<o<m, timelike kesitinin egriligi ile (e,,n), 1<o<m, spacelike o. asli

kesitinin egriligi arasindaki baginti

(1 +cosh’ WU)KGWU (e,,a)=—sinh’y,K,,,. (e,.n)
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dir. Burada y, ve yw_, 1<o<m, swasiyla, a ile n ve a ile e,, 1<o<m,

arasindaki hiperbolik agilardir.

Ispat. (4.1.23) denklemi goz oniine almirsa, 1< o <m, olmak iizere (g“ + ueo,) eM’

noktasinda (e,,a) timelike kesitinin egriligi

K, (e,.a)= PoBola/oRovan 1<o<m (4.2.49)

(ese.){@a)=(e,a)f"

olarak verilir. e,, 1<v <k, v. baz vektoriiniin ve (4.2.44) denklemi ile verilen a

spacelike birim vektoriiniin  koordinatlari, sirasiyla, (S, f5,.....8,.....5) ve

(7/0’7/1""97/m+s9~-'97/k) ise

ﬂoz<ev,e0>:0 , ,sz<ev,ev>zgv , 1<v<k

Ve

i .
70:<as€o>=% , yvz<a,ev>:s1nhl//v , 1Sv<k , v#m+s
Ve :<a,em+s>:coshwm+s, 1<s<k-m
dir. Bu esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.49) denkleminde yerine yazilirsa
2
sinh’ , 1 o’g 1 og
”n”2 20u’ 4g\ou,

~1—cosh’y_

K§+uea (ea’a) =

bulunur. ||n||2 =—g oldugu gbz Oniine alinirsa

2
. 1 0°¢ 1 (og
—1-cosh’y_)K e .a)=sinh’y, | ——25 ¢
( !//U) §+u66 ( [ ) l//() [ 2g aui 4g2 (auo— ) J
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elde edilir. (4.2.25) denklemi ile verilen (ea,n), 1<o<m, spacelike o. asli
kesitinin egriligi ile (ea,a) timelike kesitinin egriligi arasindaki bagint1 bulunur ve

bdylece ispat tamamlanir.

(4.2.30), (4.2.31), (4.2.32) ve (4.2.33) denklemleri ile verilen e vektori, E, ()

iginde bir birim vektor ve (4.2.41), (4.2.42), (4.2.43) ve (4.2.44) denklemleri ile

verilen a vektori, V¢ € Q merkez noktasinda birim vektor olmak iizere M’ niin

(e,a) kesitinin egriligi ile ilgili asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.2.23. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M’ olsun. M’

niin £, (t) dogrultman uzay1 i¢inde spacelike birim vektor e ile lineer bagimsiz olan
a vektorii V¢ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor olmak iizere,
M' niin (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi

arasindaki baginti

_ cosh’y,

1_<e,a>2 K{ (e,n)

K, (e,a)

dir. Burada a, spacelike birim vektorii ile n, spacelike normal teget vektori

arasindaki ag1 y/, dir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri goz oniine almirsa ¢ € Q merkez noktasinda (e,a)

spacelike kesitinin egriligi

Z ﬂo‘ﬂo‘ﬂ’o/lORO'OUO + ﬁsﬂsﬂ’oﬂ’ORsOSO
o=l

K (e.a)=== <e,€><"a">_<e’a>2

(4.2.50)
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olarak verilir. (4.2.30) ve (4.2.41) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlarl, sirastyla, (B,, B,.... Bvees B) V€ (Vo VioeeesVyoevvs ¥y ) Olmak lizere

ﬂ0:<e>eo>:0,
,Bs=<e,es>=sinh95 , 1<s<
ﬂvz<e,ev>:coshﬁv , 1<v<k , v#s
ve
coshy,
v, =(a,e,) = ,
T
Vs =<a,es> =sinhy, , 1<s<m
7/V=<a,ev>=coshl//v , 1<v<k , v#s

dir. Bu esitlikler ile (4.2.21) denklemi (4.2.50) denkleminde yerine yazilirsa

2 m 2 2 2 2
cosh” yy 2!//0 Z:cosh2 0, 1a§_1( agj +sinh’ 6, lfig_l[agj
|7 i 20u, 4g\ou, 2 0u; 4g\ Ou,

2

K, (e.a)=

2 v e
bulunur. Bu son denklem ve ||n|| =—g g0z Oniine alinirsa

m 2 2 2 2
cosh® | D cosh® 6, _ Lo §+ 12 g +sinh? 6, 1o <§+ 12 og
ol 2gou; 4g \ou, | 2gou; 4g’\ ou,

1—<e,a>2

K, (e.a)=

elde edilir. e merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (eg,n),

1<o<m, o+#s,spacelike o. asli kesitinin egriligi ve (4.2.26) denklemi ile verilen

(es, n) , 1 <s <m, timelike s. asli kesitinin egriligi géz oniine alinirsa

cosh’ y, (i cosh® 8, K, (e,,a)—sinh’ 0. K, (e,, a)j
K, (e,a)= o=
4( ) 1_<e’a>2
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bulunur. Burada Teorem 4.2.9. da verilen L. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii

g0z Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.24. IR", n—Dboyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ olsun. M’

niin £, (t) dogrultman uzay1 i¢inde spacelike birim vektor e ile lineer bagimsiz olan
bir a birim vektorii, V{ € Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektor
olmak tizere, M' niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin
egriligi arasinda

sinh®
2 Tk (e,
l+<e,a>2 4 (e I’l)

K, (e.a)=
bagintis1 vardir. Burada y, agisi, a timelike birim vektdorii ile #, spacelike normal

teget vektorii arasindaki agidir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri géz niine almirsa ¢ € Q merkez noktasinda (e,a)

timelike kesitinin egriligi

Z ﬂo—ﬂaﬂ‘o/’LORO'Oo‘O + ﬂsﬂsﬂoﬂ“ORSOSO
o=1
K, (e,a)=2" 4.2.51)

(e,e){a,a)~(e,a)’

olarak wverilir. (4.2.30) ve (4.2.42) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, sirastyla, ( Sy, B,,.... Bysees B) V& (VosViseees Vynevnn ¥y ) iSC

ﬁo =<€,€0>=0,
,BS=<e,es>:s1nhHS , 1<s<
ﬁv=<€,ev>=coshev , 1sv<k , v#s

Ve
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70 _ <a’eo> _ Sinhl//o

Il
Vs =<a,es> =coshy, , 1<s<m
v, =(a,e,)=sinhy, , 1<v<k , v#s

olarak elde edilir. Bu son esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.51) denkleminde yerine

yazilirsa

bulunur. ||n||2 =—g oldugundan

m 2 2 2 2
sinh® 7, | D" cosh® 6, _ 19 £y 12 % | | +sinn’ 0. _ 19 £y 12 g
e 2g ou,; 4g°\ou, | 2gou; 4g”\ Ou,

1+<e,a>2

Kg(e,a)z—

elde edilir. € merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (eg,n),

1<o<m, o+#s, spacelike o. asli kesitinin egriligi ve (4.2.26) denklemi ile verilen

(es, n) , 1 <s <m, timelike s. asli kesitinin egriligi géz dniine alinirsa

sinh® (i cosh® §,K, (e,,a)—sinh’ 0 K, (es,a)j
o=l

K, (e,a)=-

1+ <e,a>2

bulunur. Bu son denklem ve Teorem 4.2.9. da verilen I. tip Lorentzian Beltrami-

Euler formiilii goz oniine alinirsa ispat tamamlanr.

Teorem 4.2.25. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ olsun.
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E, (t) dogrultman uzayi i¢inde timelike birim vektor e ile lineer bagimsiz olan a
vektorii V4 € 0 merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektdr olmak tizere

M' niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

K, (e.a) 1+<e a>2 K, (e.n)

bagintis1 vardir. Burada a, spacelike birim vektori ile n, spacelike normal teget

vektorii arasindaki ac1 y, dir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri géz oniine almirsa ¢ € Q merkez noktasinda (e,a)

timelike kesitinin egriligi

z ﬂaﬂaﬂoﬂ’oRowo + ﬁsﬂsﬂ’OZ’ORsOSO
o=1

K (e.a)=== <e,e><a,a>—<€aa>2

(4.2.52)

olarak verilir. (4.2.31) ve (4.2.44) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, sirastyla, (S,, B,,.... Bsees B) V€ (VosVioeeesVyoeven 7, ) Olmak iizere

ﬁ0=<e’eo>:0,
,BS=<e,es>:cosh6’S , 1<s<
ﬁv=<e,ev>=sinht9v , 1<v<k , ve#s
ve
coshy,
Y, ={a,e))=—F,
o=t =T
7/S=<a,€s>=sinhws , 1<s<m
7’V=<a,ev>=coshwv , 1Sv<k , v#s

dir. Bu esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.52) denkleminde yerine yazilirsa
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bulunur. ||n||2 =—g oldugu g6z Oniine alinirsa

m 2 2 2 2
cosh’ i, Zsinhzﬁa _1e ‘§+ 12 2 +cosh’ 6, _ 1o <§+ 12 g
o1 2g ou, 4g°\ ou, 2g ou; 4g”\ Ou,
K, (e,a)=-

1+<e,a>2

elde edilir. Bu son denklemde ¢ €Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile
verilen (eg,n), I1<o<m, o#s, spacelike o. asli kesitinin egriligi ve (4.2.26)
denklemi ile verilen (e,n), 1<s<m, timelike s. asli kesitinin egriligi yerine

yazilirsa

cosh’ y, (—i sinh’ 0K, (e,,a)+cosh’ 0K, (e,, a)j
K, (e,a)= =

1+<e,a>2

bulunur. Teorem 4.2.10. da verilen II. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiiliinden

(e, n) timelike kesitinin egriligi goz oniine alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.26. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle ytizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M' olsun. E, (t)

dogrultman uzay1 i¢inde spacelike birim vektdr e ile lineer bagimsiz a vektori

V{ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor olmak iizere M’ niin

(e, a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

K, (ea)= 1—<e,a>2 K, (e.n)
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bagintis1 vardir, dyle ki y, acist a, spacelike birim vektorii ile n, spacelike normal

teget vektorii arasindaki acidir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri géz oniine almirsa ¢ € Q merkez noktasinda (e,a)
spacelike kesitinin egriligi
Zﬂoﬂo‘ﬂ’oﬂ@RJOO‘O
K, (e,a)=-= (3.2.53)

(e,e)(a,a)—{e,a)’

dir. (4.2.32) ve (4.2.43) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin koordinatlari,

swrastyla, (By, Biseevs Borysevs Be) VE (Voo Visevvs Vprgoeees ¥y ) 18€

By :<e’eo>:0,
Bs =<e,em+s>=sinh9m+s, I1<s<k-m
ﬂvz<e,ev>:cosh6’v , 1Sv<k , v#m+s

Ve

h
7/0=< ’ 0>=cos ¥,

Il
Vss =(a,e,,, ) =sinhy, ., 1<s<k-m
7, =(ae)=coshy, , 1sv<k , vem+s

bulunur. Bu esitlikler ve (4.2.21) denklemi (4.2.53) denkleminde yerine yazilirsa

cosh® yy ¢ oy (10% L[ ag )
[ 2 cosh 9“[2 o 4g{8u0

K, (e.a)=

elde edilir ve ||n||2 =—g oldugundan
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m 2 2
cosh’ (,//()Z:cosh2 0, _ 1o % + ! 5 2
2g ou. 4g°\ou,

o=l
K{ (e’a) = 1_<€ a>2

bulunur. { € Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (ea,n) , 1<o<m,

spacelike o . asli kesitinin egriligi géz oniine alinirsa

cosh’ (,//Oilcosh2 0,K, (e,.a)
o=I

1- <e, a>2

K, (e,a)=

elde edilir. Teorem 4.2.11. de verilen III. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiiliinden
(e,n) spacelike kesitinin egriligi ile (e,a) spacelike kesitinin egriligi arasindaki

bagint1 elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.27. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ olsun. M’

niin £, (¢) dogrultman uzay: iginde spacelike birim vektor e ile lineer bagimsiz a
vektorl V¢§ e Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektdr olmak tizere M’

niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi arasinda

sinh’ i,

1+ <e, a>2 K (e, n)

K;(e’a):—

bagintist vardir. Burada y acis1 a, timelike birim vektorii ile n, spacelike normal

teget vektorii arasindaki acidir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri géz oniine alinirsa ¢ € Q merkez noktasinda (e,a)

timelike kesitinin egriligi
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Zﬂo—ﬂo‘ﬁ‘oioRO'OO'O
K, (e,a)=- (4.2.54)

(e,e){a,a)~{e,a)’

olarak wverilir. (4.2.32) ve (4.2.44) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, sirasiyla, (B),8,-..sBpeis--sB:) Ve (VosViseeesVimasoe--»¥;) Olmak

uzere
ﬂ0=<e,eo>=0,
B, ={ee,. )=sinh@, , 1<s<k-m
ﬂv=<€,€v>=cosh6’v , 1Sv<k , v#m+s
ve

sinh
o={oa) ==

Vs :<a,€m+s> =coshy, ., 1<s<k-m
7, =(a,e,)=sinhy, , 1<v<k , vzm+s

dir. Bu esitlikler ile (4.2.21) denklemi (4.2.54) denkleminde yerine yazilirsa

sinh’yy & oo [10% 1 (ag )
||n||2 ;cosh 9“[26%27 (aua

4g
—l—<e,a>2

K, (ea)=

bulunur. ||n||2 =—g oldugundan

o=1 o
Kg(e,a):— 1+<e a>2

m 2 2
sinh’ 1//02“cosh2 0, _ 1o ‘% + ! 5 %
2g ou, 4g \ou

elde edilir. ¢ e€Q merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen (ea,n),

1< 0 <m, spacelike o . asli kesitinin egriligi gdz oniine alinirsa
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sinh’ (//Oi:cosh2 0K, (65, a)
K, (e,a)=- o=l

1+<e,a>2

bulunur. Burada, Teorem 4.2.11. de verilen IIl. tip Lorentzian Beltrami-Euler
formiiliinden ( e, n) spacelike kesitinin egriligi yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.28. IR", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M’ olsun. M’
nin £, (t) dogrultman uzayi i¢inde timelike birim vektor e ile lineer bagimsiz a
vektorli V4 € ) merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektdr olmak tizere

M' niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike kesitinin egriligi arasinda

cosh’y/
ks (e,cl) B 1+<e a>02

K, (e, n)
bagintis1 vardir, 6yle ki y,, acist a, spacelike birim vektorii ile n, spacelike normal

teget vektorii arasindaki agidir.

Ispat. (4.2.23) denklemleri géz &niine almirsa ¢ €Q merkez noktasinda (e,a)

timelike kesitinin egriligi

ZﬂUﬂUAOlORUOUO
K, (e,a)=- (4.2.55)

(e,e){a,a)~(e,a)’

olarak wverilir. (4.2.33) ve (4.2.43) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, sirasiyla, (B),8,-.., Bpusr--8) V€ (VosVisewesVmugse-o» ¥ ) Olmak

uzere
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ﬂo :<€,€0>:O,
B =<e,e,,,+s> =coshf, ., 1<s<k-m

ﬂV:<e,ev>=sinh6’V , 1Sv<k , v#m+s
ve

cosh
7o :< ) 0>:W|Woa

<a e >:sinht//m+s, I<s<k-m

> ¥ m+s

}/ers
Vv

<a,ev>=coshl//v , 1<v<k , v#m+s
dir. Bu esitlikler ile (4.2.21) denklemi (4.2.55) denkleminde yerine yazilirsa

cosh’yy oy (1% 1 (3g )
I 2,sinh 9{2 o2 4g(8u0

KC (e’a): _1_<e a>2

elde edilir. ||n||2 =—g oldugu goz Oniine alinirsa

m 2 2
cosh®y, > sinh* 6, _ 1o £y ! - %
2g ou; 4g |\ ou,

o=l

K, (e.a)=-

1+<e,a>2

bulunur. Bu son denklemde ¢ € Q2 merkez noktasinda (4.2.25) denklemi ile verilen

(eg, n) , 1 <0 <m, spacelike o . asli kesitinin egriligi yerine yazilirsa

cosh’ l,//oflsinh2 0K, (e,.a)

Kelod) = oy

elde edilir. Burada, Teorem 4.2.13. de verilen IV. tip Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden (e, n) timelike kesitinin egriligi goz Oniine alinirsa ispat tamamlanir.
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Bu son alti teoremden goriilir ki M’ niin merkez regle yiizeyi spacelike veya

timelike iken (e,a) kesit egrilikleri i¢in elde edilen bagintilar aynidir. Boylece,

asagidaki sonuclar verilir.

Teorem 4.2.23. ve Teorem 4.2.26. den dolay1 asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.2.29. /R, n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli,

1

(spacelike veya timelike) merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey

M’ olsun. M' niin E,(¢) dogrultman uzay: i¢inde spacelike birim vektdr e ile
lineer bagimsiz a vektori VJ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim

vektor olmak iizere M’ niin herhangi (e,a) spacelike kesitinin egriligi, e ve a
vektorlerine, (e, n) spacelike kesiti i¢in verilen Lorentzian Beltrami-Euler formiiliine
ve Y, = <):(a,n) acisina dayanir. M’ niin (e,a) spacelike kesitinin egriligi ile (e,n)

spacelike kesitinin egriligi arasinda

_cosh’y,

K (o) =P H K o)

bagintis1 vardir ve bu baginti timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike
regle ylizeyinin merkez noktasinda kesit egriliginin I. tip Lorentzian Beltrami-

Meusnier formiilii olarak adlandirildi.

Teorem 4.2.24. ve Teorem 4.2.27. den agagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.30. /R", n—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
(spacelike veya timelike) merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey

M' olsun. M' niin E, (t) dogrultman uzay: iginde spacelike birim vektor e ile
lineer bagimsiz a vektori VS € Q merkez noktasinda herhangi timelike birim

vektor olmak iizere M’ nilin herhangi (e,a) timelike kesitinin egriligi, e ve a

vektorlerine, (e, n) spacelike kesiti i¢in verilen Lorentzian Beltrami-Euler formiiliine
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ve ¥, :<):(a,n) acisina dayanir. M’ niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n)

spacelike kesitinin egriligi arasinda

_ sinh’y,

Ko (ea)= Bk (o)

bagintis1 vardir ve bu baginti timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike
regle yiizeyinin merkez noktasinda kesit egriliginin II. tip Lorentzian Beltrami-

Meusnier formiilii olarak adlandirildi.

Teorem 4.2.25. ve Teorem 4.2.28. dan agagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.31. [R", n—boyutlu Minkowski uzaymnda timelike dogrultman uzayl,
(spacelike veya timelike) merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey
M' olsun. M' niin E, (t) dogrultman uzayi iginde timelike birim vektor e ile lineer
bagimsiz a vektorii V¢ € Q) merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor

olmak iizere M’ niin herhangi (e,a) timelike kesitinin egriligi, e ve a vektorlerine,
(e,n) timelike kesiti i¢in verilen Lorentzian Beltrami-Euler formiiliine ve
w, =< (a,n) agisina dayanir. M’ niin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n)

timelike kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

1+ <e, a>2 & (e, n)

K, (e.a)

bagintist vardir ve bu bagint1 timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike
regle yiizeyinin merkez noktasinda kesit egriliginin IIL. tip Lorentzian Beltrami-

Meusnier formiili olarak adlandirildi.
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Ornek 4.2.32. X =(x,,%,,%;,X,,%5), Y = (3,5, V3 V4, Vs ) € IR’ olmak iizere

<X9 Y> EXN T XY, T XY+ XYy — X5 Ys

Lorentz metrigi ile verilen 5—boyutlu Minkowski uzay1 IR’ olsun. IR’ de x, 7 ve

&=k’ + 1 keyfi sabitler olmak iizerea : I — IR’ egrisi

1 . . .
a (t) = —(22’6‘1‘, \/SK cosh &t + k'sinh &t + £7t, 2 ket \Br cosh & + T sinh &t — ket \/55 sinh &7 + £ cosh gt)
£

olsun. <0.(,0'(>=352 >0 oldugundan « spacelike bir egridir. Bu o egrisinin her

noktasmnda tammh {e, (¢),e, (¢)} ortonormal vektdr alan sistemi

e (t)=—|x+7, v3xsinh et, k — 7, /37 sinh &2, \/3& cosh &t
: i J3xsinh J3zsinh ez, v3¢ cosh

1 )
=——(7 -, kcoshet, K +7, T cosh &1, £ sinh &t )

e ()=

(=7,
ile verilsin. Bu sistem 0((1‘)EIR,5 noktasinda tanjant uzaymnin 2-boyutlu bir
altuzaym: gerer. Bu altuzay E, (t) ile gosterilsin. <e],el>=—1, <€2,€2>=1

oldugundan E, (t) timelike bir altuzaydir. IR de

doniistimii spacelike dayanak egrili, timelike dogrultman uzayli 3 —boyutlu timelike
regle yiizey tanimlar. Bu timelike dogrultman uzayli 3—boyutlu timelike regle

yizeyi M' ile gosterilirse, M' niin Ez(t) dogrultman uzaymin asli catisi
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{e,(t)e,(t)} ve tegetsel demetinin baz1 {e, (¢),e, (t),e.1 (t),e.2 (t),o.z(t) olmak {izere

Gramm-Schmidth yontemi kullanilarak

——(x—7,2Kcosh et, -k —7, 27 cosh &t, 2 sinh &1 )

a, (1) = \/lgg

a,(t)= _ﬁ(ﬁ(’(-k 7), 2k sinh &t, \/g(/c—z'), 27sinh &t, 2 cosh gt)

as (t) = %(0, 7,0, — K, 0)

ortonormal baz vektorleri elde edilir. Boylece, M' niin tegetsel demetinin

{e/(t).e,(),a;(t).a,(),a;(¢)} ortonormal bazi bulunur. M’ niin dogrultman

uzaymin asli ¢atisi {el (l), e, (l)} i¢in tiirev denklemleri ve a dayanak egrisinin hiz

vektort, sirastyla,

e, (1) =ee, (1) +2¢a, (1),
()= e (t)+gga4(f),

a =—ce, +-3¢e, + ca,

dir. Bu takdirde, timelike dogrultman uzayli 3 —boyutlu timelike regle yiizeyin

birinci temel formunun katsayilari

oo = 2\/§gzul —2&u, +3&’u} —%zuj +3¢’
8o =8 = €&

820 =8n = \/§g+5”1

8,=8,=0

g, =-1

8, =1
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elde edilir ve birinci temel formun regiiler matrisi

2
£
23, - 26, + 3%} —?ui +36> —e—eu, Be+eu,

[ g; ]M = —&—&U, -1 0
e+ &u, 0 1

olarak elde edilir. Buradan M' niin birinci temel formunun matrisinin determinanti
g = det [gij] =-2&u’ —ggzuzz ~&
3

olur. M', 3—boyutlu timelike regle yiizeyinin E, (t) dogrultman uzayina ortogonal

olan normal teget vektorii V& € M noktasinda

/2
n= \/Egula3 + 55u2a4 + &a;

seklinde tanimlanir, dyle ki
2.2 2 2.2 2
<n,n> =2&euU; +—¢&u, +¢&
3

oldugundan » normal vektoriiniin spacelike bir vektor oldugu agiktir. Bdylece,

E,(t) nin asli ¢atisa gore 1. asli teget kesiti (e,n), timelike bir diizlem ve 2. asli

teget kesiti (ez,n), spacelike bir diizlemdir. Teorem 4.2.2. den 1. ve 2. asli kesit

egrilikleri, sirasiyla,

2
1 0’¢ 1 (og
K.(e.n)= P
2g ou” 4g \ oy

veE
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dir. Burada
o 5 og )
€ 4gtu, , SE-4s | || c16s'
ou, ou, ou,

ve
o 4, g 4, oY 16 , ,
- = 2 , —2=—— 5 _— =—¢& u2
ou, 3 ou, 3 ou, 9

oldugundan timelike 1. asli teget kesiti (e, n) ve spacelike 2. asli teget kesiti (e,,n)

nin kesit egrilikleri, sirasiyla,

12u2 +18
K (e,n)= ) 5 ARV
(6u1 +2u2+3)
ve
12u] +6
Ké(ez,n)z— 5 12 2
(6u1 +2u2+3)

bulunur. V¢ €Q merkez noktasinda u, =u, =0 g6z Oniine alinirsa K, (el,n) ve

K, (ez,n) asli kesit egrilikleri, sirasiyla,
2
K, (el,n) =2 ve K, (ez,n) = —g

dir. Ayn1 zamanda M' nin V¢ €Q merkez noktasinda 1. ve 2. asli dagilma

parametresi, sirasiyla,
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oldugundan Teorem 4.2.6. dan da ayni sonug

1
—=2ve Kg(ez,n):——:——

Ké(el’n)zpl P22 3

olarak elde edilir.

Simdi IR’ de 2 —boyutlu asli 151n yiizeylerini géz dniine alalim.
? (t,u) = a(t)+ue, (t)

parametrizasyonu ile verilen timelike dogrultmanli timelike asli 151n yiizeyi M,
olsun. Teorem 4.2.8. de verilen timelike dogrultmanh timelike asli 151n yiizeyi igin

genellestirilmis Lorentzian Lamarle formiiliinden M, in { +ue, noktasinda (el,n)

timelike kesitinin egriligi

2

I<§Jrue1 (el,n)zm

bulunur.

®, (t,u) = a(t)+ve2 (t)

parametrizasyonu ile verilen spacelike dogrultmanli spacelike asli 151n yiizeyr M,
olsun. Teorem 4.2.7. de verilen spacelike asli 151 ylizeyi i¢in genellestirilmis

Lorentzian Lamarle formiilinden M, in { +ue, noktasinda (ez,n) spacelike

kesitinin egriligi
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6
K +ue, €pn)=—"7"—""—"+
: (e) (2\/2+3)2
elde edilir.

E,(t) timelike bir altuzay oldugundan E,(¢) iginde bir birim vektér spacelike veya

timelike olabilir. Bu iki durumu ayr1 ayr1 ele alalim.

[lk olarak, E, (t) icinde e spacelike birim vektoriinii géz oniline alalim. e spacelike
birim vektorii ile e ve e, baz vektorleri arasindaki agilar, sirasiyla, 6, ve 6,

hiperbolik agilar1 olmak iizere, e spacelike birim vektorii
e=sinh e +coshfe, , —sinh’@ +cosh’f, =1

olarak yazilir. Bu takdirde, Teorem 4.2.9 da verilen . tip Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden M’ niin merkez noktasinda (e,n) spacelike kesitinin egriligi
: 2 2 2
K, (e,n)=-2sinh’ —gcosh 0,

bulunur.

fkinci olarak, e birim vektord, E, (t) iginde timelike bir vektdr olsun. e birim
vektorii ile ¢ ve e, baz vektdrleri arasindaki agilar, sirasiyla, 6 ve @, hiperbolik

acilar1 olmak iizere, e timelike birim vektorii
e =cosh@e +sinh@e, , —cosh’@ +sinh’@, =1

olarak yazilir. Boylece, Teorem 4.2.10. da verilen II. tip Lorentzian Beltrami-Euler

formiiliinden M' niin merkez noktasinda (e*,n) timelike kesitinin egriligi
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K, (e*,n) =2cosh’ & +§sinh2 0,
elde edilir.

Simdi /R’ de timelike dogrultman uzayh genellestirilmis timelike regle yiizey M’
niin V{ € Q merkez noktasinda herhangi bir birim vektorii g6z oniine alalim. Bu

birim vektdor spacelike veya timelike olabileceginden bu iki durumu ayri ayri

inceleyelim.

Ilk olarak V¢ € Q merkez noktasinda herhangi bir a spacelike birim vektoriinii goz
Oniine alalim. v, v, ve y, hiperbolik agilari, sirastyla, a birim vektorii ile n, e ve

e, vektorleri arasindaki agilar olmak tizere, a spacelike birim vektorii

n

|

a = coshy,—+sinhy e +coshy e,

olarak yazilir. Bu durumda, Sonu¢ 4.2.29 ve Sonug 4.2.31 de verilen I. ve III. tip

Lorentzian Beltrami-Meusnier formillerinden M' niin merkez noktasinda (e,a)

nondejenere kesitinin egriligi ve (e*,a) timelike kesitinin egriligi, sirasiyla,

cosh’ y, (2 sinh” 6, +§cosh2 6?2]

K, (e,a) = . . 2
1—(—sinhy, sinh 6, +coshy, cosh 6,)

Ve

cosh’ y, (2 sinh® & + icosh2 sz

K;(¢'a)= . 2
1+ (—sinh w, cosh &, +coshy, sinh 6, )

bulunur.
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Son olarak, V¢ € Q merkez noktasinda herhangi bir timelike @ birim vektoriinii
gbz oniine alalim. v, , ve y, hiperbolik agilari, sirasiyla, @ birim vektorii ile 7,

. . . . * . . . e o _ee
e, ve e, vektorleri arasindaki acilar olmak lizere, a timelike birim vektorii

n

|

a =sinhy, —+coshy, e +sinhy,e,

olarak yazilir. Boylece, Sonug 4.2.30.da verilen Il. tip Lorentzian Beltrami-Meusnier

formiiliinden M’ niin merkez noktasinda (e,a*) timelike kesitinin egriligi

sinh’® i, (2 sinh® 6, + icosh2 sz

K. (e.a')= . ; 2
1+(—cosh v, sinh @, +sinhy, cosh 6’2)

elde edilir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmadaki orijinal boliim iki alt boliimden olusmaktadir. ilk alt béliimiinde IR/,

n—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis
timelike regle ylizeyin birinci temel formu ve metrik katsayilart hesaplanmis ve
bunlara bagl olarak Christoffel sembolleri ve Riemann-Christoffel egrilikleri elde
edilmistir. Bdylece spacelike dogrultman uzayli timelike regle ylizeyin kesit
egrilikleri hesap edilmistir. Ilk olarak bu timelike regle yiizeyin her bir noktasinda
nondejenere asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri birinci temel formun matrisinin
determinant1 cinsinden elde edilmistir. Buna ek olarak her bir merkez noktada da
nondejenere asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri incelenmis ve bdylece, spacelike
dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle ylizeyin asli kesit egriligi ile asli
dagilma parametresi arasinda baginti elde edilmistir. Daha sonra spacelike
dogrultmanli timelike asli 151n ylizeyi g6z Oniine alinarak bu yiizeyin kesit egriligi ile
asli dagilma parametresi arasindaki bagmti elde edilmis ve bu bagintiin IR;,

3 —boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultmanli 2 —boyutlu timelike regle
ylizey i¢in verilen Lorentzian Lamarle formiliiniin genellestirilmisi oldugu
goriilmiistiir. Ayrica, spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle
yiizeyin merkez noktasinda normal kesit egriligi ile asli kesit egrilikleri arasindaki
baginti elde edilmis ve bu baginti spacelike dogrultman uzayli genellestirilmis
timelike regle yiizeyin teget kesiti i¢in Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak
adlandirilmigtir.  Bu alt boliimde son olarak, spacelike dogrultman uzayh
genellestirilmis timelike regle yiizeyin herhangi nondejenere teget kesitlerinin
egriligi aragtirilmis ve bu timelike regle yilizeyin kesit egriligi i¢in ii¢ farkl: tip baginti

elde edilerek I., II. ve III. tip Beltrami-Meusnier formiilii olarak adlandirilmistir.

Orijinal bolimiin ikinci alt boliimiinde ise /R, n—boyutlu Minkowski uzayinda

timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle yiizeyin birinci temel
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formu ve metrik katsayilar1 hesaplanarak Christoffel sembolleri ve Riemann-
Christoffel egrilikleri bulunmus. Timelike dogrultman uzaylh timelike regle yiizeyin
her bir noktasinda ayr1 ayr1 spacelike ve timelike asli teget kesitlerinin kesit
egrilikleri birinci temel formun matrisinin determinanti cinsinden elde edilmistir. Her
bir merkez noktada da spacelike ve timelike asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri
incelenmistir. Boylece, timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle
ylizeyin asli kesit egriligi ile asli dagilma parametresi arasinda baginti elde edilmistir.

Daha sonra spacelike asli 151n yiizeyinin kesit egriligi ile asli dagilma parametresi
arasindaki baginti elde edilmis ve bu bagmtinn IR’, 3—boyutlu Minkowski
uzayinda 2-—boyutlu spacelike regle yiizey i¢in verilen Lorentzian Lamarle
formiiliiniin genellestirilmisi oldugu belirlenmistir. Ayrica timelike dogrultmanh
timelike asli 151n yiizeyi gbz Oniine alinarak bu yiizeyin kesit egriligi ile asli dagilma
parametresi arasindaki bagmtinin da IR}, 3 —boyutlu Minkowski uzayinda timelike

dogrultmanli 2 —boyutlu timelike regle yiizey i¢in verilen Lorentzian Lamarle
formiiliiniin genellestirilmisi oldugu goriilmistiir. Timelike dogrultman uzayh
genellestirilmis timelike regle yiizeyin merkez noktasinda normal kesit egriligi ile
asli kesit egrilikleri arasinda dort farkli tip baginti elde edilmis ve bu bagintilar
timelike dogrultman uzayl1 genellestirilmis timelike regle ylizeyin teget kesitleri igin
L, 1L, IIL. ve IV. tip Lorentzian Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirilmistir. Son
olarak, timelike dogrultman uzayl genellestirilmis timelike regle yiizeyin herhangi
teget kesitlerinin egriligi arastirilmis ve bu timelike regle yiizeyin kesit egriligi i¢cin
tic farkl tip bagint1 elde edilerek 1., II. ve III. tip Beltrami-Meusnier formiilii olarak

adlandirilmistir.

Bu calismada /R, n—boyutlu Minkowski uzayinda genellestirilmis timelike regle

yiizeylerin kesit egrilikleri icin elde edilen teorem ve sonuglar /R, n—boyutlu
Minkowski uzayinda genellestirilmis spacelike regle yiizeylerin kesit egrilikleri i¢in

de arastirilabilir.
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ilgesinde Adnan Menderes Ilkogretim Okulunda, 2001-2002 yillar1 arasinda Sakarya
Atatiirk Lisesinde Matematik Ogretmeni olarak gérev yapti. Subat 2002°de Sakarya
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde Matematik Anabilim Dalinda basladig
yiiksek lisans Ogrenimini siirdiiriirken Sakarya Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiistinde Arastirma Gorevlisi olarak goreve basladi. Yiiksek lisans egitimini
2004 yilinda tamamladi ve ayni yil yine Sakarya Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisinde Matematik Anabilim Dalinda doktora &grenimine basladi. Halen,
Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisinden gorevlendirme ile Sakarya
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde Arastirma Gorevlisi

olarak gorevini siirdiirmektedir. Soley ERSOY evli ve bir kiz ¢ocugu annesidir.



