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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

N Dogal sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

K Reel veya kompleks sayilarin bir cismi

s C lizerinde tanimli diziler uzay1

p=(p») Reel sayilarin bir dizisi

I Kompleks terimli sinirlt diziler uzay1

c Kompleks terimli yakinsak diziler uzay1

Co Kompleks terimli sifira yakinsayan diziler uzay1
A=(au) Sonsuz matris

Auf) (2. anexi)

k

A=(2,) Sonsuza yakinsayan pozitif reel sayilarin azalmayan bir
B Banach limitleri kiimesi

S Kaydirma Operatorii

¢ Hemen hemen yakinsak diziler uzayi

Co Sifira yakinsayan hemen hemen yakinsak diziler uzay1
[¢] Kuvvetli hemen yakinsak diziler uzay1

Vs Invariant yakinsak diz uzay1

Vso Sifira yakinsayan invariant yakinsak diziler uzay1
(V5] Kuvvetli invariant yakinsak diziler uzay1
f Modulus fonksiyonu

F=(f) Modulus fonksiyonlarin bir dizisi

dizisi



OZET

Anahtar Kelimeler: Modulus fonksiyon, de la Valee-Poussin ortalamasi, invariant
yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklik, matris dontisiimleri.

Dort boliim olarak hazirlanan bu tezin birinci bolimiinde literatiir bildirilisi ve daha
sonraki bolumlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci béliimde ise invariant veya o — yakinsaklik kavrami ile de la Valle- Poussin
ortalamas1 kavramini birlestirerek yeni bir dizi uzay1 tanimland1 ve bazi topolojik
ozellikleri incelendi ve ayrica bazi matris doniisiimleri karakterize edildi.

Ucgiincii béliimde; moduliis fonksiyonlarm bir dizisi, o — yakisaklik kavrami ve de
la Valle- Poussin ortalamas1 kullanilarak bazi yeni dizi uzaylar1 tanimland1 ve bazi
kapsama bagintilar1 verildi.

Dordiincii bolimde ise (o, 1) - asimptotik istatistiksel denk diziler tanimlandi ve
bazi toremler ispatlandi.

Son boliimde, elde edilen temel sonuglar 6zetlendi.
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INFINITE MATRICES AND SOME NEW SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key words: Modulus Function, De la Valee-Poussin means, Invariant Means, Almost
Convergence, Matrix Transformation.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, literature notices, some
fundamantel definitions and theorems will be used in the later chapters were given
respectivelly.

In the second chapter, by combining concepts of invariant or o - convergence and
de la Valee-poussin a new sequence space was defined and some topological
properties were examined and also some matrix transformations were characterized

In the third chapter by using a sequence of modulus functions, the concept of o -
convergence and de la Vale-Poussin means some new sequence spaces were defined

and some inclusion relations were given.

In the forth chapter, (o, A) -asimptotic statistical equivalent sequences were defined
and some theorems were proved.

In the last chapter, the main results reached were summarized.
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BOLUM 1. GIRiS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamim ve
teoremler verilecektir. Simdi bazi1 dizi uzaylarinin tanimin1 vererek bu bdoliime

baslayalim.

Tanim 1.1.1 (Lineer uzay): X bos olmayan bir kiime ve K, reel veya kompleks
sayilar cismi olsun.
+:XxX X
GXxK X
ikili igslemleri agagidaki oOzellikleri sagliyorsa X kiimesine K iizerinde bir lineer
(vektor) uzay adi verilir [11].
Her «,peK ve x,y,z €X igin
(L1) x+y=y+x
(L2) (xty)+z=x+(y+z)
(L3) x +6 =x olacak sekilde & € X vardir.
(L4) Herbir x eXiginx + (-x )= 0 olacak sekilde bir (-x ) € X
(LS) 1x=x
(L6) a(x+y)=ax+ay
(L7) (o + p)x=0ax+ Bx

(L&) a (px)=(ap)x

Tanim 1.1.2 (Lineer Altuzay): X bir lineer uzay ve M de X in bir alt kiimesi olsun.

X,y € M ve o ve p skaler olmak iizere ax+ 8y € M ise M ye X ‘in bir lineer alt

uzay1 denir [11].



Tanim 1.1.3 (Topolojik Uzay): X bos olmayan herhangi bir kiime olsun. X ‘ in alt
kiimelerinin bir 7 siifi verilsin. Eger T asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 ye X iizerinde
bir topolojik yapi1 veya kisaca topoloji denir [11].

tl) X0 eT

ty) T ye ait olan elemanlarin sayilabilir bir dizisi (4;);c; ise U, 4, T dur.

t3) T ye ait olan elemanlarin sonlu bir dizisi ( 4; ) 1<j<, 1s€ N, 4 €T dir.

Tanim 1.4.4 (Normlu lineer uzay): X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
I]: x >R
fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa ||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve

(X,

||) ¢iftine de normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir [11].
(N1) |« =0

(N2) | =0=x=0

(N3) ] =) ] . 2eK

(N4)  [x+y|<|lx|+[y] ( I"Jggen Esitsizligi )

Tanim 1.1.5 (Dizi Uzaylar1): Bu tezde kompleks veya reel terimli tim x = (x, )
(k= 1,2,....) dizilerinin kiimesi s 1ile gosterildi. s , x = (x, ) ¥ = (yx) ve a bir
sabit olmak tizere

xX+y=(xx+w) ve ox = (ox;, )
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Tez boyunca kullanilacak

olan diger bazi dizi uzaylart:

c={x=(xx): x,yakinsak }, yakinsak dizilerin uzayz,

co={x=(xx): xx,0°ayakinsak }, sifira yakinsayan dizilerin uzayi,

oy = {x = (x )‘ supy |xk| < oo} , sinurh diziler uzay1 ve,

[= {x:(xk):2|xk|<oo}
k



mutlak yakinsak diziler uzayidir. Bu vuzaylardan ¢  ve /(. dizi uzaylar,

||x|| = sup k|xk| normu altinda ve / dizi uzayi ||x|| = Z|xk| normu altinda birer
k

normlu uzaydirlar. v ile sinirli salinimli dizilerin uzayimi gosterecegiz, yani,

v = {x22|xk —xk_1| < 0, X :0} dir. v uzayi, ||x||:Z|xk —Xj_1| normu
k k

altinda bir Banach uzayidir [11].

Tanim 1.1.6 ( Matris Dontistimleri): s, kompleks sayilarin bir uzayi, X ve Y de
s’nin bos olmayan iki alt kiimesi ve 4 = (a.) (nk = 1,2,3,...) kompleks sayilarin

sonsuz bir matrisi olsun. Eger, her 7 igin,

An(x):%ankxk

yakinsak ise A(x) = A,(x) yazilir. Ayrica, x= (xx) €X olmast A(x) = A,(x) €Y
olmasii gerektiriyorsa 4’ ya X den Y ’ ye bir matris donlislimii tanimlar denir ve
A : X — Yolarak gosterilir. 4 - X — Y seklindeki matrislerin simiflar1 (X Y) ile
gosterilir [19].

Tanim 1.1.7( Konservatif Matris): 4 = (a,) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A
matrisi yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye doniistiiriiyorsa A matrisine

konservatif matris denir ve 4 € (c,c) seklinde gosterilir [11].

Tanim 1.1.8 (Reguler Matris): Eger A matrisi yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye
limiti koruyarak dontistiirliyorsa A matrisine regiiler matris denir ve A€ (¢,¢)eq

seklinde gosterilir [11].

Tanim 1.1.9 (A-toplanabilirlilik ): Bir 4 = ("a,; ) matrisi verilmig olsun. Her 7 igin

Ay (X) :Zankxk mevcut ve n—> o iken 4, (x) —>a ise ( xi ) dizisi a ‘ya 4-toplanabilir
k

yada A- limitlenebilir denir ve A- lim x; = a yazilir [19].



Bir A matrisinin ¢4 ile gosterilen yakinsaklik alani, Ax yakinsak olacak sekilde

biitiin x = (‘x4 ) dizilerinin smifi , yani ¢4 ={ x - Ax &c) olarak tanimlanir.

Tanim 1.1.10 (Cauchy Dizisi): X, normlu bir lineer uzay ve ( x, ) de bu uzayda bir

dizi olsun. Eger V ¢ >0 sayist i¢in m,n >ny oldukca ||xm -X, || < ¢ olacak sekilde

bir ny sayisi varsa, ( x, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir [11].

Tanim 1.1.11 (Banach Uzay1) : X normlu bir lineer uzay olsun. X deki her Cauchy

dizisi X in bir elemanina yakinsiyorsa X’ e Banach uzay1 denir [11].

Tanim 1.1.12 (Lineer Topolojik Uzay): Bir T topolojisine sahip X lineer uzayinda

toplama ve skaler ile ¢arpma siirekli ise bu X uzayimna lineer topolojik uzay denir

[11].
Asagida, bilinen bazi dizi uzaylariin tanimlarini verelim [18].

p=(pi) , pr>0ve sup pi<cc olacak sekilde reel sayilarin bir dizisi olsun
P
loo(p)z{x : Supk‘xk‘ k <oo}
c(p)= {?‘ |xk|pk -0 }
c(p)= {x:|xk -1
l(p):{x.'2|xk|<oo}.
k

Ozel olarak bu uzaylarda her k igin p;=1 almirsa co(p) = co, c(p) = ¢, Lo(p) = L. ve

P 5 0bazil € Clericin }

l(p) = I, uzaylarn elde edilir.

Tanim 1.1.13 (Temel Kiime): X bir normlu uzay ve M < X olsun. SpanM = X ise
M ye bir temel kiime denir [11].

Tanim 1.1.14 ( Paranormlu Uzay): X bir lineer uzay, g : X — R bir fonksiyon olsun.
(P1) g(0)=0

(P2) g(x)=g(x)

(P3) g(x+y)<g(x)+g(y)



(P4) /1%]«() , X —2>Xp ic;in Ax—> ﬂ()Xo ise
g ye bir paranorm denir. Paranormlu bir ( X,g ) uzayr g paranormu ile birlikte bir

lineer uzaydir [13].

Tanim 1.1.15 ( p-normlu Uzay ): X bir lineer uzay , ||| : X - R norm ve p>0

verilmis olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa ( X, ||, p ) ticliisiine p- normlu uzay

denir [11].

(P’1) =0 x=0
(P2)  ax]" = A"

(P?3) e < o]+ b

Tanim 1.1.16. ( Tam Paranormlu Uzay ) : Bir (X,g) paranormlu uzayinda alinan her
Cauchy dizisi bu uzaym bir noktasina yakinsiyorsa (X,g) uzayna tam paranormlu

uzay denir [11].

Teorem 1.1.1 (Diizgiin Smirlilik Prensibi): (7,) bir X Banach uzayindan normlu bir

Y uzay i¢ine olan, sinirh lineer 7n : X — Y operatorlerinin bir dizisi olsun.

Burada ( ||Tnx|| ) dizisi her x € X i¢in smurh yani

||Tnx|| <c.,n=12,...

olacak sekilde bir ¢, reel sayisi varsa ( ||T ! || ) dizisi de sinirlidir [11].

Tanim 1. 1.17: f: [0,00)— [0,c) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
f “ye bir moduliis fonksiyonu denir [16].
(i) fx) = 0 < x=0,
(i) herx,y>0igin flx+y)<f(x) + f(1),
(iti)  f, artan fonksiyon,
(iv)  f, 0’ dasagdan siireklidir.



f(x)=f(y) < fllx=H)
oldugundan dolay1 (iv) den f fonksiyonu [0,00) aralig1 {izerinde siireklidir. Ayrica,

(i)den hern e N icin f(nx)< nf(x) elde edilir ve dolayisiyla

Flx)=flnxt)<nf(S)
n n
ve boylece hern € N igin
fex)=Lre)< )
n n

olur. Bir moduliis fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabilir. Ornegin,

f(x)=x" (0<p<l1)smirsiz , fakat f(x)=x/(1+x) sirhdir.

Maddox [10] ve Ruckle [19], X(f)={x:( f(lx,| ))e X} tipindeki bazi dizi

uzaylarin1 olusturmak i¢in f modulus fonksiyonu  kavramini kullandi. Son
zamanlarda E. Kolk [3], F = ( fi) seklinde modulus fonksiyonlarinin bir dizisini

kullanarak X{(f) uzayimin bir genellemesini verdi.

Tanim 1.1.18 (Lineer ve Alt Lineer Fonksiyoneller ) : Bir X reel lineer uzayindan

reel eksene yapilan bir L doniisiimiine fonksiyonel ad1 verilir. X deki her x,y icin

L(xty)<L(x)+L(y)
yazilabiliyorsa fonksiyonelin alt toplamsal, esitsizlik yerine , biitiin hallerde esitlik

almabiliyorsa fonksiyonelin toplamsal oldugu soylenir.
X deki her x ve her reel >0 igin

L(ax)=al(x)

ise L fonksiyoneline homojendir denir.

Toplamsal ve homojen bir fonksiyonele lineer fonksiyonel adi verilir. Alt toplamsal
ve homojen bir fonksiyonele alt lineer fonksiyonel denir. L, homojen bir fonksiyonel

ise, L (0)=0 dirve L lineerise;



L(x)+L(x)=L(x+x)=L(0)=00o0lup L(-x)=-L(x)
dir. Buna gore, bir lineer fonksiyonel, X deki her x, y ve her reel a ve £ i¢in
Liax+ py)=alL(x)+ fL()

bagintisin1 gercekler [11].

(x,) smirl bir dizi, £ pozitif bir tamsay1 ve n,n,........ ,n;  tamsayilarin degisebilen

bir alt kiimesi olmak tizere,

k

. . 1 .

P (xy) = infurna,... ok lim jseo SUD P Elxnp +j
p:

olsun. Bu taktirde P(x,) alt lineer bir fonksiyoneldir [19].
1.2. Hemen Hemen Yakinsak Diziler

Hemen hemen yakinsaklik tanimina gegmeden dnce Banach-Limitleri hakkinda kisa
bir bilgi verecegiz. Bunun i¢in Banach-Limitlerinin varligin1 ortaya koyan Hahn-

Banach teoremi asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 1.2.1 (Hahn-Banach Teoremi ) : X reel lineer bir uzay ve Y bunun bir alt
uzay1 olsun. p, X lizerinde alt lineer bir fonksiyonel olmak iizere, eger £, Y lizerinde
lineer bir fonksiyonel ve

) <p(x)

ise bu taktirde X iizerinde

g(x) <p(x)

olacak sekilde f“in X’e bir g lineer genislemesi vardir [11].

Sonug¢ 1.2.1. X reel lineer bir uzay ve p, X iizerinde alt lineer bir fonksiyonel olsun.
Bu taktirde her x € Xi¢in

F(x) <p(x)

olacak sekilde X de tanimli bir F lineer fonksiyoneli mevcuttur [11].

Hahn-Banach teoreminin reel degerli biitiin sinirh dizilerin 7, lineer uzayina bir
uygulamasi, Banach limit kavramiin dogmasina yol agmistir. Banach limitleri ilk

olarak Banach [19] tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.



Tanim 1.2.1. ( Banach Limiti ) : L, 7/ {lzerinde taniml bir lineer fonksiyonel

olsun. Eger L lineer fonksiyoneli asagidaki 6zelliklere sahip ise bir Banach- limiti

adin1 alir.
(B1) n=12...icin x,20 =L (x,)=>0
(B2) L(e)=1 e=(111,.... )
(B3) L(Sx,)=L (x,) dir.

Burada S operatord, (S x, ) = x,+;. seklinde tanimlanmis olan kaydirma operatoriidiir.

Simdi, simirli x = (x, ) dizilerinin hangileri i¢in biitiin L (x, ) degerlerinin ayn1
oldugunu sorabiliriz. Bunun yakinsak diziler i¢in miimkiin oldugu asikardir.
Bundan bagka, kolayca goriilebilecegi gibi x = (0,1,0,1,.......) dizisii¢in L (x) ="
degeri biitiin Banach limitleri i¢in aymidir. Gergekten, x, = ( 1/2 )(1+(-1)"")
olarak tanimlanirsa,

L(xn) = L[ (12)(1+C1)")] = (V2LA+C1)")

ve

LICL™ ] = LICL D] = -L[-1)']

oldugundan

L[] =0, [Lxer) = L(xy)]

bulunur. O halde

L(x,) = (12)[1+0] =¥

dir.

Tanim 1.2.2: Sinirh bir (x,,) dizisi verildiginde, eger her L Banach limiti i¢in, L(x,) =

s oluyorsa, (x,) dizisine hemen hemen yakinsak dizi denir.

Hemen hemen yakinsak bir diziyi karekterize edecek bir Ozellik Lorentz [6]

tarafindan asagidaki teoremle ifade edilmistir.



Teorem 1.2.2: (x,) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart,

yakinsama i’ ye gore diizgiin olarak, k—o0 iken,

thg =t ()= AS. SN (1.2.1)

olmasidir. Hemen hemen yakinsak dizilerin sinifi ¢ ile, 6zel olarak s = 0 ise sifira
hemen hemen yakinsak dizilerin sinifi ¢é, ile gosterilecektir. Eger x dizisi s’ ye

hemen hemen yakinsak ise ¢ - lim x = s yazilir.

Nanda [18], hemen hemen yakinsak diziler yardimiyla asagidaki dizi uzaylarini
tanimladi. p=(py), pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu takdirde, yakinsama i’ye

gore diizgiin olarak

(o)? ={x:hmk g ()| P& =o}

()P :{x:limk 4 (x = D[Pk =0}

dir. Eger p,=1 alinirsa yukaridaki dizi uzaylar1 ¢ ve ¢, dizi uzaylarina indirgenir.

Hemen hemen yakinsak dizi uzaylar1 King [2] ve Savas [22] gibi bir ¢ok yazar

tarafindan ¢alisilmigtir.

. . . . .. . .. ~ . n
Bir x = (x;) dizisi g6z 6niine alinsin. Eger  lim,, 1 > |xk —£|=0 oluyorsa x = (xx)
Mk=1

dizisine kuvvetli ( Cesaro ) toplanabilir denir [5]. Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi
uzaylar1 Kuttner [5] ve diger bazi1 yazarlar tarafindan ¢alisilmistir. Bu kavram daha
sonralart Maddox [7] tarafindan genellestirilmistir. Simdi Maddox tarafindan yapilan

bu genellestirmeyi agiklayalim.

p = (pi) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu takdirde,

n

[C,1,p] = {x:l Z |xk —€|pk — 0 (n— o) bazi { sayisi i¢in }

n
k=1
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n
[C.1plo= {x:12|xk|pk -0 ,(n—)w)}
Ly

P <oo}

dizi uzaylar tanimlanir. Eger her k£ i¢in py=11ise [C,1,p], [C 1p] ove [C1p] «
uzaylan yerine /C,1], [C,1] o ve [C,1] » uzaylar elde edilir.

1 n
[C.1.p] oo- {x rsup, — > |x
n =

Nasil ki yakinsaklik kavramindan kuvvetli yakinsaklik kavrami dogmus ise hemen
hemen yakinsaklik kavramindan yeni bir kavram olarak kuvvetli hemen hemen
yakinsaklik kavraminin dogmasini beklemek de dogaldir. Kuvvetli hemen hemen
yakinsaklik kavrami ilk kez Maddox [7] tarafindan tanimlanmis ve calisilmistir.

Eger, /¢] ile kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin uzayini gosterirsek

) 1 n+m

[¢]= {x :lim,,, — E |xk —€| =0, yakinsama n'ye gore diizgiin}

m
k=n+1

olur. Nanda [17], kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavramini su sekilde
genellestirmistir. p=(py), pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu takdirde,

yakinsaklik n’ye gore diizglin olmak iizere

[E,p]:{x:limm lf]ka —" =0 }
m =i

P :0}

olur. Eger her k icin pi=1ise [¢,p]=[¢] elde edilir. Daha sonralari Nanda’nin

= _ . i m
[c,p]o = {x lim,, - kzz;|xk+n

bu genellestirilmeleri E.Savag [22] tarafinda moduliis fonksiyonlar1 yardimiyla tekrar

genellestirilmistir. Bu takdirde, yakinsaklik n’ye gore diizgiin olmak iizere

)" =0}
)" =0}

tanimlar1 verilirse f(x) = x oldugunda bu uzaylar Nanda tarafindan tanimlanan

ol en, 3

[65 fap]o = {x :lim,, %iqumn

uzaylara indirgenirler.
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Hemen hemen yakinsaklik kavrami Shaefer [25] tarafindan genellestirilmis ve

invariant yakinsaklik kavrami asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tamm 1.2.3 (Invariant limit ) : o N> N her m,n pozitif tam sayilar igin
0" (n) #n olacak sekilde bir bire-bir doniisiim olsun. Siirekli bir ¢: ¢, — R lineer
fonksiyoneline asagidaki 6zellikleri saglamasi halinde invariant limit veya o-limit
denir [25].

(I1) Hernigin x, 20 ise ¢(x) =0,

(I2) gde)=1 , e=(1,1,1,.....),

(I3) Her x el i¢in dXo@m) = Hx).

Ozel olarak o (n) = n+1 , olmasi halinde, ¢ bir Banach limiti olur.

Tanim 1.2.4 (Invariant Yakisak Dizi ) : Invariant limitleri esit olan sinirl bir diziye
invariant yakinsak veya o-yakinsak dizi denir. c-yakinsak dizilerin kiimesi V, ile

gosterilir.

Eger x = (x,) ise Tx =(Txy) = (Xom) , T’x = x gz(n) . , Thx = (xak(n)) olarak

alinsm.
ton = tin (%) = (X + Ty + oo+ T )/ (k1 ) ve t1a(x) =0,

olmak ilizere x € V, olmasi i¢in gerek ve yeter sart n’ye gore diizglin olarak
lim,,tyn(x)=s limitinin mevcut olmasidir. Bu s limitine x = (' x, ) dizisinin o-limiti
denir ve s = o-limx seklinde yazilir. V4, kiimesi ile de o-limiti sifir olan invariant
yakinsak dizilerin uzay1 gosterilir. Ayrica, o (n) = n+1 olmasi halinde o-limitler 7
tizerindeki klasik Banach limitlerine ve V, kiimesi de hemen hemen yakinsak
dizilerin ¢ kiimesine indirgenir. ¢ (n)#n olmak iizere her invariant limit, her xec

icin ¢ (x ) = limx olmasi anlaminda c lizerindeki limit fonksiyonele genisler.

Hemen hemen yakinsaklik kavramindan kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavrami

dogmus ise invariant yakinsaklik kavramindan yeni bir kavram olarak kuvvetli
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invariant yakinsaklik kavrami dogmustur. Mursaleen [15] kuvvetli o-yakinsak

dizilerin uzayin su sekilde karekterize etti.

Tanim 1.2.5: (Kuvvetli o-yakinsaklik ) : Bir x = (x; ) sinirhi dizisinin bir s sayisina

kuvvetli o-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart , n’ye gore diizglin yakinsak

olmak iizere  lim,, 1 g =0 olmasidir [15].

=1

xo'k(n) )

Kuvvetli o-yakinsak dizilerin uzay1 [V,/ ile gosterilir. Burada 6zel olarak s = 0
alinirsa, sifira kuvvetli yakinsayan invariant dizilerin uzay1 olan [V,/, elde edilir.
x€[Vs] olmasi durumunda [V,/-limx yazilir. o (n) = n+1 olmasi halinde [Vs] ve

[Vslo uzaylar sirastyla /¢é] ve [¢]y uzaylarina indirgenir.

A =(A,) ,sonsuza yakinsayan pozitif reel sayilarin azalmayan bir dizisi ve 4, =1
ve A, <A, +1 olsun. Bir x =(x, )dizisii¢in genellestirilmis de la Vallee-
Poussin ortalamas1 agagidaki sekilde tanimlanir [13].

n=1,2,...i¢in I, =[n—-A, +1,n] olmak iizere tn(x)zLZxk dir. Simdi,

n kel,

[V,/?,]O = {xe w:lim, %Z|xk| = 0},

n kel,

n kel,

[V,/l] = {xe w.lim, %Z]xk —l| = O},

[V.2], = {x ew:sup, %Z|xk| < oo}

n kE[”
alinsin. Bu dizi uzaylarima sirasiyla de la Valee-Poussin metoduna gore sifira
kuvvetli toplanabilir, kuvvetli toplanabilir ve kuvvetli sinirl diziler uzay1 denir. Ozel

olarak n=1,2,...i¢cin A, =n almrsa [V, 1],, [V.A] ve [V, 1], uzaylan /c17,

[C.1], ve [C, 1], uzaylarina indirgenir.
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Malkowsky ve Savas [12 ] hemen hemen yakinsaklik kavrami ile de la Valee -
Poussin ortalamasini birlestirerek asagidaki dizi uzaylarini tanimladilar ve ¢alistilar.

Yakinsamalar n’ye gore diizgiin olmak {izere,

V.2, 1], :{xew;limn%Zf(|xk+m|:0} ,

n kel,

V.2.1] = {x ew:lim, %Z F(xem =1 = o} :

n kel,

[V,/I,f]w = {x eEw.sup, %Zfdka < oo} .
n kel,

n=12,...icin A, =n almwsa [V,4,f],, [V.4,f] ve [V, A, 1], uzaylan sirasiyla
[E( f )],[50 (f )] ve [500 (f )] uzaylarina indirgenirler[22].
Tanim.1.2.6( Holder Esitsizligi) :  p>1, l+—=1 ve a,,da,,..a,=0,

1

by,b,,...b, >0 olsun. Bu takdirde Y a,b, <(Ya,”)" (Yb? )" d,
k=1 k=1 k=1



BOLUM 2. BAZI YENI DiZi UZAYLARI

2.1. Yeni Dizi Uzaylar1 ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Bu boliimde invariant veya o —yakinsaklik kavrami ile de la Valle-Poussin
ortalamast kavramimi birlestirerek yeni bir kavram olarak asagida tanimi verilen

(V. ,A) metodu verilecek ve bazi topolojik dzellikleri ¢calisilacaktir.

p=(p») ,her ni¢in p,>0 ve sup p,<oc olacak sekilde reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu

takdirde asagidaki yeni dizi uzaylarini tanimlanir. d,,;, (x) = 1 > X K olmak
ﬂvn ke] n O (m)

lizere ve yakinsamalar m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak,
Ve M) = {leimn|dmn )| = 0}
(Ve 2)P = {x imp|dy (x—=1)P" =0 bazi t Cigin}

dir. Ozel olarak her 7 icin p,=1 almrsa (Va,l)g , (Va,l)p uzaylari (Vo-,i)o,
(Vg ,A) uzaylarmna indirgenir. 4, = n alinirsa (Va,i)o, (Vg ,A) uzaylari (VU)O’

(V) uzaylann indirgenirler.

Simdi yukarida tanimlamis oldugumuz yeni dizi uzaylarinin bazi topolojik

ozelliklerini inceleyelim.

Yardimci Teorem 2.1.1: (VG,/”L)(})? ve (Va,ﬂ)p uzaylar1 kompleks sayilar cismi C

tizerinde birer lineer uzaylardir.
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Ispat : M = max(1, supp,= H ) oldugunu varsayalim. p /M <1 oldugundan her n
ve m igin

/M pn!M pnlM
e+ WP <y () +]d yan () 2.1.1)
ve Ae(Cigin

|/”L|p”/M < max(l,

A (2.1.2)

olur. (2.1.1) ve (2.1.2) den o, f € C  olmak lizere

/M /M /M
(e + B9 P < max(L@])|d )P+ max(L|B)|d ()] 7

olur ki boylece ax+ fy € (Va,ﬂ)g elde edilir.

Yardimci Teorem 2.1.2: (Va,l)g ve (VG,/”t)p uzaylari

Pu /M

g(x)=sup,,

d,,(x)

paranormu altinda birer paranormlu lineer topolojik uzaylardir.

Ispat: Biz sadece (I/U,/i)(l)7 uzay1 i¢in ispat1 yapacagiz. (Vo-,ﬂ)p uzay1 icin ispat

sadece tekrardan ibarettir. Bunun i¢in g(0) = 0 ve g(-x) = x oldugunu goérmek

kolaydir. (2.1.1) bize g nin alt toplamsal oldugunu verir. Simdi g ‘nin skalerle
carpima gore siirekli oldugunu gorelim. (2.1.2) den A€ C ve xe(V_,A4); olmak

uzere

g(2x) < max(1|2)|g(x)
elde edilir. Boylece 4 —> 0, x >0 iken Ax > 0 olur. A sabit ve x — 0 iken

Ax — 0 elde edilir. Eger x € (Va,ﬁ,)([; sabit ise ¢ > 0 verildiginde her m i¢in

M /2 (2.1.3)

ad_(x)

mn

Supn>l’lo
olacak sekilde bir n, sayis: vardir ve bir 6 >0 segilebilir dyleki |4 <& olmak

tizere her m igin

ad,, (x)""" <e/2 (2.1.4)

Supngnn

elde edilir. Dolayisiyla (2.1.3) ve (2.1.4) den
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1| <6 iken g(Ax)<e
bulunur ki bu ispati1 tamamlar.

Yardimci Teorem 2.1. 3:. (Vo-,ﬂ)g ve (VO-,/i)p uzaylari

P/ M

dy(x)

paranorm topolojisine gore tamdir.

g(x) = Supmn

ispat: (x') dizisi (VG,/I)OP uzayinda bir Cauch dizisi olsun. Bu durumda her £ i¢in
(x}) , C de bir Cauchy dizisidir ve dolaysiyla her k igin (x])—>(x;) olur ve x"=

(x;}) dir. Verilen & >0 igin dyle bir Ny sayist vardir ki i,j> N, olmak {izere her m

ve n igin

. - Pn/ M
‘dmn(xl—x])‘ s (2.1.5)

bulunur. j—oc igin limit alinirsa her m ve n i¢in

i 0 Pn/M
dpn(x" —x") <&g/5 (2.1.6)

elde edilir. Bu nedenle, xx°e (V, /l)Op ve lineerlikden x°e (V4 ,ﬂ,)([)) bulunur.

Eger (x') dizisi ( Vo, A )p de bir Cauchy dizisi ise bu durumda yukaridakine benzer
olarak x' — x” olacak sekilde bir x” vardir. Simdi x° e( Vo, A )p oldugunu

gosterelim. x' € ( Vo, A )p oldugundan her m ve n i¢in

d (xi—lie)pn/M<€/5 2.1.7)
o 1.



olacak sekilde /' € C vardur. (2.1.1), (2.1.5) ve (2.1.6) dan her m ve n igin

p /M . p /M p IM
" <‘dmn(xl—xl) " "

‘dmn (tle-17e)

+‘dmn (x' —l%e)

+‘d (x' =1 P’
mn (X e)

E & & 3¢
<—F—F—=—
5 5 5 5
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(2.1.8)

bulunur. Béylece (/) nin kompleks sayilar cismi C de bir Cauchy dizisi oldugu

goriiliir. Boylece,

: p /M
‘dmn(ll—l)‘ m 35

(2.1.9)

olacak sekilde bir / € C nin var oldugu goriiliir. Simdi, (2.1.1),(2.1.6),(2.1.8) ve

(2.1.9) den

p /M
m- <

/M
+

mn (X e) mn(x" —x7) mn (X e)

. p IM
(' =)

<g/5+¢/5+3e/5=c¢,

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

Yukarida verilen yardimei teoremleri birlestirirsek asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.1: (Vo-,/i)g ve (Vg, A )p uzaylar1 yardimei teorem 2 de tanimlanmig

olan paranorm altinda tam lineer topolojik uzaylardir.

Onerme 2.1.1.0< p, <¢q, olmak iizere (Vo-,ﬂ)op c (VO-,/i)g dir.
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Ispat.x e (V,,1)? olsun. Bu takdirde m ye gore diizgiin yakinsak olarak

lim, |d,, (x=1)|"

" =0 olur. Bu ise yeteri kadar biiyiikk »” ler i¢in

mn

olmasini gerektirir. Dolaysiyla m ye gore diizgilin yakinsak olarak

P .
"=lim,

mn

d,, (x=1)

" <ld,,(x=1)

olur. xe(V, ,A); elde edilir.

Onerme 2.1. 1. (VO-,/i)Op ve (Vg, A )p uzaylart mutlak konveksdir.

Ispat: 0 < §< Ilise U= {x:g(x) <38} kiimesi mutlak konveks kiimedir ve

pm/ M

abe UvelAl +/ul<I i¢in g(ia+ ub) <(/A/+/ul) 5<5

olur ki bu ispat1 tamamlar.
2. 2. Matris Doniisiimleri

Teorem2.2.1: 4 € (¢, (V4,A4)) olmasi igin gerekli ve yeter sartlar:

(1.1)  supyy 2 —| X a
n{ =04n liel, o (m) k

‘ne N} <o, m=0,1,2,3,...

o0

(1.2)  m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, ! S oa . =
A, iel, k=0 o'(m)k

olacak sekilde ae C vardir.

(1.3) m’ye gore diizgilin yakinsak olarak /im, ! > a . =
A, iel, ol(m)k

olacak sekilde a;eC vardir.
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. o0
Ispat : 4 e (c,( (V,,A)) olsun. m € N alalim ve w;, = >,

a . X olmak
k=0 ol(m)k

tizere tuy, (x) = 1 >ow (x) tanmimlayalm.w, € ¢, (im=1223..) oldugu

An iel, ot (m)
aciktir. Boylece, tu, € colur. 4 € (c, ( V_,4) oldugundan m’ye gore diizgiin

yakinsak olarak [lim,t,,(x) = t(x) elde edilir. Her sabitm € N ve x € c i¢in {t,,(x)}

in sinirh oldugu ¢ikar. Boylece diiziin sinirlilik prensibinden ﬂ|tnm ||} nin smirl oldugu

goriliir. Her bir pe N i¢in v = v(n,m) dizisini

sgn e, d .
Vi _{ ot (n),k O<k<p

0 p<k

olarak tanimlayalim. Bu takdirde, vec,

v||:1 ve

1P
(V)“E/Eo

t

a .
nm iel, ol'(m)k

olur. Boylece, |t;,;, (v)| < ”tnm || ||v|| = ”tnm || dir. Bu nedenle,

-5 <
Ay k=0 B

o)
nm

> a .
iel,, ol(m)k

olur ki bu bize (1.1) yi verir.

e ve ¢ dizileri yakinsak diziler oldugundan m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak

lim t _(e) ve lim t

n - nm n “nm

(e, ) mevcuttur. Boylece (1.2) ve (1.3) saglanir. Simdi

tnm(x):L > § a . X, =

1 2 «a
nielnk=0 o (m),k

i Yk
Ol E]n o (m)ak

M8

1
Ik

oldugunu varsayalim, dolayisiyla
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| .
NE EEL D) | im=012..

a .
An k ~Oiel o' (m),k

bulunur. Béylece (1.1) den

t,(x )| <K ||x|| olur. Burada K , m den bagimsiz bir

sabittir. Boylece, t,, € c ve ﬂ } dizisi her m i¢in simirhdir. Her m=k= 1,2,3...

tnm

icin (1.1) ve (1.2) lim t (e) ve lim t

n -nm n - nm

(e, ) olmasmi gerektirir. A4, ¢ de bir

temel kiime oldugundan fonksiyonel analizin bir sonucu olarak lim t, (x)=1t(x)

n " nm

vardir ve tnec* olur. Boylece, b= limx; olmak lizere
()b{()f()}f e, )
t,(x)=0lt,(e)— ty(e + X ly(e
" " k=0 "k k=0 Kk
dir. Fakat, (1.1) ve (1.2) den sirasiyla ¢,(e)=a ve t, (e, )=a, , k= 1,2,... bulunur.

Boylece her birxe ¢ ve m=0,1,2,... i¢in limy, t;;,,(x ) = t,;(x) var olur. Burada,

o0

(e8]
t (x):b{a— > a }- > x,a (2.2.1)
" = =
olur. Her n ve m igin t,,,, € c oldugundan
o0 o0
tym(x)=b t”m(e)_kg‘ot”m(ek)}+k§0xkt”m(ek) (2.2.2)

sekline sahip olur. (2.2.1) ve (2.2.2) den m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak
lim t (e)=a ve lim t (e )=a, oldugundan m’ ye gore diizglin yakinsak
olarak t,,(x) in t,(x) e yakinsadig1 goriiliir. Boylece 4 € (c, (V,,A) oldugu ¢ikar ki

bu ispat1 tamamlar.

Teorem2.22: 4 € (¢, (Vg,4))reg 0lmasi igin gerekli ve yeter sartlar:



(2.1) supn{ >y —

> a .
=0 A (kel,, o'(m)k

(2.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, !

(2.3) m’ye gore diizglin yakinsak olarak /im, !

21

= N} <o, m=0,123,...

o0

' > a . =
A, iel, k=0 o'(m)k

—0(k=012,..)

A, iel, ol(m)k

olmasidir.

Ispat: x € (¢, (Vg ,4))reg olsun. Bu takdirde x € (¢, (V,4)) olurki (2.1) sarty

Teorem 1 den ¢ikar. e ve e, dizilerinin A-doniistimleri O ve 1 oldugundan (2.2) ve

(2.3) saglanmalidir.

Simdi verilen sartlarin saglandigini varsayalim. Teorem 1 den 4 € (¢, (V5,4))

oldugundan her bir x ec i¢in m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak

limy, typ (x)=1t,(x) olur.

Teorem2.2.3: 4 € (v,(V4,4)) olmast i¢in gerekli ve yeter sartlar:

o0
3.1) M =supy,| X
(3.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak [im, i
k=1

olacak sekilde aeC vardir.

(3.3) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak [im, !

olacak sekilde a;eC vardir.

a . =
A, iel, ol(m)k

rm=0,123,..

o0

> oa . =
ﬂn ze] k=0 ol(m)k
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Ispat: x € (v, (V5,4)) oldugunu varsayalim. Bu takdirde her xe v igin Ax e
(Vg,A) olur. (Vs,4) < l. oldugundan dolayr Ax € [ olur ve bdylece (3.1)

saglanir. e ve ¢ dizileri v de oldugundan (3.2) ve (3.3) saglanir.

Tersine verilen sartlarin saglandigint ve x& v oldugunu varsayallm. v < ¢

oldugundan x, —/ dir. Simdi,

o0 o0 r
2 X a X, |< > |x, —x > — > a - X
k=0|Ap icl, ot (m)k"k k:O‘ k k_l‘kzl In iél, ol(m)k"k
(>
+ - a - X7 |-
k=12 icl, ol(m)k"k

olur. (3.2) ve (3.3) den her r i¢in

7

SUPmn| 2. — 2 a x; | <oc
k=12 iél, o'(m)k K

dur . Béylece her m ve xe v igin
1

i, al(m)”_kzoznlezz ol (m)k K

0
olur. Ayrica her xev igin Zakxk vardir.  Verilen &>0  igin

o0
2 ‘xk X

k=K+1

<&/4M olacak sekilde bir K >0 tamsayis1 secelim.

© ] o
> —i > a X, =y ax, -1 Z (— —a
| k=0 4p, kel o(m)k”k ; e k=0 Ay iel, (7 (m)k k) |

<I,+1,.

olur. Buradan,
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5

K
Ii- ¥ — X a_; -
: k=1 Ay icl, o'(m)k

k=1

b

a) ‘xk ~ X

\

i X, —X
k=K+1 ‘ ko Tkl

Sy

L <=sup a . —a;)
’ Y1 Ay i, olmyk Tk

’

cikar ve (3.2) den dolayr n > nyigin I} < &/2 olacak sekilde bir ny > 0 tamsayisi

vardir. Agikgasi [} <¢€/2 olur. Ayrica, (3.3) den n >ny igin

00

bulunur. Boylece, m’ye gore diizgiin yakinsak olarak

> — > a . x, -Yax-lay a )|<e
k=0 Anicl, ol(m)k k ,; . ; |

lim— S 4 ()= ta+Ta (x-1),
ﬂn iE]n O'l(m k
elde edilir.

Teorem2.2.4: 4 € (v,(Vg,4))reg 0lmasi igin gerekli ve yeter sartlar:

(4.1) Teorem 3 “ iin (3.1) sart1 saglanmal,

o0

(4.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, ! a . =1,
A, iel, k=0 o'(m)k

(4.3) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, ! a . =
A, iel, o'(m)k

Ispat. 4 € (v,(Vg,A))eg Olsun. Bir dnceki teoremden sartlar saglanir. Simdi (4.1)-
(4.2) sartlar1 saglansin. Bir 6nceki teoremden 4 € (v, (V,4)) ve m’ye gore diizgiin

yakinsak olarak

limn| § L

>oa . x, =1
k=0 Ay i€l,, ol(m)k k

olur ki bu ispat1 tamamlar.
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Teorem 2.2.5: 4 € (co (p). (Vg.A) ") olmasi igin gerek ve yeter sartlar: Her m igin

-1
1 p
— S a im) LB/k }]9

(5.1) C,=sup, §
Aniel, o

k=0

n <o

olacak sekilde bir B > 1 vardir,

Py

© 1
X2 a

(5.2)  lim, .
EiAgicl, ol(m)k

=0, (m’ye gore diizglin yakinsak).

Ispat. 4 € (co (p), (Vg5,A4)?) oldugunu varsayalim. e, dizisini ele alalaim .

ex <(co (p) oldugundan (5.2) saglanir.

pn

Jom(x) =d, (Ax)

alalim. {1,,, 1, dizisi Zimn fmn( x) var olacak sekilde siirekli lineer fonksiyo-

nellerin bir dizisidir. Diizgiin sinrlilik prensibinden 0 <6 < 1 olmak tizere x € S5 /0]

vehernigin f, (x)< K olacak bir K sabiti ve S5 /0] c (cy (p) vardir. Her bir r i¢in

Kip, sgn(LZao_i(m)k) 0<k<r,
() ln kel ,

Vi 0 r<k.

tanimlayalim. Simdi, y”’ € S, /0] alalim ve her n ve r igin

&
k=1

— a . B
ﬂnlez[:n O'l(m)ak

-1
pk }pn <K

olur. Burada, B = 5% dir. Béylece (5.1) sart1 saglanr.
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Yeterlilik: (5.1) ve (5.2) sartlarinin saglandigini varsayalim ve x € cy(p) olsun. m €

Z" sabit olsun. Verilen &> 0 i¢in ky dan biiyiik olan her k ve # igin
ok s P
B/P ‘x <y
Cn

olacak sekilde bir &y sabiti vardir. C = max(1 ,2H) i¢cin

o0

> — > a . X
| k=0 Anicl, ol(m)k k

Pn < (S, +5,)

elde edilir. Burada,

1
S=| ¥ — Y a . x, [Pn.
| k<k, A iél, ot(m)k k |

Y]

So= X — > a . X pn
a k<ky Anicl, ol (m)k i |
dir.

(5.1) saglandigindan dolay1 n>ny i¢in

! Ve
— 3 |<e pm

a
Anicl, Ci(m)k

olacak sekilde bir ) Z" vardir. Boylece her nigin

1 pn pn
Si<| Y —>a x, |7 <eC T k)
kShy 2, i€l Gi(m) Kk Ky Tk
<emar{L( ¥ |, )M (2.2.3)
k<

0



26

Tekrar, n > ny igin

- K>k,

a X
An iel, si(m).k"k

|<<«9%7m

olur. Sonug olarak n > ny igin
S;<e (2.2.4)
elde edilir. (2.2.3) ve (2.2.4) den ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.6: Ae(c(p).(V,,A)) olmasi icin gerek ve yeter sartlar her m i¢in

(6.1) Dy, = sup, z

k

1 e : :
> a * <oo olacak sekilde bir B>/ tamsayisi
ﬂ’l’lke] Gl(”l)ak
n

vardir.

(6.2) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak lim,,L > oa . = «a, olacak
ﬂ’n kEIn O-l(m)ak

sekilde o, € C vardur.

(6.3) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak lim, ) — > a - = a olacak
Zk:ﬂ’n kE[n Gl(m)ak

sekilde & € C vardir.

Ispat : Gereklilik : Ae(c(p),(V,,A)) olsun. ¢, ve e dizileri c(p) de oldugundan
(6.2) ve (6.3) saglanir. me Z* alahm. o, (x)= du(Ax) yazalim. (c¢(p),(V,,2)) <
(c(p),(V,,2)q) oldugundan {z,, }, (V,,1), iizerinde siirekli lineer fonksiyonellerin

bir dizisidir oyleki lim,o (x) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak vardir. Bir

onceki teoremdeki ayni yolu izleyerek diizgiin sinirlilik prensibinden gerekliligin

ispati ¢ikar.

Yeterlilik: Sartlarin saglandigini varsayalim. x € ¢(p) olsun.|xk —€|—>0 olacak

sekilde ¢ e C vardir. Boylece, verilen 0 <g<I ig¢in her k<k, olmak iizere
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/M &
P <

b < £
B(22D, +1)
olacak sekilde ky vardir. Ayrica, k <k, icin,

B""|x, —f| < B"'"|x, — (| < (e/2D, +)"'" <&/2D, +1

(6.1) ve (6.2) den

~a, |B"P <2D,

=\ iél, ol(m)k "k

elde edilir. Boylece,

1
-— 2 a -a, )(x, —0)|<e&
g; tniél, ol(m),k k7K 2.25)
Ayrica, m’ ye gore diizgilin yakinsak olarak
. 1 _
Zlmnk;(ﬂ—' I k—ak)(xk—f)—o
k| Py i€ In o (m), (2.2.6)

olur. Béylece, (2.2.5) ve (2.2.6) den m ‘ye gore diizgiin yakinsak olarak

hng( nlel 0( )k) €a+%ak(xk—f)

elde edilir.

Sonu¢ 2.2 1: Ae(c,(p),(V,,A)) olmasi igin gerek ve yeter sartlar Teorem 2.2.6

nin (6.1)-(6.2) sartlarinin saglanmasidir.

Teorem 2.2. 7: Ae(c(p).(V,,A))re Olmast igin gerek ve yeter sartlar

(7.1) Teorem 6 nin ilk sartinin saglanmasi
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(7.2.) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak limni > 0
k

a . =
&1, “olm).k
, .. . . 1
(7.2) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak lim,) — > a . =1
270 15 “oiim) k

olmasidir..

Teorem 2.2.8: Ae(l,,(V,,4)) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar :

q
(8.1) D =sup, z <o (I<p<c l.,.l:])

k

1yg
it ot (m).k

L > <o, (0<p<l) ( ¥m)

SUPn a -
! /In lEIn o! (m)ak

(8.2) m’ ye gore diizglin yakinsak olarak her sabit £ i¢in

limy, (L 2

a . ) =«a, olacak sekilde «, € C vardir.
ﬂvn lE]n Gl(m)ak k ¢

Ispat: Biz sadece /<p<oc  durumunu inceleyecegiz. 4 € (/ »»(V5>4)) oldugunu
varsayalim. ¢, €/, oldugundan (7.2) kolayca ¢ikar. Tekrar (/,,(V,,A) = (¢ ,,0,)

oldugundan (8.1) saglanir.

Simdi sartlarin saglandigin1 varsayalim. Sabit olarak m € Z" alalim. Bu takdirde,

xel, veher migin fy,(Ax) vardir. (8.1) ve (8.2) den Z|ak|q < D elde edilir.
k

Holder esitsizliginden her bir x € £, i¢in z a,x, <o oldugu cikar. £ >0 i¢in
k

PN1/p &
(k§+|1xk| ) < 4pV4

olacak sekilde sabit bir kyeZ" secelim. Simdi ,



k

Z ( k)xk

Ax Za
‘mn( - Kk| k=1 inlel Gl( )k

1/q
q 1/
N [kl A
k |An icl,, o' (m)k k k=ky+1
k &
— +—.
kzl (in i1, “olmk K Ykt

olur. (8.2) saglandigindan m’ye gore diizgiin yakinsak olarak

£
<5 (Vnz=n,).

olacak sekilde m, € Z* vardir. Boylece m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak,

d,,(Ax) =D o x| <€ (Vn>n,)
k

olur ve bu ispat1 tamamlar.
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BOLUM 3. MODULUS FONKSIiYONLARININ DiZiSi YARDIMIYLA
TANIMLANAN BAZI YENI DiZi UZAYLARI

3. 1. Moduliis Fonksiyonlarin Dizisi Yardimiyla Tamimlanan Baz Yeni Dizi

Uzaylan

Bu boliimde moduliis fonksiyonlarin bir dizisini, o — yakinsaklik kavramini ve de
la Valle- Poussin ortalamasin1 kullanarak asagida verilen bazi yeni dizi uzaylar
tanimlanacak ve onlarin bazi topolojik Ozellikleri ile kapsam bagntilar

incelenecektir.

F = ( fi) modilis fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu takdirde asagidaki dizi

uzaylar1 tanimlansin.

Vo4, F]—{x hmn% > Sfi(x

‘ -1 ‘) = 0,m ye gore diizgiin yakinsak,bazi | € C
n kely o (m

[Va,i,F]o = {x : lim,, %Lkezln fk(xo_k (m)|) = 0,m ye gore diizgiin yakinsak}

)<oo}.

Eger, her kigin fy(x) = x alirsa bu dizi uzaylan [V, 1], [VO-,/1]0 ve [Va,/l]oo

k

o (m)

Ve, A, Fl, —{x supnmﬂ kez i (x

dizi uzaylaria doniisiir ki bunlar su sekilde tanimlanir.

1
Vg, Al=1x:lim, —
[U ] {x " An ke]n(xgk(m)

—I‘) = 0,m ye gore diizgiin yakinsak,bazi | € C }

[Ves2sfly = x:limni > (|x
nkel, | ©

k( )‘) =0,m ye gore diizgiin yakinsak}
m
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1
Ve, Al = —_—
[O' ] {x Suan/ln keZ (|x

ok (m)

)<oo}

Ozel olarak her kigin fi(x) =f almirsa asagidaki dizi uzaylari elde edilir.

VoA, f] —{x lim,, — /'L

n kely

f(‘ k(m) —l‘) =0,m ye gore diizgiin yakinsak,bazi | € C}

[Vo-,/i,f]oz{x:limn% Y

n kely

Xk ‘) =0,m ye gore diizgiin yakinsak}
a” (m)

m))<oo}.

Ayrica o(n)=n+1 alindiginda yukarida tanimlanmis olan dizi uzaylar1 asagidaki

[VO"/Lf] {x SUPpn. m

ﬂn ken (

dizi uzaylarma indirgenir.

[VO-,/1 F] = {x lim,, % > Ik (|xk+m —l|) 0,m ye gore diizgiin yakinsak,bazi [ € C}
kel

n kely

n kely

[VO-,A,F]O = {x :limy, /11 > Tk (‘xk+mb 0,m ye gore diizgiin yaklnsak}

[VO'VLF] {x Supnm Z fk(‘ Xrim ‘)<oo}

Bu tanimlar verdikten sonra asagidaki sonuclar ispatlanabilir.

Teorem 3.1.1: [V, A, F], [VG,Z,F ]O ve [VG,/I,F ]oo uzaylar1 kompleks sayilar

cismi {lizerinde birer lineer uzaydirlar.
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Ispat. Biz sadece [Vg,ﬂ,F ] uzaymi goz Oniine alacagiz. Diger uzaylarda ispat
benzer sekilde yapilabilir.x, —/ [VG,E,F ] ve y, = [VG,E,F ] oldugunu

varsayalim ve «, f# € C olsun. Bu takdirde,

|}/| <M, olacak sekilde K,

ve M, tamsayilari vardir.

1 1
T Z fk( k +yyk —(al+yl))<K T Z fk(ax k _l))
nke] o (m) nkel o™ (m)
1 :

+M7/1_ Z fk( ox k -1 ))

Boylece, a x+yy—>al+yl '[VJ,/LF ] olmasin1 gerektirir.

Teorem 3.1.2: [VO-,/LF ]O ve [V, A F] uzaylan

H(x)=su 3.1.1

(x) an/i Z fk k( )‘) ( )

seklinde tanimlanan paranorm altinda tam lineer topolojik uzaydirlar.

Bu teoremin ispat1 agagidaki yardime1 teoreme dayanmaktadir. Bu nedenle 6nce bu

yardimci teorem ifade ve ispat edilsin.

Yardimci Teorem 3.1.1: f, moduliis fonksiyonlarn bir dizisi olsun. Bu takdirde,

v, A F], = to®={ xew:(f(x ) e, }dr

Ispat: xe [V, 4,F]., olsun. Bu takdirde, her m iin,

il oot Eall o

n kel,
ve dolayist ile f ka |)::1 e !  olur.

X
o (m)

o (m)

Tersine, x € éw(F ) olsun. Her j i¢in f, kq ‘)< M olacak sekilde bir M )0 vardir ve

dolayist ile her m ve n igin,
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Ly

n kel,

)SM%ZISM

n

X
okim)

olur. Boylece, x € [V,,A,F] . bulunur.

Simdi teoremin ispatini verebiliriz.

Ispat. Her seyden &nce [VJ,E,F ] nin ( 3.1) de tamimlanan H paranormuna gore
tam paranormlu bir uzay oldugunu gosterecegiz. [VO,,Z,F ]Oigin ispat tamamen

aynidir.
Her x € [V,,A,F]igin H(-x) = H(x)dir. x,ye [V, A, F] olsun. Moduliis fonksiyonun

(ii1) ve(ii) sartindan

).

1 1
H(x+y)£supmn/1— > fk X A +fk y A Ssupmn/1— > fk X i
nkel (m) (m) nkel (m)
n (o2 o n o

1
+supmn;t— > flly A <HMX)+H(y
nkeln o (m)

elde edilir. Simdi,(y — ) iken x, — 1 ve H(x"))— 0 olsun. Bu takdirde, (, )

dizini sinirlidir; boylece her 7 igin (,u,,) < M olacaktir. Moduliis fonksiyonunun (i) ve

|

(i11) sartlarindan

“ x(r()k) )
o' 'm

H xDy=sup L3 fk[ o
€ (2 m

1
Ssup — X f{
] mn/ﬂtnkeln k

) J:M.H(x(r))—>0 (r =),

X

1
<Msup — ¥ f(
mnlnkel k

Son olarak x € [V/,,A,F] verilsin ve u, =0 (r — ) olsun. & >0 verilsin, her m

ve n)n, i¢in
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Al —1l<= (3.1.2)

L
A

n ke Il’l c
olacak sekilde n, € N vardir. xe/_(F) oldugundan Yardimci Teorem 3.1.1 den

ve f ‘ lar stirekli oldugundan her r > 7, ve 1<n<n, o0zellikli her n ve m i¢in

S fllwy A< (3.1.3)
el (m)

L
A
nkn o

olacak sekilde 7, € N vardir. Simdi n)n, olsun. f;’ lar siirekli ve , (r — o) igin

. — 0 oldugundan her r> 7, i¢gin

(1 (3.1.4)

&

olacak sekilde ;e N secgebiliriz. (3.1.2)ve (3.1.3) de her »> r; ve her m igin

1 1 1
- S| x S—Zfﬂﬂf)ﬁt—ifﬂx —!
y) k|"r" k A kY'r Y k| |"r k
nkeln U(rn) nkeln nkeln G(m)

1
qu;zrﬁ)+(ﬂyr‘]+l)7 S fll o,

nkeln O_(m)
E &
<—+—=¢. 3.1.5
) (3.1.5)

olur. Simdi r, = max{rlyro} secelim.(3.1.3) ve (3.1.5) den her » > r, i¢in H(,u , )g £

yani r = o i¢in  H(u x)— 0 olur. Bdylece H’nin bir paranorm oldugu goriiliir.
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Simdi  [V,,4,F] uzaymm tam oldugunu gosterecegiz. (x(’))io dizisinin [V, A, F]
uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu varsayalim. Bu takdirde & >0 verilmek

lizere her r,s > 7, ve her m,n igin ,

1 "
— Y Sl _x <g (3.1.6)
ket K\ oy Ky

olacak sekilde r, € N vardir. Bu, her bir ji¢in r,s 27, olmak iizere

fi x(”lz —x®) <s (3.1.7)

& M) O_k(m)

olmasini gerektirir. Sonug olarak, her bir sabit j i¢in (x;’))f’zo dizisi C de bir

Cauchy dizisidir. Bylece C tam oldugundan dolayr x, =1lim,x") olur. Sabit bir

sekilde r > r, alarak ve s ‘yi sonsuza gotiirerek (3.16) dan f- larin siirekliligini de

kullanirsak her r > r, ve her m,n igin

/i NGO R <g (3.1.8)

yani her r > 7, i¢in,

H(x" —x)<¢ (3.1.9)

elde edilir. Ayrica, her bir r i¢in n > n,ve m igin
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A A e (3.1.10)

olacak sekilde bir n, € N vardir. r,s>r, ve n, =max{n,n_ }olsun. (3.1.6) ve

(3.1.10) den her m igin
, U o) _y(s) j

1
= )y fk[
n, kelno

k
s ket A Gl
1 s 1 () (s)
— 3y £l i — s Al _x
by kel [ ofm By ked, [ GFm
(e+e+e¢

Bu r—>o iken (Y >/ olmasm gerektirir. Buradan (3.1.9) ve (3.1.10)

kullanilarak, yeteri kadar biiylik n ve her m igin

| 1 ()
— > fillx -/ |< > fillx —x"0 +
bikel T Fom) /1,10 kelno “ T Fom
Ly . x(r]){ e s fkqf_g(ro))< 4.
Ay kel (m) Ay kel
0 o e 0 "

olur. Béylece x € [V,, A, F] olur ki bu ispati tamamlar.

Teorem 3.1.3: F = (fy moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi i¢in her # > 0 olmak

uzere

(1)supx fi(t) <oo
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ise Vg, A FlcVy. A F], olur.

Ispat: xe [VO-,/LF ] olsun. Moduliis fonksiyonun tanimini kullanarak ,

1
e, K Takom) ~2 12, 6 ok om) ™
1
ngezzn fk(xak(m) ~l+ £ (1A
elde edilir. Boylece,
1 1
— 2 fk(‘xak(m)‘)s/l_ 2 fk( _l+fk(|l|)

X
ﬂn ke]n n ke]n ‘ O-k(m)

olur ki (i) den sonug ¢ikar.

Teorem 3.1.4. Asagidaki ifadeler denktirler:
(a) [Vo")“]ooc [VG’}%F]OO

) V5. 2]y <V 2. F

(c) Her >0 igin sup, 1 ka(t) <0

n kel,

Ispat :(a) nin (b) yi gerektirdigini gormek kolaydir. Simdi (b) nin (c) yi gerektirdigini
gorelim. (b) nin saglandigimi fakat (c¢) nin saglanmadigin1 varsayalim. Bu takdirde
>0 i¢in

sup,,

linkezlnfk(r)mo

olur. Boylece
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L £ (V) >i, =12 (3.1.11)

i) kel

olacak sekilde bir 7, ,, alt araligi vardir. x= (' x;) dizisi

—1
o i ke]n (i)
k 0 ke]n (i)

olarak tanimlansin. xe [VG,A]O oldugu agiktir. Fakat (3.1.11) den x¢ [VO-,/LF ]

00

oldugu ¢ikar. Bu ise (b) ile ¢elisir. O halde (c) saglanmalidir.

Simdi ( ¢ ) nin (a) y1 gerektirdigini gdsterelim. (c) saglansin ve xe [VO-,/i]OO olsun.

X¢ [Vg,/i,F ]O oldugunu varsayalim. Bdylece, xe [Vg,/l]oo icin

Supn,mL > fil —l‘):oo (3.1.12)

X
In k&l " ok(m)

olur. Her bir k ve sabit m i¢in 7= ‘ak (m )‘ alalim. Bu takdirde (3.1.12) den

1
SUPn,m EZ Je(t) =
n n

olur ki bu ( ¢) ile gelisir. Boylece (a) saglanmalidir.

Teorem 3.1.5: Asagidaki ifadeler denktir.

@ Vo 2 Flyc Vo, 2]

®) Vo A FlyclVo AL,
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(c) Her >0 igin inf, %ka(t) >0.

n kel,

Ispat: (@) nin (b) yi gerektirdigini gdérmek kolaydir. Simdi (b) nin (c) yi
gerektirdigini gorelim. (b) nin saglandiginmi fakat (c) nin saglanmadigin1 varsayalim.

Bu takdirde >0 i¢in

nf, 3 £,())=0

n kel,

olur. Boylece

; Z f(z)< i=1,2,... (3.1.13)

Pui) kel i)

olacak sekilde bir 7, . altaralig1 vardir. x= ("xy) dizisi

n(i)

olarak tanimlansin. xe [Vg,/I,F ]0 oldugu agiktir. Fakat x¢ [VO-,/I]OO oldugu cikar.

Bu ise (b) ile ¢elisir. O halde (c) saglanmalidir.
Simdi ( ¢ ) nin (a) y1 sagladigin1 gdsterelim. (¢) saglansin ve xe [Vg,ﬂ,F ]O olsun. Bu
takdirde m " ye gore diizgiin yakinsak olarak

lim — Z fillx

3.1.14
) ﬁn 5 (3.1.14)

ok (m )‘

elde edilir.
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xX¢ [VO-,/1]0 oldugunu varsayalim. ¢ >0 ve /. <, olmak lizere n2> n vekel g

icin ‘ak(m)‘ >¢ elde edilir. Boylece, fk(g)ﬁfk(‘ak (m)‘ olur ve sonug olarak

(3.1.14) den

limn% > fi(g)=0

n el n
olur ki bu ( ¢) ile gelisir. Boylece (a) saglanmalidir.

Teorem 3.1. 6: [VO-,/LF ]oo c [Vo-,ﬂ]o olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lian > fi(t)=o (3.1.15)
in G]n
olmasidir.

Ispat : [Va,/i,F ]OO c [Va,ﬂ]o olsun ve (3.1.15) saglanmasin. Bu takdirde,

1
lim —— X ) SM <ow,i=12.3,... 3.1.16
1) Ty ke o Tk (tp) l (3.1.16)

olacak sekilde bir 7, ;, alt arali1 ve £,>0 vardir. x= ('x;) dizisini

)

o to ke[n (i)
k 0 kgéln (i)

olarak tanimlansin. Bdyece (3.1.16) dan xe[Va,/I,F ]OO oldugu acgiktir. Fakat

X¢ [Va,l]o olur.

Tersine, (3.1.15) saglansin ve xe [Va,l,F ]OO olsun. Her bir n ve m igin
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Loy rq

J<SM < (3.1.17)
ﬂvn keln

ok(m)

olur. x¢ [Va,l]o oldugunu varsayalim. & > Oi¢in ve /,, — I, olmak ilizere n2>n,

icin ‘ak( m )‘>€0 olacak sekilde bir ny sayist vardir. Bdylece,

fk(go)gfk(

xak(m)‘ ) olur ki bu (3.1.15) ile gelisir. Bdylece, xe [V5, 4], olur

yani [Vg,ﬂ,F ]Ooc [VU,Z]O elde edilir.

Teorem 3.1.7: [Vg,/”t]oo c [Vg,/i,F ]O olmasi i¢in gerek ve yeter sart her t> 0 i¢in

limnL > fi(t)=0 (3.1.18)
;Ln Eln
olmasidir.

[spat: [VO-,/i]OOC [VO-,/LF ]0 olsun ve (3.1.8) sart1 saglanmasin. Bu takdirde, baz1

tp>0 igin

lim—— fr@)=1%0 (3.1.19)
ﬂ“n kGIn

elde edilir. x= ('x;) dizisi x;= ¢y seklinde tanimlansin. Boylece, (3.1.19) dan

x¢[Vg, A F ]O oldugu agiktir. Fakat x¢ [Vg,ﬂ]o olur.

Tersine, (3.1.18) saglansin ve xe [VO-,/LF ]O olsun. Her bir n ve m igin

2 Sl

1 )<M <. (3.1.20)
ﬂn keln

ok(m)

olur. x¢ [VU,Z]O olur. xe [Va,l]oo olur ki bu bizim sonucumuz ile ¢elisir. O halde

(3.1.18) saglanmalidir.
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Tersine, (3.1.19) saglansin ve xe [Va , /1]00 olsun. Bu takdirde her £ ve m igin

‘O'k(m)‘SM<oo

olur . Boylece, fk X

O_k(m))ﬁfk(M) ve (3.1.19) dan

lim — Y fi(|x

n,‘tne

‘)—l - Z Je(M)=0

ok(m) " Ay kel,
olur. Boylece, xe [VO-,/LF]O, yani [VO-,/i]OOc [Vg,/i,F]O olur. Bu ispati

tamamlar.

Teorem 3.1. 8 : F =(f,) modiiliis fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu takdirde,

V.. Alc[V, . A, F] dir
Bu teoremin ispat1 asagidaki yardime1 teoreme dayanir.

Yardimer Teorem 3. 1. 2: f, moduliis fonksiyonlarin bir dizisi ve 0 <6 <1 olsun.

Her bir x> & igin f,(x)<2f,(1)d'x olur.

Ispat. f,(x) < f,(1+[x/81< f, (D + £, ([x/8])
< fi M +[x/8]f ().
= f,OA+[x/dD < f,(DA+x/0)<2f(M)x/0.

Burada, [x/¢], x/J’° nin tam kismini gosterir.

Teoremin ispatt. x € [VU,/l] olsun. Bu takdirde m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak

ox —/|—>0 as n—>o olur. €>0 olsun. 0<o <1

1
Anm:/1_ > fk(

k
nkeln

a” (m)

olmak tizere her u ( 0Su <) i¢in f,(u)<¢& olacak sekilde O >0 secelim.

Boylece Yardimci Teorem 1 den
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1
— 2 [ (]« —1)=— > S x —1)
kel % ok m) n 1ok m)
n kel ,|x ' ~l<e
| o (m)
1
+— 2 S x =11)
in k Jk(m)
kel ,|x k —ll>¢
| " (m)
1 1
< (Ae)t—2ME LA
/1}1 /1}1

elde edilir. n — o« iken m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak x € [VO,,/”L,F ] elde edilir
ki bu

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.9: F =(f, ) moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Eger,

lim, inf, f, (u)/u >0 ise butakdirde, [V,,1,F]|=[V,,4] dir.

Ispat. lim, inf, f, (u)/u >0 ise uw>0igin f, (u)> cu olacak sekilde bir ¢>0 sayisi

vardir. x €[V, A, F] alalim. Bu takdirde,

1
— X fi(lx -1 =2
A )
n
iZc(xk —I)ZL Zc(xk =11])
’lnkeln o (m) lnkeln o (m)

olur. Béylece x €[V, , ] elde edilir. Bir 6nceki teoremi kullanarak ispat tamamlanir.



BOLUM 4. (o0,4)- ASIMPTOTIK ISTATISTIKSEL DENKLIK

4.1. (o,A)- Asimptotik Istatistiksel Denk Diziler

Bu boliimde (o, 4) - asimptotik istatistiksel denklik tanimlanacak ve bazi teoremler

ispatlanacaktir. Bazi tanimlar vererek ise baslayalim.
Fridy [1] istatistiksel yakinsaklik kavramini asagidaki sekilde tanimlamistir.

x=(x,) bir dizi olsun. Eger, her ¢ > 0 igin,
1
lim, —‘{k <n: |xk —l| > EH =0
n

oluyorsa x=(x,) dizisine istatistiksel yakinsak dizi denir. Bu durumda, s — /limit x

=L veya x, > L(s) yazilir ve s = {x cALeR:s—Ilimx= L} ile gosterilir.

Bu kavram daha sonra Mursaleen [14] tarafindan De la Valee-Poussin ortalamasi

kullanilarak asagidaki sekilde genellestirilmigtir.

Tanim 4.1.1: x=(x,) bir dizi olsun. Eger, her ¢ >0 i¢in,

1
lim —phkel, :|x, —l|2e(=0
n ﬂ/n ‘{ n | k | H
oluyorsa x=(x,) dizisine A- istatistiksel yakinsak dizi denir. Bu durumda,
S, — limitx =L veya x, > L(S,) yazilirve S, ={x:E|L eER:S, —limx:L} ile

gosterilir.
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Patterson [19], L carpanli asimptotik istatistiksel yakinsakligt su sekilde

tanimlamastir.

Tanim 4.1. 2: x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger, her ¢ >0

l{kSn:x 26}

lim, —
oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L carpanli asimptotik istatistiksel denk

i¢in,

=0
n

diziler denir. Bu kisaca x = y (s) seklinde gosterilir.

E. Savas ve R. Savas [23] asagidaki tanimi verdiler.

Tanim 4.1.3: x=(x,) bir dizi olsun. Eger, her &£>0 icin, m’ye gore diizgiin

yakinsak olarak

Kotm)

lian‘{keln : L‘251=0
4,

oluyorsa x=(x,) dizisine invariant A - istatistiksel denk dizi denir. Bu durumda,
S,, —limitx =L veya x, > L(S_,) yazilir ve S_, = {x cdLeR:S,_, —limx=L}
ile gosterilir.

Dogal olarak bu tanimlardan yola ¢ikarak asagidaki yeni tanimlar1 gdzoniine aldik.

Tanim 4.1.4: x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger, her ¢ >0

icin m’ ye gore diizglin yakinsak olarak

1 X gt
lim, —k<n: |- _[|>gH=0
n yc"(m)
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oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L ¢arpanli invariant asimptotik istatistiksel

denk dizilerdir denir. Bu kisaca x ~ y (S, ) seklinde gosterilir.

Tanim 4.1.5: x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger, her & > 0 icin,

m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak

X i
limn/1L k<n: = _[l>gl=0

n

Vokim)

oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L ¢arpanli invariant A - asimptotik istatistiksel

denk dizilerdir denir. Bu kisaca x = y (S, ) seklinde gosterilir.

Tanim 4.1.6: x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger,

m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak

1
lim, — z
n kE]n

xcrk(m) —L =0

Vetim)

oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L ¢arpanli invariant kuvvetli A - asimptotik

denk dizilerdir denir.

Eger o(n)=n+1 almirsa yukaridaki tanimlar agsagidaki tanimlara indirgenir.

Tanim 4.1.7: x=(x,) bir dizi olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in, m’ye gore diizgiin yakinsak

olarak

lim, %‘{k el,: |xk+m —L| > 5}( =0

n
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oluyorsa x=(x,) dizisine hemen hemen A - istatistiksel denk dizi denir. Bu
durumda, S .=  limit x = L veya X, > L(S ;) yazilir  ve

SA'A = {x :dLeR:S, , —limx= L} ile gosterilir.

Tanim 4.1.8: x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun.. Eger, her & > 0 i¢in,

m’ ye gore diizgilin yakinsak olarak

l{kﬁn: 25}

lim — Fkem .
oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L ¢arpanli hemen hemen kuvvetli asimptotik

yk+m

=0
n

denk diziler denir. Bu kisaca x = y (3’ ) seklinde gosterilir.

Tanim 4.1.9 : x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun.. Eger, her & > 0 i¢in,

m’ ye gore dlizglin yakinsak olarak

! {kﬁn: 25}
A

lim, — Yiem _y
oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine L carpanli hemen hemen A - asimptotik

yk+m

=0

n

istatistiksel denk diziler denir. Bu kisaca x = y (S , ) seklinde gosterilir.

Tanim 4.1.10 : x=(x,) ve y=(y, ) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger m’ ye gore

diizgiin yakinsak olarak

xk+m —L
yk+m

.1 _
lim, T Z =0

n kE["
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oluyorsa x=(x,) ve y=(y,) dizilerine L ¢arpanli hemen hemen kuvvetli A-

asimptotik denk dizilerdir denir. Kisaca x = y (171 ) seklinde gosterilir

Simdi bu tanimlara dayanaak asagidaki teoremleri verebiliriz.

A, sonsuza giden ve A, =1ved, <A +1 O0Ozelligine sahip pozitif sayilarin

n+l —

azalmayan dizilerinin kiimesini gostersin.

Teorem 4.1.1: A € A olsun. Bu takdirde,
) x=yV,,)ise x=y(S,,),
i) xel, vex=y(S, ,)ise x=yV,,)vex=y(Cl),
m) S, ntl, =V, ,nt,

olur.

Ispat. Eger £ >0 ve x~ y(V, ) ise

X X, X,
ZM_LZ z ol > elk<n M > e
kely| Yok (m) vy |ty Yot (m) Yot (m)

”’yak(m)_

olur. Boylece, x = y(S, , ) bulunur.
ii) x=(x,) ve y=(y,) dizilerinin ¢, da oldugunu ve x= y(S_ ,) oldugunu

varsayalim. Bu takdirde her £ ve m igin,

X i
W <M
Y

o (m)

oldugunu kabul edelim. Verilen ¢ >0 igin,



1 o (m)

1 ak(m) - —L 1
_ Ll = +

//Ln kel, yo_k(m) ﬂv xO'k(m) y k(m) ﬂ'n z

kel > kel |
ok (m)
MUk <cn PFem _pls Uy,
ﬂ’n yk+m

Boylece

Ay
l < xo"‘(m) ln xo (m) li xak(m) —L
W=t Vo (m) b=\ Vot im) et \ Yot (m)

Ay
Slz o _gly Lsotetom 4
k=t Yok ) Wier,| Vo (m)
<23
M kel, yo*(m)

olur. Boylece, x = y(V_, ) oldugundan x = y(C,1) elde edilir.

ispat1 (i) ve (ii) den c¢ikar.

Teorem 4.1. 2: Eger,

Iiminf%>0 (4.1.1)

n

ise x~ y(S, ) olmas1 x = y(S_, ) olmasmi gerektirir.

Ispat. &> 0 igin

Yot ot

l k<n
n

2&rD kel,: 2Eq.

yak(m) yak(m)

Boylece,
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1 X 1 X
k<M >l > kel T >
" Yot(m) " Yot (m)
xcrk(m) —L>€
- 3

> 14 {keln :
A, n

n — oo iken limit alirsak ve (4.1.1) kullanilirsa sonug elde edilir.

Vetim)

4. 2. Moduliis Fonksiyonu Yardimyla Tanmmlanmis (o,A)-Asimptotik

Istatistiksel Denk Diziler

Yukarida verilen bir tanim bu béliimde modulus fonksiyonu yardimiyla asagidaki

sekilde genellestirilmis ve bazi temel teoremler ispatlanmistir.

Tanim 4.2.1: x=(x,) ve y=(y,) negatif olmayan iki dizi, f bir modulus

fonksiyonu ve p=(pi) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger m’ ye gore diizgiin

yakinsak olarak

.1 X ok (m)

lim, — > f(—="— L) =0
n kel, P

o (m)

oluyorsa x=(x,) ve y=(y, ) dizilerine f modulus fonksiyonuna gére L ¢arpanl
invariant kuvvetli A - asimptotik denk dizilerdir denir ve kisaca x~ y (V, , ) (p)

seklinde gosterilir. Eger p sabit ve >1ise x~ y(V,, )(p)= x=y (V,, ) olur.

A.p

Teorem 4.2.1: (1) x=~y(V,,,),0<p<co olmasi x~ y(S, ;) olmasini,

(i) x, €l,ve x=y(S,,) olmast x~y(V,, ) olmasim gerektirir.

Ispat. i) €¢>0ve x=y(V,,, ),0<p<oo ise

Ap
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p P
Z xak(m) —L > z xak(;n) —L
kel, |V ¢ x Y ok
n|v " (m) il o m) . o(m)
”‘y(rk(m)7

k

Lot (m)

s er Yk <n: -L|>¢
Yotim

olur ki bu bize istenilen sonucu verir.

x=(x,) ve y=(y, ) dizilerinin ¢/ da ve x= y(S,_, ) oldugunu varsayalim.

X &
Bu takdirde her k£ ve m icin, B = supy, —2 | + I alalim. Verilen & >0 i¢in

yak(m)

her m ve n > N, olmak lizere

1 Yo (m) 1
—k<n 2o _pls g2 s e

A

n

Votim

X
olacak sekilde N, segeriz. Ve E, = k<n:[—Z"L_[|>(g/2)"?} alahm ve her

yak(m)

m ve n> N, i¢in

p P

:£}§:

n keE,,

P

+iz

n keE,,

Yt Yot oo

-
A, ke, Yot im) Yoim) Yot (m)

</1%(/1,15/ZB”)B” +/%(€/2)/1n= e/2+e/2=¢

n n

olur ki istenileni verir. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2. 2: f, bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde, (V, ,)(p)c(S, ;) dir.

Ispat: x e(V,,)(p) ve & >0 verilsin. Bu takdirde,
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ok (m 1 Xk (m 1 Xk m
TZf(y ke ) )PA :ﬂ_ Z f"#L{)M{—}_ z Z fﬂ“%)ﬁk
n kel o‘k(m) n . ‘@28 yg,((m) nk ‘xdk(m)q yo"(m)
(m) Yok om)
> Loy e gl
- //i’n 2y yak(m)
keln,MZS
Yok (m)
1 Di
> — > f(e)"
ﬂ’n kE]n
> — me([f(é‘)‘““’k 1@")
! kel ,M
Yok (m)
L . M_ : inf py H
> kel . LI > gmin(|f(e)” ", f(e)" |.
4, Yoh(m)

Boylece, xe(S, ;). Burada H= sup p; dir.

Teorem 4.2.3 : f, smurl bir modulus fonksiyon ve O <A =inf p, < p, <supp, <H <©

olsun. Bu takdirde (S, ,) < (V,,)(p) dir.

Ispat: f* in sinirh oldugunu varsayalim. Bu takdirde her ¢ >0 icin f(¢)< K olacak

sekilde bir K tamsayist vardir. Bu takdirde,

Xokim 1 Xok(m 1 Kok (m
TZf( L) =7 D[ Vs ; > f/‘—( ) —L‘ﬂf
kel, | Vokim) O_k(m) Yot (m) o_k() Yot (m)
yok(m) ok(m)
1
<— Zmax(KhKH)+ LZf(&‘)pk
ﬂ’n X ﬂ‘n ke]n
kel o (m) >g
ok (m)

<max(K",K") %{keln

n

e 4» +max{f(s)'.f(2)"]

yd(m)
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Boylece, x € (V, , )( p) olur. Bu ispati tamamlar.

Eger o(n)=n+1 alirsak yukaridaki teoremler asagidaki sonuclara indirgenir.

Sonug 4.2.1: 1 € A olsun. Bu takdirde,
1) xzy(la) ise xzy(g/l) ,
i) xel  ve xzy(gl) ise xzy(la) ve x= y(CJl),
il S, N0, =V, ¢,

olur.

Sonug 4.2. 2: Eger,

lim inf% >0 (4.1.2)

n

ise x = y(§) olmast x = y( S ) olmasini gerektirir.

Sonug 4.2.3: (1) x= y(VLp), 0 <p<oo olmasi x = y(§l) olmasini,

(1) x, el , ve x=y( S ,) olmasit x=y (I;ﬁ-,p ) olmasini gerektirir.
Sonug 4.2.4: f, bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde, (17'/1 ) p)c(S ) dir.

Sonug 4.2.5: f'sinirl bir modulus fonksiyon ve 0 <h =inf p, < p, <supp, < H <©

olsun. Bu takdirde, (S .) C (171 )(p) dir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, tezde elde edilen dnceki boliimlerdeki orijinal sonuglar 6zetlenecektir.
Bunlar, matematige yeni tanimlarla katki saglayan ve bir boslugu dolduran
kavramlardir. Tezdeki ikinci, iiglincii ve dordiincii boliimler orijinal g¢alismalari

bulundurmaktadir.

Buradaki ikinci boliimde, invariant veya o —yakinsaklik kavrami ile de la Valle-
Poussin ortalamasi kavrami birlestirilerek yeni bir kavram olarak tanimi verilen

(V,,4) metodu ile baz1 topolojik 6zellikleri ¢aligilmistir. Asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Pw /M

Teorem 2.1.1: (Va,ﬂ)g ve (Va,i)p uzaylarn  g(x)=sup,,

d,,(x)

paranormu altinda tam lineer topolojik uzaylardir.

Onerme 2.1.1.0< p, <gq, olmak iizere (Vo-,ﬂ)op c (Vo-,i)g dir.
Onerme 2.1. 1. (VO-,)L)(I)7 ve (Vg, A )p uzaylar1 mutlak konveksdir.

Teorem2.2.1: 4 € (¢, (V4,4)) olmasi igin gerekli ve yeter sartlar:

o0
(1.1)  supyy 2 L > a . neNp<o, m=0,1,2,3,..
k=0 /1;1 ieln gl (m),k

(1.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, ! S

a . =
A, iel, k=0 o'(m)k




olacak sekilde ae C vardir.

(1.3) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im,, !

olacak sekilde a;eC vardir.

)y
A, iel,

55

a . =
ol(m)k

Teorem 2.2 2: 4 € (¢, (V4,4))reg 0lmasi igin gerekli ve yeter sartlar:

2. a
n |kel, o (m)k

(2.2)  m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, !

(2.3) m’ye gore dlizgiin yakinsak olarak  [im, !

0,1,2,...) olmasidir.

. > a .
A, iel, k=0 ol(m)k

= N} <o, m=0,1,23,...

o0

=1

=0 (k=

> a .
A, iel, ol(m)k

Teorem2.2.3: 4 € (v,(V4,4)) olmast i¢in gerekli ve yeter sartlar:

o0
(3.1) M =sup,| %

(3.2)  m’ye gore diizglin yakinsak olarak limni

k=1

olacak sekilde aeC vardir.

(3.3) m’ye gore diizgilin yakinsak olarak /im, !

> a . =
A, iel, ol(m)k

rm=0,123,..

o0

> a . =
A, le[ k=0 ol'(m)k
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olacak sekilde a;eC vardir.

Teorem2.2.4: A € (v,(Vg,A4))reg 0lmast i¢in gerekli ve yeter sartlar:

(4.1) Teorem 2.2.3 “iin (3.1) sart1 saglanmali,

o0

(4.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak [lim, ! a . =1,
A, iel, k=0 o'(m)k

(4.3) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak /im, ! a . =
A, iel, ol(m),k

Teorem 2.2.5: 4 € (co (p), (V&.A4) ! ) olmasi igin gerek ve yeter sartlar: Her m igin

=
5.1)  Co=supy 3 /Jk P

1
K=ol 4, % A im)k i

ﬂvn lEIn (o2

olacak sekilde bir B > 1 vardir,

Py

© 1
X2 a

5.2) Ilim, .
k=1 /1}/1 leln o! (m),k

=0, (m’ye gore diizgiin yakinsak).

Teorem 2.2.6: Ae(c(p).(V,,A)) olmasi icin gerek ve yeter sartlar her m i¢in

1

_1
— a . B /i <o olacak sekilde bir B>1
ﬂnkEZIn ol(m), k

(6.1) D, =sup, Z

k

tamsayis1 vardir.

(6.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak lim, = o, olacak

€L .
o 121, ().

sekilde o, € C vardur.
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(6.3) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak lim, Y — > a . = a olacak
27, ket ol(m).k

sekilde & € C vardir.

Sonu¢ 2.2 1: Ae(c,(p),(V,,A)) olmasii¢in gerek ve yeter sartlar Teorem 2.2.6

nin (6.1)-(6.2) sartlarinin saglanmasidir.

Teorem 2.2. 7: Ae(c(p).(V,,A))re 0Olmasticin gerek ve yeter sartlar

(7.1)  Teorem 2.2.6 nin ilk sartinin saglanmasi

(7.2) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak limnﬁ > 0
k

a_; =
&1, “ol(m).k
, .. .o . 1
(7.3) m’ye gore diizgiin yakinsak olarak lim, ) — Y a . =1
27015 “oiim)k

olmasidir.

Teorem2.2.8: Ae(l,,(V,,4)) olmasi igin gerek ve yeter sartlar :

q
8.1) D =sup, Z <o (I<p<c l+l:1)

k

1yg
Inidy ol (m).k

1y

<o, (0<p<D)( ¥im)
ﬂvn lE]n Gl(m)ak

SUPn,k

(8.2.) m’ ye gore diizgiin yakinsak olarak her sabit % icin

limy, (L 2

a )=, olacak sekilde «, € C vardir.
Ay iéh, ot (m), k"~ "k ‘

Ugiincii boliimde moduliis fonksiyonlarin bir dizisini, o — yakinsaklik kavramimi ve

de la Valle- Poussin ortalamas1 kullanilarak bazi yeni dizi uzaylar1 tanimlanmis ve
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onlarin bazi topolojik 6zellikleri ile kapsam bagintilarinin incelenmesi sonucunda

asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 3.1.1: [Vo-,ﬂ,F 1. [Vg,ﬂ,F ]0 ve [VU,Z,F ]oo uzaylar1 kompleks sayilar

cismi {izerinde birer lineer uzaylardir.

Teorem 3.1.2: [VU,E,F]O ve [VG,/”L,F] uzaylari

H(x)=supym— 2 fk(‘ k( )‘)

zne

seklinde tanimlanan paranorm altinda tam lineer topolojik uzaylardir.

Teorem 3.1.3: F = (fy moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi i¢in her # > 0 olmak

lizere supy fi(t) <oc [VO-,/I,F]c[VG,/l,F]OO olur.

Teorem 3.1.4. Asagidaki ifadeler denktirler:

(a) [Vo"ﬂ]ooc [VG’/LF]OO

®) V. Ay<lVs. 4. F,

(c) Her >0 igin sup, . D filt) <

n kel,

Teorem 3.1.5: Asagidaki ifadeler denktir.

@ Vg2 Flyc Vo, 2]

) Vo A Fly<lVo. ALy,
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(c) Her >0 igin inf, 1 > filt)>0.

n kel,
Teorem 3.1. 6: [VO-,/l,F ] o C [VO-,/I]O olmasi i¢in gerek ve yeter sart
, 1
limy ~— % fi(1)=

n E[n

olmasidir.

Teorem 3.1.7: [Vg,/”t]oo c [Vg,ﬂ,F ]O olmasi i¢in gerek ve yeter sart her t> 0 i¢in
lim L > fi.(t)=0
" in kEIn g

olmasidir.

Teorem 3.1. 8 : F =(f,) modiiliis fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu takdirde,

V.. Al<[V,, A, F] dir.

Teorem 3.1.9: F =(f,) moduliis fonksiyonlarn bir dizisi olsun. Eger,

lim, inf, f,(«)/u >0 ise bu takdirde, [V,,1,F]|=[V,,A] dir.

Dordiincii boliimde (o, 4) - asimptotik istatistiksel denk diziler tanimlanmis ve bazi

teoremler ispatlanmustir.

A kiimesi, sonsuza giden ve A, =1 veA, <A, +1 Ozelligine sahip pozitif sayilarin

azalmayan dizilerinin kiimesini gostersin. Asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.1: A € A olsun. Bu takdirde,
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) x=y(V,,)ise x=y(S,,),
i) xel, vex=y(S, ,)ise x=yV,,)ve x=y(Cl),
m)y S, Nl =V, nl,

olur.

Teorem 4.1.2: Eger lim inf% >0 ise x= y(S,) olmast x~ y(S_,) olmasm

n

gerektirir.

Moduliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmis (o, A) - asimptotik istatistiksel denk

dizilerle ilgili sunlar elde edilmistir.

Teorem 4.2.1: (1) x=y(V,,, ), 0 <p<oco olmasi x = y(S_, ) olmasin,

Ap

(i) x,el,ve x=y(S,,) olmast x~y(V,, ) olmasim gerektirir.

A.p

Teorem 4.2. 2: f, bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde, (V, ,)(p)=(S, ;) dir.

Teorem 4.2.3 : f smurlt bir modulus fonksiyon veO<h=inf p; < p;

<sup py < H <oo olsun. Bu takdirde, (S,,) < (V,,)(p) dir.

Sonug 4.2.1: 1 € A olsun. Bu takdirde,
D) xxyp(V,)ise x=¥(S,),
i) xel, vexxy(S,)ise x=y(V,) ve x=y(Cl),

i) S, 0, =V, ¢,
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olur.

Sonug 4.2. 2: Eger lim inf% >0 ise x~ y(S) olmasi x = y(gi) olmasin1 gerektirir.

n

Sonug 4.2.3: (1) x= y(VLp), 0 <p<oo olmasi x = y(§l) olmasini,

(i) x, el , ve x=y( S ,) olmasit x=y (I;ﬁ-,p ) olmasini gerektirir.

Sonug 4.2.4: f, bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde, (17'/1 (p)c(S ) dir.

Sonug 4.2.5: f'sinirh bir modulus fonksiyon ve 0 <h =inf p, < p, <supp, <H <0

olsun. Bu takdirde, (S,) < (V,)(p) dur.
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