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OZET

Anahtar kelimeler: Ongerilme, zamana gére harmonik yiik, zorlanmus titresim, Sonlu
Elemanlar Yontemi, dinamik gerilme alani

Bu calismada, ongerilmeli cisimlerde iig-boyutlu dogrusallagtirilmig elastik dalga
teorisinin temel prensiplerine gore rijit zemin iizerine oturmus sonlu boyutlara sahip
ve tek katmanli 6ngerilmeli plakanin zorlanmis titresimine karsilik gelen sinir-deger
problemi incelenmistir.

Ik olarak, rijit zemin iizerine oturmus tek katmanli ve ii¢ boyutlu 6ngerilmeli
plakanin zorlanmis titresimine karsilik gelen sinir-deger probleminin matematiksel
modeli olusturulmustur. Analitik ¢6ziimii olmayan bu problemin varyasyonel
formiilasyonu yapilmis ve bu formiilasyonun dogrulugu kanitlanmigtir. Daha sonra
varyasyonel formiilasyonu yapilan problemin yer degistirmeye dayali Sonlu
Elemanlar Yontemi (SEY) ile yaklasik ¢6ziimii elde edilmistir. Elde edilen yaklagik
coziimler i¢in hata analizi yapilmistir. Mevcut problemin ¢6ziim algoritmasi
kullanilarak elde edilen sayisal sonuglarin ayni varsayimlar altinda bu g¢aligmanin
Ozel halleri olan bazi durumlar i¢in elde edilen sayisal sonuglara yakinsadigi
gosterilmistir.

Ote yandan, cisimdeki baslangig¢ gerilmesinin siddeti ve boyutsuz frekansin etkisi
gibi problemin 6nemli parametrelerinin etkileri arastirilmistir.
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THE FINITE ELEMENT ANALYSIS OF A DYNAMIC STRESS
FIELD PROBLEM FOR A PRES-STRESSED SLAB RESTING
ON A RIGID FOUNDATION

SUMMARY

Key Words: Initial stress, time-harmonic load, forced vibration, Finite Element
Method, dynamical stress field

In this study, the boundary-value problem correspond to the forced vibration of
initially stressed slab with finite dimension and one layered resting on a rigid
foundation is investigated according to the fundamental principle of the three-
dimensional linearized theory of elastic waves in initially stressed bodies.

First, the mathematical modelling of the boundary-value problem correspond to the
forced vibration of initially stressed slab with three dimensionless and one layered
resting on a rigid foundation is constituted. The variational formulation of the
problem has not the analytical solution is made, and the correctness of the
formulation is proved. Then the approximation solution of the problem made the
variational formulation is obtained by Finite Element Method (FEM) based on
displacement. The error analysis for the obtained approxiamtion solutions is made. It
is observed that the numerical results obtained by using the solution algorithm of the
current problem are converged to ones in certain cases, which are special cases of the
current study, under the same assumptions.

On the other hand, the effects of the important problem parameters such as the

magnitude of the initial stresses in the body and the influence of the dimensionless
frequency are researched.
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BOLUM 1. GIiRiS

Elastisite teorisi, mekanik ya da termal yiik nedeniyle cisimlerde olusan gerilme ve
yer degistirmelerin belirlenmesiyle ilgilenir. Bu nedenle ¢agimizin en énemli ¢alisma
alanlarindandir ve yaygin olarak ¢alisilmistir [1-3]. Elastisite teorisinin olusturuldugu
giinden bu yana elastik cisimlerdeki dalga yayilimi ¢ok sayida aragtirmaci tarafindan
yogun bir bigimde g¢aligilmistir. Ozellikle elastodinamik problemler uygulamali
bilimlerin ve mithendisligin hemen hemen her alaninda ortaya ¢ikar. Bu nedenle [4-
5] temel kaynaklari elastodinamik dalga incelemeleri iizerine detaylica bilgi
vermektedir. Ortaya ¢ikan bir ¢cok mekanik ya da fiziksel olaylarin matematiksel
formiilasyonu diferensiyel denklemlerden olusan bir sistem ile ifade edilir. Bu
olaylarin incelenmesi ise bu problemlerin ¢oziilmesi ile miimkiindiir. Belirlenen bu
fiziksel problemler baslangi¢ deger problemi ya da sinir deger problemi olmak iizere
iki sekilde modellenir. Ancak ¢ogu kez problemin geometrisi, karmasik malzeme
ozellikleri veya smir kosullart gibi nedenlerle analitik ¢6ziime sahip problem sayisi
cok azdir. Dolayisiyla yaklasik sayisal degerler lireten ¢oziim yontemleri kullanmak
kaginilmazdir. Olusturulan bu modellerin bir ¢ogu kismi diferensiyel denklemlerle
ilgili sinir deger problemlerinden olusur. Bu problemler ¢oziilirken genel olarak

varyasyonel problemlere indirgenir.

Matematiksel modelleme siirecinde modelin varyasyonel problem olarak ifade
edilmesinden sonraki asamasi bilgisayarda c¢oziilmesi hedeflenen algoritmanin
olusturulmasidir. Bu islemin sonucunda ele alinan siir deger probleminin
incelenmesi, uygun cebirsel denklemler takiminin ¢oziilmesine indirgenir. Bu
durumda, incelenen smir deger problemi lineer ise elde edilen cebirsel denklem
sistemi de lineer olur. Bunlarin birgok ¢oziim yontemi vardir. Giiniimiizde
diferensiyel denklemlerle ilgili modellere karsilik gelen cebirsel denklemler

sisteminin  olusturulmast ve bundan elde edilen algoritmanin bilgisayarda



¢oziilebilmesi agisindan en kapsamli ve evrensel yontem Sonlu Elemanlar
Yontemidir (SEY). SEY gerilme analizi, 1s1 transferi, elektromanyetizma ve
akigskanlar mekanigi gibi miihendislik problemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek

icin yaygin olarak kullanilmaktadir [6-9].

Literatiirde sayisal ¢6ziim metotlar1 kullanilarak incelenmis birgok mekanik problem
bulunmaktadir. Rogerson ve Sandiford simetrik 4-katmanli basing yapilabilir elastik
lamine yapilardaki kiigiik genislikli dalgalara 6ngerilmenin etkisini incelediler [10].
Yine Rogerson ve Sandiford periyodik olarak katmanli bir yapida yayilan harmonik
dalgalara karsilik gelen dagilma bagintisini olusturup onlarin analizini yaptilar [11].
Sergienko ve Deineka lamine malzemelerden olusan bir bilesik cisim igin yeni bir
elastik dinamik problemi ele alip yiiksek dogruluk mertebesine sahip bir hesaplama
algoritmasi1 gelistirmek i¢in Sonlu Elemanlar Yoénteminin siireksiz fonksiyonlar
siifin1 kullandilar [12]. Nolde ve digerleri hafif basing yapilabilir 6n deformasyona
sahip elastik plakayi, plakanin elastik bagintilarin1 ¢ok daha genel olan uygun bir
zorlanma enerji fonksiyonunu tanimlayarak incelediler. Farkli hallerdeki davranis
tiplerini kanitlamak igin basing yapilabilir Neo-Hookean, Varga ve Blatz-Ko
zorlanma fonksiyonlar1 gibi 6zel zorlanma enerji fonksiyonlarindan faydalandilar
[13]. Sandiford ve digerleri sonlu kalinlikta ve sonsuz genislikte Bell kisitlamasina
sahip bir plakadaki harmonik dalgalarin yayilimiin etkilerini agikladilar [14].
Parnell periyodik olarak dagilan iki farkli elastik par¢adan olusan bir boyutlu
ongerilmeli kompozit ¢ubukta yayilan kiiciik 6l¢ekli elastik dalgalar1 c¢aligti [15].
Wijeyewickrema ve Leungvichcharoen 6n zorlanmali {i¢ katmanli (sandvic)
plakadaki dalga yayilimini incelediler. Bu calismanin temel arastirma konusu
milkemmel olmayan degme kosullarimin (imperfect contact conditions) dalga
yayilimi iizerine etkisidir [16]. Kayestha ve Wijeyewickrema miikemmel olarak
sinirlandirilmis O6ngerilmeli basing yapilabilir elastik iki katmanli plakada temel
yonler boyunca yayilan zamana gore harmonik dalgalarin dagilimimin davranisini

incelediler [17].

Gegen yiizyilin ikinci yarisindan itibaren genel olarak baslangic gerilmeli cisimlerde

ii¢ boyutlu elastik dalgalarin lineerlestirilmis teorisi (Three-dimensional Linearized



Theory of Elastic Waves in Initially Stressed Bodies-TLTEWISB) gelistirilmis ve
baslangi¢ gerilmeli elastik cisimlerden olusan dinamik problemler bu teori
cergevesinde ele alinmustir. [18-19] temel kaynaklari bu konu iizerine iyi bilinen

sistematik incelemeleri sunar.

TLTEWISB’nin temel prensiplerine bagl kalarak bir ¢cok mekanik ve fiziksel
problem incelenmistir. Zamanov ii¢ boyutlu siirekli ortamlar mekaniginin
denklemlerini ve yerel olarak egrilmis yapilarla birlikte dikdortgen kompozit
plakanin uyarilmig titresimlerine dayanan bir problemi modellemek igin siirekli
ortam teorisini kullandi. Bu problemi ¢6zmek i¢in Yari Analitik Sonlu Eleman
Metoduna (Semi Finite Element Method-SFEM) dayali bir teknik gelistirdi [20].
Akbarov ve Ozaydin ist ylizeyine zamana gore harmonik noktasal bir kuvvet
uygulanan baslangic gerilmesine sahip bir yarim uzayr goz Oniine alarak Lamb
problemi adi verilen ara yiizeydeki normal ve kesme gerilmelerin degisimini
incelediler [22]. Emiroglu ve digerleri iki yonde ongerilmeye sahip bir katmanla
kapli yarim uzay igin Lamb probleminin ¢oziimiinii bulmak amaciyla yeni bir
yaklagim gelistirdiler [23]. Tas¢1 ve digerleri 6ngerilmenin tinlama (rezonans)
degerleri iizerine etkisini incelediler ve noktasal olarak yerlestirilmis kuvvetin
tinlama degerlerini belirlemeye ¢alistilar [24]. Akbarov ve digerleri [23] dekKi
caligmanin 6zel bir hali olan Lastik(Rb)+Aliminyum(Al) ¢iftini ele alarak bazi
sayisal sonuglar elde ettiler [25]. Akbarov ve digerleri rijit zemin iizerine oturan
ongerilmeli iki katmanli bir plakanin uyarilmis titresimlerini ¢alisdilar [26]. Akbarov
ve Giiler zamana gore harmonik olan agili kuvvetin etkisi altindaki ongerilmeli
katmanla kapl bir yarim uzaydaki gerilme alan problemini incelediler [27]. Akbarov
ve digerleri basing yapilabilir olduk¢a elastik malzemeden yapilmis baslangig

zorlanmali sandvi¢ plakadaki enine ve boyuna Lamb problemini incelediler [28].

Yukarida caligmalarda gz Onilinde tutulan durumlar katman(lar)in ve yarim
diizlemin birinin veya hepsinin ya sadece genislik ya da hem uzunlugunun hem de
genisliginin sonsuz oldugu varsayimi altinda incelendiginden genel olarak Fourier
doniisiimii kullanilmistir. Ilgili problemlerin sayisal ¢dziimleri bu varsayim altinda

tam ¢0ziime yakinsar. Ancak sonlu uzunluk ve genislikte yukarida 6nerilen ¢oziim



yontemi uygulanamaz. Bu ylizden Akbarov ve digerleri sirasiyla rijit zemin tizerinde
oturan sonlu uzunluklu &ngerilmeli iki katmanli plakadaki zamana gore harmonik
gerilme alan problemini ve rijit zemin lizerinde oturan sonlu uzunluklu éngerilmeli
tek katmanli serit plaka i¢in zamana gore harmonik dinamik gerilme alan
problemlerini incelediler [29-30]. Er6z egimli ve zamana gore harmonik dis kuvvetin
etkisi altinda olan rijit zemin tizerine oturmus sonlu uzunluklu 6ngerilmeli serit plaka
icin dinamik gerilme alan problemini inceledi [31]. Ayrica Dasdemir ve Eroz iki
katmandan olusan iki boyutlu bir cismin iist yiizeyinin orta noktasina keyfi egimle

yerlestirilmis zamana gére harmonik kuvvetin uygulandigi durumu incelediler [32].

Bu tez calismasinda, rijit zemin tizerine oturan zamana gore harmonik bir kuvvettin
etkisi altindaki biitiin uzunluklar1 sonlu ve 6ngerilmeli {i¢ boyutlu tek katmanli bir
cismin gerilme alan problemi TLTEWISB’nin temel prensiplerine gore ele
alinmaktadir. Bu probleme karsilik gelen varyasyonel problem SEY kullanilarak

yaklasik ¢oziilecektir. [30]°da verilen referans bu ¢alismanin 6zel bir halidir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde bu calismay1 olusturan konularla ilgili temel olusturacag: diisiiniilen

bazi yararh bilgiler sunulacaktir.
2.1. Baz1 Matematiksel Kavramlar ve Formiiller

Fiziksel olaylarin matematiksel tanimlarinda ilk olarak koordinat sisteminin tanimi
yapilir ve bu tanimda verilen farkli fiziksel nicelikler bu sistemde yapilan dl¢timler
cinsinden sunulur. Vektér ve tansor nicelikleri bu koordinat sisteminde onlarin

ogeleri cinsinden sunulur. Ornegin {i¢ boyutlu bir uzayda bir vektor

A=ag +ag, +ag, (2.1)

seklinde (&,,6,,8;) baz vektorleri ve (a,,a,,a,) skaler geleri cinsinden yazilabilir.

Hemen belirtelim ki bu calisma boyunca vektorler ve matrisler kalin harflerle
yazilacaktir. Koordinat sisteminin baz vektorlerinin uzunlugu ve yonii sabit
oldugunda bu koordinat sistemine Kartezyen koordinat sistemi denir. Genelde
Kartezyen koordinat sistemi egiktir. Kartezyen koordinat sistemi dik (ortagonal)
oldugunda ise ona dikdortgen (rectangular) Kartezyen koordinat sistemi adi verilir.

Dikdortgen Kartezyen koordinat sisteminin 6geleri

(X, %,,%;) yada (x,Y,2)

seklinde gosterilir. Bazi 6nemli avantajlar sundugundan genelde birinci kullanim

tercih edilir.



Baz vektorleri birim uzunluga sahip oldugunda ve karsilikli olarak dik olduklarinda
onlara ortanormaldir denir. Bircok durumda ortanormal bazlar hesaplamalar

basitlestirir.

Tekrarli indisin bu indisin biitiin degerleri {izerinden toplama iglemine tabi tutulacagi
anlamia geldigini kabul ederek verilen bir toplami kisaltmak oldukg¢a faydalidir.

Buna gore

toplami kisaca

A=Ag

olarak yazilabilir. Tekrarli indislere kukla indis ismi verilir. Bu indisler ¢ogu zaman

kullanilmayan diger birgok sembol ile yer degistirebilir.

Baz vektorlerinin dikdortgen Kartezyen koordinat sisteminde € -€; seklinde

gosterilen “noktasal carpim1” ve €, x€; seklinde gosterilen “karma carpimi” sirasiyla

0 ixiici
5, :{ i = j icin 2.2)

1, i=jicin
ve
€ <8, =¢,8,

seklinde tanimlanir. Burada &, semboli, alt indisler devirli sirada ise 1, ters devirli

sirada ise -1 ve iki alt indis ayn1 oldugunda ise sifir seklinde tanimlanan alternatif

tansor ya da permiitasyon semboliidiir.



Koordinatlara gore vektor fonksiyonlarin diferensiyellenmesi modern bilimde ve
miihendislikte ortak &neme sahip bir kavramdir. Islemlerin cogu V ile gosterilen ve
“del operatorii” ya da “nabla operatorii” adi verilen bir operatdér yardimiyla yapilir.

Dikdortgen Kartezyen koordinat sisteminde nabla operatdrii

seklinde tanimlanir. Burada hemen belirtelim ki V operatorii vektorlerin bazi

ozelliklerine sahip olmasina ragmen onlarin biitiin &zelliklerine sahip degildir.

Vx A(x)’e bir A vektdr fonksiyonunun curl i ya da rotasyonu denilirken V¢(x)

islemine bir ¢ skaler fonksiyonunun gradiyenti denir. Ayrica V’=V.V

operatdriine de Laplace operatorii denir. O halde ii¢ boyutlu (3D) uzayda Laplace

operatori

¢ o8 &

Vies——t—+—
oxt ot oxd

(2.3)

seklindedir.

Cogu analizin amaci bir bolge ya da alanda verilen diferensiyel denklemler kiimesini
ve bdlgenin smirinda bazi smir sartlarimi saglayan bagimli degisken adi verilen
bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlemektedir. Keyfi bir bolgeyi gostermek icin genelde
Q ve onun simirin1 gostermek i¢in de I' sembolii kullanilir. Bu tanimlar Sekil 2.1°de
kolaylikla goriilebilir. Bolgenin herhangi iki noktasi tamamiyla onun i¢inde kalacak
sekilde bir ¢izgiyle baglanabiliyorsa o zaman bu bolgeye konveks ya da basit
baglantili denir. Cok degiskenli bir fonksiyonun m. mertebe de dahil olmak iizere ilk

m mertebeden kismi tiirevleri var ve Q bdlgesinde siirekli iseler bu ¢cok degiskenli

fonksiyona Q bolgesi iizerinde C™(Q) smifindandir denir. Boylece f , iki boyutta

C° smifinda ise sadece f siireklidir. Bazi durumlarda of /X ve of /0y kismi

tiirevleri var olabilir fakat stirekli olmayabilir.



s

&) &
R

LT, L 4T 4T

Sekil 2.1. Bolge ve sinir

Bir diferensiyel denklemde eger bagimli degisken ve onun muhtemel tiirevleri
sinirda 6zel degerler aliyorsa bu denklemlere bir sinir deger problemi denir. Benzer
sekilde bagimli degisken ve onun muhtemel tiirevleri baslangicta (6rnegin t=0

zamaninda) belirtiliyorsa bu problemlere de baslangi¢ deger problemi denir.

Kismi integrasyon formiilii diferensiyel denklemlerin integral formiilasyonunda sik¢a
kullanilmaktadur. iki ve ii¢ boyutlu durumda kismi integrasyon gradiyent ve diverjans
teoremleri yardimiyla uygulanir. u, v ve w fonksiyonlar1 x degiskenine gore
yeterince diferensiyellenebilen fonksiyonlar olsun. O zaman kismi integrasyon

formiilii ad1 verilen asagidaki esitlik saglanir:

iw%dx = —ivdw+ [vw]‘: = —j.vdw+ v(b)w(b)-v(a)w(a) (2.4)

Bu ifadenin ispat1 iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevinden kolaylikla yapilabilir. En

genel anlamda bir A bolgesi iizerinde kismi integrasyon formiilii

X=(X,%,,...,X,)€R", AcR" ve i dis birim normal vektor olmak iizere

I%(X)di = [ p(X)a(X)cos(f,x )ds— p(f()%dx, k=12..,n  (25)



seklinde yazilabilir. Burada OA ile A bolgesinin sinir1 gosterilmektedir.

V ve V? iki boyutlu (2D) dikdortgen Kartezyen koordinat sisteminde gradiyent ve

Laplace operatorii olsun. F(X, y) ve G(X, y)’de iki boyutlu bir € bolgesinde

sirastyla C° (Q) sinifindan skaler fonksiyon ve vektorel iki fonksiyon olsun. Buna

gore gradiyent teoremi asagidaki gibi ifade edilir:

IgradFdxdy = jVFdxdy = qSﬁFds
Q Q r

ya da
| (éx 2—'; +8, %:jdxdy =(ng, +ng,)Fds. (2.6)
Q r

Diverjans teoremi ise su sekilde ifade edilir:

J'didexdy = IV -Gdxdy = gSﬁ -Gds
Q Q r

ya da

&G G dxdy = $(n G, +n G, )ds. (2.7)
Jloax oy S o

Burada G, ve G, (nx ve ny) ifadeleri A(G) nin dikdértgensel Sgeleridir. Sinr

integrallerindeki ¢ember sinirin hepsini gosterir. A birim vektoriinin X ve Y

yonlerindeki n, ve n, yonli ya da dogrultu kosiniisleri sirasiyla

n =cos(x,A,)=e A ve n =cos(y,A, )=e, -n
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seklinde yazilir. Burada COS(X,ﬁ) ifadesi pozitif x yoniiyle A birim vektori

arasindaki a¢mnin kosiniisiinii temsil eder. Gradiyent ve diverjans teoremlerini

kullanarak asagidakiler elde edilebilir:

I (VG)wdxdy = — f (Vw)Gdxdy + I AWGdxdy
r

Q Q

ve

I (VZG ) waxdy = —g[ VWV Gdxdy + lg—? waxdy.

e}

0 : .
Burada Py normal tiirev operatdriinii gosterir ve su sekilde tanimlanir[9]:
n

o .___ 8 _ @
—=A-V=n—+n —.
on ox Yoy

2.2. Elastisite Kavramlari
2.2.1. Malzeme ozellikleri

Elastisite teorisi ¢ercevesinde yapilan incelemelerde kullanilan malzemenin yapisal
ozellikleri son derece Onemlidir. Bu malzemelerin se¢imi yapilan incelemeninde

farkli prensiplerde yapilmasini gerektirir.

Bir cismin deformasyonu olusurken eger dis kuvvetler belli bir limiti agmiyorsa bu
dis kuvvet c¢ikarildiginda deformasyon durumu ortadan kalkar. Yani cisim
baslangigtaki sekline doner. Kuvvetin c¢ikarilmasindan sonra cisim tamamiyla
baslangi¢ haline doniiyorsa bu cisimlere elastik cisim denir. Aksi durumda elastik
olmayan deformasyon meydana gelir. Elastik olmayan deformasyon zamana bagl

degilse plastik deformasyon, zamana bagli ise siiriinme deformasyonu denir.
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Bir cisimden koparilan ¢ok kiiciik bir yapinin fiziksel 6zellikleri cisimle ayn1 ise bu
cisme homojen cisim adi1 verilir. Yani cismin her noktasinda malzeme O6zellikleri
ayn1 kalmahidir. Aksi halde homojen olmayan cisim adi verilir. Bir ortam homojen
ise zorunlu olarak siirekli olacaktir. Ayrica bir cisimdeki elastik 6zellikler biitiin
yonler boyunca ayni ise bu cisme izotrop cisim denir. Anizotrop malzemelerde ise

elastik ozellikler segilen dogrultulara gore farklilik gostermektedir [2].

2.2.2.Gerilme ogeleri

Sekil 2.2°deki gibi bazi kuvvetlerin etkisi altinda bulunan bir cisim gbz 6niine alinsin
ve bu cisim bir yiizey ile iki pargaya boliinsiin. Boylece ayirma yiizeyleri (Uzayda
verilen bir bolgenin bir diizlemde ara kesiti) {izerinde, alana yayili bir i¢ kuvvet
bulunacaktir. Ayrilan pargalardan birinin ayirma yiizeyi tizerindeki bir A noktasinda
kiigiik bir AA alan1 g6z 6niine alinsin ve bu elemana etki eden kuvvet AP olsun.
Birim alana etki eden bu kuvvete gerilme (stress) denir ve bu tanim geregi A noktasi

civarindaki gerilme vektorii asagidaki gibi tarif edilir:

. AP
p=Ilim—
A0 AA

Yukarida verilen tanimdan da goriilebilecegi gibi gerilmenin boyutu K/L®
seklindedir. Cekimsel birim sistemi kullamldiginda birim olarak kg/cm?, ton/ mmz,
ton/m?; SI birim sistemi kullanildiginda ise birim olarak N/m? kN /mm?

kullanilir. SI sisteminde kullanilan N /m?® birimine Pascal adi verilmekte olup Pa ile

gosterilmektedir. Biiylik sayisal degerlerde Pa yerine MPa veya GPa kullanilir.

Gerilme Ogeleri genelde uygun alt indislerle birlikte o sembolii ile gosterilir. Birinci
alt indis onun olustugu yiizeyin dis normalinin yOniinii ve ikicisi ise gerilme dgesinin

yoniinii gdsterir. Bu kullanim Sekil 2.3’de OXyz koordinat sisteminde gosteriliyor.
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Ky

Sekil 2.2. Gerilmenin olusumu

Bu gosterimin bir sonucu olarak normal gerilmelerin (normal stress) iki ayni alt

indise (Sekil 2.3’de o,,0,,0,) sahip olduklarina ve gerilmelerin pozitif
olduklarna dikkat edilmelidir. Sekil 2.3’de geriye kalan alti gerilme ogesi ise (o, ,

Ops> Oy» Oy, Oy, 0y,) ikl farkll alt indise sahiptir ve kesme gerilmeleri (shear

stress) olarak isimlendirilirler. Bircok problemde kesme gerilmelerin genelde sifir
oldugu yerlerde normal gerilmeler maksimuma ulasir. Gerilme Ogeleri bagka

koordinat eksenlerinde de tanimlanabilir [3].

Sekil 2.3. Gerilme 6geleri i¢in indis gdsterimleri



13

2.2.3.Yer degistirme ve zorlanma

Bir P pargacigimin yer degistirmesi, deformasyon boyunca P noktasinin hareket
ettigi mesafe olan ve P parcaciginin ilk ve son pozisyonu arasindaki farki temsil
eden ve genelde U ile gosterilen bir vektordiir. Gerilme 6gelerinde oldugu gibi U

vektoriiniin 6geleri u,, U,, U, gibi uygun alt indislerle gosterilir:

u=ud+u, j+uk

Ancak “rijit cisim yer degistirmesi” denilen ve deformasyona ugramayan bir yer

degistirme sinifi da vardir.

Zorlanma (strain) O6geleri uygun alt indislerle birlikte € sembolii ile gosterilir

(6rnegin &,,, €, ). Gerilme durumunda oldugu gibi, birgok temel kitapta tanimlanan

XX 2
bu niceligin matematiksel elastisite teorisinde kullanilandan farkli iki indis
kullanilmasina ragmen kesme zorlanmalar i¢in hi¢bir 6zel sembol gerekmemektedir.
Bu zorlanmalarin ikinci mertebeden Kartezyen Tansor yapilmasi bu tanimin en

biiyiik avantajidir [3].

2.2.4.Hooke kanunu

Bir¢ok kat1 cisim, ylik ve Ol¢iilen zorlanma arasinda aymi tipte bir iliski gosterir.
Keyfi bir yiik altinda 6l¢iilen zorlanmanin yiikle orantili oldugu bulunur. Bu ifade

tam olarak asagidakileri ifade eder:

(1) Yiik arttiginda dlgiilen zorlanma ayni oranda artar,
(2) Yiik azaldiginda 6lgiilen zorlanma ayni oranda azalir,

(3) Yiik sifir oldugunda, hi¢bir zorlanma &lgiilemez.



14

Dokme metallerden baska cogu sert katinin sagladigi deneysel sonuglar gerilme ve
zorlanmalarin orantililigiyla ilgili olan Genellestirilmis Hooke Kanununa neden olan

bir siirece yol agar. Bu kanunun en genel hali agagidaki gibidir:

Bir cismin herhangi bir noktasinda alti gerilme égesinin her biri

bu noktadaki alti zorlanma ogesinin lineer bir fonksiyonudur.

Sonug olarak gerilmedeki bir artig, zorlanmada da orantili bir artisa neden olur. Bu
teori gergek egilmeleri kullanarak 1676 yilinda Robert Hooke tarafindan ortaya

konulmustur ve Hooke kanunu olarak bilinir. Bu ifade matematiksel olarak

olarak sunulabilir. Burada E elastisite modiilii ya da 1807 yilinda bunu yayimlayan

Thomas Young’in serefine Young modiilii denilen orant1 sabitini temsil eder [1].

2.2.5.Yer degistirme ve zorlanma arasindaki iliski

Sekil 2.4 tavandan asili normal halde L uzunlugunda ve p yogunluklu bir gubugu

PR

gosteriyor. Cubugun kendi agirliginin yiikii altinda uzunlugunun ne kadar degistigi

bulunmak istensin.

Tavandan X uzakligina sahip bir P noktasinda o,, normal gerilmesinin

O :pg(L—X)
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Sekil 2.4. Tavandan asili gubuk

oldugunu gormek kolaydir. Burada g yer ¢ekimi nedeniyle olusan ivmedir ve bu

yiizden Hooke Kanununa gore

. =pg(L—x)
XX E

dir. Ancak zorlanma c¢ubugun uzunlugu boyunca siirekli degisir. Bu yiizden
zorlanmanin makul bir dereceye kadar sabit olacak sekilde ¢ubugun son derece

kiiciik bir pargasi incelenirse elastisitedeki bazi tanimlar uygulanabilir.

Deformasyon X ’e bagli olan asag1 yonlii u, yer degtirmesi cinsinden tanimlanabilir

ve Sekil 2.5°de PQ ile gosterilen X ve X+ X arasindaki gubugun pargasi olarak

u(P)

Ox

r+0x

u(Q)

Sekil 2.5. Cubugun kiiciik bir boliimii
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goz oniine alinir. Deformasyondan sonra PQ, u, (Q)—u, (P) ile genisletilebilir ve

bu yiizden cisimdeki normal zorlanmanin yerel degeri

dir. 6x — 0 i¢in limit alinirsa,

ou
8 XX
OX

tanim1 elde edilir. Bu tanim {i¢ boyutlu problemlerde de diger normal zorlanma

ogeleri i¢in gelistirilebilir, soyle ki

Bu tanimlar kullanildiginda Sekil 2.4’deki problem olduk¢a kolay bir hal alir.

Boylece
ou, _ p9(L—x)
OX E

ve sonug olarak
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.- pg(2LX—X2)+A
2E

olur. Burada A gerilme bilgilerini ifade eden keyfi bir integrasyon sabitidir ve bu
ylizden cisimdeki zorlanmalarin uzaydaki yerlerini belirlemek miimkiin degildir.
Aslinda A keyfi rijit-cisim yer degistirmesini temsil eder. Bu durumda ¢ubugun

istiiniin rijit olan bir tavana baglandigr varsayimini kullanmaya ihtiyag vardir.

Boylece U, (0)=0 ve sonug olarak A=0 dr.

XX

o e . ou : N
€, zorlanmasinin iki alt indisi olan X ’in 8_X tanimdakine karsilik geldigine dikkat
X

. .. ou ou, . .
edilirse, ¢, kesme zorlanmasi i¢in x ve —2X tlrevlerinin biri ya da her

oy OX

ikisininde var oldugu bir bagintiyr aragtirmak dogaldir. &, kesme zorlanmasini

herhangi bir yerde X yOniinde olusturulan bir ¢izginin rotasyonu ile ilgili rijit-cisim

yer degistirmesi (@ ile gosterilir) arasindaki fark olarak tanimlanir. O halde

1(éu, oau, 1(éou, au, 1(aou, ou,
o=C|—Ft-—| o,=_ -t o= ———*
2\ oy oz Yo2\oz  ox 2\ ox oy

ya da tansor dilinde

1 ou.

J

U=
1

seklindedir. &, alternatif tansorii daha once tanimlanmusti. @ yer degistirmesi ¢

boyutlu problemlerde
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a)zicurlu =Equ
2 2

seklinde tanimlanan bir vektordiir. Fakat iki boyutta @, Ogelerinin ikisi sifira esit

olan bir skaler gibi davranis gosterir. Buna gore yukaridaki tanim geregince

au, 1(ou, ou
&y = — @, +—
OoX 2

== any

yazilabilir. Benzer sekilde

€ —1 %4_% ve € —E(aux+%j
Z Z
" YR * "2\ ox

dir. Boylece zorlanma-yer degistirme bagintilar1 daha uygun bir sekilde

. Ou,

) 1

seklinde yazilabilir [3].

2.2.6.Lamé sabitleri

Temel sabitler olarak E elastisite Modiilii ve v Poisson orani goz Oniine alinarak
izotropik ortam igin lineer elastik gerilme-zorlanma bagintilar1 farkli sekillerde ifade

edilebilir. Deneysel olarak
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denklemleri yazilabilir. €, ve o, arasindaki iliski ise doniisim bagmtilari

kullanilarak incelenebilir. Baz1 matematiksel islemlerden sonra

~ (1+v)ao,

Sxy E

bulunur. Burada

(2.9)

olarak alinirsa

seklindedir. Benzer sekilde o, gerilmesini €, zorlanmasi cinsinden yazmak igin

yukaridaki ii¢ denklemi ¢6zmek yeterlidir. O halde



_ Ev(axX +e,, +SZZ) . Ee,
X (l+v)(1—2v) 1+v

€

bulunur. Daha kolay indis gosterimleriyle bu denklem

o, =Ae+2ue,

seklinde yazilabilir. Burada

Ev _ 2uv
(1+v)(1-2v) 1-2v

ve

e=g; =g, +&, +&,

seklindedir.

Sonu¢ olarak gerilme-zorlanma denklemleri daha uygun

kullanilarak

20

(2.10)

indis gosterimleri

(2.11)
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seklinde yazilabilir. Burada ¢; ifadesi i= ] i¢in 1, i# j ic¢in 0 seklinde tanimlanan
Kronecker deltasidir. 4 ve u sabitleri Lamé sabiti olarak bilinir. Elastisite Modiilii

ve Poisson oranlari

g #(82+2p) (2.12)
A+u
veE
2
A 213
" 2(a ) (213)

seklinde Lamé sabitleri cinsinden yazilabilir [3].

2.2.7. Sanal is prensibi

Bir sistemin sanal (virtuel) yer degistirmesi, t zamaninda kuvvetler ve

zorlanmalardan olusan keyfi sonsuz kiigiik bir Or, yer degistirmesinin bir sonucu

olarak sistemin konumundaki degisimine verilen isimdir.

Elastisite problemlerinin ¢odziimiinde, sanal is prensibini kullanmak ¢ogu zaman
biiylik avantaj saglar. Bir par¢acik durumunda bu prensip asagidaki bi¢cimde ifade

edilir:

Eger parcacik dengede ise, herhangi bir sanal yer degistirmede
pargacik tizerine etkiyen biitiin kuvvetlerin yaptigi toplam is sifira

esittir.
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ou, OV ve Ow, sirastyla X, Y ve Z yonlerinde virtiiel yer degistirme dgeleri ve
z X, ZY ve ZZ de parcaciga etki eden ayni yonlii kuvvetlerin toplamlar1 ise

sanal is prensibine gore

SuY X =0, V)Y =0, WY Z=0

yazilabilir [9].



BOLUM 3. RIJIT ZEMIN UZERINE OTURMUS ONGERILMELI
BiR CiSIMIN ZORLANMIS TIiTRESIMI

Bu béliimde rijit zemin iizerine oturmus sonlu boyutlu 6ngerilmeli ii¢ boyutlu bir
cismin zorlanmis titresimine ait problem TLTEWISB’nin temel ¢alisma

prensiplerine gore ele alinacaktir.

3.1. Problemin Ortaya Konulmasi

Bu alt bolimde mevcut problemin geometrisi ve hareket denklemleri incelenecektir.
Sekil 3.1°de de goriilebilecegi gibi rijit yar1 diizlem iizerine oturmus ii¢ boyutlu
ongerilmeli bir katmanli lineer elastik malzemeden olusan, homojen ve izotrop bir

cisim ele alinacaktir. Cismin Ox, ekseni yoniinde her iki tarafa dogru esit biiyiikliikte

o,,° 6ngerilmesine ve Ox, ekseni yoniinde her iki tarafa dogru esit biiyiikliikte o,

ongerilmesine sahip oldugu kabul edilecektir. Sonlu bir bolgeyi kaplayan cisim

Kartezyen koordinatlarda

B={(X,%,%):0<x <2a,0<x,<h,0<x,<2a,| (3.1)

bdlgesini ve rijit yar1 diizlem ise

R=1{(X,%, %) 100 < % < 00,00 < X, £0,—00 < X, <0} (32)

bolgesini kaplasin.
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Sekil 3.1. Problemin geometrisi

yiizeyinin orta noktasina zamana gore harmonik olan

cismin ust

Bu

, 2 ve 3 degerlerinden birine ve “¢” indisi ise 1 ve 3

PO (X —a,)5 (X% —a,)e" siddetinde noktasal bir kuvvet uygulanmaktadir. Bu nokta

P ve bu noktanin OxX, diizlemi iizerindeki izdiisimii P’ olsun. Bu ¢alisma
Sekil 3.1’den de goriilebilecegi gibi cismin Ongerilmeleri normal kuvvetlerden

degerlerinden birine sahip olacaktir. Aksi belirtilmedikge tekrar eden indisler
iizerinden bu indisin alacagi biitiin degerler i¢in toplama isleminin yapilacagi

olustugundan hareket denklemleri su sekilde yazilabilir [18-19]:

boyunca “i” ve “ j” indisleri 1

anlasilacaktir.

(3.3)

= IOUI

[[ui,l(

+ O

Oij. j



25

Burada p cismin dogal durumdaki yogunlugunu, u, =u;(x,,X,,X;,t) fonksiyonlari

Ox; eksenleri yoniindeki yer degistirmeleri, o, ilgili gerilme tansdr Ogesini

ij
gostermektedir. Bu hareket denklemlerine ek olarak asagidaki sinir kosullar1 da

mevcuttur:

0'2(|X2:h =0, 022|X2:h :—p05(X1—a1)5(X3_a3)eiwt1
(3.4)

=0

‘

ou,
U |x2=0 =0, (U?z o + G(iJ

x,=0,2a,

Burada &(.) Delta-dirac fonksiyonudur. (3.3) ve (3.4) denklemleri birlikte

incelenecek olan sinir deger problemini olusturur.

Cismin iist yilizeyinin ortasina uygulanan noktasal kuvvetin zamana gore harmonik
olmas1 nedeniyle incelenen problemdeki biitiin bagimli degiskenlerde zamana gore

harmonik olacaktir. Dolayisiyla

{ui 1Tjj ‘9ij}(X1’ X Xs’t) = {Ul 103 & }(Xv X Xa)eiwt (3.5)
yazilabilir. Ayrica yapilacak incelemeyi kolaylagtirmak i¢in

X X . X
_Kog X g 3.6
=it Xp=E = (36)

koordinat doniisiimii yapilabilir. Bu koordinat sistemine Langrange koordinat sistemi

denir. Sirasiyla (3.5) ve (3.6) doniisiimleri yapilirsa ve son olarak elde edilen hareket

denklemler h* ile carpilirsa, TLTEWISB’nin (3.3) hareket denklemleri
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Gij,; + G?cai,ct + po’h’l; =0 (3.7)

ve (3.4) sinir sartlari

52(|>~(2:h =0, 0_-22|22:h == po5(h()21 - ai))a(h()zs —613)),

_ ou

Ui|22:o =0, [G?( 8_)A(+Gaj
¢

seklinde elde edilir. Ayrica incelenen cismin kartezyen koordinat eksenlerinde

(3.8)

=0

%,=0,24a,

oturdugu (3.1) bolgesi yeni koordinat sisteminde

B={(X,%%):0<% <2a/h 0<X,<1, 0<% <2a,/h} (3.9)

seklinde olusur. B bolgesinin sinirlar1 agagidaki alt1 bolgeden olusmaktadir:

A

F={(%%,%): % =2a,/h, 0<%, <1 0<% <2a,/h}

[, ={(%.%,%): % =0, 0<&, <1, 0<R <2a,/h} (3.10)



27

Boylece ['=0,ul,ul,ul’, Ul U, seklinde yazilabilir. Bundan sonra

_ A

gosterim kolayligi ve islem sadeligi agisindan “ »  ve “ ” ifadeleri ihmal

edilecektir. Buna ek olarak da asagidaki gosterimler kullanilacaktir:

a =2a/h, a =2a,/h

TLTWISB’nin yer degistirmeye bagl (3.7) hareket denklemleri agik olarak

2 2 2 2 2
(i+2y+af1)a—uzl+,u6uzl+(/1+,u) O\, + 0y +(/¢+o-§3)a—lil
OX; OX, OX,0X,  OX0%, OX; (3.11)

+pw’h’u, =0

2 2 2 2 2
(,u+o-1°1)8uj+(i+2y)au22+(l+,u) o, o, +(,u o-;,’s)auz2
OX, OX; OX,0X,  OX,0%, OX3 (3.12)
+pw’h’u, =0
2 2 2 2 2
(s o3 S r(hom)| S2s 22 Leu S (ae o) S
X, OX,OX;  OX,0%, OX; OX3 (3.13)
+pw’h’u, =0

ve (3.8) sinir sartlari
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‘721|X2=1 =0, ‘722|X2=1 = _po5(h(xi _ai))5(h(xs _as))’ 0-23|x2=1 =0 (3.14)
Wl, =0 Ul =0, u, =0 (3.15)
[Oﬁ%‘“’llj =0, [0'1012 2 +0'12j =0, (0'101%+0'13] =0 (3.16)
% % =02 % =0,a % % =0,8"
ou ou ou
[G§38_>(:+O-31J o = 0,[ §3a—)é+0'321 . =0, [0'3?38—)(:’+0'33jx . =0 (3.17)

bi¢cimindedir. Boylece ele alinan problemin diferensiyel denklemleri ve sinir

kosullar1 ortaya konulmustur.

3.2. Problemin Varyasyonel Formiilasyonu

Bu alt boliimde incelenen sinir deger probleminin toplam potansiyel enerji

fonksiyoneli olusturulacak.

Varyasyonel ifadeyi elde etmek igin (3.11)-(3-13) hareket denklemleri sirasiyla
Vy =V (X0 X0, X0 t) sV =V, (X %0, Xg,t) VBV =V (X, %,, X, t) test fonksiyonlariyla

carpilip taraf tarafa toplanirsa,

Oy, Vi T o, N + poth’uy, =0 (3.18)

ifadesi elde edilir. Burada tekrarli indisler tizerinden mevcut ifadenin toplama
islemine tabi tutuldugu biliniyor. (3.18) denkleminin (3.9)’daki bolge tizerinde

integrali alinirsa
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[a. v, +opU N+ po’hiuy, ]dxldxzdxg =0 (3.19)

ij,joi

Sy T—
O ta—
O'—w?’,,

ifadesi elde edilir. (3.19) integraline (2.5) kismi integrasyon formiilii uygulanirsa,

* *
ay 1

—” _f ':O'ij’jVi +opU; Vi + po’h?uy, ]dxldxzdx3

000

(3.20)

oy,
+1J:|:Gijvi cos(n,xj)+ ooV, a—X["cos(n,x() ds =0

elde edilir. Sekil 3.2°den de goriilecegi tizere (3.20) ifadesindeki dogrultu kosiniisii

ad1 verilen cos(n,x ) ifadelerinin degeri tamimlar1 geregi Ox, eksenleri

cos(n,x,)=1

X X,
A 3 ‘_'COS(_H,,X';)=1
! T, cos(7,x)=1
cos(7,x |F -1 +— :
rf
cos(n,x; )=-1 4

cos(m,x, )=-1

Sekil 3.2. Sinir bolgeleri ve dogrultu kosiniisleri

boyunca 1’e, diger eksenler boyunca 0’a esittirler. O halde (3.20) ifadesi daha ac¢ik
ve diizgiin bir sekilde asagidaki gibi yazilabilir:
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I o OU, o OU, o OU, |
611+611a V,+| oy +0)—2 o V, +| 0y +0p —2 o v, cos(n,x,)

I +{o,V, + OV, + O3V, €0S(N, X, ) ds

+ a+a°8u V, +| 0y + 00 0 Oy V, +| 0y + 0% 0 Oy v, pcos(n, x;)
13 33 8X3 23 33 ~ axs 33 33 ~ 8X3

|

(4 +2p) Q4 4] Oz Oy |0
X, OX, OX; )| OX
+ (/1+2,u)%+/1 %_{_% %
OX, OX,  OX; )| OX,
+ (ﬂ+2ﬂ)%+ﬂ %_{_% %
0%, OX,  OX, )| OX,

oX, OX JLOX, OX

JJf]

NETONATY U7 N AT e
OX; 0% Gx X, ax X, )\ OXy  OX,
Hloxox, o ax  ox, ox,

3.21

o |Ou Ov,  Bu, dv, du, dv, (3.21)
0-3 —_——t = ———
OXy OX,  OX, OX,  OXg OX,

212
—pa’h? {uV, +U,V, + Uy, }

Dogrultu kosiniisiiniin tanim1 dikkate alindiginda (3.21) denkleminin ilk terimi olan

sinir integralinin integrandi bulundugu yiizeye gore degisiklik gosterir. Buna gore
Sekil 3.2 yardimiyla (3.21) ifadesinden asagidaki integraller elde edilir:

ou o OU, o ou
J:Kan +oy a—xi]vl +{ O, +O—2 o Jv + [031 +og— o j }dx dx, (3.22)



j [OLVy + OV, + 0,V Jdx,dx,
FZ

ou ou ou
_FJ; Ho-ll + O-lola_xijvl + (0'21 + Jlola—xfjvz + (031 + O'lola—xj’)% }dxzdxs

—j [0\ + OV, + O,V JdX X,
Ly
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.22) ve (3.24) yiizey integralleri (3.16) *daki sinir kosullari, (3.26) ve (3.27) yiizey
integralleri (3.17)’deki sinir kosullari ve (3.25) integrali ise (3.15)’deki sinir kosullar

nedeniyle sifira esittir. (3.14)’deki siir kosullar1 g6z 6niine alinirsa (3.23) yiizey

integrali

~ [ P8 (h(x —a))3 (h(x, —a;))v,dxdx,

seklinde elde edilir. Boylece (3.21) integrali son olarak

(3.28)
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OX, OX, OX OX,  OX OX
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{

(s 200) 0 [, 20 |

oX, OX, OXy )| OX

2w ;{a_a_j &,

OX, OX, 0OX, )| OX,

Haron s l(%+%] o,

0%, 0%,  OX, )| OX
I oo on) (2 ooy o
X, 0% J\OX, OX OX;  OX )\ OX; OX

+u
OX;  OX, J\ OX;  OX,

OX3 OX;  OXy OXy  OX; OXq

22
—po*h? {u, +U,V, + UV, }

|

dA

=—[ P8 (h(x —a)) 5 (h(x; ~a,))v,dxdx,

32

(3.29)

seklinde elde edilir. Burada u=u(u,u,u;) ve v=v(V,V,,v;)olmak iizere (3.29)

denkleminin sol tarafi B(v,u) ile sag tarafi da I(v) ile gosterilirse

B(v,u)=

(V)

(3.30)

seklinde bilineer ve lineer forma dayali bir denklem elde edilir. Boylece (3.30)

denklemi géz Gniine almarak J(u)= % B(u,u)—I(u) seklinde toplam potansiyel

enerji fonksiyoneli olusturulabilir. Bu ifade agikga



(/1+2,u)

K_J%

au,
24

=
+o?, {[

ou,
— 4+
OX,

il

ul,uz,u
ou
0

ou

o) +(5
{3

ou, ou,
——4
0X, OX,

—xiH

ou,
OX,

ou
OX

ou
X

ou,
+ —_
OX, |

ou

ou,

ou, ou,
——4
OX, OX,

au, ouy

ou,
—= +
| 0%,

3
OX, OX,
ou

3

X
ou,

au,

OX,

|

33

OX

) (3 (3]

212 2 2 2
—pa°h {ul +U, +u3}

=
OX, OX,

(3.31)
+ [ Pod (n0% —2,)) 5 (h(x, —a))u,dx,dx,
I
bigimindedir. Son olarak (3.31) denklemi . ’ye béliinsiin. Ayrica
¢ = [A2H (3.32)
P
dalga genisleme hiz1 (the speed of dilatation wave),
c, = H (3.33)
0
enine dalga hiz1 (the speed of distortion wave)
O_O
) = 2u (3.34)
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baslangi¢ gerilme parametresi (the parameter related to the pre-stress intensity) ve

o= (3.35)

boyutsuz frekans (dimensionless frequency) ifadeleri géz oniine alindiginda (3.31)

ifadesi son olarak

2 2 2 2
o lfow)  fou, ), [au
CZ 6)(1 axz 6)(3
w2 O My | O Uy OU, DUy
M| OX OX, OX OX; OX, OXq

2 2 2
J(u):ljjj‘ +|:%+%:| +|:%+%:| +|:%+%:| dA
2°% oX, OX OX;  OX OX;  OX,
8 2 8 2 a 2
e[ ) [ ][O
X, X, X,
a 2 a 2 a 2
+7) {{ij + (&] + [ﬁ] }— Q*{uf +u +u;}
8 8 8

+;|. %5(h(xl - a1))5(h(xs - aa))uzdx1dx3

(3.36)

seklinde yazilabilir. (3.31) denklemi ile (3.36) denkleminin 6zdes oldugu agiktir.

3.3. Varyasyonel Formiilasyonun Dogrulugu

Bu alt boliimde (3.36) varyasyonel formiilasyonunun dogrulugu kanitlanacaktir.

Bunu yapmak i¢in bu denkleme 6zdes olan (3.31) denkleminden mevcut problemin
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hareket denklemleri ve ilgili sinir kosullar1 elde edilecektir. Dikkat edilirse (3.31)
denklemi i¢in yapilacak tiim islemler kolaylikla (3.36) iginde yapilabilir. (3.36)
denklemi ile (3.31) denkleminden farki bazi matematiksel gosterimlerin (3.31)

denklemine dahil edilmis olmasidir.

Varyasyonel hesabin temel prensiplerinden bilindigi lizere (3.31) denklemindeki
toplam potansiyel enerji fonksiyonelinin birinci varyasyonu sifira esitlenerek (3.11)-
(3.13) hareket denklemleri ile (3.14)-(3.17) sinir kosullari elde edilmelidir [33]. Bu

sonuca ulasabilmek i¢in

53(u)=0 (3.37)

ya da daha agik olarak

0J (U)=5Ju1 +0J, +0J, =0 (3.38)
esitligini kullanilmalidir.

Ik olarak 0J, =0 ifadesi ele alinsin. Bu ifadenin

U

5, = di J(u+aé,u,uy)| =0 anlamuna geldigi biliniyor. Bylece
a

Uy
a=0



)

OX;  OX, OXq

2
0 ou
{a—(ul+m§)+a—xﬂ
2 2
22
O0X;  OX,
2 2
55
X X
0 * (ou,) (ou,Y
o R )
—pa’h? {(u1 +ag) +ul+ u;}

+J. p05(h(X1 - a1))5(h(xs - a3))u2dx1dx3

+u

dA

a=0

36

(3.39)

seklinde yazilabilir. (3.39) denkleminin o parametresine gore tiirevi alinirsa

53, ]

8 o (ou, au,)of ]
A+2u)— -2y | e St B e
(2+ ﬂ)<3x1(ul+al§)6x1Jr (8x2+8x3]8x1

Kl ou,]os
{ax2 (b +ag)+ %, }6x2
+u
{ 0 aus}ag dA
+ —(n +aé)+ = | =
OX, OX, | OX,
9 L0 0 9
(u1+oz§)8x1+o-33 8x3(u1+ §)8X3
po’h?(u, +aé)é .

=0

(3.40)
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elde edilir. (3.40) denkleminde a =0 alinir ve terim terime diizenlenirse

(l+2,u)%+l %+% 0
0X, OX, 0%,
53, =[f A{a_a_}a_é y[a_é_}
by OX, OX, |0OX, OX;  OX
—pa’h’ué

esitligine ulasilir. (3.41) ifadesinde & ogeleri
integrasyon formiilii kullanilarak yer degistirme

diizenlemeler yapilirsa, bu ifade

{aﬂ + aflg—:l}cos(n, X, )+ 0y, c08(n,X,)

au,
0%,
o OU;

)

33
0%,

og

ox,

%
OX,

o

A=0 (3.41)

iizerindeki tlirevler (2.5) kismi

Ogeleri tlizerine aktarilir ve bazi

Sdxdx,

(3.42)

ou,

83, =
g +o +0'0% cos(n, x,)
I 31 338)(3 13 |
I Rl o o
A+2u+od) T uSt+ (2 :
TR el
2
° +(,u + 0303)68 uzl + po’h’y,
L X3

|

O0X%,0%, dA=0

olacaktir. (3.42) denkleminde dogrultu kosiniisleri dikkate alindiginda



ou ou
6d, = I{(fn +0p) a—xﬂ Eax,ax, — I|:011 + Glolﬁ_xj Edx,dx,

r, Iy

+I 0, dx,dx; — I 0,&dx,dx,
r, r,

ou au, |
—j {031 + 0y, 6_;} Edx,dx, + j {031 + 0y, 6_xl Edx,dx,

o%u o%u o
A+2u+oy)—=+ Li(u+on)—2=
( H 11) 8X12 H axf (ﬂ 33) 8X§

—j_B[j EdA =0

2 2
+(A+u) U, + 'Y, + pw’h’u,
OX,0X,  OX,0%,

38

(3.43)

yazilabilir. (3.43) denkleminin sag tarafinin sifir olmasi bu ifadedeki integrallerin

icindeki ifadelerin sifir olmasi ile miimkiindiir. Boylece (3.11)’deki

2 2 2 2 2
(l+2,u+alol)a—uzl+,uauz1+(ﬂ+y) ou, , O +(y+a§3)a—uzl
X oX; OX,0X,  OX,0%, OX;

+pw’h’u, =0

hareket denklemine ve (3.14)-(3.17)’deki sinir kosullarindan

ou ou
0-21| =0, 0-101 L+ O =0, O_e(.)s L+ O3
=t O%, . OX,
X =0,a,

siir kosullaria ulasilir.

Simdi 6J, =0 ifadesi ele alnsmn. Bu ifadenin &J, :%J (uy,u, + 8¢, u;)

anlamina geldigi biliniyor. Agikca

(3.44)

(3.45)

£=0

=0



H|

ol (o] 3

+22

OX
+u

ou, 0 * ey,
gt | 5

ou 0
OX, OX,

0 ou
+—(u, + &)=
axz( ? 'Bg)ax3

oy Oy

(U + 40 ) 5

0 ou,
+[6—X3(u2 + B¢ +—}

OX,

ou,
OX,

ou,
S

+

o

_|_

o[

2
) o
0%, %

=)

0Xq

0
0

0

OX, (u the

(o +ﬂ§)J2 o

)&

ou,

%

2
ou,
aXS J }

)

dA

|

_pa)zhz{uf +(u, +,Bg”)2 +u§}
+[ P (h0x —2,)) 5 (h(x, —a5)) (u, + B¢ ) dx,dx,

yazilabilir. (3.46) denkleminde g parametresine gore tiirev alinirsa

]

I 0 au, o |
{(ﬂ+2y)axz(u +ﬁ§)+ﬂ(8Xl ™ j}ax
0o 0 oc . o 0 og
+0_118)(1(1'1 +ﬂ§) (9X3( /BC) ox,
ay i ¢ A
{GX +8><1( +ﬂ§)}5x1
+u
0 o<
{8x3(u ) OX, }ax
I —2pa’h®(u, + BE) < |
+[ P8 (h(x —a)) 8 (h(x —a,)) S dxdx,

39

(3.46)

(3.47)
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bulunur. (3.47) ifadesinde g yerine 0 yazilir ve terim terime diizenlenirse

0J

Uz

Iif

)

l(aul +%

& OX,

% _
OX;  OX,

OX,

%
0%

)

{UO ou,

+{(;t+2y)

%,

ou
+{0§3 6_)(2 - ,u{
3

|

ou,
—+
OX,

%
OX,

pa’hiug

o

A1

(3.48)

+] p,3(n(x —a))5(h(x, ~a,)) S dxdx, =0

elde edilir. (3.48) denkleminde ¢ Ogeleri lizerindeki tiirevler (2.5) kismi integrasyon

formiilii yardimiyla yer degistirme fonksiyonlar1 {izerine aktarilirsa

Uy

i

 C—

(

+ [ P ((x —a))) 8 (h(x; —a,)) ¢ dx,dx, =0

M+ 0Oy

{0'12 + aflg—l;f}cos(n, X,)+ 0, c08(n,X,)

§

2

ou 0
)a—xfz+(/1+2,u)

feos(nx)

ou
0o OU,
O3 + 033 P

3

2
u2
2
2

o°u,
OX,0%,

0

+ ( U+ oy,
o,
OX,0X,

+(4+ﬂ){

o, |

)_

} + ,oa)zhzuZJ

gdx,dx,

CdA (3.49)

elde edilir. Boylece dogrultu kosiniisleri nedeniyle (3.49) ifadesi
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oJ

Uz

-

I

J

I3

{0'12 + 0'll };’dx dx; — {(;12 +o) —2 }“dx dx,
X

+J. 05,6 dx dx; — I 05,8 dx dx;
r, r,

|

Is

[032 + 033 }gdxldx +I{a32 + 033 }gdxldx

2

2

o%u o%u o, |
(;Hafl)—a 2+ (A+2u)—2~ +(y+a§3)—22
x| OX, 0%,
¥) o
° +(/1+,u)[ L —3 }przhzu
i OX0X,  OX,0%q |

(3.50)

+j P8 (h(x —a))8 (h(x, —a,)){dxdx, =0

seklinde yazilabilir. (3.50) denkleminin sag tarafinin sifira esit olmasi kabuliinden

(3.12)’deki
o°u o’u o%u o%u o%u
('u—'_o-lol) 22+(Z+2,u) 22+(2+1u) ’ Y +(,u+o-§3) 22
X, 5 OX,0X,  OX,0%q OX, (3.51)
+pw’hu, =0
hareket denklemine ve (3.14)-(3.17)’deki siir kosullarindan
0-22|x2:1 ==p,5(h(x —2)))5(h(x; —a;)),
(3.52)
ou ou
(O-lola_Xf—l_UlzJ * =0, (Ugga—)é+agzj *=O
% =0,a %3 =0, 84
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sinir kosullarina ulasilir.

Son olarak &J, ifadesi ele almiyor. Benzer sekilde &J, =0 ifadesi

5d, = i\] (uy,u,, Uy + )

" =0 anlamina geldiginden acik¢a
v

y=0

e CRORCE

u
X% OX, O, axs( 1Y)

+22

M, 0
’ X, X, (U4 7v)

2 2
{% + %} + [% + i(u3 + 7/1//)}
1 oX, OX OX;  OX
o |30 A

2
S =— ou, 0 =0
U +| —+—(u, +
dy {6x3 ax2(3 W/)}

e SEGRERY)
e SRGRCEG)

—pa’*h? {uf +uZ +(u; + yw)z} (3.53)

+[ P (h0x —2,)) 5 (h(x, - a))u,dx,dx,

y=0

yazilir. (3.53) ifadesinde 5 parametresine gore tiirev alinirsa
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o
& dAll =0  (354)

1
83, = zjﬂ +2u [auz

—pao*h? (Us + v )y

elde edilir ve (3.54) denkleminde j yerine 0 yazilip terim terime diizenlenirse

OX;  OX X, | 0%
. {au“au?la_w

#lox, " ox, |ox, dAl =0 (3.55)

53, =4[]

ou ou, ou ou, | Oy
A+2u) =404 22 073 (77
{( ’ ﬂ)8x3+ {6x1+6x2}+ 338x3}6x3

—pw’h? (Uy + yy )y I

elde edilir. (3.55) denkleminde y parametresi iizerindeki tiirevler (2.5)’deki kismi

integrasyon formiilii yardimiyla
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{0'13 +0oy Z—t}cos(n, X, )+ 05, c08(n, X,)

N :J. wdxdx,
r 0 8U3
105+ oy " cos(n,x,)
ot ’ - ] (3.56)
o’u ou, o« o’u
(,u+<7101)—23+(/1+,u) L —2 lppu—2
X OX,0X;  OX,0%q OX,
- R T
B u
_ +(/1+2,u+o-§3) 8x§3 +pa)2h2u3_
yazabilir. Son olarak dogrultu kosiniislerinin tanimi geregi (3.56) ifadesi
ou ou
53, =||o,+o, _S}de dx, — {0' + 0, —S}zpdx dx
3 l:[ |: 13 11 axl 2773 1:[ 13 11 axl 2773
+ I oy dxdx; — _[ oy dxdx,
T, r,
I {0-33 + O }V/d)ﬁdxz +_[ {0-33 + 05— i|!r//dxldX2
Ts X3 Ty X3
I o’u oy, o ou, |
(45 03) v +(/H’“l){ax@; * aox } o2
¥ii A T
o°u
® +(A+2u+ agg)yj + po*h?u, (3.57)
L 3 i

seklinde yazilabilir. (3.57) denkleminin sag tarafinin sifira esit olmas1 kabuliinden

(3.13)’deki

2

o°u
(/u+o-101) 8X123 +(ﬂ,+/u){

2 2 2 2
ou , oY, +yau23+(/1+2y+o-§3)auz3
OX,0%y  OX,0%, 0%, 0, (3.58)

+pw’h’u, =0
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hareket denklemi ve (3.14)-(3.17)’deki sinir kosullarindan

=0 (3.59)

kosullar elde edilir.

Boylece 63, , 6J, ve 6J, incelemelerinden meveut problemi olusturan (3.11)-

(3.13) hareket denklemleri ve (3.14)-(3.17) smir kosullar1 elde edildi. Bu
incelemelerle birlikte (3.31) dolayisiyla (3.36) toplam potansiyel enerji

fonksiyonelinin dogrulugu gosterilmistir.

3.4. Problemin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu alt bolimde Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) kullanilarak (3.11)-(3.13) hareket
denklemlerinden ve (3.14)-(3.17) sinir kosullarindan olusan problemin yaklasik

¢Ozimii aranilacaktir.

Sekil 3.1°deki cisim Sonlu Eleman (SE) ad1 verilen belli sayida kiigiik alt bolgelere
boliiniiyor (Bkz. Sekil 3.3). Bu cisim Ox; ekseni yoniinde M tane SE, Ox, ekseni

istikametinde N tane SE ve benzer sekilde Ox, ekseni istikametinde de P tane

SE’na boliiniiyor. SEY’nde elde edilen yaklasik ¢ozlimiin iyilestirilmesi i¢in bazi
yollar kullanilabilir. Ilk yol SE’larin se¢imidir. Bu SE keyfi olarak segilebilir (kiip ya
da piramit gibi). Segilen sonlu elemanin ¢esidi yapilan hata miktarinin degismesine
sebep olabilir. Fakat bu ¢alisma boyunca elde edilmeye ¢aligilacak Sonlu Eleman
Modellemesi (SEM) igin SE kiip seklinde secilmistir. SEM nin ¢alisma prensiplerine
gore SE sayisinin artmasi elde edilecek yaklasik ¢oziimiin iyilestirilmesinin baska bir

yoludur. Yaklasik ¢oziimii iyilestirmenin bir baska yolu ise SEY ’nde kullanilan baz
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fonksiyonlariin se¢imidir. Eger baz fonksiyonlarmin dereceleri artirilirsa yaklasik
¢cozlimiin hata miktar1 azalacaktir. Ancak tiim bu yollarin olumlu yonleri oldugu gibi
olumsuz yonleri de vardir. Gerek SE segimi, gerekse SE sayisinin artirilmasi ya da
baz fonksiyonlarmin se¢imi ¢ok daha karmasik hesaplanmalarin yapilmasini
gerektirebilir. Bu ise hem zaman hem de bilgisayar programinin ¢alistirilmasi igin
giiclli bir bellek ihtiyact doguracaktir. Sonug olarak yapilan sec¢imler iyilestirilerek
daha iyi sonuglar elde edilebilir. Bu ¢alismada lineer Langrange interpolasyon baz

fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

S6z konusu yaklasik ¢oziim

u) = (ul(y) (%0 %% ) U ") (%, %0, % ) U (X, %, Xs)) (3.60)

seklinde aranilacaktir. Olusturulmaya c¢alisilan Sonlu Eleman Modeli (SEM) yer
degistirmeye dayali oldugundan {izerinde c¢alisilan SE’nin seg¢ilmis diigiim
noktasinda elde edilen sayisal degerler bilinmeyen yer degistirmelere tekabiil

edecektir. Bu nedenle yaklagik ¢oziimler a, ;. , b, ; Ve d; ; katsayilarindan olusan

P N M

Xl XZ’X Zzzalk Jkle jk Xl XZ’X ) (361)
k=1 j=1i=1
P N M

Xl XZ’X zzzblk Jkle jk Xl XZ’X ) (362)
k=1 j=1i=1

Mz

P N
(50) = 2.2
1

k= ]:1|

dlk jkle jk X1 XZ’X ) (363)

Il
JuN
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X 2a,

___________________________________

oS
=a,

i. Diiglim noktast

e. Sonlu Eleman

Sekil 3.3. SE bolgeleri

ifadeleri yardimiyla temsil edilebilir. Burada ik ve jk seklinde gosterilen indisler
lizerinde ¢aligilan diigiim noktasmin ilgili yonlerdeki yerini tayin eder. Ornegin

ik =35 ve jk =65 ise ilgili digiim noktas1 Ox, ekseni yoniinde 3. siradaki nokta,
Ox, ekseni yoniinde 6. siradaki nokta ve OX, ekseni yoniinde 5. siradaki noktanin
oldugunu gosterir. Ayrica N;; (X,,%,,X%;) ifadeleri ise segilecek baz fonksiyonlaridir.

Bu fonksiyonlara sekil fonksiyonlar1 (shape function) da denir. Boylece yukarida

anlatilan prensiplere gore (ik, jk) diigiim noktasindaki degerler yaklagik ¢oziimlerin

degerini olugturmaktadir:

Ry k = ul(Y)(E'Xz’Ye)' bik,jk =Uz(y)(%f2,f3)' dik,jk :us(y)()@’)_(zjs) (3.64)

Burada iist ¢izgiler secilen diigim noktasinin yerel degerleridir. Bundan sonra

notasyon karmasasini 6nlemek igin ist cizgiler, toplam sembollerindeki indisler ve
yaklagik ¢oziimlerdeki «W» st indisleri yazilmayacaktir. (3.61)-(3.63) yaklasik

¢oziimleri (3.36) ile verilen J (u) toplam potansiyel enerji fonksiyonelinde yerlerine

yazilirsa
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22T Ta, Bk | T2 Ta,, Ber

Ny g oN, . T
{ZZZ%« a)k(:kjk +2. 2.2 bk a—;ljk}
| aNik,jk_z

aNik,jk
J(u):%m. + 2222 A ox, +2. 2.2 a_xl | 4A
° -2
aNik,jk

+:222bw%+zzzwa—xz

(250, %) (mrn,
{zZZdeT

(Zzza GNMJZ{Z;b ﬂj
a2 oy,

-0 {(zzzalk'JkN'k"k )2 * (zzzblk,JkNm,Jk)z}
+(Zzzdik,jkNik,jk)2

(3.65)

+J' %g(h(xl - ai))§(h(x3 - aS))zzzbik,jkNik,jkdXidXS
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elde edilir. Diigiim noktalarindaki yaklasik ¢oziimleri elde etmek igin (3.65)

denklemi sirasiyla &, ;, b, ; ve d, ; parametrelerine gére kismi tiirevleri alinarak

sifira esitlenir. Bu yolla J (u) toplam potansiyel enerji fonksiyonelinin minimumu

arastirilmis olur. Burada bahsedilen ifadeler acikca su sekildedir:

o -
a—‘] (aik,jk B e dikvik)
aik,jk (3 66)
a .
:aa J(ZZZaik’jkNik’jk,Zzzbik,jkNik,jk’ZZZdik,jkNik,jk):0
ik, jk
o =
K\](aik,jk’bik,jk’dik'jk)
- 6 (3.67)
_ _ ] (Zzzaik,jkNik,jk’Zzzbik'jkNik’jk’zzzdik’jkNik'jk):0
ik, jk
a ~
T‘] (aik,jk’bik,J'k’dik'jk)
~ a (3.68)
= od J (Zzzaik,jkNik,jk’Zzzbik.jkNik,jk’Zzzdik,jkNik'jk) =0
ik, jk
Ik olarak da, J (aik,jk’bik,jkadik,jk) ifadesi ele almsin. Buna gore (3.65)
ik, jk

denkleminin &, , parametresine gore tiirevi alinirsa



fe){szzn e

EX D) SRE S W) SN
+z[zzzaik,jk o
+{zzzmm'” Sy, -

sl

6 ijk

+zzzmm'”j
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aNh[ ql
5X1
|k jk aNhl,q[
Koox, ) o
aNhf,q(
OX,
|k jk aNh[,q( dA
‘ 0%,

oN

st (ZZZa,k M ]

2 TT T

—20)? (Zzzaik, jk ik, jk ) N

he,qt
%,

ik, jk aNh[,q(
0%, 0%,
he,q¢

ya da a, ;. b, ; Ve d; katsayilarma gére gruplandirilirsa daha diizgiin bir

sekilde
i 2
{[&J +77§1)J6Nik,jk ath,qz +8Nik,jk aNhl,q(
0 - P W c, ox,  0X ox,  OX,
(W=>2>>
8aik,1k k=1 j=1 i=1 J.i[j @ aNik’jk aNh[,q[ )
] +(772 +1)6—X38—X3_Q Nic i Nhe o

aNik,jk aNh(,q( i
oX,  OX,

iﬁNik,jk aNh[,q(
X

Mo OX

aNik, ik ath,qc n
0%,

&aNik,jk ath,qc
X,

Mo OX

: }dA} By i
}dA}diky ik

dA ra, ik

(3.69)

olarak elde edilir. Simdi (3.64) denkleminin b, ; ’ya gore tiirevi alinirsa



ve bu son ifade a, ;, b,

N

- £3 S

k=1 J: i=1
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¢ ) oN
o o ik, jk he,qe
Z(Czj [zzzb'k"k X, j ox,
i{zzzaik i P 22 2 0y 8:; ; }aNG:([’q(
2
I ' _aN 7,q/
+2 zzz ik, jk — ZZZbIk i« ik, jk az(lq
1 8N| N| 16N .
:ﬂ“*QZZZ%m SR T allig
B ) -

aNh/ ,q/

i )N
— w ke
—ZQZ(ZZZQMK ik,Jk)Nhfan

+ j%a(h(xi—ai))a‘(h(xg —8;)) Ny ¢,

i V& dy ; katsayilarma gore gruplandirilirsa

Iﬂ_ 1 ale ]k h( at N 8Nik1jk 8Nh(,q( dA aik ik
U oX, 0% |

2

2
(n£1)+1)6Nik,jk ONpy g 4 G Ny i Ny o
0%, X C,) Ox, 0%
aNik ik aNh[q(
OXy  OXq

dA tby 4

+(7]£3) +1) QZNik,jth(,q[ (3'70)

gL L iaNik,jk aNh(,q( aNik,jk aNh(,qC
CEE S A T e T T

x,=a, /h,

X, =1



elde edilir. Benzer sekilde (3.65) denkleminin d,, , "ya gore tiirevi alinirsa

(](zzzmw&wﬁ%ﬁ

oN
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he,q¢

aNh( ql

8le jk ale jk aNh(q(

kjk

A fsrse,
+%[222%m'wﬁ%%
2 T30, Ter T

3

-20° (Zzzdik,jkNik,jk)Nh@qf

ve elde edilen ifade a, ; , b, ; Ve d ; katsayilarina gére gruplandirilirsa

0 s/ wvvw A ONiy j ONpgr  ONiy e ONpy g A
o J(U)—ZZZ{J‘H{ o + x dA fay,

uoo% X

i J'J'|:iaNik,Jk aNhl ql i 8Nik,jk 5th,qé}dA bik i
k=1 j=1 i=1 U 8X2 8X3 8X3 8X2 '

_(ngl) +1) aNik,jk aNh[,q[ I aNik,jk aNhl,qf
oX,  OX oX,  OX,

P N M
dA . .
+ZZZ .“B:J. 4{((:1}24_ (3)](3le ik aN,W ik, jk

—O°N., . N

2 k, jk
OXy  OXq )

he,qt

s e
2 T T, e TR, , Tt | T
OIRRNE-E

dA

(3.71)
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esitligine ulagilir. (3.69), (3.70) ve (3.71) denklemlerinde &, ;, b ; Ve d, ,

bilinmeyenleri

X = {[aik'jk:lyliblk,jk:"I:dik’jk}}T

) (3.72)
= {ail,ll ot aMP,NP bll,ll v bMP,NP dll,ll v dMP,NP}

seklinde gruplandirilarak bir vektore yerlestirilirse bilinmeyenlerin katsayilarini

iceren matris

[Kll] [KlZ] [K13
K=|[Kn] [Kn] [Ku] (3.73)
[Kai] [Ka] [Kso]

f:{[ fl]'[ fz]’[fs]}T (3.74)

olmak lzere

K =f (3.75)

seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi elde edilmis olur. Burada K matrisine
global katilik matrisi (stiffness matrix), X vektoriine bilinmeyen siitun vektorii
(unknown column vector) ve f vektoriine de kuvvet vektorii (force vector) ad verilir.

(3.73)’deki global katilik matrisinin elemanlar1 agik¢a su sekildedir:



_ , .
- [&j +77§1) aNik.jk ath,q( +8Nik,jk aNh(,q(
ORI
1]~
000 +(77(3) _'_:L)aNiKjk 8Nh(’q( _O'N. N
i 2 8X3 8X3 ik, jk h(,q(_
[K ]:aj'j‘aj[aNik,jk aNhf,qf +iaNik,jk aNhC'q(:|dX1dX dx
N 000l % oX, M OX, o, 23
[K ]: ej‘ jf]{aNik,jk 8Nh(,q( +iaNik,jk aNh('q(}Xmdx dx
K 000l % OXq M OX oX, 273
as* 1 al* 6N ) aN 6N . aN
[K21]: J‘J‘I{i ik, jk hear 7Tk ik hf'q(}dxidxzdxs
do00lM OX 0% X, OX
_ ) .
o (77(1) +1) 8Nik'jk GNMq( N c 8Nik'jk 8Nh(‘q(
k-pfy) e x e e e
22
000 +(77(3) +1)6Nik,jk 8Nhaq€ _O’N. N
| 2 6X3 8X3 ik, jk " “ht,ql
12 0N, o ON,, ., ON, , ON
[Kzs] _ J'J'J'|:i ik, jk ht,q¢ " ik, jk hf‘qc}dxldxzdxs
500l M OX oX, OX, 3
a3* 1 al* 6N - aN aN - aN
[K3l]= J‘J‘J‘{& ik, jk he,q¢ " ik, jk h(,qc}jxldxzdx3
000l H OX  OX oX;  OX
12 0N, o ON,, ., ON, , ON
[K32] _ J-.”-[/i ik, g Pheae - ik ik hc'q‘}dxldxzdxs
000 ﬂ axz ax3 6X3 2

dx,dx,dx,

dx,dx,dx,

54

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)
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—(77(1) +1) aNik,jk ath,qc n aNik,jk 8th,qc 1
a 1a’ |\ oX,  Ox oX, 0%,
[Kal=[]] 2 N o dx,dx,dx, (3.84)
000 +[[&j + (3)} ik, jk @Nhe,qe _Q*N, N,
2 ik, j ,q0
OX OX
2 3 3

Sinir sartlar1 nedeniyle (3.74)’deki f kuvvet vektoriiniin tek elemani sifirdan

farklidir ve bu eleman su sekildedir:

f, =—&th,qf (3.85)
7]

SEY’nin genel ¢alisma prensiplerine gore (3.76)-(3.84) integrallerini her bir SE igin
tek tek hesaplamak yerine bu integraller [-1,1]x[-11]x[-11] koordinatlarina sahip
pilot bolge adi verilen kiip lizerinde hesaplanir. Daha sonra pilot bdlge ilizerinde
yapilan hesaplamalar baglantt matrisi (connectivity matrix) adi verilen bir matris
yardimiyla biitiin diiglim noktalarina dagitilir. Ayrica hesaplamalar pilot eleman
tizerinde yapilacagindan karmagik indis gosterimlerine de gerek yoktur. Buna gore

ilk olarak koordinat doniisiimii yardimiyla keyfi olarak segilen bir e sonlu eleman

[—1,1] x[—Ll] x [—1,1] pilot elemana tasinmalidir. Bu isleme koordinatlar1 normalize

etme denir. Sekil 3.4°deki Orst normalize edilmis koordinat sistemi gbz Oniine
alinsin. Pilot elemandaki koordinat ekseninin orijini pilot elmanin ortasinda olacak

sekilde seciliyor. Orijin noktas: O ile gosteriliyor. Bu noktanin Ox X, diizlemine iz
disimii O' ve OXx,X, diizlemi iizerine iz diisimii de O” ile gosteriliyor. Dikkat
edilirse diigiim noktalarinin dizilisi saat yoniiniin tersi istikametinde ve asagidan

yukartya seklindedir. Pilot bolgenin Ox,, Ox, ve Ox, eksenleri istikametindeki
uzunluklan sirasiyla 2, 28 ve 2y’dir. Boylece ii¢ boyutlu (XX, X;) yerel

koordinatlari ile (r, s,t) pilot eleman arasinda
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=828 g% 5% (3.86)

doniisimli yapilmalidir. Sekil 3.4’de agikca gosterilen pilot eleman ve digim

noktalarinin dizilisi i¢in sekil fonksiyonlari su sekildedir [8]:

N(rs ) =3(-N)(E-s)L+t)  Ny(rsit)=Z(L+r)-s)(1+1)

NJL&O:%G+Q@+SXLH) NJnaﬂzéu—ﬂa+SXLn) o
N, (ris8) = S(L-1)(A-8)(1-1)  Ny(rsit)=Z(L+r)(1-5)(1-1)
an&0:5a+oa+ga_q NJn&0=%@—0ﬂ+$@—0

Sekil 3.4. Pilot eleman ve diigiim noktalarmin dizilisi
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(3.86)’daki koordinat doniisiimiinden sonra Jakobenin |J| =qfy oldugunu

hesaplamak kolaydir. Boylece (3.76)-(3.84) integralleri (3.86) koordinat

doniistimiinden sonra

2 _
(H +,7§1>}&%6N_m+%%%
111l ¢ or or os 0S
[Ka]=[ ]I\ “ p drdsd, (3.88)
S0 a ON. N
+(U§3)+l)ﬁ7§]7m—ﬁzaﬂ7Nijth

- If

FNij Ny 2 0Ny 0Ny,

drdsdt, 3.89
or o0s u 0s ar}/ (3.89)

LLLEAN. N, 2 ON. ON, |
K,|= b2 571 pdrdsdt, (3.90)
[Ki] [Ul_ar ot u oot or |

ydrdsdt , (3.91)

j‘i ONy Ny, 0Ny ON,, |
luor s o oor

_ ) _
(,7<1)+1)&%%+ G | ay Ny Ny
2 a or or \c,) B &5 &5

1 © 1) 8¢ Ny Nog
+(nl? +1) P Q%afyN,N,,

drdsdt , (3.92)

LLE 2 ON. ON ON. ON, |
j j A Ny Mg i M9 lydrdsdt (3.93)
1

—+
| u ot 0s os ot

L1179 AN ON ON. ON, |
K. ]= S Rak 17 M1 3drdsdt, 3.94
[Kei] J;J;J.l,uar a ot arﬂrS (3.94)

H‘aNij Ny, 2 ONy N, ]
1

+ ccdrdsdt , (3.95)
ot o0s u os ot |
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Ve
(7 +1)&%%+ﬂ%%
111 a or or p 0s 05
K.l= , drdsdt (3.96)
[ 33] l[:[l:[l_,_ [ +77(3) %5Nij ONy, _OPaf/N N
c,) a ot b

seklinde elde edilir. Boylece se¢ilmis e elemant lizerindeki yerel katilik matrisi

K =|[Ku] [Kn] [Kyu] (3.97)

K=> K (3.98)

bi¢iminde elde edilir.

(3.88)-(3.96) integralleri yardimiyla elde edilen (3.97) yerel katilikk matrisi
kullanilarak (3.98) global katilik matrisi olusturulur. Boylece (3.75) denklemi

¢oziilebilir. Sonug olarak X =K™f seklinde bilinmeyenler elde edilmis olur. Elde
edilen bu sayisal sonuglar ilgili diiglim noktalarina karsilik gelen yer degistirme

ogeleridir.

Gerilme-yer degistirme bagintilar1 kullanilarak diigiim noktalarindaki gerilme

degerleri hesaplanabilir. (2.11) denklemi g6z 6niine alinirsa

Oy = A&+ Epp +E35) Oy + 208, = (A+2p),, + Agy, + Ay (3.99)

Oy = A&y + &y +853) Oy + 21185, = Ay, +(A+211)E,, + Aty (3.100)
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O3 = A6y + 6 +635) Oy + 2845 = Ay + Ay, +(A+241) 4 (3.101)

Oy = Oy =28y,

Oy = Ogy = 2uE,,

Oy =0y =248,

esitlikleri elde edilir. (2.12) ve (2.13)’deki

oranlar1 goz Oniine alindiginda bu esitlikler

_(1—1/) v 1%
v o (1-v) v
v (1-v)
___E 1o 0 0
(1-2v)(1+v)
0 0 0
0 0 0

veE

(3.102)

(3.103)

(3.104)

E Elastisite Modili ve v Poisson

(3.105)
0 0 0 |
0 0 0
0 0 0
1-2v
> 0 0 (3.106)
0 1-2v 0
2

0 0 1-2v

2




olmak Uzere

6=9D¢
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(3.107)

(3.108)

seklinde matris formunda yazilabilir. Ayrica (2.8) yer degistirme-zorlanma bagintisi

ve Sekil 3.4°de dizilimi agikca gosterilen sekiz diigiim noktali sonlu eleman igin

N,
or
0

olmak iizere matris formundaki (3.108) denklemi

6 = DRPX

% 0 0 0
or
o Moo
0S 0S
0 0 0 %
ot
ONg  ON, ON, 0
0S or or
N, o M
ot or
0 oN, ONg  ON,;
ot ot 0S

seklinde yazabilir.

oN,
ot

ON,
or
ON,
oS

(3.109)

(3.110)



61

3.5. Sayisal Bulgular ve Tartismalar

Bu alt boliimde mevcut problem i¢in Mathematica bilgisayar programinda gelistirilen
algoritma kullanilarak elde edilen sayisal sonuglar sunuluyor. Bu ¢alisma boyunca

biitlin sayisal incelemeler cismin alt yiizeyinde yapilacakti. Ox  ekseni
istikametindeki sonlu eleman sayis1t m, OX, ekseni istikametindeki sonlu eleman

sayist n ve Ox, ekseni istikametindeki sonlu elaman sayis1 p ile gosterilecektir.

Ik olarak bu galisma icin gelistirilecek algoritmanin dogrulugu kontrol edilecektir.
Incelenen cismin aymi genislik ve derinlife sahip oldugu kabul edilecek, ancak

cismin uzunlugu ile genisliginin oran1 1/5’e esit alinacaktir. Bundan sonra aksi

belirtilene kadar ngl) = nf’) =1, dir. Ayrica v =0.33 ve 1, =0 oldugu varsayiliyor.

Yakinsaklik hesabi i¢in asagidaki norm ele aliniyor:

|f —g], =max{ f(x)—-g(x)]:0<x <2a,/h} (3.111)

Burada f,gel,[0a |x[0,a |'dir. L,[0a ]x[0a, | Lebesgue uzaymin
elemanlari
a; a

J‘ ”h(xl’xs)‘dxidxs < +00

00

kosulunu saglayan h(x,,x,) fonksiyonlaridir.

Tablo 1 ve 2 farkli SE sayisi ve farkli boyutsuz frekans () degerleri igin

Hagg) —a@” normunun degerlerini gdsteriyor. Burada «" > iist indisi Ox, ekseni

istikametindeki SE sayisin1 gostermektedir. Bu tablolardan boyutsuz frekans €

degerleri arttiginda normun degerlerinin de arttig1 goriilebilir. OX, eksenleri
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istikametindeki eleman sayilar1 sabit ve OX, yOniindeki eleman sayisi arttiginda
normun degerleri azaliyor. Benzer sekilde OX, ekseni yoniindeki eleman sayisi sabit
ve OX, eksenleri yoniindeki eleman sayilar arttikga normun degeri azaliyor. Sonug

olarak SE sayilarinin artmasi hatayr azaltiyor. Bu beklenen bir sonugtur. SE sayist
arttikca elde edilen sayisal degerlerin dogrulugunun artacagindan daha Once

bahsedilmisti.

Tablo3.1. m=p=10, v=0.33 ve 7, =0 oldugunda farkli boyutsuz frekans Q igin || normunun degerleri

m=p=10 n=6 n=4 n=2
Q=00 0.012320649 0.018539441 0.055710768
Q=01 0,012948431 0,018573903 0,063505392
Q=03 0.015545570 0.022338030 0.091985952

Tablo3.2. m=p=20, v=0.33ve 7, =0 oldugunda farkli boyutsuz frekans Q igin |[+| normunun degerleri

m=p=20 n=6 n=4 n=2
Q=00 0.002748073  0.011571412  0.053570444
Q=01 0,002800934  0,011765392  0,054093983
Q=03 0.003277899  0.013495730  0.058754563

Yakinsaklik analizi i¢in simdi de asagidaki norm géz Oniine aliniyor:

N
(] A ZQIJZ_;HE g (3.112)
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Burada I_z[O,ai*]x[O,a;]’dir. O zaman HG£'§’3’k)—0'$O'3’SO)HO normunun degerleri

incelenebilir. Burada « (™" P

” tist indisinin 6geleri sirasiyla OX; eksenleri yoniindeki
SE sayilarini temsil ediyor. Tablo 3, Ox, eksenleri istikametindeki SE sayisinin
etkisini inceleme firsatt sunuyor. Tablo 3’den OX, eksenleri istikametindeki SE
sayilar1 arttiginda ve OX, ekseni yoniindeki SE sayisi sabit tutuldugunda ||||0

normuna gore yapilan hatanin azaldig goriiliir. Biitiin yonlerde SE sayilar1 sabit iken
normun degerleri boyutsuz frekans () ile birlikte azaliyor. Agikgast bu sonuglar

Tablo 1 ve 2’dekilerle cakismaktadir.

Tablo 3.3. n=3, v=0.33 ve 77, =0 oldugunda farkli boyutsuz frekans Q igin [j¢| normunun degerleri

n=3 m=p=40 m=p=20 m=p=10
Q=0.0 5,11299x10°® 5,62361x10°° 1,11706x10°°
Q=01 5,23537x10°® 5,69228x10°° 1,20311x10°°
Q=03 6,35329x10°° 6,32071x10° 2,60557x107°

Mevcut algoritmanin dogrulugunu kontrol etmenin baska bir yolu daha ele aliniyor.
Sekil 3.5°de (m,n, p)=(40,4,40), v=0.33, 7,=0 ve x;/h=a,/h durumunda
farkli boyutsuz frekans €2 degerleri i¢cin o,,h/ p, normal gerilmesinin x, / h’a gore
dagilimi sergileniyor. Benzer sekilde bu kez Sekil 3.6’da ayn1 varsayimlar altinda
o,h/ p, normal gerilmesinin X;/h’a gore dagilmi X /h=a /h durumu icin
sergileniyor. Kullanilan malzemenin homojen ve izotropik 6zelligi nedeniyle her iki

sekilde de X,/h=25 hattina gore simetrikligin olmast Onerilen algoritmanin
dogrulugunu birkez daha gosterir. Her iki sekilde de o,,h/ p, normal gerilmesinin
X, /h=25 noktasinda maksimum noktasina ulastigit hemen sdylenebilir.

Beklenildigi gibi bu nokta kuvvetin uygulandig1 noktadir. Dahast hem Sekil 3.5’de

hem de Sekil 3.6’da o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz

frekans €2 degerleri ile birlikte artiyor.



64

Sekil 3.5. E=1, v=0.33, 1,=0, x/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x /h ’a gore farkli Q degerleri igin
o,h/ p, dagilimi

i — (1) Q=0
] ‘ —(2) ©=0.1
-0,18 @) (3) ©=0.3

— T T 1 X3/h
0,5 1,0 1.5 2,0 25 3,0 3,5 4,0 4.5

Sekil 3.6. E=1, v=0.33, 7,=0, x,/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x,/h’a gére farkli Q degerleri i¢in
o,h/ p, dagilimi
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Sekil 3.7. E=1, v=033, 7,=0, X,/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x /h ’a gore farkli Q degerleri i¢in
o,hl p, dagilim

c h/p
001254~ '

0,0100

0,0075

0,0050

1

0,0025

0,0000 —

Sekil 3.8. E=1, v=0.33, 7,=0, x,/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x,/h’a gére farkli Q degerleri i¢in
o,hl p, dagilim
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o, p,

1,20E-016 -

1,00E-016

8,00E-017

6,00E-017

4,00E-017 —

2,00E-017

0,00E+000 45—

-2,00E-017

-4,00E-017 —

-6,00E-017

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5

Sekil 3.9. E=1, v=033, 7,=0, X,/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x /h ’a gore farkli Q degerleri i¢in
o,xh/ p, dagilim

-0,05

Sekil 3.10. E=1, v=0.33, 77,=0, x,/h=a,/h ve x,/h=0 durumunda x,/h’a gore farkli Q degerleri i¢in
oxh/ p, dagilim
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Sekil 3.7, 3.8, 3.9 ve 3.10, Sekil 3.5’deki ayn1 varsayimlar altinda X, / h hattina gore
o,/ p, ve o,h/ p, gerilmelerinin degisimini gosteriyor. Hem $ekil 3.7 hem de
Sekil 3.8 x,/h=25"a gore simetriktir. Her iki sekilden de goriilebilecegi gibi
o,/ p, gerilmesinin mutlak maksimum degeri x /h=175, x /h=275 ve
X,/ h=2.5 hatlarinda olusabilir. Ayrica Sekil 3.9°da o,;h/ p, gerilmesinin mutlak
degeri sifira yaklasiyor ve kararsiz bir karakter sergiliyor. Sekil 3.9 ve 3.10°dan
oxh/ p, gerilmesi maksimum degerini muhtemelen X, /h=2.25, x,/h=20 ve

X; / h=3.0 hatlari tizerinde alir.

Mevcut algoritma kullanilarak elde edilen sayisal sonuglari 6nceden yapilan

calismalardakilerle karsilastirmak igin cismin genisligi ve derinliginin oranini

gbsteren a  parametresi tanimlaniyor. Agikcast @ =a, / a, olsun. Cismin genisligi

sabit iken derinligi degisiyor. Sekil 3.11, 3.12, 3.13 ve 3.14 a" parametresinin ve
h/2a orannmn farkli degerleri icin X / h hattinda o,h/ p, normal gerilmesinin
nasil dagildigint gosteriyor. Bu sekillerde [30] ile gosterilen grafik [30] no’lu
referansta ulasilan sayisal sonuglart gosteriyor. Sekil 3.11, 3.12, 3.13 ve 3.14 goz
Online alindiginda mevcut algoritmay1 kullanarak elde edilen sayisal sonuglar
a — o oldugunda [30]’daki c¢alismada elde edilen sayisal sonuglara
yaklagsmaktadir. Ayrica o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri cismin

yiiksekligi arttikca azalmaktadir. Bu yolla kullanilan algoritmanin dogrulugu ve

giivenirligi bir kez daha kanitlanmis oldu.
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G.ZZh/p()
0,3 4
0,0 — ——
-0,3 _
-0,6 _
-0,9 1) —— (1)[30]
] (2) a*=100
1241 ——(3)a*=10 5)
154| ——(@)a*= @)
ag]| — (B)a=t (3)
{| ——(6)a™=0.2 )
219 ——(7) a*=0.1 1)
241 —(8) a*=0.01
277 1/24=0.05 icin
-3,0 T T T T g T T T X T T 1 X1/h
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45

Sekil 3.11. E=1, Q=0, v=0.33, 7,

=0, h/2a=0.05 ve x,/h=0 durumunda a* oranmin farkli degerleri

i¢in o,,h/p, gerilmesinin x, /h hattina gére dagilim

022 h/p()
e \ \\‘\\\ ,‘!/‘/;// (8) >
02 (R / ")
——(2) a*=100 \\ 1/
——(3)a*=10 N\ ©)
-0,4 - 4) a™= \W\
—oem |\ W=
——(6) a*=0.2 \\ A (3)
o6l — (7)a*=0.1 N (2)
——(8) a*=0.01 -
08 h/2a—0 1 |g|n | I | . |  x/h
0,5 1 0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4.5

Sekil 3.12. E=1, Q=0, v=0.33, 7,

=0, h/2a=0.1 ve x,/h=0 durumunda a* oraninin farkli degerleri

i¢in o,,h/p, gerilmesinin x, /h hattina gére dagilim
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0,0

024 ——(1)[30]
—(2) a™=100
| —— @) a*=10
-0,4 - (4)a*=2

(5) a*=1

1 ——(6)a™=0.2
—(7)a™=01
———(8) a*=0.01

-0,6

h/2a=0.2 igin
-0,8 —T—7———71—— 17— 71— — 71 X,/h
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 35 4,0 4,5

Sekil 3.13. E=1, Q=0, v=0.33, 7,=0, h/2a=0.2 ve x,/h=0 durumunda a* oraninm farkli degerleri
i¢in o,,h/p, gerilmesinin x, /h hattina gére dagilim

0,0+

-0,1 1

-0,2

-0,3 4

0,4

h/2a=0.4 igin
0,5 T T T T y T ¥ T T T v T T T g 1 X1/ h

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5

Sekil 3.14. E=1, Q=0, v=0.33, 1,=0, h/2a=0.4 ve Xx,/h=0 durumunda a* oranimnin farkli degerleri
i¢in o,,h/p, gerilmesinin x, /h hattina gére dagilim
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Simdi gbz oniine alinan problemin i¢inde var olan bazi 6nemli parametrelerle ilgili

sayisal sonuglar sunuluyor. Her seyden dnce bu ¢alisma boyunca mevcut cisim OX,
eksenleri istikametinde 20 esit uzunluklu parcaya ve OX, ekseni yoniinde 4 esit

uzunluklu pargaya boliintiyor. Ayrica aksi belirtilmedikge E =1, v=0.33, Q=0,

n,=0 ve X,/ h=0 oldugu varsayiliyor.

Sekil 3.15, 3.16, 3.17 ve 3.18 cismin yiiksekligi h/2a, 7, baslangi¢ gerilme
parametresi ve boyutsuz frekans € ’nmn farkli degerleri i¢in o,,h/ p, normal
gerilmesinin X, / h hattina gére dagilimmni sergileme gorevini yerine getiriyor. Bu
sekillerden 7, baslangic gerilme parametresinin ve boyutsuz frekans 2 ’nin sabit
degerleri i¢in o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri cismin yiiksekliginin

artmastyla birlikte azalmaktadir. Cismin yiiksekligi ve boyutsuz frekans 2 ’nin sabit

degerleri igin 77, baslangic gerilme parametresi arttik¢a o,,h/ p, gerilmesinin
mutlak degerleri azaliyor. Ayrica o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri
cismin yiiksekliginin ve 7, baslangi¢ gerilme parametresinin sabit degerleri igin
boyutsuz frekans € degerleri ile birlikte artiyor. Dahasi Sekil 3.15, 3.16, 3.17 ve
3.18’de verilen sayisal sonuglardan cismin yiiksekligi arttikca o,,h/ p, gerilmesinin

dagilimimin salinim karakterinin yok oldugu sdylenebilir.



0,1 _ (3"
0,0 e
-0,1 -
0,2 —— (1) h/2a=0.1, ,=0.0
1 ——— (1) h/2a=0.1, n,=0.035
0,3 1 —— (1") h/2a=0.1, n,=0.070
1 —— (2) h/2a=0.2, n,=0.0
0,44 ——— (2') hi2a=0.2, n,=0.035
05 _ —— (2") h/2a=0.2, n,=0.070
| ——— (3) h/2a=0.4, 1,=0.0
0,64 ) —— (3) h/2a=0.4, n,=0.035
1 (1) —— (3") h/2a=0.4, n,=0.070
0,7 T T T T T T T T T 1X./h
0 1 2 3 4 51

Sekil 3.15. E=1, v=0.33, Q=0 ve x,/h=0 durumunda 77, parametresinin ve h/?2a oraninmn farkl

degerleri i¢in o,,h/p, gerilmesinin x,/h hattina gore dagilim

1

-
- (3"
0,0
-0,1
-0,2 - —— (1) h/2a=0.1, T12=0-0
1 —— (1) h/2a=0.1, n,=0.035
0,3 1 —— (1") h/2a=0.1, n,=0.070
1 ——(2)h/2a=0.2,1,=0.0
0,44 —— (2') h/2a=0.2, n,=0.035
05 —— (2") h/2a=0.2, n,=0.070
| —— (3) h/2a=0.4, 1,=0.0
06 15 —— (3) h/2a=0.4, n,=0.035
1 (1) —— (3") h/2a=0.4, 1,=0.070
-0.7 ' T ? T g T ' T - 1 x,/h
0 1 2 3 4 5

Sekil 3.16. E=1, v=0.33, Q=0.3 ve X,/h=0 durumunda 7, parametresinin ve h/2a oranmn farkl

degerleri icin o,,h/p, gerilmesinin x /h hattina gére dagilim




—— (1) h/2a=0.1, 1,=0.0
(1') h/2a=0.1, n,=0.035
—— (1") h/2a=0.1, ,=0.070
(2) h/2a=0.2, 1,=0.0
(2') hi2a=0.2, ,=0.035
—— (2") h/2a=0.2, ,=0.070
(3) h/2a=0.4, 1,=0.0
——— (3) h/2a=0.4, 1,=0.035
——— (3" h/2a=0.4, n,=0.070

T ¥ 1x./h
4 51
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Sekil 3.17. E=1, v=0.33, Q=05 ve X,/h=0 durumunda 77, parametresinin ve h/?2a oranmmn farkl

Sekil 3.18.

degerleri icin o,,h/p, gerilmesinin x /h hattina gére dagilim

o, hip, 3) (3)
T e
02-
0,1 o
- N -\
0,0 -
-0,1 —— (1) h/2a=0.1, 1,=0.0
02 (1) h/2a=0.1, 1,=0.035
7] (@) — (1" h2a=0.1,7,20.070
] (2) h/2a=0.2, 1,=0.0
Mt 4 (2') hi2a=0.2, n,=0.035
-0,5 —— (2") h/2a=0.2, 1,=0.070
06 ) (3) h/2a=0.4, n,=0.0
- ——— (3) h/2a=0.4, 1,=0.035
0.7 4 ) 2
1 (1) ——— (3") hi2a=0.4, 1,=0.070
08 y T T T T T 1 X1/h
0 2 3 4 5

E=1, v=0.33, Q=08 ve Xx,/h=0 durumunda 7, parametresinin ve h/2a

degerleri icin o,,h/p, gerilmesinin x /h hattina gére dagilim

oraninin farkli
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Uygulanan zamana gore harmonik kuvvetin etkisiyle cisim iizerinde olusan
degisimleri daha iyi anlamak i¢in o,,h/ p, normal gerilmesinin ii¢ boyutlu grafigi
inceleniyor. Sekil 3.19°daki grafikler boyutsuz frekans €2 ’nin farkli degerleri igin
OxX; diizleminde o,,h/ p, normal gerilmesinin nasil dagildigin1 gosteriyor. Bu
grafiklerden ilgili hatlar boyunca o,,h/ p, gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz

frekans €Q degerleri ile birlikte azaldigi kolaylikla goriilebilir. Bu sonug nicel
anlamda [32] no’lu referansta verilenlere benzerdir. Bu grafiklerden goriliir ki
maksimum normal gerilme P’ noktasinda meydana geliyor. Q=1 igin normal
gerilmenin salinim karakteri dalgalanmaya basliyor. Clinkii boyutsuz frekans €2 ’nin
bu degeri “tinlama degeri (resonance value)” adi verilen bir degere yakindir.
Gergekten de bu hipotez [32] no’lu referanstaki problem igin sunulan sayisal
sonuclar tarafindan desteklenir. Bdylece bu problem i¢in yazilan algoritmanin

dogrulugu Sekil 3.19 ile bir kez daha denetlenmis olur.

Sekil 3.20°de farkli boyutsuz frekans Q degerleri icin Ox X, diizleminde o,h/ p,
gerilmesinin dagilimi veriliyor. Bu grafiklerden o,,h/ p, gerilmesinin mutlak
degerleri €2 boyutsuz frekans degerleri ile birlikte artmaktadir. o,h/ p,
gerilmesinin mutlak degerleri P’ noktasinda gozden kayboluyor. Ayrica o,h/ p,
gerilmesinin ~ maksimal ~ mutlak  degeri (% /h,x;/h)~(1.75,25) ve

(X1 Ihx,/ h) ~ (2.75, 2.5) noktalari civarinda aldigi goriilebilir.
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O'::h J P, O'::h/ 2

-0, 2 e x/ s
o"'(l“/ T x /h - /V e x/h

015"

0,0

-0,1

-0,2

0,3 -
——(1)0=0.0
2)0=0.5
0.4 (4 — (3)Q=0.8
/ 4) 0=1.0
'0,5 T T T T ' T ! | ! | X1/h
0 1 2 3 4 5

X, /h=a,/h’da o,,h/p, gerilmesinin x, /h ’a gore dagilim

Sekil 3.19. E=1, v=0.33, 7,=0 ve X,/h=0 durumunda farkli Q degerleri i¢cin o,,h/p, gerilmesinin

dagilim
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Gph! p,
0.02F"

0.01

0.00

-0.01

-0.02

=

0.00

=002

12

20,050 \ —@9%05
\__/ —(3)Q=0.8
- — @ 0=1.0
-0,075 ; , . : . T T T - 1 X./h
0 1 2 3 4 5

X;/h=a,/h’da o,h/p, gerilmesinin x, /ha gore dagilim

Sekil 3.20. E=1, v=0.33, 77,=0 ve X,/h=0 durumunda farklh Q degerleri icin o,,h/p, gerilmesinin

dagilim



-0.01

-0.02

ozjh/po

0,075

0,050

0,025

0,000

-0,025

\ =
-0,050 - X o 2)Q=0.5
\__/ —(3)Q=0.8
- — @®0=1.0
-0,075 . ; . I T T . T - 1 X,/h
0 1 2 3 4 5

X, /h=a,/h’da o,h/p, gerilmesinin x, /h ’a gore dagilim
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Sekil 3.21. E=1, v=0.33, 7,=0 ve X,/h=0 durumunda farkli Q degerleri i¢cin o,;h/p, gerilmesinin

dagilim
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Sekil 3.21 o,h/ p, gerilmesinin Ox X, diizlemindeki dagilimmi Sekil 3.19 ve
3.20°deki varsayimlar altinda sergiliyor. o,,h/ p, gerilmesi maksimal mutlak
degerine (Xilh,x3/h)z(2.25,2) ve (Xllh,xglh)z(2.25,3) noktalar1 civarinda

ulastig1 goriilebilir. Bu sonugtan daha dncede bahsedilmisti. Sekil 3.20 ve 3.21°den

goriilebilecegi gibi o,,h/ p, ve o,h/ p, gerilmeleri benzer karakter sergiliyorlar.
o,/ p, gerilmesinin mutlak degerleri P’ noktasinda yok oluyor. Normal

gerilmelerin maksimum degerine ulagtigr noktalarda kesme gerilmelerinin genelde

sifir oldugu klasik elastisite teorisinden bilinmektedir (Bkz Boliim 2.2.2.) [3].

Yukarida elde edilen sonuglardan da goriilebilecegi gibi en biiyiik yer degistirme P’
noktasinda meydana geldiginden mevcut probleme ait en 6nemli olaylar bu noktada
gergeklesir. Bu nedenle bundan sonraki incelemeler bu noktada yapilacaktir. Sekil

3.22 incelenen cismin baslangi¢ gerilmesinin o,,h/ p, normal gerilmesi iizerine

etkisini incelemek i¢in kullanilabilir. Sekil 3.22°de boyutsuz frekans € ’nin farkli

degerleri i¢in 7, baslangi¢ gerilme parametresinin degerlerine gore o,,h/ p, normal
gerilmesinin dagilimi veriliyor. Bu sekilden o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak
degerleri artan 7, baslangic gerilme parametresiyle birlikte azaliyor. Boyutsuz
frekans € degerleri arttiginda ise sabit 7, baslangic gerilme parametresi igin

o,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri artiyor. Agikcasi bu sonug Sekil

3.19’dakilerle aynidir.

Sekil 3.23 ve 3.24’de Sekil 3.22°deki varsayimlar altinda farkli Q degerleri i¢in

op,h! p, ve oxh/ p, gerilmelerinin 7, degerlerine gore dagilimi gosteriliyor. Sekil
3.23’den o,h/ p, gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans Q ile birlikte
azaliyor. Ayrica 7, baslangic gerilme parametresi arttiginda o;,h/ p, gerilmesinin
mutlak degerleri azalmaktadir. Sekil 3.24 g6z Oniiniine alindiginda o,,h/ p,
gerilmesi o,,h/ p, gerilmesiyle benzer karakter sergilemektedir. o,,h/ p, gerilmesi

boyutsuz frekans €2 ve artan 7, baslangi¢ gerilme parametresiyle azalmaktadir.
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o, hp,
20,1375
-0,1500 -
' )
-0,1625 /
-0,1750 - , — (1) Q=0
e (2) 0=0.1
—(3)0=0.3
4)0Q=0.5
-0,1875 T T T T T T T T T 1 M,
0,000 0,015 0,030 0,045 0,060 0,075
Sekil 3.22 E=1, v=0.33 ve X,/h=0 durumunda Q ’'nin farkli degerleri i¢in o,,h/p, gerilmesinin 7,

Sekil 3.23.

parametresine gore dagilimi

Gl.’ h/pll
0,020 -
— 1) Q=0
(2) ©=0.1
0,019 - ——(3)0=0.3
4) 0=0.5
0,018 -

00174

0,016

0,015

0,014 . ,
0,000 0,015

T T
0,030 0,045

E=1, v=0.33 ve X,/h=0 durumunda Q ’nmn farkli degerleri i¢in o;,h/p, gerilmesinin 7,
parametresine gore dagilimi
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0‘3 h/pﬂ
8,00E-011
7,00E-011
6,00E-011
2 = /(3>

5,00E-011 4—— 2

ST /;J D
4,00E-011 . T . : ; I x I 1 N,

0,000 0,015 0,030 0,045 0,060 0,075

Sekil 3.24 E=1, v=0.33 ve X,/h=0 durumunda Q 'nin farkli degerleri i¢cin o,h/p, gerilmesinin 7,
parametresine gore dagilimi

Simdi mevcut calismaya farkli bir bakis acis1 getiriliyor. Bu amag icin genisligi ve
derinliginin oran1 1/2 ve genisligi ile yiiksekliginin orani 1/5 olan bir cisim ele

alimyor. Acik¢ast a,/a =1/2 ve h/2a =1/5 seklindedir. Gerilme dagilinu
iizerine baslangi¢c gerilmesinin etkisinin anlagilmasi ic¢in 775) ve ;753) parametreleri
diisiiniilebilir. Ox, ekseni istikametindeki 779) baslangi¢ gerilme parametresi ile OX,
ekseni yoOniindeki ;753) baslangig gerilme parametresinin oran1 7, ile gdsteriliyor

(aglkca51 7, = 77?) / nés)) : 7723) =0.01 seklinde sabit oldugu ve ngl) baslangi¢ gerilme

parametresinin diizenli olarak kiiciikk degerlerle degistigi varsayiliyor. (3.32)-

(3.35)°deki parametreler goz Oniine almarak (3.36)’daki J(u) toplam potansiyel

enerji fonksiyoneli olusturulurken bazi matematiksel degisiklikler yapilirsa (3.88)-

(3.96) denklemleri asagidaki gibi elde edilir:
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(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)



81

142 ON. 6N, oN. oN
[Ke]=][] %{i L 3% adrdsdt (3.120)
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I By Ny Ny, ay Ny 0Ny,
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111 (3) 2
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—1-1= 2
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+17,

Boylece Alt Boliim 3.3’de dogrulugu kanitlanan algoritma yeni duruma gore yeniden
iiretilmis oldu. Ancak yapilan degisiklikler sadece matematiksel oldugu icin yeni
algoritmanin dogrulugunu gostermeye gerek yoktur. Ancak bu yeni algoritmanin

ongerilmesiz ortamlarda anlamsiz bir hale geldigine dikkat edilmelidir.

Sekil 3.25°de yeni tanimlanan 7, baslangi¢ gerilme parametresinin o,,h/ p, normal
gerilmesine etkisi farkli boyutsuz frekans € degerleri igin veriliyor. o,h/ p,

gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans Q ’nin sabit degerleri igin 7,

baslangic gerilme parametresiyle birlikte azaliyor. llgili gerilmelerin ve yer
degistirmelerin maksimum degerlerini aldig1 yerlerde dis kuvvetin “tinlama
(rezonans-resonance)” degeri denilen bir degerin var oldugu biliniyor. Sekil 3.25
bdyle bir noktanin varhigmi gosteriyor. Q>1.1 icin gerilme-boyutsuz frekans
egrisinin salimim karakteri kararsiz bir goriintii gdsteriyor. Bunun nedeni Q=1.1
degerinin tinlama degerine ¢ok yakin olmasidir. Bu sonuctan [32]’de Onceden

bahsedilmisti.

Sekil 3.26°da Sekil 3.25’deki ayn1 varsayimlar altinda farkli boyutsuz frekans

degerleri igin o,,h/ p, normal gerilmesinin 7, baslangig gerilme parametresine

gore degisimi goriiliiyor. Sekil 3.26’dan o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak
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degerleri onceden de gosterildigi gibi artan 7, baglangic gerilme parametresiyle
birlikte azaliyor. Sabit 7, baslangic gerilme parametresi i¢in o,,h/ p, normal

gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans Q degerleri ile birlikte artiyor.

Simdide cismin boyutlarinin degisiminin o,,h/ p, normal gerilmesine etkisi ele
almiyor. Bu amacla Sekil 3.27, Sekil 3.26’daki ayn1 varsayimlar altinda fakat ayni
genislik ve derinlige sahip cisim igin ¢iziliyor. Sekil 3.27°den goriildiigli gibi nicel
anlamda Sekil 3.26 ile benzerdir. Bu yiizden Sekil 3.26 i¢in elde edilen biitiin sayisal
sonugclar dogal olarak Sekil 3.27 iginde gecerlidir. Ilave olarak cismin derinligindeki

artis o,,h/ p, normal gerilmesinin azalmasina neden oluyor. Bu sonug Sekil 3.12°de

de elde edilmisti.

c, hip, :
084" — (1) n,=0.0
-0,1455 %uhP, : (5)
] 0,1450 (2) ]]2=0 I
0,64 0,1465 M (3) ]]:_() 5
20,1470 4 (5) >3
0,4 0,1475 (4) T]2=l 0
J -0,1480 (4) (5) ]’]:=20
01488 (3) -

-0,6 : T ) T y T v T y T ) 1 2

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 1,2

Sekil 3.25. E=1, v=0.33, 7]53) =0.01 ve x,/h=0 durumunda n,’nin farkh degerleri igin o,,h/p,
gerilmesinin Q ’ya gére dagilimi
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-0,170

-0,175
-0,180
-0,185

-0,190 :
01954

-0,200 -
-0,205 -
-0,210 —- /
-0,215 ~ = san

-0,220 . 3

-0,230 . . . ' . ' ; Y ' 1My
0,0 15 3,0 45 6,0 7,5

Sekil 3.26. E=1, v=0.33 7)) =001, a"=2 ve X,/h=0 durumunda farkh Q degerleri igin o,,h/p,

gerilmesinin 7, ’a gore dagilim

1 4)
-0,210 -} Pl
-0,215 S
-0,220 -
-0,225 -
-0,230 . l . , : l : : . s
00 1.5 3,0 45 6.0 75

Sekil 3.27. E=1, v=0.33 7]53) =001, a"=1 ve x,/h=0 durumunda farkli Q degerleri i¢in o,,h/p,

gerilmesinin 7, a gére dagilimi



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Elastodinamik problemler uygulamali bilimlerin ve miihendisligin hemen hemen her
alaninda ortaya ¢ikar. Bu nedenle elastodinamik teoriye Onem verilmistir.
Miihendisligin ve uygulamali matematigin 6nemli arastirma konusu olan bir bagka
problem grubuda 6ngerilmeli cisimlerde {ig-boyutlu dogrusallastirilmis elastik dalga
teorisidir (TLTEWISB) ve bu teorinin temel prensiplerine gore ele alinan
problemlerin matematiksel modeli olusturularak Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY)

yardimiyla sayisal ¢oziimii yapilmistir.

Bu caligsmada rijit zemin {lizerine oturan ve bos ylizeyinin ortasina uygulanan zamana
gore harmonik bir normal kuvvetin etkisi altindaki sonlu uzunluga sahip ii¢ boyutlu
ongerilmeli bir cisim i¢in dinamik gerilme alan problemi incelenmistir. Bu problem
icin yer degistirmeye dayali li¢ boyutlu SEY kullanilarak bir ¢oziim algoritmasi

gelistirilmistir. Bu algoritmanin dogrulugu gésterilerek o,,h/ p, gerilmeleri i¢in bazi

sayisal sonuclar sunulmustur. Problem parametrelerinin degisiminin etkisi ele

alimustir.

Biitiin elde edilen sayisal sonug¢lardan ve tartismalardan asagidaki bilgilere

ulagilmistir:

— o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans € degerleri

ile birlikte azalmaktadir.

— o,,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri artan baslangic gerilme

parametresi 7, ile birlikte azalmaktadir.
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— o,h/ p, normal gerilmesinin maksimum mutlak degerleri P’ noktasinda

meydana gelmistir.

— o,/ p, gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans €2 degerleri ile

birlikte azalmaktadir.

— oy,h/ p, gerilmesinin mutlak degerleri artan baslangi¢ gerilme parametresi

n, ile birlikte azalmaktadir.

— o,h/ p, gerilmesinin mutlak degerleri boyutsuz frekans €2 degerleri ile

birlikte azalmaktadir.

— o,/ p, gerilmesinin mutlak degerleri artan baslangig gerilme parametresi

n, ile birlikte azalmaktadir.

— o,h/ p, normal gerilmesinin mutlak degerleri artan baslangic gerilme

parametresi 77, ile birlikte azalmaktadir.

Bu calismada incelenen problemin ¢oziimii icin gelistirilen ¢6ziim algoritmasi
ongerilmeli ortamlarda farkli ylik ve siir kosullar1 altinda incelenebilir. Ayrica ele

alian problem Anizotrop gibi farkli ortamlarda da incelenebilir.
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Tiirkce-ingilizce Terimler Sézlugii

algoritma

:algorithm

baslangi¢ gerilme parametresi

:parameter related tot he pre-stess intensity

bilinmeyen sutun vektéri

:unknown column vector

boyutsuz frekans

:dimensionless frequency

bélge

:region

dalga genigleme hizi

:speed of dilatation wave

deformasyon

:deformation

delta-dirac fonksiyonu

:Dirac delta function

dogrultu kosinusu

:direction cosine

digim noktasi

:node

elastisite modulu

:modulus of elasticity

enine dalga hizi

:speed of distortion wave

gerilme

:stress

global katilik matrisi

:global stiffness matrix

Homojen cisim

:homogeneous body

Hooke kanunu

:Hooke’s law

izotropik cisim

;isotropic body

katilik matrisi

:stifness matrix

kesme gerilme

:shear stress

kesme zorlanma

:shear strain

Kronecker deltasi

:Kronecker's delta

kuvvet vektorl

:force vector

Lamé sabitleri

:Lamé’ constants

Laplace operatori

:Laplace operator

lineer elastik cisim

Jlinear elastic body

lokal katilik matrisi

:local stiffness matrix

nabla operatori

:nabla operator

normal gerilme

:normal stress
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normal zorlanma

:normal strain

oéngerilme

pre-stress

Poisson orani

:Poisson’s ratio

rijit zemin

:rijit foundation

sanal is prensibi

:principle of virtual work

sekil fonksiyonu

:shape function

sinir

:boundary

sinir deger problemi

:boundary value problem

sonlu elemanlar yéntemi (SEY)

finite element method (FEM)

surekli fonksiyon

:continuous function

test fonksiyonu

‘test function

tinlama degeri

:resonance value

toplam potansiyel enerji fonksiyoneli

‘total potential energy functional

varyasyonel formilasyon

:variational formulation

yaklasik ¢6zim

:approximation solution

yer degistirme

:displacement

yerel katlik matrisi

:local stifness matrix

Young modulu

:Young’s modulus

zamana gore harmonik yuk

:time harmonic load

zorlanmisg titresim

:forced vibration
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