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OZET

Anahtar Kelimeler: idempotent matris, involutif matris, kuadratik matris, dogrusal
bilesim, benzer matris, kdsegenlestirme, eszamanl kosegenlestirme.

Boliim I’de ¢aligmanin igerigi hakkinda kisaca bazi bilgiler verilmistir. Ayrica, bazi
0zel tipli matrislerin dogrusal bilesimleri ile ilgili literatiirde bulunan bazi ¢alismalar
tanitilmistir.

Boliim II, sonraki boliimlere bir hazirlik olarak yazilmistir. Bu boliimde, daha sonra
kullanilacak olan ispatsiz olarak bazi teoremler ve temel kavramlar verilmistir.

Calismanin II1. Bolim’iinde 7; ve r, sifirdan farkli karmasik sayilar, Q ve O, nxn

boyutlu karmagik kuadratik matrisler olmak tizere, 0, +50, dogrusal bilesiminin

kuadratik matris oldugu biitiin durumlar karakterize edilmistir. Bu bdliimde elde
edilen sonuglar, dogrusal bilesimin kuadratik matris olmasi i¢in gerekli katsayi
esitlikleri ile birlikte matris esitliklerinden olusmaktadir.

Calismanin IV. Bolim’iinde, III. Boliim’deki esas sonucun rQ, +7,0, dogrusal
bilesimindeki O, ve @, matrislerinin degismeli oldugu durumu igin alternatif bir

ispat verilmistir. Bu boliimdeki sonuglar, dogrusal bilesimi olusturan matrislerin
kosegen bigimleri kullanilarak ifade edilmistir.

III. ve IV. Boliim sonlarinda, bu boliimlerde elde edilen sonuglar1 destekleyici sayisal
ornekler verilmistir. Ayrica, bu sonuglarin saglamasi Mathematica yazilimi
kullanilarak gergeklestirilmistir. ilgili program kodlar1 ve ¢iktilar1 da Ek A ve Ek
B’de verilmistir.

V. Béliim’de, ¢alismada elde edilen sonuglarin kisaca tanitimi yapilmis ve Oneriler
verilmigtir.



CHARACTERIZATION OF QUADRATICITY FOR LINEAR
COMBINATIONS OF QUADRATIC MATRICES

SUMMARY

Keywords: idempotent matrix, involutive matrix, quadratic matrix, linear
combination, similar matrix, diagonalization, simultaneously diagonalization.

In Chapter I, some brief information about the content of the work is given. In
addition, some studies about the linear combinations of some special types of
matrices in the literature are introduced.

Chapter II is written as a preparation for the next chapters. In this chapter, some
theorems without proofs and fundamental concepts, which will be used later, are
given.

In Chapter I11, all the situations, where the linear combination of the form %0, + 1,0,

is a quadratic matrix when 7, and 7, are nonzero complex numbers and, § and O,

are nxn complex matrices, are characterized. The results obtained in this chapter
consist of matrix equalities together with coefficient equalities which enable the
linear combination to be a quadratic matrix.

In Chapter 1V, an alternate proof of the main result of Chapter III in the particular
case that O, and O, in the linear combination 70, +7,0, are commuting matrices, is

given. The results in this chapter are given in terms of diagonal forms of matrices
which form the linear combination.

At the end of Chapters III and IV, numerical examples are given to exemplify the
results which are obtained in these chapters. Verification of these results was
performed by using Mathematica software. The codes and outputs of associated
programs are given in Appendix A and Appendix B.

In Chapter V, the obtained results in this study are briefly introduced and some
suggestions are given.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Cahsmanin icerigi ve Onemi

Calismaya konu olan kuadratik matrisler, baz1 6zel tipli matrislerin siniflarini
kapsayan genis bir matris smifidir. Ornegin, literatiirde sikga rastlanan idempotent ve
involutif matrisler birer kuadratik matristir. Bu nedenle, kuadratik matrislerle ilgili
yapilan caligmalar kuadratik matrislerin 6zel halleri olan idempotent ve involutif
matrisleri de kapsayacak, dolayisiyla kuadratik matrislerle ilgili elde edilen sonuglar

s0z konusu 0zel tipli matrisler i¢in de elde edilmis olacaktir.

Ayrica, bu calismada ele alinan problem sadece cebirsel olarak degil, uygulamali
bilimlerde, 6zellikle istatistik teorisinde {istlendigi rol agisindan da onemlidir. Soyle

ki, C nxn boyutlu bir reel simetrik matris ve x vektorii de ¢ok degiskenli
Nn(O,I ) normal dagilimina sahip nx1 boyutlu rastgele bir reel vektor ise, bu
durumda x'Cx kuadratik formunun ki-kare dagilimia sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul C matrisinin idempotent matris, yani C* =C , olmasidr.

Idempotent matrisler ile istatistik teorisi arasindaki bu iliski kullanilarak kuadratik
matrisler ile istatistik teorisi arasinda da benzer bir iligski verilebilir. Soyle ki, Q

nxn boyutlu bir reel simetrik kuadratik matris olsun. Kuadratik matrisler iki

idempotent matrisin dogrusal bilesimi olarak yazilabildiginden (bkz. Teorem 3.1), x

vektorii ¢ok degiskenli N, (O,I ) normal dagilimina sahip nx1 boyutlu rastgele reel

vektor ise, x'Ox kuadratik formu iki ki-kare degiskeninin toplami olarak yazilabilir.

simdi, 0,0, €C, ve 7, , e C" olmak iizere,



Q:rin-i_rZQZ (1.1)

dogrusal bilesimini goz oniine alalim. Caligmada, (1.1) dogrusal bilesimindeki O, ve

O, matrisleri kuadratik matrisler olmak tizere Q dogrusal bilesim matrisinin de

kuadratik matris olmas1 durumlarinin karakterize edilmesi problemi ele alinacaktir.
Elde edilecek sonuclar iki 6zel tipli (idempotent ve/veya involutif) matrisin dogrusal
bilesimlerinin yine 6zel tipli (idempotent veya involutif) matris olmasi ile ilgili elde

edilmis biitlin sonuglar1 da kapsayacak niteliktedir.

1.2. Literatiir Calismasi

Literatiirde 6zel tipli matrislerin dogrusal bilesimlerinin yine 6zel tipli matrisler

olmasi problemi, F, ve P, matrisleri idempotent matrisler iken ilave kosullar altinda

B+ P toplam ile B —P, fark matrislerinin idempotent olmalarinin ¢alisilmasi ile

baslamistir [1]. Bu ¢alismadan sonra yapilan benzer ¢alismalardan bir kism1 asagida

verilmektedir.

Baksalary ve Baksalary (1.1)’deki dogrusal bilesimi olusturan  ve O, matrisleri

idempotent matrisler iken Q dogrusal bilesim matrisinin idempotent oldugu biitiin

durumlarin karakterize edilmesi problemini, matrislerin degismeli ya da degismesiz

olmas1 durumlart i¢in [2]’de ¢alistilar. S6z konusu caligsmada yontem olarak cebirsel
matris islemleri kullanilmistir. O, ve O, matrisleri degismeli iken, ayn1 problem i¢in

alternatif bir ispat, Ozdemir ve Ozban tarafindan matrislerin 6zdegerlerine bagl bazi

esitlikler kullanilarak verilmistir [3].

Baksalary ve arkadaglari [4]’te (1.1) dogrusal bilesimindeki O ve O, matrisleri
sirastyla idempotent ve tripotent matris iken @ dogrusal bilesim matrisinin
idempotent oldugu tiim durumlarin karakterize edildigi problemi calistilar. Bu

calismalarinda Baksalary ve arkadaglari, O, tripotent matrisinin ayrik idempotent



matrislere ayrisgimi 6zelligini (yani, @, tripotent matris iken O, =R —-R, ve
RR,=R,R =0 olacak sekilde R ve R, idempotent matrislerinin var oldugunu)

kullanarak cebirsel matris igslemleri ile sonuglar1 elde ettiler. Bu ¢aligmalarinda O,
tripotent matrisinin 6zel bir durumu olan idempotent matris olmasi hali daha once [2]
ve [3]’te caligildigindan O, ve —(Q, matrislerinin idempotent olmasi halleri harig
tutularak kalan biitiin durumlar i¢in (yani (J, matrisinin esas tripotent matris olmasi

halinde) sonuglar elde ettiler.

(1.1)’deki dogrusal bilesimde (J idempotent ve (), tripotent matrisleri degismeli

iken QO dogrusal bilesim matrisinin tripotentligi ile ilgili sonuglar Yao ve arkadaslari

tarafindan [5]’te verilmistir. Yao ve arkadaslar1 bu ¢aligmalarinda dogrusal bilesimi
olusturan matrisleri bloklar halinde yazip cebirsel matris islemleri ile sonuglar elde
ettiler. Ayrica bu calismalarinda, Baksalary ve arkadaslarinin [4]’teki sonuglarina

blok matrisler kullanarak alternatif bir ispat da verdiler.

Benitez ve Thome, (1.1)’deki dogrusal bilesim matrisini olusturan G ve O,
matrislerini sirasiyla idempotent ve f#-potent matris alarak, dogrusal bilesimin
idempotentligini; Q0, = 0,0, sart1 altinda [6]’da ve Q,0, # 0,0, sart1 altinda [7]’de

calistilar. Su ana kadarki caligsmalarda elde edilen sonuglarda matris esitlikleri ile
dogrusal bilesimin katsayilar1 verilirken, Benitez ve Thome, [6]’daki sonuglarinda
dogrusal bilesimin katsayilar1 ile birlikte matrislerin kdsegen formlarini, [7] deki

sonuclarinda da katsayilarla birlikte matrislerin bloklarini1 vermislerdir.

[8]’de Baksalary ve arkadaglar1 tarafindan (1.1) dogrusal bilesimindeki G ve O,
matrisleri degismeli tripotent matrisler iken @ dogrusal bilesim matrisinin de
tripotent oldugu sonuglar elde edilmistir. Ayrica O ve (J, matrisleri degismeli

idempotent matrisler oldugunda Q dogrusal bilesiminin tripotentligi de ¢alismanin

sonucu olarak verilmistir.



Sarduvan ve Ozdemir [9]’daki galigmalarinda (1.1) dogrusal bilesimindeki O ve O,
matrisleri;
1. involutif matrisler iken @ dogrusal bilesiminin idempotentligi ve
involutifligi,
2. idempotent matrisler iken QO dogrusal bilesiminin involutifligi,
3. degismeli tripotent matrisler iken O dogrusal bilesiminin involutifligi,
4. degismeli involutif matrisler iken Q0 dogrusal bilesiminin tripotentligi

icin sonuglar elde ettiler.

(1.1) dogrusal bilesimindeki (J ve O, matrisleri degismeli matrisler iken [9]’daki

hemen hemen biitiin sonuglar igin alternatif ispatlar Ozdemir ve Sarduvan tarafindan

verilmistir [10].

(1.1) dogrusal bilesimindeki Q ve O, matrisleri degismeli tripotent matrisler iken Q

dogrusal bilesim matrisinin idempotentligi ve tripotentligi Ozdemir ve arkadaslart

tarafindan [11]’de calisilmustir.

Ozel tipli matrislerin dogrusal bilesiminin yine dzel tipli matris olmasi durumlarmin
karakterizasyonlari ile ilgili problem, dogrusal bilesimi olusturan matrislerin sayisi

tice cikartilarak bazi yazarlar tarafindan c¢alisilmistir. Buna iligkin olarak,

0.,0,,0,€C, ver,r,r,eC olmak iizere,

O=n0 +n0, +r0; (1.2)

dogrusal bilesim matrisi goz oniine alinsin.

(1.2) dogrusal bilesiminde Q,, O, ve (O, matrisleri idempotent matrisler olmak

lizere, O dogrusal bilesim matrisinin idempotentligi, matrislerin ikisi ayrik



(0,0, =0,0, =0) iken Baksalary tarafindan [12]’de ve matrislerin ikisi degismeli

(90, =0,0,) iken Baksalary ve Benitez tarafindan [13]’te ¢aligilmistr.

Singthong ve Wanicharpichat (1.2)’deki dogrusal bilesimi olusturan Q,, O, ve O,

matrisleri degismeli tripotent matrisler iken @ dogrusal bilesim matrisinin

tripotentligini [14]’te c¢alistilar. Aslinda Singthong ve Wanicharpichat’in bu
calismalar1 Baksalary ve arkadaslarinin [8]’deki degismeli iki tripotent matrisin

dogrusal bilesimlerinin tripotentliginin bir sonucudur. Singthong ve Wanicharpichat
calismalarinda, 7, =d,d, ve 1r,=dd, olmak iizere, dogrusal bilesim matrisini
0=1r0,+d,(d,0,+d,0,) bigiminde yazip, Baksalary ve arkadaslarmn iki
tripotent matris i¢in elde ettikleri sonuglar1 kullanarak 6nce Q) =10, +1,0, dogrusal
bilesiminin tripotentligini, daha sonra da Q=r0 +d,0, dogrusal bilesiminin

tripotentligini elde ederek degismeli ii¢ tripotent matrisin dogrusal bilesimlerinin

tripotentligi ile ilgili sonuglar1 elde etmis oldular.

Xu ve Xu, (1.2)’deki dogrusal bilesimi olusturan Q,, O, ve O, matrisleri degismeli
matrisler olmak tizere O dogrusal bilesim matrisinin tripotentligini i) Q,, O, ve O,

matrisleri involutif iken ve ii) O, ve O, involutif ve (; tripotent iken [15]’te

calistilar.

Buraya kadar verilen literatiir bilgisi bazi 06zel tipli matrislerin dogrusal
bilesimlerinin yine 6zel tipli matris olmalar1 durumlarinin karakterizasyonlari ile
ilgilidir. Literatiirde, yine 6zel tipli matrislerin dogrusal bilesimleriyle ilgili farkl

karakterizasyonlar da mevcuttur.

[16]’da GroB ve Trenkler, P ve Q iki idempotent matris olmak tizere, P—Q fark
matrisinin tersinirligi i¢in gerek ve yeter kosullar verdiler. Ayrica, P—(Q matrisi

tersinir ise P+Q, I —PQ ve P+Q—PQ matrislerinin de tersinir olduklarini elde



ettiler. Daha sonra Koliha ve arkadaslar1 tarafindan, bu c¢alisma i¢in daha kisa

alternatif bir ispat [17]’de verilmistir.

Baksalary ve Baksalary, iki idempotent matrisin farki ve toplaminin tersinirligi ile
ilgili caligmalar1 biraz daha ileriye tasiyarak, iki idempotent matrisin dogrusal
bilesimlerinin tersinirligi ile 1ilgili [18]’deki c¢alismalarin1 yayimladilar. Bu
caligmalarinda, B ve P iki idempotent matris ve ¢, c, eC’ olmak fiizere,

¢, +c,#0 kosulu altinda B+P toplaminin tersinirliginin ¢ B +c,P, dogrusal

bilesiminin tersinirligine denk oldugunu gosterdiler.

Koliha ve Rakocevi¢ 2006'daki bir c¢alismada [19], Baksalary ve Baksalary’nin

[18]’deki sonuglari igin daha kuvvetli bir sonug elde ettiler. Koliha ve Rakocevi¢, B
ve P, idempotent matrisler ve ¢, c,eC olmak iizere, ¢, P +c,P, dogrusal

bilesiminin rankinin ve sifirhgnin ¢, +¢, #0 kosulu altinda degismez oldugunu,
yani katsayilardan bagimsiz oldugunu gosterdiler. Koliha ve Rakocevi¢ bu sonucu

elde ederken, N (A) :{x € N(R)‘ (]—Pl)sz:()} olmak {izere, N(A) ‘nin

N (CIP1 +csz) ’ye izomorf oldugunu gostermek suretiyle, alisilmisin disinda bir yol

izlemislerdir [19].

Sarduvan ve Ozdemir, [20]’deki calismalarinda, Baksalary ve Baksalary'nin iki
idempotent matrisin dogrusal bilesimlerinin tersinirligi ile ilgili [18]’deki sonuglarina

benzer sonugclari tripotent matrisler i¢in elde etmislerdir.

Grol ve Trenkler’in [16] ve Koliha ve arkadaslarinin [17] g¢aligmalarinin bir

genellemesi olarak Zuo [21]’de P ve Q iki idempotent matris olmak tizere P—Q
farkinin tersinirliginin (a#0, b#0ve a+b=c olmak iizere), aP+bP —cPQ
bilesiminin tersinirligine, P+Q toplaminin tersinirliginin de (a#0,b#0 ve
a+b+#c olmak lizere), aP+bP—cPQ bilesiminin tersinirligine denk oldugunu

gostermistir. Literatiirden de goriilecegi iizere, benzer c¢aligmalar giincel olarak

yapilmaya devam edilmektedir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde, sonraki bdliimlere hazirlik niteliginde olmak iizere, baz1 gosterim,

kavram, tanim ve ispatsiz bazi teoremler verilecektir.

2.1. Baz1 Gosterimler

m ve n dogal sayilari i¢in, C, C",C,  ve C, sembolleri sirasiyla karmagik

sayilar, sifirdan farkli karmagsik sayilar, mxn boyutlu matrisler ve nxn boyutlu
matrisler kiimesini gosterecektir. Calisma boyunca matrisler 4 ve B gibi biiyiik
italik harflerle, skalerler (C karmagsik saylar kiimesinin bir elemanina bir skaler
denir) de ¢ veya « gibi kiigiik italik latin veya yunan harfleri ile gosterilecektir.

Ayrica 0 ve [ sembolleri de sirasiyla uygun boyutlu sifir ve birim matrisleri temsil

edecektir.

2.2. Matrisler

Asagida, matrisin tanimi da dahil olmak {izere, matris konusunun en temel

kavramlar1 verilmektedir.

Tamm 2.1. a; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) karmasik sayilarinin

a, 4y a,,
A= a,, a.zz a?n
a a a



biciminde diizenlemesine, m satirli n siitunlu karmasik matris veya kisaca mxn

boyutlu karmastk matris denir. Boyle bir matris A = [aij] ile de gosterilir [22].

Tamm 2.2. D=[d;]eC, matrisi, i# j i¢in d, =0 kosulunu sagliyorsa D

matrisine késegen matris denir [23].

Tamim 2.3. Bir DeC, kosegen matrisinin biitiin kdsegen elemanlari esit ise yani,

bir ¢ € C i¢in D =al oluyorsa, D matrisine skaler matris denir [23].

Tamm 2.4. Bir 4 € C, kare matrisi i¢in, AB=1 ve BA =1 olacak sekilde BeC,

matrisi varsa, 4 matrisine tersinir (veya nonsingular) matris denir. Buradaki B

matrisine, 4 matrisinin tersi denir ve A™' ile gosterilir [22].

Bu kisimda matrisler iizerindeki cebirsel islemlerden, hacmi genisletmemek adina,

daha fazla bahsedilmeyecektir.

2.3. Bir Matrisin Ranki ve Sifirhg:

Tanm 2.5. Bir A€C,,, matrisi igin R(A4)={4x|xeC, }<C,, kimesine 4

n mx1

matrisinin szitun uzay: denir [24].

Tamm 2.6. Bir 4€C,, matrisi i¢in N'(4)={xeC,, [4x=0} cC,, kiimesine 4

n nx1

matrisinin sifir uzay: denir [24].

Tamm 2.7. Bir 4€C,__ matrisinin siitun uzaymin boyutuna A matrisinin rank

n

denir ve rank(A) ile gosterilir [25].

Tamim 2.8. Bir 4€C, matrisinin sifir uzaymin boyutuna A matrisinin sifirligi

n

denir ve nullity(A) ile gosterilir [25].



Teorem 2.9. Bir A€C, matris i¢in rank(A) +nu11ity(A) =n esitligi vardir [25].

2.4. Dogrusal Denklem Sistemleri ve Coziimleri

Tamm 2.10. x; (j=1, 2,...,n)’ler bilinmeyenler olmak {izere, n tane bilinmeyen ve

m tane denklemden olusan

ay X, +a,x, +ax;+--+a,x, =b
Ay X, + ayX, + Ay X, ++--+a, x, =b,
2x2 + am3x3 teeet amn'xn = bm

a,x +a

m

seklindeki sisteme dogrusal denklem sistemi denir. Burada a, (i=

y

2.1)

j=L2,...,n) sayilarina sistemin katsayilar1 ve b, (i=1,2,...,m) sayilarina da

sistemin sabitleri denir [26].

Tanim 2.11. (2.1)’deki dogrusal denklem sistemi,

a, 4, 4; a,, X b,

a a a a X b

21 22 23 2n 2 p)

A= . , X=| | ve b=| .
aml amZ am3 amn ‘xn bm

olmak {izere, cebirsel olarak A4x =5 matris denklemine esdegerdir.

AeC,  matrisine (2.1)’deki sistemin katsayilar matrisi ve bloklanmis

a, 4, dy a, | b

a a a b

21 2 23 m | O

[415)- 5 b
a a a a b

2.2)

Buradaki
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matrisine de (2.1)’deki sistemin artirilmis (ekli) matrisi denir. Ayrica (2.1) dogrusal
denklem sistemi ¢oziime sahipse sistem tutarlidir aksi halde sistem tutarsizdir denir

[26].

Bir dogrusal denklem sisteminin ¢0zliimii ile ranki arasindaki iliskiyi veren ve
Rusya’da Kronecker—Capelli Teoremi, Italya’da Rouché—Capelli Teoremi, Fransa’da
Rouché—Fontené Teoremi ve ¢ogu Latin Amerika iilkeleri ve Ispanya’da da Rouché—

Frobenius Teoremi olarak bilinen teorem [27] asagida verilmistir.

Teorem 2.12. (Rouché—Frobenius Teoremi) Ax =b dogrusal denklem sisteminin
tutarli olmasi icin gerek ve yeter kosul rank(A)zrank([A]b]) olmasidir.
rank(A)zk ve bilinmeyen sayist da n olmak iizere Ax =5 sistemi tutarh ise,

sistem n — k parametreye bagli ¢dzlime sahiptir [26].

Ayrica sunu da belirtelim ki A4 katsayilar matrisinin ranki, [A|b] ekli matrisinin

rankini gegemez. Yani, rank (4) <rank ([4]b]) esitsizligi vardir [28].

2.5. Temel Satir islemleri ve Denk Matris

(2.1) dogrusal denklem sisteminde;
1. Bir denklemi sifirdan farkl bir skalerle ¢arpmak,
2. Iki denklemin yerini degistirmek,
3. Bir denklemin bir skaler katin1 diger bir denkleme eklemek,

islemlerinden biri veya birkac1 yapilarak elde edilen yeni denklem sistemi

CXy T 0pX, X+t e, x, =d,
Cy X +CpXy +CppXy +00+ 0y, X, = d, 2.3)

¢, X, +c, X, +¢c X, ++c, x =d

m
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olsun. Bu durumda (2.1) ile (2.3) dogrusal denklem sistemleri denktir. Biri tutarl ise
digeri de tutarli, biri tutarsiz ise digeri de tutarsizdir. Eger tutarli iseler ¢éziimleri

aynidir [29].

Bir dogrusal denklem sisteminin artirilmis matrisinin satirlarina sistemin denklemleri
karsilik geldiginden bu ii¢ islem artirilmig matrisin satirlarinda

1. Bir satir1 sifirdan farkli bir skalerle carpmak

2. Iki satirm yerini degistirmek

3. Bir satirin bir skaler katin1 diger bir satira eklemek,

islemlerine karsilik gelir ve temel satir islemleri olarak adlandirilir. [29].

Tamm 2.13. B matrisi sonlu sayida temel satir islemleri ile 4 matrisinden elde

edilmisse B matrisi A matrisine satirca denktir denir [30].

Teorem 2.14. Satirca denk olan matrislerin ranklar1 esittir [30].

2.6. Baz1 Ozel Tipli Matrisler

Asagida matrislerin kuvvetlerinin sagladigi 6zelliklere gore tanimlanan bazi 6zel tipli

matrislerin tanimlar1 verilmistir.

Tamm 2.15. P> =P ozelligini saglayan bir P €C, matrisine idempotent matris

denir [31].

Tamim 2.16. A° =1 6zelligini saglayan bir 4 € C, matrisine involutif matris denir

[32].

Idempotent ve involutif matrisler en genel olarak kuadratik matrisler olarak

adlandirilan matrisler sinifi iginde yer alan matrislerdir.

Tamm 2.17. T° =T 6zelligini saglayan bir 7 € C, matrisine tripotent matris denir

[31].
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Idempotent, involutif ve tripotent matrislerin tanimlarina dikkat edildiginde,
idempotent ve involutif matrislerin ayn1 zamanda birer tripotent matris olduklar

goriiliir.

Tamm 2.18. BeC, bir kare matris, #>1 bir dogal say1 olmak iizere B =B

Ozelligi saglaniyorsa B matrisine ¢-potent matris denir [6].

2.7. Dogrusal Bilesim ve Dogrusal Bagimsizhik

Tamm 2.19. ¢,,c,,...,c, €C olmak lizere,

X + X, +--o+ C. X,

bigimindeki bir ifadeye X,,x,,...,x, € C  vektorlerinin bir dogrusal bilesimi denir

[33].

Tamm 2.20. C ’nin bir alt kiimesi S = {xl Xy s .,xm} olsun.

ox, +ex, +-+c,x, =0

denklemi yalnizca agikar ¢oziime, yani her i i¢in ¢; =0 ¢6ziimiine sahipse S kiimesi

dogrusal bagimlidir denir. Aksi halde S kiimesi dogrusal bagimsizdir denir [33].
2.8. Bir Matrisin Ozdegeri, Ozvektorii ve Spektrumu

Bir matrisin ézdegerleri ve ozvektorleri matrisin 6zellikleri ile alakali onemli bilgiler
verirler. Uygulamali matematik alanlarinda oldugu kadar finans ve kuantum
mekanigi gibi bir¢ok alanda da biiyiik 6neme sahip olan bu 6zelliklerin tanimlarini

verelim.
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Tamm 2.21. Bir A€C, kare matrisi i¢in p,(1)=det(A—AI) polinomuna A
matrisinin karakteristik polinomu denir.

P (ﬂ) karakteristik polinomunun derecesi n ve bas terimi (—1)" A" dir [24].

Tamm 2.22. p, (ﬁ), bir A€ C, matrisinin karakteristik polinomu olmak iizere

P (ﬂ) ‘nin koklerine 4 matrisinin 6zdegerleri (karakteristik kokleri) denir [34].

Tamm 2.23. 1eC, bir 4€C, matrisinin bir 6zdegeri olmak iizere, Ax =Ax
esitligini saglayan sifirdan farkli xe€C, , vektorine 4 matrisinin A dzdegerine

karsilik gelen bir ozvektorii denir [34].

Tanmim 2.24. 4 € C, kare matrisinin biitiin 6zdegerlerinin kiimesine, 4 matrisinin

spektrumu denir ve O'(A) ile gosterilir [24].

Tamm 2.25. AeC, ve o(4)={A, 4,..., 4} olmak iizere, A matrisinin

karakteristik polinomu

pi(A)=(A=2)" (B =2)" (A =2)" L (Zm =n)

olsun.

a) Bu polinomdaki n;, tamsayisma A, ozdegerinin cebirsel katliligi denir ve

Ae (T(A) igin 2 'min cebirsel katlilig1 cebKat , (A1) ile gosterilir.

b) Ae O'(A) olmak {izere, N (A—/U ) sifir uzayinin boyutuna yani
nullity (4 — A1) sayisina da A dzdegerinin geometrik katliligi denir. Bir baska

deyisle, geometrik katlilik A 6zdegerine karsilik gelen dogrusal bagimsiz

Ozvektorlerin sayisidir [24].



14

2.9. Benzer Matris, Kosegenlestirme ve Eszamanh Kosegenlestirme

Tamm 2.26. 4,8 € C, kare matrisleri i¢in B=5"'A4S esitligini saglayan tersinir bir
S € C, matrisi varsa, B matrisi A matrisine benzerdir denir. S™'AS carpimma da

S benzerlik matrisi ile iliskili benzerlik doniistimii denir [23].

B matrisi 4 matrisine benzer oldugunda, A matrisinin de B matrisine benzer

oldugu agiktir.

Tamm 2.27. A€C, kare matrisi kdsegen bir matrise benzer ise 4 matrisine

kosegenlestirilebilir matris denir [35].

Bir matrisin kdsegenlestirilebilmesi ile ilgili bircok denk ifade verilebilir. Bu denk

ifadelerden bazilar1 asagida verilmistir.

Teorem 2.28. Bir 4 C, matrisinin kdsegenlestirilebilir matris olmasi igin gerek ve

yeter kosul 4 matrisinin 7 tane dogrusal bagimsiz 6zvektore sahip olmasidir [35].

Aslinda, A kosegen matris olmak iizere 4=SAS™" olacak sekilde tersinir bir S
matrisi vardir ancak ve ancak S matrisinin siitunlari, 4 matrisinin dogrusal
bagimsiz 6zvektorleridir. Bu durumda, A 'nin kdsegen elemanlar, sirasiyla S ’deki

vektorlere karsilik gelen 4 ’nin 6zdegerleridir [35].

Teorem 2.29. Bir 4 €C, matrisinin kdsegenlestirilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

her 1 e o(A4) igin cebKat (/1) = geoKat , (/1) olmasidir [24].

Teorem 2.30. Birbirinden farkli 6zdegerleri A, 4,,..., 4, €C olan bir 4€C,
matrisi verilsin. 4 matrisinin kdsegenlestirilebilmesi ic¢in gerek ve yeter kosul

p(x)=(x=4)(x—2,)---(x—4,) olmak iizere p(A4)=0 olmasidir [23].
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Tamim 2.31. 4,B€C, matrisleri i¢in S7'AS ve S7'BS carpimlarinin her ikisi de

kosegen olacak sekilde bir S €C, benzerlik matrisi varsa 4 ve B matrisleri

eszamanli késegenlestirilebilir matrislerdir denir [23].

Teorem 2.32. 4,B €C, kosegenlestirilebilir matris olsunlar. 4 ve B matrislerinin

eszamanli kdsegenlestirilebilir matrisler olmalari i¢in gerek ve yeter kosul 4 ve B

matrislerinin degismeli olmasidir [23].

2.10. Blok Kosegen Matris ve Direkt Toplam

Tamm 2.33. A€C,  matrisinin baz1 satir ve/veya siitunlarinin silinmesi ile elde

mxn

edilen matrise 4 matrisinin bir alt matrisi denir [32].
Tamim 2.34. Bir matrisin satirlar1 veya siitunlar1 arasina yatay veya dikey cizgiler

cizilerek alt matrislere pargalanabilir. Bu durumda matrise par¢alanmis matris (blok

matris) ve alt matrislere de bloklar denir [32].

Tamm 2.35. 4, €C, ve Z; n, =n olmak tlizere

4, 0 0 0
4|0 A 00
0 0 . 0
0 0 0 4

3

bigimindeki 4 € C, matrisine blok kosegen matris denir [23].

Tammm 2.36. Tanim 2.35teki A€ C, matrisi gosterim olarak genellikle
A=A4,D4,D---D A4, bi¢ciminde veya daha kisa bir sekilde G—); A, ile gosterilir.

Buna 4,,,4,,..., 4, matrislerinin direkt toplam: denir [23].
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2.11. Kuadratik Matrisler

Simdi, calismanin esas konusu olan kuadratik matrislerle ilgili bazi tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 2.37. Bir A€C, kare matrisi ikinci dereceden bir p(x) polinomunu

sagliyorsa, yani p(A) =0 oluyorsa, A matrisine bir kuadratik matris denir [36].

Tamm 2.38. «,f €C olmak iizere, 4€C, kuadratik matrisinin sagladig1 ikinci
dereceden polinom p(x) = (x— a)(x— p ) ise, A matrisine {a, ,B} -kuadratik matris

denir [36].

Teorem 2.39. A€C, matrisi bir {«,f}-kuadratik matris olsun. Bu durumda,

o(4)c{a,B} olup a# f ise A matrisi kosegenlestirilebilir [37].

Buradan itibaren, ¢aligma boyunca {a, ﬂ} -kuadratik matris denildiginde « = 8 olan,
yani kdsegenlestirilebilen {a, ,3} -kuadratik matrisler kastedilecektir. Eger a = g ise

bu matrislere kisaca { a} -kuadratik matris diyecegiz.

A bir {a, B} -kuadratik matris olsun. @ ve S karmasik sayilarmin bazi degerleri

icin A4 matrisi 1yi bilinen baz1 6zel tipli matrislere karsilik gelir. Asagidaki tabloda
a ve [ karmasik sayilarinin aldigi degerlere gére A4 matrisinin hangi 6zel tipli

matrise karsilik geldigi listelenmistir.

a,eC ve A€C, olmak lizere 4 matrisi {05, ,3} -kuadratik matris olsun. Bu

durumda;



avepf Saglanan egsitlik A matrisinin tipi
a=1ve f=0 A =4 {1, 0} -kuadratik (idempotent),
a=1ve f=-1 A2 =7 {1,—1} -kuadratik (involutif),
a=-1ve =0 A2 =—4 {—1, 0} -kuadratik (ters idempotent),
a=0ve f=0 A =0 {O} -kuadratik (nilpotent).
a=ive f=—i A =] {i,—i} -kuadratik (ters involutif).
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BOLUM 3. IKI KUADRATIK MATRISIN LINEER
BILESIMLERININ KUADRATIKLIGI

3.1. Giris
0,0, €C, matrisleri sirasiyla {al, ,B]} ve {az, ,Bz} -kuadratik matrisler ve 7,7, € C’

olmak tizere,

0=r0 +1r0, (3.1)

dogrusal bilesimi g6z oniine alnsin. (3.1)’deki Q dogrusal bilesim matrisinin
{a3, @}-kuadratik matris olmasi durumlan karakterize edilecektir. Bu boliimdeki
karakterizasyonda, (3.1)’deki @ dogrusal bilesim matrisinin {a'3, ,@}—kuadratik

olmasi i¢in dogrusal bilesimin katsayilar1 ve matrisleri arasinda hangi esitliklerin

saglanmasi gerektigi gosterilecektir.
Problem iizerinde ¢alisirken kuadratik matrislerin, bir idempotent ve bir birim
matrisin dogrusal bilesimi seklinde yazilabilmesi gercegini kullanacagiz. Asagidaki

teorem, kuadratik matrislerin, bir idempotent ve bir birim matrisin dogrusal bilesimi

seklinde yazilmasina izin vermektedir.

Teorem 3.1. o, C ve a# f olsun. Bu durumda, 4€C, matrisinin {a,ﬂ}-

kuadratik matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A=(a-p)P+pI (3.2)

olacak gekilde bir P € C, idempotent matrisinin mevecut olmasidir [38].
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Calisma boyunca, Teorem 3.1’deki P idempotent matrisine A kuadratik matrisi ile

iligkili idempotent matris diyecegiz.

Teorem 3.1’in sonucu olarak, (3.1) dogrusal bilesimindeki O ve (, kuadratik

matrisleri ile iliskili idempotent matrisler sirasiyla £ ve B, olmak iizere,

o :(al _ﬂl)R"'IBlls
Q2 :(az _ﬂz)Pz +ﬂ2]

esitlikleri vardir. Bundan dolay1 (3.1)’deki dogrusal bilesimi

Q:rl((al_:Bl)Pl+ﬁ11)+rz((a2_ﬁ2)P2+ﬁ21)

33
’i(al_lgl)Pl"'rz(az_ﬂz)Pz"'(rl:Bl""rzﬂz)] G

biciminde, iki idempotent ve birim matrisin dogrusal bilesimi seklinde, yazabiliriz.
Dolayisiyla ele alman problem, iki idempotent ve bir birim matrisin dogrusal
bilesimlerinin ne zaman kuadratik matris olacaklarina indirgenmis oldu.

3.2. Iki Kuadratik Matrisin Dogrusal Bilesimlerinin Kuadratikligi

Simdi, iki idempotent matris ve bir birim matrisin dogrusal bilesiminin kuadratikligi

ile ilgili elde edilen sonucu verelim.

Teorem 3.2. B ve B idempotent matrisler olsunlar. ¢,c,,c,;€C ve ¢,c, #0

olmak iizere,

P=cRB+c,P,+cl (3.4)
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dogrusal bilesimi gdz oniline alinsin. Bu dogrusal bilesimin {ﬂ, ,u} -kuadratik olmasi

icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir:

(a) BB =PBF ile asagidaki ilave kosullardan biri saglanir,

Xi)
Xii)
Xiii)

X1v)

B=0,P=0ve (c;—2A)(¢;— 1) =0,
R=0,c,+2c;=A+u ve (¢,—A)(c;—p)=0,

B=0,B=1ve(c,+c;-A)(c,+¢;—u)=0,

v
I

3=0, ¢ +2¢c;=A+pu ve (¢; = A)(c; — 1) =0,

o
I

I,B=0ve(¢,+c¢;—A)(¢;+¢c;—u)=0,

RP, =0, c =c,, c,+2c;=A+u ve (¢, = A)(c; — 1) =0,

R+P =1 ve (¢, +c;—A)(c+¢;—u)=(c,+c;—A) (e, +¢; —u) =0,
R=P, (¢,+¢)(c+c,+2¢,—=A—p)=0 ve (¢;—A)(c;— ) =0,
B=P=1I ve (c1 +cz+c3—/1)(cl+cz+c3—,u)=(),

RP, =R, ¢,+¢,=0, ¢, +2¢c;=A+u ve (¢;—A)(¢;— 1) =0,
P=1,c+2c,+2c;=A+pu ve (c,+c¢;—A)(c, +¢;— ) =0,

RP, =P, c,+c, =0, ¢, +2c;=A+u ve (¢;—A)(c; — ) =0,
R=1I,2c+c,+2¢c;=A+u ve (c,+c;—A)(c,+¢;—u)=0,

R+P =RP+1, c =c, 3¢, +2c;=A+pu ve (¢;—A)(c; — p)=2¢cc,,

(b) BB #BP ile ¢, +¢,+2¢,=A+p ve ¢, (B—B) =(c,—A) (¢, — )1 kosullan

saglanir.

Ispat. (3.4)’teki P dogrusal bilesiminin {ft,,u} -kuadratik matris olmasi icin gerek

ve yeter kosul (P—AI)(P—pul)=0 esitliginin, yani

(¢R+c,B+c,]—=AI)(¢P+c,P,+cd—pul)=0
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esitliginin saglanmasidir. Bu esitligi agtigimizda,

¢/ B +ce,RP+ e, B —c uB + ¢, PR+ P, + 6,6, — ¢, uP,
+c,0, P+ e, ey P+ el — eyl — e AP, — c, AP, —c, AL + Aul =0

ve buradan da

e (e +2¢,-A—u)B+c,(c,+2¢,—A-pu)P,

3.5
+¢,6,BP, +c,c,BR+(c; —A)(¢;— )1 =0 ©-2)

elde edilir. Sonug olarak (3.4)’teki P dogrusal bilesiminin {/1, ,u} -kuadratik olmasi

igin gerek ve yeter kosul (3.5) esitliginin saglanmasidir. Ispat P ve P, matrislerinin

degismeli ve degigsmeli olmamalar1 durumlari i¢in ayr1 ayr1 yapilacaktir. Yeter kosul

dogrudan hesaplama ile kolaylikla goriileceginden sadece gerek kosul gosterilecektir.

Oncelikle, PP, = P,P, degismeli durumu ele alinacaktir. Bu durumda (3.5) esitligi,

¢ (cl+2c3—/1—,u)R -i-cz(cz+203—ﬁ,—,u)P2

3.6
+2¢,6,RP, +(c; = A)(c; —u) 1 =0 (-0

esitligine dontisiir. Béylece £, ve P, matrisleri degismeli iken (3.4)’teki P dogrusal
bilesiminin {/1, y} -kuadratik matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.6) esitliginin

saglanmasidir. (3.6) esitligi soldan F ve sagdan P, ile ¢arpilirsa sirasiyla,

(c1 (e, +2c;—A—u)+(c; =) (¢, —,u))Pl

(3.7)
+(02 (¢, +2¢, —/1—,u)+2clcz)Ple =0

Ve
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(c2 (¢, +2¢,—A—pu)+(c; = 2)(c —,u))P2

(3.8)
+(cl (¢, +2¢, —/1—,u)+2qcz)Ple =0

esitlikleri elde edilir. (3.7) esitligini sagdan P, (veya (3.8) esitligini soldan F) ile

carparak

(cl(c1 +20;—A—p)+cy (¢, +20,—A— p)+2¢c, +(c; = A) (¢4 —,u))PlP2 =0 (3.9

esitligi elde edilir. Ispatin bu asamasmnda AP, =0 ve PP, #0 durumlarina gore

irdeleme yapilacaktir.
Simdi, AP, =0 oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla (3.7) ve (3.8) esitlikleri sirasiyla
(e(ey+2¢c;=A=p)+(c;=A)(c;—u))R =0 (3.10)
ve
(c;(c,+2¢,=A—p)+(c;=A)(c;—u)) P, =0 (3.11)

esitliklerine doniisiir. (3.10) ve (3.11) esitlikleri saglanabilecek sekilde, £ ve/veya

P, matrislerinin sifir olup olmamasina bagli olarak (3.10) ve (3.11) esitlikleri i¢in,

BE=0ve B =0,
E=0ve B, #0,
B#0ve P,=0,

B#0ve P,#0,
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olmak iizere, dort farkli durum s6z konusudur.
[k olarak P =0 ve P, =0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (3.6) esitligi
(¢;=A)(e;—p)1=0

bicimine doniisiir. Bu esitligin saglanmasi igin (03 - /1)(03 - ,u) =0 olmaldir.

Dolayisiyla (a) 1) sikki elde edilmis olur.
Ikinci olarak £, =0 ve P, #0 oldugu kabul edilsin. (3.11) esitliginden
e, (e, +2¢;—A—p)=—(c;—A)(e;— p) (3.12)
bulunur. B =0 oldugu hesaba katilarak (3.12) esitligi (3.6)’da kullanilirsa
(e;=2)(e;—p)(I-P)=0 (3.13)

elde edilir. Bu esitlikten (¢, —A)(c¢;—u)=0 veya P, =1 oldugu gorilir. Eger
(¢;=A)(c;—u)=0 ise, ¢,#20 olugu da dikkate alinarak, (3.12) esitliginden

¢, +2c, = A+ 1 bulunur. Dolayisiyla, (a) ii) sikki elde edilir.
(3.12) esitligi diizenlendiginde
(c;+c;=A) (e, +e;—p) =0

bigiminde yazilabilir. Bununla birlikte, 2 =/ alindiginda da (a) iii) sikki ispat

edilmis olur.

Simdi de B, #0 ve P, =0 oldugu kabul edilsin. (3.10) esitliginden
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e (e +2¢;—A—p)=—(c;=A)(c; — 1) (3.14)

oldugu goriilir. P, =0 oldugu da goz oniine alinarak (3.14) esitligi (3.6) esitliginde

yerine yazildiginda

bulunur. Bu esitligin saglanmasi i¢in de (¢, —-A)(c,—)=0 veya B =1 olmasi
gerekir. Eger (¢;—A)(c;—p)=0 ise, ¢ #0 oldugu da disiinilerek (3.14)

esitliginden ¢, +2c; = A+ u elde edilir. Dolayisiyla (a) iv) sikki ispatlanmig olur.
Ote yandan (3.14) esitligi diizenlenerek
(q+e¢,—A)(¢+e,—p)=0

bigiminde yazilabilir. O halde B =/ olmasi durumunda (a) v) sikki da gosterilmis

olur.

Son olarak B #0 ve P, #0 olmasi durumu goz 6niine alindiginda (3.10) ve (3.11)

esitliklerinden sirastyla,

e (e +2¢,-A—p)=—(c;—A)(¢; —p),

_(03_1)(03_/1) (3.15)

¢, (¢, +2¢,—A— )

bulunur. AP =0 oldugu dikkate alinarak (3.15) esitlikleri (3.6) esitliginde yerine

yazildiginda,

(e;=A)(e;—u)(I-P-P)=0 (3.16)
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elde edilir. (3.16) esitliginin saglanmasi igin de (¢;—A)(c; — ) =0 veya F+B =1
olmasi gerekir. (¢;—4)(¢; —u)=0 oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla ¢;,c, #0
olusu da dikkate alindiginda (3.15) esitliklerinden ¢ +2¢,—A—u=0 ve
¢, +2c;,—A—u=0 elde edilir. Bu iki esitlikten de ¢, =c, ve ¢, +2¢c,=A+u

yazilabilir. Dolayisiyla (a) vi) sikki elde edilmis olur.

(3.15) esitlikleri diizenlenerek sirasiyla
(q+e,—A)(q+e,—u)=0 ve (¢, +c;—A) (¢, +¢;,—u) =0

yazilabilir. Bununla birlikte, £+ =1 oldugu da kabul edilirse, (a) vii) sikki da

ispatlanmis olur.

Simdi de AP, #0 oldugu varsayilsin. Bu durumda (3.9) esitliginden

a(e+2¢,—A—p)+c, (¢, +2¢,—A—p)+2cc, +(c; = A)(e; —u) =0 (3.17)
elde edilir. Bu esitlikten de

(e +2e, = A=)+ (c;=A) (¢ — ) =—(c, (e + 26, = A — 1) +2¢,c,)
ve

¢, (¢,+2¢; = A=) +(e; = A)(e;— ) =—(c (¢, +2¢; = A= ) +2¢,c;, )

esitlikleri yazilabilir. Bu iki esitlik kullanilarak (3.7) ve (3.8) esitliklerinden sirasiyla
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(02(02+203—ﬂ—,u)+20102)(Ple—Pl)=0 (3.18)

\(

(cl(cl+203—ﬂ,—,u)+20102)(EPQ—P2)=0 (3.19)
bulunur. Bu durumda (3.18) ve (3.19) esitlikleri igin,

AP, =R ve RB =P,
RE =R ve RE#1,
RE# R ve RE =D,

BB #R ve RE#F,,
olmak tizere dort farkli durum s6z konusudur. Simdi bu durumlari irdeleyelim.

[k olarak BP, =P, ve PP, = P, oldugu varsayilsin. Bu durumda, (3.6) esitligi

(cl(cl +ZC3—/1—,u)+c2(c2+2c3 _/1_#)+2C102)P1P2

(3.20)
+(e;—A)(e;—p)1=0

bi¢imine doniisiir. Ote yandan, (3.17) esitligi (3.20)’de kullanilirsa,

esitligi elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in (03 —/1)(03 - ,u) =0 veya BB =1

olmasi gerekir. Eger (03 —ﬂ.)(c3 - y) =0 ise, (3.17) esitligi buna gore diizenlenip

(¢, +¢,)(¢,+¢,+2¢;—A—p)=0
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biciminde yazilabilir ve (a) viii) sikki i¢in istenen elde edilir. Diger taraftan (3.17)’yi

(¢ +c,+c,—A) (¢ +¢, +¢,—u)=0

bigiminde diizenleyip, BF, =/ alindiginda da (a) ix) sikki goriiliir.

Simdi de RP, =R ve FP # P, oldugu kabul edilsin. AP, # P, oldugundan, (3.19)

esitliginden

¢ (e +2¢,—A—pu)+2¢c, =0 (3.21)

bulunur. AP =F oldugu hesaba katilarak, (3.21) esitligi, (3.6) esitliginde

kullanilirsa,

¢, (¢, +2c; —A—pu)P +(c; —A)(c; — ) =0 (3.22)

olur. Diger taraftan (3.21) esitligi dikkate alinirsa, (3.17) esitliginden

e, (e, +2¢,—-A—pu)=—(c; = A)(c; — ) (3.23)

yazilabilir. Ayrica yine (3.21) esitliginden ¢, # 0 oldugu hesaba katilarak

o +2c,+2c,=A+u (3.24)

oldugu goriiliir. (3.22) ve (3.23) esitlikleri birlestirildiginde de

(e~ 2)(e, ~m)(1-B) =0
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elde edilir. Bu esitligin saglanmasi igin (¢; —A)(c; — ) =0 veya B, =1 olmalidur.
Eger (¢, —A)(c; —u)=0 ise, ¢, #0 oldugu da disiiniilerek, (3.23) esitliginden
¢, +2¢c; =A+u elde edilir. Bu esitlik ve (3.24) esitliginden ¢, +c¢, =0 oldugu

goriiliir. Dolayisiyla (a) x) sikk: ispat edilmis olur.
Diger taraftan (3.23) esitligi,

(cz+c3—/7,)(cz+c3 —u)=0

seklinde yazilabilir. Bu esitlik ve (3.24) dikkate alinarak P, =/ olmas1 halinde (a)

xi) sikki goriiliir.

Simdi de BP, # B ve BE =P, oldugu kabul edilsin. (3.18) esitliginden

¢, (e, +2¢,—A—p)+2¢c,=0 (3.25)

elde edilir. AP, =P oldugu goz oOniine alarak (3.25) esitligi, (3.6) esitliginde

kullanilirsa,

¢ (cl+203—/1—,u)Pl +(c3—/1)(c3—,u)120 (3.26)

bulunur. Diger taraftan (3.25) esitligini dikkate alarak (3.17) esitliginden

a(e+2c,—A—p)=—(c;—A)(c; — ) (3.27)

oldugu goriliir. Yine (3.25) esitliginde ¢, # 0 oldugu dikkate alinirsa,
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2¢c,+c,+2c,=A+u (3.28)

yazilabilir. Ote yandan (3.26) ve (3.27) esitlikleri birlestirildiginde

(e;=2)(e;—u)(1-R)=0

elde edilir. Bu esitligin saglanmasi igin de (c;—-A)(c;—pu)=0 veya B =1
olmahidir. (¢,—A)(c;—u)=0 ise, ¢ #0 oldugu goéz oniine alnarak (3.27)
esitliginden ¢, +2c; = A+ yazlabilir. Bu esitlik ve (3.28)’den ¢, +c¢, =0 oldugu

goriiliir. Dolayistyla (a) xii) sikk: ispat edilmis olur.

Simdi de B =1 olsun. (3.27) esitligi diizenlenerek (c,+c,—2)(¢,+c;—p)=0
bigiminde yazilabilir. Bu esitlik, (3.28) ve £ =1 oldugu birlikte diisiiniildiigiinde (a)

xiii) sikki goriiliir.

PP #F ve BB # P ise, (3.18) ve (3.19) esitliklerinden sirasiyla

¢, (¢, +2¢,—A—p)=-2cc,,

3.29
(¢ +2¢,—A—p)=-2cc, 6.29)

bulunur. (3.17) ve (3.29) esitliklerinden
(c5—=2A)(e;—p) =2¢c, (3.30)

yazilabilir. (3.29) ve (3.30) esitliklerini, (3.6) esitliginde yerine yazip, c¢c, #0
oldugu da hesaba katildiginda
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R+B=PB+1

elde edilir. Diger taraftan c,,c, # 0 oldugu goz oniine alinarak, (3.29) esitliklerinden

sirasiyla,

2c,+c,+2c;=A+pu ve ¢+2c,+2c,=A+pu

bulunur. Bu iki esitlikten ¢, =c¢, ve 3¢, +2c, = A+ p yazilabilir. Dolayisiyla (a) xiv)

sikki ispat edilmis olur. Boylece BP, = P,F durumu i¢in biitiin sonuglart elde etmis

olduk.

Simdi de AP, # PR, durumu ile ilgili sonucu belirleyelim.

Bu durumda (3.5) esitligi bir soldan bir de sagdan £ ile carpildiginda sirastyla

(c1 (¢, +2¢;=A—p)+(c; = 2)(c —,u))Pl

(3.31)
+(c2 (¢, +2¢, —ﬂ—,u)+clcz)RP2 +cc,PPPR =0

Ve

(c1 (¢, +2¢;—A—p)+(c;—2) (e —,u))Pl

(3.32)
+(c2 (¢, +2¢c,— 4 —,u)+clcz)PzP1 +cc,PPR =0

esitlikleri elde edilir. (3.31) ve (3.32) esitlikleri taraf tarafa ¢ikartilarak;

(c§ +2¢c,¢,—¢, (/1+,u)+clcz)(Ple—PzPl)=0 (3.33)
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oldugu gorillir. BP #PFE ve ¢, #0 oldugunu goz Ontine alindiginda (3.33)

esitliginden

¢ te,+2c,=A+u

bulunur. Bu esitlikten

—¢, =¢ +2¢,—(A+u) ve —¢ =c,+2¢,—(A+pu) (3.34)
yazilabilir. (3.34) esitlikleri (3.5) esitliginde yerine yazildiginda,
—a6h —ce, b+, AP ¢, R +(C3 - ﬂ)(% —/J)] =0

elde edilir. Gerekli diizenleme yapildiginda ise,

GG (R+PZ —-RP, _132131)"'(03 _/1)(03 —y)]=0

yani

2
GG (Pl _Pz) = (Cs _/1)(03 —ﬂ)]
bulunur. Bdylece, teoremin (b) sikk1 ispatlanmis olur. [

Teorem 3.2°de ¢; =0, A =1, =0, E#0 ve P, #0 alindiginda, Baksalary ve

Baksalary’nin [2] calismasindaki, iki idempotent matrisin dogrusal bilesiminin
idempotentligi ile ilgili Teorem sonug olarak verilebilir. Dolayisiyla Teorem 3.2,
[2]’deki Teorem’in bir genellemesi niteligindendir. Baksalary ve Baksalary’nin bu
sonucu, asagida verilecek olan iki kuadratik matrisin dogrusal bilesiminin

kuadratikligi ile ilgili sonugtan da elde edilebilir.
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Simdi caligmanin esas konusu olan kuadratik matrislerle ilgili elde ettigimiz ana

sonuclardan birini vermeden once ispatta kullanilacak olan bir sonucu verelim.

Lemma 3.3. § ve O, matrisleri sirasiyla {a,, 8} ve {a,, 3, } -kuadratik matrisler ve
bu matrislerle iligkili olan idempotent matrisler de sirasiyla £ ve B olsun. Bu

durumda Q,0, = 0,0, olmasi igin gerek ve yeter kosul P, = PP olmasidur.

Ispat. o, # B (i=1,2) oldugu dikkate alindiginda, ispat matris ¢arpimindan hemen

gortlir. [ |

Teorem 3.4. O ve Q,, swrastyla, {a,, 8} ve {a,,[,} -kuadratik matrisleri verilsin.

r,1, € C olmak iizere

O=n0 +nr0, (3.35)

dogrusal bilesimi gbéz Oniline alinsin. Q dogrusal bilesiminin {a3, ﬂ3}-kuadratik

matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir:

(@) G0, =00, ile birlikte asagidaki kosullardan biri saglanir.
) O=p1, 0 =1 ve (1B +np—a)(nf +nh~B)=0,
i) 2nftn(e+B)=a+ B, B +nfh—a)nf+np—F)=0 ve
O =4I,
i) (A +na—e)nf+ne=f)=0, 0 =41 ve O, =1,
i) Kl +p)+2nf=a+ B, B +np—a)nf+nf — ) =0 ve
O, =p1,
v) (i +np o) +npb=£)=0, O =al ve O, =p1,



vi)

vii)

viii)

x1)

Xii)

xiii)

X1V)

”1(“1_:81):7’2(052_:82) ’273181"'7’2(@2"'/82):“3"':83,
(7”1@ +rzﬁ2 —a3)(r1ﬂ1 +r2182 _ﬂ3) =0 ve (Q1 _ﬂll)(QZ _ﬂzl) =0

(hy +npB, —a) o+, = ) =0, (WB +ne, —a)n B +ra, — ;) =0
ve Ql_:Bl[_i_Qz_ﬂzI:I,

al_lgl az_lgz
(”1051_”1181+’”2052_’”2ﬂ2)(’”1a1+”1:81+r2a2+’”2ﬂ2_a3_,83)20a
- p 1 - p1
(’ﬁﬂl+V2:B2_a3)(’”1ﬂ1+7’2ﬂ2_183):0Ve %1 _'2 =%2_%2 ,
BRI O,-BI
(’”1051+”2a2_a3)(’”1a1+”2a2_ﬁ3):0Ve %1 _ﬂﬂll :%2 _'1852 =1

(e =B)+n(a—F,)=0,2r6 +n(a,+ B) =0, + f;,

BB +np—a)np+np—5)=0 ve (Q1 _ﬂll)Qz%ﬂﬂzl =0, -p1

a, )
n(a+B)+2na, =+ B, (B +no, —a)h B +ra, — B)=0 ve
Qz =a,l,

n(a—B)+n(a,—B)=0, ’”1(0‘1 +181)+272:Bz =+ fy,

(rlﬂl +I"2,82 —CZ3)(7”1ﬂ1 +I"2,82 _ﬂB) =0 ve Q%?(Qz _1821) = Qz _1821 )

Q 1
2roy+n(a,+ B) =5+ By, (ney+nf, —a)ra + 18, — ) =0 ve
Q1 :all’

_ _ _ (hB +np, —a)np +npb, =)
(o =f)=nle-F), @ e p)

=2nr,,

hGay - )+ 2B, =+ B, ve DL Q=P Q=IO ZPL,

a - p a,— B a-p a,-p

(b) 00, # 0,0, ile (Ql AL O -ﬂsz _(nBnp-a) B+ nh— )

al_ﬂl az_ﬁz lirz(al_lb)l)(az_ﬂz)

’1(0‘1+ﬂ1)+rz(a2+ﬂz):a3+ﬂa'

33

1

I ve



34

Ispat. Q ve O, matrisleri ile iliskili idempotent matrisler sirastyla P ve P, olsun.

Bu durumda,

Ql :(al _ﬂl)Pl +ﬂ1]’

0, :(az_ﬂz)Pz"'ﬁzl (339

esitlikleri vardir. (3.36) esitlikleri kullanilarak O dogrusal bilesim matrisi

nO +1,0, =1 (= B) R+ (o, = B) B +(nB +1p) 1 (3.37)

biciminde, yani, iki idempotent ve bir birim matrisin dogrusal bilesimi seklinde
yazilabilir. &, # 5 ve r#0 (i=12) oldugundan (3.37) dogrusal bilesimindeki A,
ve P matrislerinin katsayilart sifirdan farklidir. Dolayisiyla, (3.37) dogrusal
bilesimine Teorem 3.2 uygulanabilir. Ayrica, Lemma 3.3’ten dolayr Q,0, =0,0, ve
00, # 0,0, olmasi durumlarina, sirastyla, Teorem 3.2’nin P =PF durumunun

(yani (a) sikk1) ve BE # PR durumunun (yani (b) sikki) karsilik geldigi agiktir.

Bu nedenle, Teorem 3.2°de ¢, =7, (o, - ), ¢, =n(a, = B,), G =K +1p5,, 1=a,

ve u = f, alindiginda istenen katsay: esitlikleri elde edilir.

Diger taraftan (3.36) esitliklerinden

1 1
R=f—5(@-AD ve B="—

(Qz _182[) (3-38)

yazilabilir. Teorem 3.2’nin giklarindaki matris esitliklerinde £ ve B yerine (3.38)

esitliklerindeki degerleri yazilarak istenen matris esitlikleri de elde edilir. u
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Teorem 3.4’te &, B, (i =1,2,3) karmagik sayilarina bazi degerler verilerek asagidaki

sonuglar elde edilir. Bu sonuglarin bazilari literatiirde yer almaktadir. Dolayisiyla
literatiirde mevcut olan bazi ¢calismalara da kuadratik matrisler kullanilarak alternatif

ispat verilmis olacaktir.

Bunlara ek olarak belirtilmelidir ki, Teorem 3.4’teki matrislerin tiiriine gére «;,f3,
(i=1, 2, 3) ‘nin alabilecegi degerler i¢in hesaplama yapildiginda, teoremin bazi

siklarindan higbir sonu¢ gelmezken (bu durumda ilgili kosulu saglayan dogrusal
bilesim yok demektir), bazi siklar1 bir bagka sikkin aynist veya 6zel bir hali
olabilecektir. Dolayisiyla asagidaki sonuglarin ispatinda ayni sonucu veren siklarin
tekrar tekrar hesaplamalari yazilmadan, sadece farkli sonu¢ veren siklarin

hesaplamalar1 yazilacaktir.

Teorem 3.4’te (ai, ,Bl.):(l,O) (i=12, 3) alindiginda iki idempotent matrisin

dogrusal bilesiminin idempotentligi ile ilgili [2]’deki Teorem elde edilir.

Sonu¢ 3.5. O ve Q, birbirinden ve sifirdan farkli iki idempotent matris olsun.

1,1, €C" olmak iizere 10, +7,0, dogrusal bilesiminin idempotent olmast igin gerek

ve yeter kosul asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir:

(@) GO, =0,0, ile birlikte asagidaki kosullardan biri saglanir,
) 00,=0,1n=1ver=1,
i) 00,=0,n="lver=1,
i) 00,=0,,n=1ver,=-1,
(b) 00, 0,0, ile birlikte (0, ~0,)° =0, 7,5, e C'\{1} ve 7 +1, =1 kogullan

saglanir.

Ispat. Teorem 3.4’te (ai,ﬂl.) = (1,0) (i=1, 2, 3) alinsin. Bu durumda Teorem 3.4’{in

(a) sikkinin vi), x) ve xii) alt siklarindan;
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1. n=r,rn=1,0=0ve OO, =0=r=r=1ve 00, =0,
2. 7’i+7’220,l"2:1,0:0ve Q1Q2:Q1:>7’i:—1,l"2:1 ve QQZZQI’

3. 1+1=0,1=1,0=0ve 90, =0, =r=Lnrn=-1ve 00, =0,

esitlikleri bulunur. Bunlar da sirastyla Sonu¢ 3.5’in (a) sikkinin 1), ii) ve iii) alt

siklarina karsilik gelir.

Son olarak Teorem 3.4’lin (b) sikkindan, (Q1 -0, )2 =0 ve 7, +r, =1 elde edilir.
n+r,=1 ve r,r,#0 birlikte diisiiniildigiinde de 7, €C \{1} oldugu goriiliir.

Dolayistyla Sonucun (b) sikki da ispatlanmis olur. n

Teorem 3.4’te (o, /) =(a,.5,)=(1,0) ve (a;,p)=(1,-1) alindiginda [9] daki

Teorem 2.5 ve [10]’daki Teorem 2.5 elde edilir.

Sonu¢ 3.6. O ve (O, birbirinden ve sifirdan farkl iki idempotent matris olsunlar.

r, 1, €C olmak iizere 70, +1,0, dogrusal bilesiminin involutif olmas1 igin gerek ve

yeter kosul asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir:

(@) OO0, =0,0, ile birlikte asagidaki kosullardan biri saglanir.
) (n.n)e{(L1), (L-1), (-L1), (-L-1)} ve O +0, =1,
i) (r.n)e{(-21),(2,-1)} ve O, =1,
i) (n.n)e{(1,-2), (-1,2)} ve O =1,
(b) 00, # 0,0, ile birlikte 1, +7, =0 ve (0, -0, )2 = _—11 kosullar1 saglanir.

nn

Ispat. Teorem 3.4°te (y,5)=(a,.5,)=(1,0) ve (a;,5,)=(1,—1) almsm. Bu

durumda Teorem 3.4’{in (a) sikkinin vii), xi) ve xiii) alt siklarindan sirasiyla;
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L (5n=1)(r+1)=0, (n-1)(r,+1)=0ve Q+0,=1 =
(r.15) €{(L1),(L-1),(-L1),(-L,-1)} ve O +0, =1,
2. 1 +21,=0, (n-1)(r,+1)=0 ve O, =1 =(r,r,) e{(-2,1).(2,-1)} ve

0,=1,
3. 25+1,=0, (n-1)(r5+1)=0 ve O =1 = (r,r,)e{(1,-2).(-1,2)} ve O =1

ifadeleri elde edilir. Bunlar da sirastyla Sonu¢ 3.6’nin (a) sikkinin 1), ii) ve iii) alt

siklarina karsilik gelir.

Ote yandan, Teorem 3.4’in (b) sikkindan QQ,#Q,0, r+r=0 ve

(Q1 -0, )2 = _—11 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. u
hn
Teorem 3.4te (a,,f,)=(1,0), (a,,5,)=(1,-1) ve (a5 )=(1,0)alindiginda

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.7. O sifirdan farkli bir idempotent matris ve @, involutif matris olsun.

Ayrica O, #£0, kosulu saglansin. Bu durumda 7,7, € C olmak iizere 7.0, +1,0,

dogrusal bilesiminin idempotent olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul asagidakilerden

birinin saglanmasidir:

(@) 0, =0,0, ile birlikte asagidaki kosullardan biri saglanir.
) (r.n)=(-1-1)ve @, =-1,

{(L1),(2,1)} ve 20,+0, =1,

{(1L,-1),(2,-1)} ve 20,-0,=1,

(
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(b) O, #0,0, ile birlikte 1, =1 ve (20, -0, -1 )2 =2(1+r,)! kosullar saglanir.

Ispat. (a,p)=(1,0), (e,,3)=(,-1) ve (a,5)=(10) alindiginda Teorem
3.4%{in (a) sikkinin iv), vii), viii), xi) ve xiii) alt siklarindan sirastyla;
1. n=2n=1,(-n-1)(-n)=0ve Q,=-1 = (r,r,)=(-1L-1) ve O, =—I
2 (i=n=1)(5 1) =0, (s-)r=0, g+~ (@ +1)=1 =
(r.r)e{(L.1),(2.1)} ve 20,+0, =1
3. (5+25)(r=1)=0, (=, ~1)(~1,) =0 ve O, =%(Q2+I) -

(r.n)e {(1,—1),(2,—1)} ve 20, -0, =1,

4. r+2n=1,(r,-1)r,=0ve O, =1 =(n,n)=(-L1) ve O, =1,

5. 2r=1,(r,—r-1)(r-1)=0ve § =I:>(r1,r2)=[%,i%j ve Q=1

bulunur. Bunlar da sirasiyla Sonu¢ 3.7’nin (a) sikkinin 1), ii), iii), iv) ve v) alt

siklarina karsilik gelir.

2
—r =1\~
Teorem 3.4’n (b) sikkindan ise, # =1 ve (QI—QZZ-HJ =( 7”22 )( r2)1 gelir.
-

172

Gerekli diizenlemeler yapildiginda (2Q1 -0, +1 )2 = 2(1 +7, ) I elde edilir. Boylece

ispat tamamlanmis olur. [ |

Teorem 3.4’te (,5,)=(1,0) ve (a,,5,)=(a;,B,)=(1,-1) alindiginda asagidaki

sonug elde edilir.



39

Sonug¢ 3.8. () sifirdan farkli bir idempotent matris ve O, involutif matris olsun ve

O, #+0, kosulunu saglansimlar. 7,7, € C" olmak iizere Q=r0, +r0, dogrusal

bilesimi goz Oniine alinsin.

(@) OO0, =0,0, ise, QO dogrusal bilesim matrisinin involutif olmast igin gerek ve

yeter kosul asagidakilerden birinin saglanmasidir.
i) (r.n)e{(2.1).(-2.-1)} ve 00, =0,
i) (r.1)e{(2.-1),(-21)} ve Q0, =0,
(b) Q0, #0,0, ise, O dogrusal bilesim matrisini involutif yapacak katsayilar

mevcut degildir.

Ispat. (o, ,)=(1,0) ve (a,,3,)=(a;, ;) =(1,~1) aldigimzda Teorem 3.4’{in (a)
sikkinin vi) ve x) alt sikkindan sirasiyla;

L 1=2n,0=0, (=1, ~ D, +1) =0 ve 0,(0,+1)=0=
(n.n) e{(2.1).(-2-1)} ve 00, =-0,

2 542120, 0=0, (=1, ~T)(—r, +1)=0 ve QI%(Q2+])=Q1 N
() {(2.0).(2, 1)} ve 00,0

elde edilir. Bunlar da sirasiyla Sonug¢ 3.8’in (a) sikkinin 1) ve ii) alt siklarina karsilik

gelir.

Diger taraftan, Teorem 3.4’iin (b) sikkindaki birinci esitlikten # =0 elde edilir ki

r #0 ile geligir. Dolayisiyla istenen elde edilir. u

Teorem 3.4’te (o, ) =(a,.5,)=(1-1) ve (a;,)=(10) aldigimizda [9] daki

Teorem 2.2 ve [10]’daki Teorem 2.2 elde edilir.
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Sonu¢ 3.9. § ve O, matrisleri Q, #+(, kosulunu saglayan iki involutif matris

olsun. 7,7, € C' olmak tizere, Q =10, +1,0, dogrusal bilesimi gdz 6niine alinsin.

(@) OO0, =0,0, ise, QO dogrusal bilesiminin idempotent olmasi igin gerek ve yeter

kosul asagidakilerden birinin saglanmasidir.

i (”v”z):(_%’_%j ve Q+0,=-00, -1,
i (1r)=( 303 ) v Q-0.=00.~1.
i) (n.n)= G jveg1 0,=-00,+1,
0 (1) =( 3.3 ) v 0 +0.=00.+1,

(b) GO, # 0,0, ise, O dogrusal bilesim matrisini idempotent yapacak katsayilar

mevcut degildir.

Ispat. (a,p)=(e,,,)=(1-1) ve (a,B)=(10) alalm. Teorem 3.4’iin (a)

sikkinin vi), X), Xii) ve xiv) alt siklarmdan sirastyla;
1. r=n, 2n=1,(-r-n-1)(-1-1)=0ve (0, +1)(0,+1)=0=
(Wz){—%,—%] ve O +0,=-00,-1,
2. K+1r=0, 2r=1, (-r—r-1)(-r-1)=0 (Q1+I) (Q2+I) 0+1=
ey L))o 0001
3. n4n =0, -2 =1, (= —r,—1)(~r -1) =0 ve %(Ql £1)(0,+1)=0,+1

:>(7’1,Vz)=(%,—%j ve O -0, =-00,+1,
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4. n=n, (~h-n-1)(--n)=8, 4 -2r,=1 ve

1 1 11
E(Ql+Q2+21):Z(Q1+1)(Q2+1)+1 :(q,rz):(a,z) ve

Ql +Q2 :Q1Q2+I

esitlikleri bulunur. Bunlar da sirasiyla Sonug¢ 3.9’un (a) sikkinin 1), i1), iii) ve iv) alt

siklarina karsilik gelir.

Diger taraftan, Teorem 3.4’iin (b) sikkindaki birinci esitlikten O=1 g¢eliskisi elde

edilir. Dolayisiyla ( ve (O matrislerinin degismeli olmamasi durumunda Q

dogrusal bilesim matrisini idempotent yapacak 7,7, € C" katsayilar1 mevcut degildir. B

Teorem 3.4’te (a,8)=(1-1) (i=1,23) alindiginda [9]’daki Teorem 2.4 ve

[10]’daki Teorem 2.4 elde edilir.

Sonu¢ 3.10. § ve O, matrisleri O #x0, kosulunu saglayan iki involutif matris

olsun. 7,7, € C' olmak tizere Q =10, +1,0, dogrusal bilesimi géz 6niine alinsin.

(@) 0, =0.,0, ise, O dogrusal bilesim matrisini involutif yapacak katsayilar
mevcut degildir,

(b) GO, # 0,0, ise O dogrusal bilesiminin involutif olmas igin gerek ve yeter

kosul rr, (Q1 -0, )2 = ((rl +r )2 - 1) I esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (a,B)=(1,-1) (i=1,2,3) igin Teorem 3.4iin (a) sikkindaki esitlikleri

dogrulayan durumlar meydana gelmez. Dolayisiyla degismeli olan ve birbirinin +1
kati olmayan iki involutif matrisin dogrusal bilesimleri hi¢bir zaman involutif

olamaz.
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Teorem 3.4’{in (a) sikkimnin alt siklardan bir tanesini kontrol edelim. («,, 8,)=(1,-1)
(1=1,2,3) alalim. Teorem 3.4’tn (a) vi) sikkimin ikinci esitliginden —27 =0
bulunur. Bu ise ise 7 #0 ile celisir. Biitiin siklar denendiginde buna benzer

celiskilerin geldigi goriiliir.

Yine (e,,8)=(1,-1) (i=1,2,3) degerleri igin. Teorem 3.4’in (b) sikkinda

Q1+I_Q2+Ij2 _(r=n)(nmntl),

hesaplama vyapildiginda 0=0 ve
p yapildig ( > > drr,

gelir. Gerekli diizenleme yapildiginda 57, (Q, -0, )2 = ((r1 + )2 - 1)] elde edilir. M

Not: Yukarida verilen Sonug 3.5-3.10°daki sonuglarin (a) siklari, Mathematica Paket

Programi’nda yazilan bir program araciligi ile dogrulanmistir (bkz. EK A).
3.3. Sayisal Ornekler

Simdi de yaptigimiz ¢aligmalar1 dogrulayan iki sayisal 6rnek verelim.

Ornek 3.11.
=7y Wy 0 2/3 % % 0 -l
1 2
% %3 -1 1% % % 0 %
%y % 0 8, T Vs 0

seklinde tanimlanan Q, ve Q, matrisleri QQ, # 0,0, kosulunu saglayan, sirasiyla,
{3,-1} ve {2,0} -kuadratik matrislerdir. ;, , € C" olmak iizere, 10, +1,0, dogrusal
bilesim matrisi {4,—1}-kuadratik matris olacak sekilde 7 ve 7, katsayilarim

belirleyelim. Teorem 3.4’tn (b) sikkinda (e,f,)=(3,-1), (a,,f,)=(2,0) ve
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(a;,B,)=(4,-1)  almndiginda (%(Ql +1)_%Q2j _ (=h=4)(=r +1) I e

8nr,

25, +2r,=3 esitlikleri veya esdeger olarak ”1_;2(Q1 +1-20, )2 =(r+4)(r-1)1 ve

nAr= > bulunur. Birinci esitlikte matrisler yerine konulup hesaplama yapildiginda

sol taraftaki matris 0 (sifir) olacagindan sonug¢ olarak (7;+4)(# -1/ =0 ve

3
r1+r2=§ bulunur. Bu esitliklerden de (rl,rz)=(l,%j veya (r,n)= ( 41—21j

1 1
katsayilart bulunur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda O, +§Q2 ve —40, +EQ2

dogrusal bilesim matrislerinin gergekten de {4,—1}-kuadratik matris olduklar

goriilecektir.

Her (a, B, a,,3,) € {(3,—1,2,0),(3,—1,0,2),(—1,3,2,0),(—1,3,0,2)} degeri i¢in ayni

hesaplamay1 yaptigimizda ayni katsayilart buluruz.

Ornek 3.12.
o-| 0 Jo %ve@:_% 00
o V3 Y 2 2 10
Y e s ZIVZ AL

matrisleri Q,0, = 0,0, kosulunu saglayan, sirasiyla {1,0} ve {1,—1} kuadratik (yani,

sirastyla idempotent ve involutif) matrislerdir. 7,7, € C' olmak iizere 10, +n0,

dogrusal bilesiminin involutif olmasi i¢in gerekli katsay1r degerlerini belirlemeye
calisalim. Bu matris ¢ifti, Teorem 3.4’iin (a) x) ve Sonug 3.8’in (a) 11) sikkindaki
matris esitliklerini saglarlar. Her ikisinden de dogrusal bilesimin katsayilarini

bulmamiz miimkiindiir. Biz kisalik olsun diye Sonu¢ 3.8’in (a) ii) sikkindan bulalim.
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00, =0 esitligi saglandigindan dogrusal bilesimin katsayilar
(rn.r)e {(2,—1),(—2,1)} olmalidir. Hesaplama yapilirsa, gercekten de 20, -0, ve

—20, + 0, matrislerinin involutif olduklar1 goriiliir.



BOLUM 4. DEGISMELI IKi KUADRATIK MATRISIN LINEER
BILESIMLERININ KUATRATIKLIGINE FARKLI
BIiR BAKIS

4.1. Giris

Bu boliimde sifirdan farkli degismeli iki kuadratik matrisin dogrusal bilesimlerinin
kuadratikligi problemine farkli bir metotla yaklasacagiz. Onceki boliimde elde
ettigimiz sonuglarda dogrusal bilesimin kuadratik olmasi i¢in gerekli katsayilar ile
birlikte bazi matris esitlikleri vermistik. Bu bdliimde ise dogrusal bilesimin
katsayilar1 ile birlikte dogrusal bilesimi olusturan matrislerin kdsegen formlarini

verecegiz.

Bu boélimde dogrusal bilesimi olusturan matrisler, degismeli oldugundan
kullanacagimiz yontem, degismeli iki matrisin eszamanli kdsegenlestirilmesi

gercegine dayanir.

Boliim 2, Teorem 2.39’dan biliyoruz ki, eger o # f ise, A€C,, {a, ,B} -kuadratik

matrisi kOsegenlestirilebilir matristir. Eger « = fise, yani (A—a] )2 =0 ise 4
matrisinin kosegenlestirilebilmesi hakkinda ne sdylenebilir? Bu tip matrisler, yani

{a} -kuadratik matrisler, her zaman kdsegenlestirilemezler. Ornegin,

N

Il
S O N
S NN
N O N
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matrisi {2} -kuadratik  bir matristir. Bu matrisin  karakteristik polinomu
det(A4— Al )=(2—/1)3 oldugundan yegine 6zdegeri 2 ve bu &zdegerin cebirsel

katlihgi cebKat, =3 tiir. Diger taraftan

0 2 2
A-2I=]0 0 O
0 0 O

matrisinin ranki 1 oldugundan Teorem 2.9’a gore nullity(A—2] )=2 yani

geoKat, =2 olup, 4 matrisi kdsegenlestirilemez.

Burada bir {a} -kuadratik matrisin kdsegenlestirilebilmesi ile ilgili asagidaki sonucu

vermek yararli olacaktir. Bu sonucun ispati kolaylikla goriilebildiginden

verilmeyecektir.

Teorem 4.1. «eC olsun. Bir A4eC, {a} -kuadratik  matrisinin

kosegenlestirilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul 4 = o/ olmasidir.

Ayrica, sunu da belirtelim ki o, C ve a # f olmak lizere, bir 4 =al skaler
matrisi (A —al )2 =0 ve (A —-al ) (A -pI ) =0 esitliklerini sagladigindan A skaler

matrisi, {a} -kuadratik veya {a, p } -kuadratik matris olarak diisiiniilebilir.

Bu aciklamalardan sonra, skaler matris olmayan {a, ﬂ} -kuadratik matrislerden

bahsederken agagidaki tanimi kullanmak kolaylik saglayacaktir.

Tamm 4.2. A€C,  matrisi bir {a, ﬂ} -kuadratik matris olsun. Eger A= al ve
A# BI ise veya buna denk olarak e§er @ ve g ’nin her ikisi de A4 matrisinin

Ozdegerleri iseler 4 matrisine esas (essentially) {a, ,B} -kuadratik matris denir [36].
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Bu tanima gore P idempotent matrisine P #/ ve P = 0 ise esas idempotent ve A

involutif matrisine 4 # =/ ise esas involutif matris denir.

Simdi Q,Q, €C, matrisleri sifirdan farkli, degismeli ve siwasiyla {o,B} ve

{a,, B,} -kudaratik matris olsunlar. 7,7, € C" olmak iizere,

0=nrQ +n0, (4.1
dogrusal bilesimi gbz 6niine alinsin.

Bu bolimde verilecek sonuglar, (4.1) dogrusal bilesimindeki O ve (J, matrisleri
sirastyla esas {@, 3} ve esas {a,,f3,} -kuadratik matrisler iken, O dogrusal bilesim

matrisinin {a'3, ,33} -kuadratik matris olmas1 i¢in gerek ve yeter kosullar icerecektir.

Yukarida bahsettigimiz esas sonucu vermeden Once (4.1)’deki dogrusal bilesimi
olusturan J ve (), matrislerinden birinin veya her ikisinin skaler matris olmasi

hallerini irdeleyelim.

Oncelikle, (4.1)’deki matrisler O, =&,/ ve O, =a,I olsunlar. Bu durumda dogrusal
bilesim QO =(re, +r2052)1 olur. o, €C olmak lizere O dogrusal bilesiminin
{0!3, ﬂ3}-kuadratik matris olmasi icin Q=a/ veya Q=[] olmalidir. O halde,
dogrusal bilesimin katsayilar1 ra, +na, =, veya Ko, +na, =[5 denklemlerinin
¢Ozliimii olacaktir. &;,&, #0 oldugundan (¢iinkii Q,, O, #0 dir) r € C* olmak lizere

(r.,1) =(t, o (o —alt)) veya (7;,1,) = (t,a;l (5, —alt)) olacaktir.

Son olarak, (4.1)’deki matrisler, Q, =] ve (O, esas {az, ﬂz} -kuadratik matrisler

olsun. {az, ﬂz}-kuadratik matrisler  kosegenlestirilebildiginden,  genelligi
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bozmaksizin, S7'Q,S = a,I ® B,1 olacak sekilde bir S €C, tersinir matrisi vardr.

Bu durumda (4.1)’deki dogrusal bilesimi soldan S§~' ve sagdan § matrisi ile

carpildiginda,

nSTOS+1nS870,S =1 (el eyl )+r, (a, ® B,I)

(4.2)
= (e, +1,2,) I ® (1, +1,3,) I

bulunur. (4.2)’deki dogrusal bilesim matrisinin kdsegen formda oldugu asikardir.

Simdi bu dogrusal bilesimin, &, f,€C olmak iizere, {;,/,} -kuadratik matris

oldugunu varsayalim. «, # £, oldugundan Q dogrusal bilesimi skaler matris

olamaz. Dolayisiyla

(e, +r0, )1 ®(roy +16,) 1 =a,l @ B1

veya

(e, +r0, )1 ®(roy +16,)1 = Sl ®a,]

esitliklerinden biri saglanir. Bu esitliklerden de sirasiyla,

ne, +na, = o,

o+, =p;
veya

na, +na, =

na +nf, =a,
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denklem sistemleri elde edilir. Burada o, #0 ve a,# 5, oldugundan her iki

sistemin katsayilar matrisinin ranki 2 olup, sistemler tek c¢oziime sahiptirler. Bu

¢cOziimler sirasiyla

| -pos - s = - B—a
(’ﬁarz)—( - jve(l’z) (a1(a2_ﬁz)’a2_ﬂ2]

olur.

4.2. Degismeli Iki Kuadratik Matrisin Dogrusal Bilesimlerinin Kuadratikligi

Simdi de bu boliimiin esas sonucunu, yani (4.1)’deki dogrusal bilesimi olusturan

matrislerin her ikisinin de skaler matris olmamasi hali ile ilgili teoremi verelim.

Teorem 4.3. «;, 5 €C (i=1,2,3) olmak tizere Q ve O, matrisleri 0, =0,0,
kosulunu saglayan, sirasiyla, esas {al, ,31} ve {az, ﬁz} -kuadratik matrisler olsun. Bu

* ..
durumda, 7,7, € C olmak iizere

Q=r0 +n0,, (4.3)

dogrusal bilesiminin {0@, ﬂ3}-kuadratik olmas1 ic¢in gerek ve yeter kosul, bir §
tersinir matrisi i¢in x,ye{e,f} olmak iizere ¢S7'QS+¢,57'0,S=5"0S

dogrusal bilesiminin, asagidakilerden biri olmasidir;

@) r(aI®BI)+r(al®p,1)=xIDyl,

) ofza,pb, a,y#Bx ve ay# Bx ise,

—a + X o,y — DX
r = 2y ﬂz ve r, = i’ :Bl
alﬁz - aZIBI alﬁZ - azﬂl
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.. . —aqt
i) af,=a,b ve qy=pxise, r,=t ve r, = T4 ,1eC’ \{xal‘l} veya
aZ
— Dt
=2 2 , teC\{yp'
e
() r(a I ® BI)+r, (Ll Dad)=xID I,
) oo, zBp, a,x#[y ve ay# BX ise,
= a,x—p,y ve r, = ay—px
aa, = pf, aa, = BS,
xX—at

i) oo, =pp, ve o y=LFxise, r,=t ve r, =

, te(C*\{xal’l} veya

2

=2 e lyp)

a,

© (a0, +Bf,—2a,B)x+(a,f,—a,p,) y =0 ise, x # y olmak iizere

Y (I ®BIDBI)+———(a,] ®r,] ® B,1) = xI ® yl DI,
a, = p az_ﬁz

d) (B, +a, 5, -2B.5,)x+(BB, —a,a,) y =0 ise, x # y olmak iizere

Xy

x_;(all@ﬂll(%ﬁll)qt (BI®a,]®B,T)=xI®xI Dy,

o = P a, - b,
) (B, +a, B, —2aa, ) x+(a,c, — B,5,) y =0 ise, x # y olmak iizere

—X

Y2 (o ®a I ® BI)+—

a —p a, - B,

(] ® B Da,l)=yl DxI DI,
® (v, + .6, —20,8,)x+(a, 8, —a,5,)y =0 ise, x # y olmak lizere

L2 (I @l ®BI)+—2(a, | ®BIDB,])=xI ® yl DxI .

a - p a,—p,

Ispat. Q ve O, matrisleri, swastyla {a,f} ve {a@,,/f,} kuadratik matris
olduklarindan ¢; ve B (i=1,2) degerlerinin her ikisi ayni anda sifir olamaz (glinkii
a, # B dir). Ayrica, OO0, =0,0 oldugundan, Teorem 2.32’ye gore O ve O,

matrisleri eszamanli kosegenlestirilebilirler. Dolayisiyla, A, ve A, kosegen
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matrisler olmak {izere, A,=S"'QS ve A,=5"0,S olacak sekilde bir S€C,
tersinir matrisi vardir ve A; ve A,’nin késegen elemanlari, sirasiyla § ve O,

matrislerinin 6z degerleridir. S matrisinin stitunlar1 arasinda uygun diizenleme

yapilarak A, ve A, kdsegen matrisleri, genelligi bozmaksizin,

ol 0 0 0 al 0 0 0
0 ol 0 0 0 I 0 0
A = : ve A, = P
0 0 BI 0 0 0 ol 0
0 0 o0 pI 0 0 0 pBI

biciminde yazilabilir. Tabi ki, burada bazi bloklar mevcut olmayabilir. Kolaylik

olmasi bakimindan bu matrisler, L, =,/ @ 3,1 ve L, =a,I ® S, olmak lizere,

A=aI®BI ve A=L®L,

bigiminde yazilsin. (J matrisinin esas kuadratik matris oldugu diistiniiliirse, A,
matrisinin bloklar1 ile A, matrisinin L, ve L, bloklar1 kesinlikle mevcut olmasi

gerekirken L, ve L, matrislerinin bazi bloklari olmayabilir. Bu nedenle asagidaki

dokuz farkli durum elde edilir.

) L=a] ve L,=41,

2) L=p1vel =al,

3) L=ay ve L=a,] ® B ],

4 L=p1ve L=a,i®B1I,

5 L=a,I®pB1 ve L =],

6) L=a,I®BI ve L =1,

7 L=o,I®B1 ve L,=a,]® B,

8) Li=a,] ve L, =],
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9 L=p1vel =41.

0O, esas {az, ﬁz} -kuadratik matris oldugundan, son iki durumun var olmasi da
miimkiin degildir. Biitlin bu miimkiin durumlar ve Q dogrusal bilesim matrisinin
{a3, @}-kuadratik matris olmasi hesaba katildiginda y, e{a3, B} (i=1,2,3,4)

olmak {lizere, 1) den 7) ye kadar olan durumlarla iligkili olarak, sirasiyla asagidaki

dogrusal denklem sistemleri elde edilir:

1) [al azj ’ﬁj: 71j
B BI)\n V>
2) (al ﬂz] ’”1]: 71]’
B oa, )\n 72
a, a, - 7
3) ﬁl a2 rljz 72 B
B B ’ 73
a B - N
4) B a, ’:]: 72|
B B ’ 73
a - 71
5) |y B, rlj: 72 s
b a ’ 73
a p 7
6) |a pB rlj: VERE
B B ’ 73
a  Q, N
7) a B ’ﬁjz 72.
Boa, |\n 73
ﬂl ﬂz Va4
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Simdi bu dogrusal denklem sistemlerinin ¢éziimlerini inceleyelim.

1) durumu ile iliskili

o G h|_[Nh -
(ﬂl ﬁzJ[sz_[%]’ 7/,-6{053’ﬂ3} (i=12),

dogrusal sistemi gbéz Oniine alinsin. Sistemin katsayilar matrisinin determinanti;

o, —o, B #0 oldugunda sistemin tek ¢oziimil

p __a2y2+ﬂ27/1 ve 7 — ay, — B,

i h =
ap,—a,p af,—a,p,

olacaktir. Diger taraftan 7, 7, #0 oldugu da goz 6niine alindiginda .y, # S,7, ve
a7, # By, kosullarinin da saglanmasi gerekir. Eger o, —a, 8, =0 ise, sistemin

tutarli olmas1 igin &), =3y, olmasi gerekir. Bu durumda bir parametreye baglh

sonsuz sayida ¢oziim var olup ¢oziimler

-yt . _
n=t ve ,,2:71_1’ teC \{;/10{11}
a,

veya

Vs _ﬁlt

2

n=t ve r,=

. teC\{np")

bicimindedir. }, =x ve y, = ile gosterildiginde (a) sikki elde edilmis olur.

2) durumu ile iliskili
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a, ﬁZ 1| V4! a
(ﬁl azj(rzj_[?’zj’ viela. fi} (i=1.2).

dogrusal denklem sistemi g6z Oniine alinsin. Sistemin katsayilar determinanti;

a,a, — BB, #0 ise sistem tek ¢6ziime sahiptir ve ¢oziim

_an—=By, ve 7 = ay,— By

h=—"""—" 77

= Y =
o\, _IBIﬂZ a\a, _ﬁlﬂZ

bigimindedir. Diger taraftan 7, 7, #0 oldugu da goz 6niine alindiginda .y, # 5,7,
ve a,y, # By, kosullarinin da saglamasi gerekir. Eger, oo, — B3, =0 ise, sistemin

¢Ozlime sahip olmasi i¢in &%, =4y, olmasi gerekir. Bu durumda bir parametreye

bagli sonsuz sayida ¢6zliim vardir ve ¢6zlim,

—at + -
n=t ve 1*2:7/1 -, teC \{7/10(11}
2

veya

bicimindedir. y, =x ve y, =y ile gosterildiginde (b) sikki elde edilmis olur.

Simdi 3) durumu ile iliskili

. 71
B o ( ]: VENE 71‘6{“3’ﬁ3} (i=1,2,3),
B B V3
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dogrusal denklem sistemi goz Oniine alinsin. Eger sistemin artirilmig matrisinin

determinanti, yani

a  a, 7
det| B, «a, y,|#0,
B B s

ise Rouché Frobenius Teoremi’nden sitemin ¢oziimii yoktur. O halde sistemin

¢Oziimiiniin olmasi i¢in dncelikli kosul

B (Brn—ay)+a(ay,—B(—7,+7))=0 4.4)

olmasidir. Simdi de,

a a,
B o (4.5)
B b

katsayilar matrisinin rankinin 2 oldugunu gorelim. Bu matris, o, # £ (i=1,2),

kosulu altinda, rank1 2 olan

10
0 1
B b

matrisine satirca denktir. Dolayisiyla, (4.5) matrisinin ranki 2 olup (4.4) kosulu
altinda yine Rouché Frobenius Teoremi’nden sistemin tek ¢6ziimii vardir. Sistemin

artirllmig matrisi de satirca
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1 O 71_?/2
- B

O 1 72_7/3
az_ﬂz

B B 73

matrisine denk oldugundan sistemin ¢oziimii

n _ DTN e , _ Tl (4.6)
a—-p =P,

seklinde bulunur. 7,7, #0 oldugu goz 6niine alindiginda, (4.6)’dan y, # y, # ¥, elde
edilir. 7,,7,,7; € {053, ,83} oldugundan y, =y, esitligi vardir. ), =y, =x ve ), =y
koyarak, (4.4) esitligi diizenlendiginde

(alaz + BB, —2a,p, )x+ (azﬁl _a1ﬂ2)y =0

elde edilir. Dolayisiyla, (c) sikki elde edilmis olur.
4) durumu ile iligkili

o B
b a (

. 7
J= V2 |s 7ie{a3’ﬁ3} (i=12,3)
B B

5
73

dogrusal denklem sistemi gbéz Oniine alinsin. Sitemin ¢Oziimiiniin olmasi igin,

Rouché Frobenius Teoremi’nden dolayi, sistemin artirilmis matrisinin determinanti,

a By
det :Bl a, 7 :ﬂz(—a172+,81(;/1+7/2—73))+a2(—,817/1+a173)=0

B B

(4.7)
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olmalidir. &, # 3 (i=1,2), kosulu altinda

a p
b a (4.8)
BB
katsayilar matrisi, ranki 2 olan
1 0
0 1
b B

matrisine satirca denktir. Dolayisiyla, (4.8) matrisinin ranki 2 olup, (4.7) kosulu

altinda yine Rouché Frobenius Teoremi’nden sistemin tek ¢6ziimii vardir. Sistemin

artirilmis matrisi de satirca

1 O }/]_}/3
al_ﬂl

0 1 7/2_7/3
a, = p,

b b V3

matrisine denk oldugundan sistemin ¢oziimiiniin

e Va~Vs (49)

r=—"=ve r,="——

a - p a, - B

oldugu gorilir. #,7, #0 oldugundan y, #y, #y, dir. Ayrica,y,,7,,7; € {a3, ,83}
oldugundan y, =y, elde edilir. y,=y,=x ve py,=y koyarak, (4.7) esitligi

diizenlendiginde,
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(alﬂz +a,B =255, )x + (ﬂugz - a1a2)y =0

olur. Dolayistyla (d) sikki elde edilir.

5) durumu ile iligkili

a a, . 7
al ﬁZ (rlj: 7/2 b} j/ie{a?,)ﬁ:‘g} (Z=1a2a3)
B a ’ Vs

dogrusal denklem sistemi g6z Oniine alinsin. Sistemin ¢0zlimiiniin olmas1 igin
Rouché Frobenius Teoremi’nden dolayi, sitemin artirilmig matrisinin determinanti

a,  a, 7
det| oy B, 7, |=B By +ay)ra(a,(ri—y,—7)+By;)=0 (4.10)
boa, 7

olmalidir. &, # 3 (i =1,2) kosulu altinda

al aZ
a, B, (4.11)
B a
katsayilar matrisi, ranki 2 olan
a, a,
0 1
1 0



59

matrisine satirca denktir. Dolayisiyla (4.11) matrisinin ranki 2 olup (4.10) kosulu
altinda yine Rouché Frobenius Teoremi’nden sistemin tek ¢6ziimii vardir. Sistemin

artirilmig matrisi de

a  a, e

0 1 7/1_7/2
a, = b,

1 0 7/1_73
a - p

matrisine satirca denk oldugundan, sistemin ¢ozimii

11:71_7/ ve 7, = VWU

al_ﬂl _az_ﬂz. (4.12)

seklinde elde edilir. 7,5, #0  oldugundan, p,;#y,#y, dir. Ayrica,

71,72,7s €{a;, B;} oldugundan y, =y, bulunur. y,=x ve y,=p,=y koyarak
(4.10) esitligi diizenlendiginde (e) sikk: elde edilir.

Simdi de 6) durumu ile iliskili

a  a, 7

7,
a b (rlj: JERE }/ie{a3’183} (i=1L2,3).
B B ’ V3

dogrusal denklem sistemi gbéz Oniine alinsin. Sitemin ¢Oziimiiniin olmasi igin,

Rouché Frobenius Teoremi’nden dolayi, sistemin artirilmis matrisinin determinanti

al 0{2 }/1
det a, 162 V2 :181(_ﬂ271+a272)+a1(_a273+ﬂ2(71_72+73))20 (4-13)
B B
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olmalidir. &, # f (i=1,2) kosulu altinda sistemin

o a,
o, b (4.14)
B b
katsayilar matrisi ranki 2 olan
0
1 0
b b

matrisine satirca denktir. Dolayisiyla (4.14) matrisinin ranki 2 olup (4.13) kosulu

altinda yine Rouché Frobenius Teoremi’nden sistemin tek ¢6ziimii vardir. Sistemin

artirllmig matrisinin de satirca

0 1 7/]_7/2
a, = p,

1 O 72_73
o - B

B b 73

matrisine denk oldugu dikkate alinirsa, 7, ve 7, katsayilari

V2= V3 =72 (415)

n=—m—m—>vern= .
az_ﬂz

- =
al_ﬂl

seklinde bulunur. 7,7, #0 oldugundan, 7, # 7, # 7, dir. Ayrica, 7,,7,,7; €{a;, f;}
oldugundan ), =y, elde edilir. y,=y;,=x ve ),=y koyarak (4.13) esitligi
diizenlendiginde, (f) sikki da elde edilmis olur.
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Son olarak 7) durumu 1ile iligkili olan

a 7
a B(n 7> )
= . viefa, By} (i=1,2,3,4)
Boa, [\n V3
BB Va

dogrusal denklem sisteminin, 7,7 #0 kosulu altinda ¢oziime sahip olmadigini

gorelim. o, # 5 (i=1,2) kosulu altinda sistemin artirilmig matrisi,

1 0 71 }/3
o, —
1 O 7/2_7/4
a, —p (4.16)
O l 73_7/4
az_ﬂz
b B Va4

matrisine satirca denktir. Sistemin 7,7, #0 olan ¢dziimiiniin oldugunu varsayalim.
Bu durumda 7,7, # 0 oldugu dikkate alinarak (4.16)’daki artirilmig matristen , # ¥,

, Vs V4 Ve Y, — V3 =Y, — ¥, oldugu bulunur. Bu kosullar topluca dikkate alindiginda

7/1:'t7/29 7/1¢7/39 7/2¢7/4 ve 7371‘_7/4 (417)

elde edilir. Yine y, € {0@, ,83} (i=1,2,3,4) oldugu gbz 6niine alindiginda

VW=Vs VE V=03 (4.18)
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olmas1 gerektigi goriiliir. Bu esitlikler y, —y; =7, —7, esitliginde yerine yazildiginda
V,—V,=Y,—), veya denk olarak » =y, bulunur ki, bu (4.17) ile g¢elisir.

Dolayisiyla 7) durumu ile iligkili dogrusal denklem sisteminden 7,7 #0 olan

harhangi bir ¢6ziim gelmez. n

Elde edilen bu teoremde, &, ve B (i=1,2,3) katsayilarina degerler vererek, bazi

sonuclar elde edilebilir.

Teorem 4.3’te o, =1 ve =0 (i=1,2,3) aldigimizda asagidaki sonug elde edilir.

Bu sonug [2]’deki Teorem’in (a) sikkinin degisik bir ifadesidir.

Sonu¢ 4.4. B,P, €C, birbirinden farkli degismeli esas idempotent matrisler ve
r,1r,€C olmak iizere, P=rP+rPB dogrusal bilesimi goz oniine alinsm. P
dogrusal bilesim matrisinin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul bir S €C,

tersinir matrisi i¢in S™'PS dogrusal bilesiminin asagidakilerden bir tanesi olmasidur;

(@) ()(I@0)+(1)(0®1)=ID],
) (-1)(/@000)+(1)(/©1®0)=00/D0,
©) ()(/®0®0)+(1)(00/®0)=IDIDO,

d) (1)(I®100)+(-1)(I©000)=0D 0.

Ispat. Teorem 4.3’te (06-’ l.) = (1,0) (i=1,2,3) alarak Teorem 4.3’teki tiim siklar

irdeleyelim.

Teorem 4.3’ilin (a) 1) sikinda verilen birinci kosul saglanmadigindan (giinki 00

celiskisi ortaya cikiyor), bu duruma uyan dogrusal bilesim yoktur. Kaldi ki, kosullar

saglanmig olsa bile  ve (J, matrislerinin eszamanli kosegen formlari ayni
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olacagindan matrisler esit olur ki bu hipotezle celisir. (a) 1i) sikkindaki kosullar

saglanir fakat O ve O, matrisleri birbirinden farkli oldugundan bu durum da elenir.

(b) i) sikkindaki birinci kosul saglanir. Tkinci ve {iiincii kosuldan da sirastyla x # 0
ve y=0 gelir. x,ye {1, 0} oldugundan x =y =1 dir. Diger taftan 7, =1 ve 7, =1
bulunur. (b) 1) sikkindaki kdsegen form da diisiiniildiigiinde sonucun (a) sikkr elde
edilmis olur. (b) ii) sikkindaki birinci kosul saglanmadigindan istenen kosullarda (b)

11) formunda bir dogrusal bilesim mevcut degildir.

(c) sikkindaki duruma uygun istenen 6zellikte dogrusal bilesim olmasi igin x =0 ve
x# y olmaldir. x,ye {1, 0} oldugu da goz Oniine alindiginda y =1 olup dogrusal

bilesimin katsayilar1 sirastiyla —1 ve 1 bulunur. (c) sikkindaki kosegen form

diisiiniildiiglinde Sonug 4.4’iin (b) sikki elde edilir.

(d) sikkindaki kosulun saglanmasi igin y =0 olmalidir. x# y oldugundan x =1

olup, dogrusal bilesimin katsayilar1 sirasiyla 1 ve 1 bulunur. Kdsegen formunda da

ilgili degerler yerine yazildiginda Sonug 4.4’1in (c) sikki elde edilir.

(e) sikkindaki kosulun saglanmasi i¢cin —2x+ y =0 olmali. x=y ve x, ye{l, O}

oldugundan, bu miimkiin degildir. Dolayisiyla bu siktaki duruma uygun dogrusal

bilesim mevcut degildir.

Son olarak Teorem 4.3’iin (f) sikkindaki bigimde bir dogrusal bilesim olmasi igin
x=0 olmahdir. x#y ve x,ye{1,0} oldugundan y=1 olup dogrusal bilesimin

katsayilar1 sirasiyla 1 ve —1 bulunur. (f) sikkindaki kdsegen formda elde edilen

degerler yerine yazildiginda Sonug 4.4’iin (d) sikki elde edilir. [

Sonug 4.4 ilk verdigimiz sonug¢ oldugundan ispatini biraz detayli yazdik. Bu ispatta
goriildiigi gibi Teorem 4.3’iin baz1 siklarinda istenen kosullar saglanmadigindan o
sikka uygun dogrusal bilesim gelmemektedir. Bundan sonraki sonuglarin ispatlarinda

sadece sonug veren durumlar yazilip ispatlar daha kisa tutulacaktir.
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Teorem 43°te o, =a,=a,=1, B=4,=0 ve [,=-1 aldigimizda asagidaki

sonucu elde ederiz. Bu sonu¢ [9]’daki Teorem 2.5’in (a;) sikkinin ve [10]’daki

Teorem 2.5’in (a) sikkinin yeniden ifadesidir.

Sonu¢ 4.5. B,P, €C, birbirinden farkli degismeli iki esas idempotent matris ve
1,1, € C" olmak iizere P=r,P+1,B, olsun. P matrisinin involutif olmas1 igin gerek
ve yeter kosul (rl,rz)e{(1,1),(1,—1),(—1,1),(—1,—1)} olmak tizere, P matrisinin

K(I®0)+r,(0®©1)=r1]®r] dogrusal bilesimlerinden birine benzer olmasidir.

Ispat. Teorem 4.3’te (al., l.)z(l,O) (i=1,2) ve (a3,ﬂ3):(1,—1) alalim. Teorem
4.3’in (b) 1) sikkinda bu degerler yerine yazildiginda, bu siktaki biitiin kosullar
saglanir. «; ve B (i=1,2,3)lerin degerleri, 7, (i=1,2)’leri bulmak igin yerine
yazildiginda #, =x ve 7, =y bulunur. x,y e {1,—1} oldugu da g6z Oniine alindiginda

istenen elde edilir. [ |

Teorem 4.3’te o, =, =, =1, B =,=0 ve B, =—1 alindiginda asagidaki sonug

elde edilir.

Sonu¢ 4.6. F,P, €C, , sirasiyla, degismeli esas idempotent ve esas involutif

matrisler ve 7,7, € C olmak iizere P=rF+r,F, olsun. P matrisinin idempotent

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P matrisinin asagidaki dogrusal bilesimlerden bir

tanesine benzer olmasidir;

@ 2)(I®0)+(-H(IO-1)=1&1,
) (N(@0)+(-1)(I1D-1)=0®1,
© (2)I@0)+(1)(-I@)=1®1,

(d) (1)(1@0)+(1)(-I®1)=0a1.
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Ispat. Teorem 4.3’te (,,8)=(10) (i=13) ve (a,,5,)=(1,—1) alalim. (a) i)
sikkinm birinci kosulu saglanr. ikinci ve iiiincii kosulundan y #—x ve y#0 gelir.
x,y€{L,0} oldugundan (x,y)e€{(11),(0,1)} olur. Dolayisiyla (x,y)=(L1) ise
n=1 ve r,=—1 bulunur. Eger (x,y)=(0,1) ise, =2 ve r,=-1 elde edilir.

Matrislerin kosegen formu da diisiiniildiiginde Sonug 4.6’nin (a) ve (b) siklar1 elde

edilmis olur.

Teorem 4.3’1in (b) i) sikkindaki kosullarin saglanmasi i¢in x#—y ve y#0 olmal.
X,y € {1, O} oldugu da goz online alindiginda y =1 ve xe{l,O} olur. Bu degerler
kullanilarak eger (x,y)=(L1) ise =2 ve 1, =1, eger (x,y)=(0,1) ise =1 ve
r, =1 elde edilir. Bunlarla birlikte matrislerin kosegen formlar1 dikkate alindiginda

Sonug 4.6’nin (¢) ve (d) siklar elde edilir. [ |

Teorem 4.3’te oy =a, =0, =1, B, =0 ve B, =L =-1 aldigimizda asagidaki sonug

bulunur.

Sonug 4.7. P, P, € C, sirasiyla degismeli esas idempotent ve esas involutif matrisler

* .. . . . . . . .
ve 1r,r, € C olmak tizere P=nrF+rF, olsun. P matrisinin involutif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul P matrisinin asagidaki dogrusal bilesimlerden bir tanesine

benzer olmasidir;

(@) (R2)(I@0)+(F)([®-1)=£(ID]
(b) (£2)(/®0)+(+1)

©) (£2)({2020)+(F)([®ID-1)=£(I®-ID]),
+(x

( )
( )

I®1)=%(I®1

d) (£2)(/©000)+(1)(—[@I®-I)=£(IDID-I).



66

Ispat. Teorem 4.3’te (,f,)=(10) ve (&.B)=(L-1) (i=2,3) alindiginda,
Teorem 4.3’in (a) i) sikkmm ikinci ve iigiincii kosulundan y = —x ve y=0 gelir.
x,ye{l,-1} oldugundan (x,y)e{(L1),(-L,-1)} dir. (x,»)=(L1) ise =2 ve
r,=—1. Eger (x,y)=(-L-1) ise 5,=-2 ve 1 =1 olur. Teorem 4.3’iin (a) i)

sikkindaki kosegen formda degerler yerine yazildiginda Sonug 4.7°nin (a) sikk: elde

edilir.

Teorem 4.3’1in (b) i) sikkinin ikinci kogsulundan x = —y gelir. x,y € {1,—1} oldugu da
gz Sniine alindiginda, (x,y)e {(1,1),(—1,—1)} olur. (x,y)=(L1) ise, =2 ve
r,=1 dir. Eger (x,y)=(-1,-1) ise, s, =-2 ve 7, =—1 olur. Matrislerin kdsegen

formlar1 da diisiiniildiigiinde Sonug 4.7°nin (b) sikk1 bulunur.

Teorem 4.3’tin (c) sikkindaki kosuldan x=-y gelir. x, ye{l,—l} oldugundan da
(x,y)e{(l,—l),(—l,l)} bulunur. Eger (x,y)=(1-1) ise, =2 ve r,=-1 elde
edilir. Eger (x, y)=(—1,1) ise, 7 =-2 ve r, =1 bulunur. Teoremin (c) sikkindaki

kosegen formda degerler yerine yazildiginda, Sonug 4.7 nin (¢) sikki elde edilir.

Teorem 4.3’lUn (d) sikkindaki kosuldan x=-y olur. x, ye{l,—l} oldugundan
(x,y)e{(l,—l),(—l,l)} elde edilir. Eger (x,y)z(l,—l) ise =2 ve r,=1, eger
(x,y)=(-L1) ise 5,=-2 ve r,=-1 bulunur. Késegen formda degerler yerine

kondugunda Sonug 4.7 nin (d) sikki elde edilir. n

Teorem 4.3’te o, =a, =, =1, B =L,=-1 ve B =0 aldigimizda asagidaki sonug

bulunur. Bu sonug¢ [9]’daki Teorem 2.2°nin (a) sikki ve [10]’daki Teorem 2.2’nin

yeniden ifadesidir.
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Sonu¢ 4.8. P,P, €C, degismeli esas involutif matrisler, P #*B ve r,r,eC
olmak iizere P=rF +r,F, olsun. P matrisinin idempotent olmas! igin gerek ve yeter

kosul P matrisinin asagidaki dogrusal bilesimlerden bir tanesine benzer olmasidir;

(a) —%j( —I® 1+G (IOI1®-1)=081®0,

;/

(b) ;j(l@ —-1®-1) +[ j - [®I®-1)=000D 1,

l\)lr—t

(©) ;j(zea]@ -1 +( j[@ I1®)=100a0,

N | =

@ %)(1@1@_1){_3(1@_1@_1)20@1@0.

Ispat. (o,)=(1,-1) (i=1,2) ve (a3,/,)=(1,0) alalim. Teorem 4.3’iin (c), (d),
(e) ve (f) siklarindaki kosullarin saglanmasi i¢in hepsinde de x = 0 olmall. x = y ve
X,V € {l, 0} oldugu diisiiniildiglinde, y =1 elde edilir. Bu degerler Teorem 4.3’iin
(c), (d), (e) ve (f) siklarinda yerine kondugunda Sonug¢ 4.8’in (a), (b), (c) ve (d)

siklarindaki dogrusal bilesimler bulunur. [ |

Teorem 4.3’te &, =1 ve B =-1 (i=1,2,3) alindiginda, [9]’daki Teorem 2.4’iin (a)
sikki ve [10]’daki Teorem 2.4 elde edilir.

Sonuc 4.9. P,B, €C, degismeli iki esas involutif matris, B #+P, ve r,r,eC
olmak tizere P=rF +rF, olsun. P matrisini involutif yapacak sekilde katsayilar

mevcut degildir.

Ispat. Her (ai,ﬂi)e{(l,—l),(—l,l)} (i=12,3) igin Teorem 4.3’iin siklarinda

hesaplama yaptigimizda higbir kosulun saglanmadigi goriiliir. Dolayisiyla istenen

ozelliklerde dogrusal bilesim mevcut degildir. [ |
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Not: Idempotent ve involutif matrislerle ilgili olarak yukarida elde edilen tiim

sonuglar, Mathematica paket programi (bkz. Ek B) araciligi ile de hesaplanip

dogrulanmustir.

4.3. Sayisal Ornekler

Ornek 4.10.
7o Hh2NhHh
e IR
1= ve O, =

NN NS

7
)

matrisleri degismeli ve sirasiyla {2, 0} ve {—2, 1} -kuadratik matrislerdir. Bu matrisler

degismeli oldugundan eszamanli kosegenlestirilebilirler. Bu iki matrisi eszamanli

kosegenlestiren bir matris

2 -3 1 1
0 1 01
S =
1 0 0 1
1 0 1 0
olup, S7'Q,S ve S7'Q,S matrisleri sirastyla
2.0 00 -1 0 0 0
0 200 0 -1 0 O
ve
0 00O 0 0 =2 0
0 00O 0 0 0 =2

dir. (a.8)=(2,0), (a.5,)=(-2,-1) ve x,ye{3,-1} alalim. Bu durumda

matrislerin kosegen formlari Teorem 4.3’tin b) sikkina karsilik gelmektedir.

(x»)=(3-1), (x%y)=(-L3), (x,»)=(33) ve (x,y)=(-L-1) i¢in, Teorem
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43tn (b) i) sikkindaki oo, =B, axz=By ve oy#Bx kosullar

saglandigindan;

(3)=01) e (n)=( T ) (0)=(13) e ()53,

) 3 i -11
(x,»)=(3,3) ise (Z’?j ve (x,y)=(-1,-1) ise ET’EJ olacaktir. Gergekten

gerekli hesaplama yapildiginda %Qljt%Qz, —%Ql—%QZ, %Ql—%Qz ve
-1 1 _
) O+ ) O, matrisleri, sirastyla
30 0 O -1 0 0 0) (3 0 0O -1 0 0 O
03 0 O 0 -1 0 0/ /0 3 0O 0 -1 0 O
00 -1 0o o 30/foo3o0l o 0o -10
0 0 0 -1 0 0 0 3) (0 0 O0 3 0 0 0 -1

olacaktir. Bu kosegen formlardan, dogrusal bilesim matrisinin {3,—1} -kuadratik

oldugu da goriilmektedir.

Ornek 4.11.
6 -3 18 3 rr -2 -l
11 -5
3 2 6 1 1 -6
o wo O TH

0 0 3 0 1 1 =2

-1
~12 -4 24 7 2 % 0 Y

matrisleri degismeli ve sirasiyla {3,—3} ve {2,0} -kuadratik matrislerdir. Bu iki

matrisin dogrusal bilesimlerinin {l,—1} -kuadratik, yani involutif matris olmasini

istiyoruz. Dolayistyla x, y € {l,—l} alacagiz. Bu iki matrisi eszamanli kdsegenlestiren
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benzerlik doniisiim matrisi ile, S7'Q,S ve S™'Q,S matrisleri sirasiyla,

300 0 2 0 00

0 300 0 200
ve

0 03 0 0 0 00O

0 00 3 0 0 00O

olur. Bu da (e, )=(3,-3) ve (a,,5,)=(2,0) igin Teorem 4.3’teki (f) dogrusal

bilesimine karsilik gelir. Ayrica, x,ye{l,-1}, x=y icin Teorem 4.3%in (f)

sikkindaki kosul da saglamir. Dolayisiyla, (x,y)=(L-1) ise (.7 )= (—%,l] ve
(x,y)=(-11) ise (r,n)= (%,—lj seklindedir. Sonug¢ olarak, —%Ql +0, ve

1
3 O, — 0, dogrusal bilesim matrisleri sirastyla,

1 0 0 -1 0 0 O

0 1 0 0 -1 0 O
ve

00 -10 0 0 I O

0 0 0 1 0 0 0 -1

olup, bunlar involutif matrislerdir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

1. Bolim’de ¢alismamizin icerigi hakkinda bilgi verilip, calismamiza benzer
literatiirde bulunan bazi ¢alismalar tanitildi. Calismamizda elde ettigimiz sonuglar,
literatiir kisminda bahsedilen bu g¢alismalarin idempotent ve involutif matrislerle

ilgili olanlarinin bazilarini kapsar niteliktedir.

2. Bolim’de calismada kullanilan temel tanim, gdsterim ve teoremler verilerek
kuadratik matrisler tanmtildiktan sonra, kuadratik matrislerle bazi1 o6zel tipli

(idempotent/involutif) matrisler arasindaki iliskiden bahsedilmistir.

n,r,eC ve Q,0 €C  kuadratik matrisler olmak iizere, 7,0, +50, dogrusal
bilesiminin kuadratikligi ile ilgili sonuglar c¢alismanin 3. ve 4. bdliimlerinde
verilmistir. 3. Bolim’de verilen sonuglar (J ve(, matrislerinin degismeli ve

degismesiz olduklar1 her iki durum icin de verilmistir. Bu béliimde sonuclar1 elde
ederken tamamen matrisler arasindaki cebirsel iglemler kullanilmigtir. 4. Boliim’de
ise 3. Bolim’de elde edilen sonuglarin, dogrusal bilesimi olusturan matrislerin
degismeli oldugu kismi icin dogrusal denklem sistemleri kullanilarak alternatif
ispatlar verilmistir. Belirtilmelidir ki, bu tip calismalarda kuadratik matrisler yeni bir
konu oldugundan problemin iki farkli yoldan ele alinmasi, kuadratik matrisler ile ilgi

yapilacak benzer ¢aligmalara farkli bakis agilari getirmesi bakimindan 6nemlidir.

Kuadratik matrisler smifi idempotent ve involutif matrisler siniflarim1 kapsayan bir
smiftir. Bu nedenle, iki boliimde de kuadratik matrislerle ilgili elde edilen sonuglar
kullanilarak idempotent ve/veya involutif matrislerin dogrusal bilesimlerinin
idempotentligi veya involutifligi ile ilgili sonuglar verilmistir. idempotent ve

involutif matrislerle ilgili olarak burada verilen sonuglardan bir kismi literatiirde
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daha once calisilmis problemlerdir. Dolayisiyla bu ¢alismalara, kuadratik matrisler

kullanilarak alternatif ispatlar verilmistir.

Biz calismamizda kuadratik matrislerin dogrusal bilesimlerinin kuadratikligi
konusunu c¢alistik. Literatiirde bazi 6zel tipli matrislerin (idempotent, involutif,
tripotent vs.) dogrusal bilesimlerinin ranki, sifirligi, tersinirligi ve grup tersinirligi vs.
gibi bir¢ok karakterizasyonlar1 mevcuttur. Halbuki kuadratik matrisler i¢in bu tiir
calismalar heniiz yapilmamistir. Bu karakterizasyonlar kuadratik matrisler i¢in de
yapilabilir. Hatta kuadratik matrislerle ilgili ¢alismalar biraz daha ileriye taginarak

genellestirilmis kuadratik matrisler i¢in de benzer problemler ele alinabilir.

Ayrica kuadratik matris tanimina benzer bir tanimla Q€ C, ve 4,1, C olmak
lizere (Q— Al ) (Q —ul ) (Q— el ) =0 esitligini saglayan kiibik matrisler tanimlanip

calisma biraz daha ileriye tasinabilir.
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EKLER

EK A: Teorem 3.4in (a) sikkinin idempotent ve involutif matrislerle ilgili

sonuclarini veren Mathematica’da yazilan programin kodlar1 ve ¢iktilari:

(# Teorem 3.4'lin (a) sikkindan elde edilen idempotent
ve/veya involutif matrislerle ilgili sonug¢lar. =)
(*Agsagdidaki kodlarda mI birim matrisi temsil etmektedir.w)

SonuclariGoster([2_] := [{al, Bi, @2, B2, a3, B3} = 2;

s =Quiet[
Solve[(riBi+Xx2B2-az) (X1 B1+X2P2-P3) = 0&&x #0&&2X2#£0, {r1, X2}]]:;
If(s# {}&&B1#0&&B2 #0&&BL # B2 &&B1 # -B2,
Print["i) ", 8, ", ", Qe=pfimI, ", ", Q=BmI]];
s =Quiet[Solve[2xr; B1+X2 (a2 +B2) = a3+ 83 &&
(x1Br1+X2B2-c3) (X1 B1+X282-P3) = 0&&x, $ 0&&2, #0, {1, X2}]]:;
If[s# {}&&B1#0, Print["ii) "8, ", ", Q= BimI]]);
s =Quiet[
Solve[(ri1Br+rzaz-a3) (Xr1Br+X2az-B3) = 0&&x; #0 &&22 #0, {1, x2}]];
If[s# {}&&B1 #0882 #0&&B) # a2 &&B1 # -2,
Print["iii) ", s, ", ", Qq=fmnmI,", ", @ =anl]];
s =Quiet[Solve[r; (a1 +B1) +2x2 82 = a3 + B3 &&
(1 Brex2B2-0c3) (X1 B1L+X282-P3) =0&&x, $0&&2X2#0, {1, X2}]];
If[s# {} && B2 #0, Print["iv) ", s8,", ", Q2= B>mI]]);
s =Quiet[
Solve[(r;a;+x; B2 -a3) (Xiay+x; B2 -B3) = 0&&x; #0&&2; #0, {xy, X2}]];
If[s# {)&&a1 #0&&B2 # 0&&ay # B2 &&y # -B2,
Print["v) ", s, ", ", Qi =eamI, ", ", Q= B,mI]];
s = Quiet[solve([r; (ay-B1) =xz (az-B2) &&21x; By + X2 (az +B2) =2 a3 + B3 &&
(r1Br+x2B2-0a3) (X1 B1+X2B2-B3) = 0&&x; #0&&X; #0, (X, X2}]];
If[s# {), Print["vi) ", 8, ", ", (Qu=-F1mI) (Q2-B2mI) =0]];
s sQuiet[Solve[(riai+r282=-a3) (rioy +x282=-83) =0&&
(r1BreX2az-a3) (X1 Br+X2a2-P3) = 0&&x, $ 0&6&22 #0, {1, X2}]];

2
Qi - Bi mI
If|s#{}, Print|"vii) ", s, " " —_— =mI||;
[ ’ [ rSr Ji; s - By ]]
s = Quiet|
Solve[(riai-riBr+xza-X282) (i +X1 Br+Xx2a2+x2B2-az-f3) = 04&&

(r1Br+x2B2-a3) (X1 BrL+X2B2-P3) =0&&r; #0&&2X2#0, {r1, x2}]];
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.
L

:f[s,s O, Print["viii) ", s,", ", Q-fimt Q"ﬁzm]]
a1 -5 az - B2
s = Quiet|
Solve[(riai+rzaz-a3) (riay1+xzaz-p3) = 0&&x; #0&&2x2#0, {1, x2}]];
If[s#{)&&a1 #0&&az#0&8&ay # ap &&ay # -z,
Print["ix) ", s, ", ", =aqml,", ", Q=aml]];
s z=Quiet[Solve[r; (a;=8;) +Xz (az=P2) = 0&&2 1) By +X2 (02 +B2) = a3 + B3 &&
(r1Br+x2B2-a3) (X1 B1+X2B2=-P3) =2 0&&x; £0&E&X; #0, {1, Xx2}]]:

If[sﬁ{}r Print["x) ", 8, ", " (Ql'ﬂlm)_qi;_;;:nlngl'ﬂlm]];

s =Quiet[Solve[r; (a1 +B1) +2x2 a2 = a3z + B3 &&
(B1Brexr2az-a3) (X1 B1+X2a2=-P3) = 06&&x; £0&&X; #0, {1, X2}]]:
If[s# {}&&az#0, Print["xi) ",s,", ", Q=aymI]];
s =Quiet[solve[r; (a1 -B1) +X2 (a2=-B2) = 0&&x; (a1 +B1) +2x2 B2 == a3 + B3 &&
(r1Br+xr2B2-a3) (X1 B1+X2B2-B3) =0&&x; #0&&X2 #0, {r1, x2}]1]:
Q1 -8 mI
1£[s # (), Brint["xil) ", s, ", ", ——— (Q:-fzmI) = & - BomI||:
a1-51
s = Quiet[Solve[2r; a; + X2 (a2 + B2) =2 a3 + B3 &&
(rren+X2B2-03) (Xr1a1+4X282-B3) =0&&x #0&622 #0, {x1, x2}]];
If[s# {) &&ay #0, Print["xiii) ", s, ", ", Q= aymI]];
S =
(r1 B1+x2B2-a3) (r1 B1 +x2B2-B3)
=
(a1=B1) (a2 -82)
2x)x; &&x) (3ay-B)) +2x, B2 a3+ B3 &&X) # 046X, # 0, {1y, tz}]]-’
Qx-ﬂlmI*Qz-ﬂzmI

ar-p1 az - B2

Quiet [SOI.ve [::1 (a1 -B1) = x2 (a2 - B2) &&

If[s# {}, Print["xiv) ", s8,", ",

Q-f1mI Qz-pFzmI
+mI]]
ay =B az - B2

Do
Print[style[e[[1]], 18, Bold]]
Do|
Print[Style["+x*sxsrxsx{a,B1,a1,82,a3,B83}=", 16, Bold],
Style[x, 16, Bold ], Style["#+«++*wxsxx", 16, Bold]]
SonuclariGoster[x];
Print[]:
r
{x, e[[2]]}
1
r
{e, (

{"iki idempotent matrisin dogrusal bilegimlerinin idempotentligi",



}

}

{{2,0,1, 0,1, 0},
{,0,0,2,1,0},(0,2,1,0,1,0}, {0,2,0,12,1, 0}}},
{"iki idempotent matrisin dogrusal bilesimlerinin inwvolutifligi®,
{{(2,0,1,0,12, -1}, {2,0,0,1,1, -1},
{0,1,1,0,1, -1}, {(0,1,0,1,1, -1}}},
{"idempotent ve involutif matrislerin dogrusal
bilesimlerinin idempotentligi",
{{lr ol 1r '1r 1l o}r {11 or '1r 1: 1r 0}: {Dl 1: 1: '1: 1: 0}:
{0,212, -21,12,1, 0}}},
{"idempotent ve involutif matrislerin dogrusal
bilesimlerinin invelutifligir®,
{{1r ol 1r '1r 1! '1}f {11 ol '1r 1: 1l '1}r {ol 1: 1r '11 1l '1}r
{0,1, -1,1,1, -1}}},
{*iki involutif matrisin dogrusal bilegimlerinin idempotentligi",
{{(, -2,1, -1,1,0}, {1, -1, -1,1,1, 0},
{-12,1,121,-1,1,0}, {-2,1, -1,1,1, 0}}},
{*iki involutif matrisin dogrusal bilegimlerinin involutifligi®,
{{1r '11 1l '1r 1: -1}l {1r ‘11 '11 1: 1: '1}1
{-2,21,2,-2,12, -1}, {-2,121,-1,1,1, -1}}}

J (*End Dox);

Iki

idempotent matrisin

dogrusal bilesimlerinin idempotentligi

*kkkkwwrin{ay,B1,q1,B2,%3,B3}={1,0,1,0, 1, O}ksnkkhknns

vi)
vii)
viii)
X)
xi)
xii)

xiii)

{{r1=>1,r2-51}}, Q=
{{r1=>1, r2>1}}, Q1+Qz=mI
{{rz=>1-r1}, {r2>-r1}}, Q=02
({r1=-1,r251}}, Q@@ =0
{{r1->-1, r2->1}}, Q2 = mI
{{r1>1, r2>-1}}, Q1 Q=0

{{r1->1, r2>-1}}, Qq = mI

wkenkerwrn{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={1,0,0,1, 1, O}ssnrdnrnns

iv)
vi)
vii)
viii)
X)
xiii)

xiv)

{{r1»>-1,r2-1}}, Q=nmI
{{r1>-1,r2->1}}, Q1 (-mI+Qz) =0
{{rz>1-r1}, {rz>-r1}}, WI+Q1-Qp==mI
{{r1=>1, r2->1}}, QO =mI-Q
{{ra1=>1,r2-1}}, Q1 (MI-Q2) =
{{ry»1, r2>-1}}, Qi=mI

{{r1=>1, r2>-1}}, MWMI+Q;-Qz=mI+Q; (mI-Qz)

78
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wkdkdkenkkww{A,B1,a1,B2,a3,B3}={0, 1, 1,0, 1, O}kkddkndddn

ii)  ({r1-1, rz>-1})}, Qi=mnI

vi)  {{ri=1,rz>-1}}, (-mI+0Q) Q=0

vii) {{rz->1-ri}, {rz2>-r1}}, MWI-Qy+Qz=mI
viii) {{r1->1, r2->1}}, mI-Q1=0z

xi)  {{ri1--1,r2-1}}, Qr=mI

xii)  {{r1 -1, r2 > 1}}, (I - Q1) Qp =0

¥iv) {{ri->-1,r2->1}}, mWmI-Q1+Qz==mlI+ (MI-0Q1) Q2

*kkkkkrwdn{ay,B1,q1,B2,93,B3}={0, 1, 0,1, 1, Oksnkkhknis

ii) {{r1»1, rz2>-1}}, Qi =mI
iv) {{r1»-1, rz > 1}}, Q2 = mI
vii) {{r1->1, r2->1}}, 2mI-Q1-Q=mI

= -mI +Ql

= -mIL +Q2

2m0I-Q1-Q2 =mI+ (mI-Q1) (mI-Q2)

viii) {{rz=»1-r1}, {rz»-r1}}, WI-Qr=mI-Q
X) {{r1>1, rz2>-1}}, (-mI+Q;) (mI-Q3)
xii) {{r1->-1,rz2>1}}, (MI-Q1) (-mI+Qz)
xiv) {{r1-1, rz2-1}},

iki idempotent matrisin

dogrusal bilesimlerinin inveolutifligi

*kkkkekkin{ay,B1,q1,B2,23,B3}={1,0,1,0, 1, =1}xkkshdkhdknx

vii)

{{r1->-1, r2->-1}, [r1->-1, r2->1], (r1->1, r2->-1], {r1->1, rz—)l]],

xi)  {{r1->-2,rz-1}, {r1->2, rz > -1}},

xiii) {{r1->-1,r2->2}, {r1>1, rz > -2}},

Q1 +Qz =ml
Q2 = ml

Qp =mI

exwkewrrrn{og,Br1,01,B2,23,B3}={1,0,0,1, 1, —=1}xswvsensrns

iv)  {{r1-»-2,r2-1}, {r1-2, r2 » -1}},

viii)

Q = mI

{{r1=>-1, r2> -1}, {r1->-1, r2->1}, {r1>1, r2>-1}, {r1->1, r2->1}}, Q1 =mI-0Qz

xiii) {{r1 -1, r2-2}, {r1->1, rz » -2}},

Qy = mI

wkwwkwwwrn{ay,B1,q:,B2,a3,B3}={0,1,1,0, 1, —1}skwwrdkwkns

ii) {{r1»>-1, 22}, {r1->1, rz > -2}},

viii)

{{r1->-1, r2->-1}, [r1->-1, r2->1], [r1->1, r2->-1], {r1->1, rz—)l]],

ki) {{r1 -2, r2> 1}, {r1= 2, rz » -1}},

Qy = mI

mIl-0Qy ==0Q>
Q2 = ml

wkwkewrrrn{g,B1,%1,B2,23,B3}={0, 1,0, 1, 1, =1}sswvssssrns
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i) {({ri>-1,1252}, {r1>1, r2>-2}}, Qi =ml
iv)  {{r1--2,rz-1}, {r1>2, rz>-1})}, Q =mI

vii) {{r1->-1,rz>-1}, {r1>-1, rz>1}, {ra>1, rz > -1}, {r1->1, rz > 1}}
’ 2mI-Q; -Qz ==ml

Idempotent ve involutif matrislerin
dogrusal bilesimlerinin idempotentligi

exwkewrrrn{ay,B1,01,B2,23,B3}={1, 0,1, =1, 1, Ofssnvnensns

iV) [{rl_)-lr rz-’—l]], Qz::—mI
1
vii) ({r1-1, r2->1}, {r1->2, r2 > 1}}, Ql*;(mI+Qz) = mI
1
viii) {{r1 -1, r2> -1}, {r1->2, r2>-1}}, Q= — (mI +Q>)
2
xi)  {{r1->-1,r2-1}}, Qz=mnI

xiii) {{r; 4%; rz*-—;}. {r: —>—;, rz—)—;}}. Qy = mI

wekkkewrrrn{ag,Br1,01,B2,a3,B3}={1, 0, =1, 1,1, Ofssnwssensns

iv)  {{ri=>-1,r2-1}}, Qz=mnI

vii) {{r1-»1, r2->-1}, {r1->2, rz » -1}}, Q1+% (I - Qz) == mI
viii) {{r1->1, r251}, (r1»2, 21}}, O _; (I - Qa)

ki)  {{r1->-1,r2-5-1}}, Q= -ml

xiii) {{r1 —)%, rz—)——;], {r; —)—;, rza—;]}, Qg = mI

**********{allﬁllallﬁZla3lﬁ3}={ol‘ 1: 1, -1, 1, 0}**********
1 1 1 1
i1) {{r;—);, rz"‘z}r {rl *;: rz-’;}}. Qq = mI
iv) {{r1=>-1, r2>-1}}, Q= -mI
1
vii) {{r1->1, r2> -1}, {r1-> 2, ra » -1}}, mI_Ql.'.; (mI +Qp) == mI

1
viii) {{r1-1, r2->1}, {r1=-2, r2-1}}, mI-Q == (mI +Q2)

xi) {{r1» -1, r2-1}}, Qz=mI

**********{alfﬁlIalfﬁZla3lﬁ3}={of 1: -1, 1, 1, O}**********
L. 1 1 1 1

ii) {{n e;, rz-»—;]. {r; ->;, rze;}}, Qp = mI

iv)  {{r1->-1,r2-1}}, Qr=mnI

1
vii) {{r1=1,rz-1}, {r1=>2, r2-1}}, NI-Q +— (MI-Qz) =mI
2
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1
viii) {{r1-»>1, r2> -1}, {r1>2, rz>-1}}, mI-Q =3 (mI -Qz)

xi)  {{r1->-1,rz2--1}}, Qz=-mI

idempotent ve involutif matrislerin
dodrusal bilesimlerinin involutifligi

kkkwkkkkrn{ay,B1,q1,B2,%3,B3}={1,0,1, =1, 1, =1} kdkkkkhkkr®
iv)  {{r1-=-2,r2--1}, {ra1->2,r2-1}}, Q= -mI

vi) {{r1»>-2, r2>-1}, {r1>2, rz > 1}}, Q1 (mI+Qs) =0
1
vii) {{r1->-2,rz2--1}, {r1->2, rz2- 1}}, Q1+;(mI+Qz) = mI

viii) {{r1=--2,rz2-1}, {(r1=22, rz2>-1}}, Qi == (nI +Q2z)

[N '

1
X) {{r1»>-2, r2->1}, {r1-> 2, r2 » -1}}, ;Q:l (mI +Q2) =0Q1

ki)  {{r1-»-2,r2-1}, {r1i>2, rz->-1}}, Q@ =mI

wkwwwewwnw{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={1,0, -1, 1,1, -1} wkekknkhns
iv) {{r1=»-2, 251}, {r1>2, r2>-1}}, Q=ml

vi) {{r1»>-2, r2->1}, {r1> 2, r2 » -1}}, Q1 (-mI+Q2) =0
1

vii) {{r1-=2>-2,r2->1}, {r1> 2, rz > -1}}, Q1 +— (mI-Q) == mI
2

1
viii) {{r1--2,r25-1}, {r1 52, r2->1}}, Q1 =— (MI-Qz)
2

1
X) {{r1>-2, r2» -1}, {r1>2, r2 > 1}}, 301 (MI=-Qz) =

xi) {{r1»-2, rz2 > -1}, {r1 -2, rz » 1}}, = -mI
exwkewrrrn{ay,Br1,01,B2,a3,B3}={0, 1,1, =1, 1, =1} ssenwdrdns
iv) {{r1>-2, r2> -1}, {r1->2, rz > 1}}, = -mI

1
vii) {{r1->-2, rz->1}, {r1->2, rz » -1}}, mI—Q1+;(mI+Qz) = mI

1
viii) {{r1 -2, rz->-1}, {r1 22, rz2-1}}, mI-Q;=— (mI+Qz)
2

i)  {{r1--2,rz2>1}, {r1>2, rz>-1}}, Q =mnI

xii) {{r1-»>-2,r2->-1}, {r1>2,r2-1}}, (MI-0y) (MI+Q2) =mI +Q>

1 1
¥iv) {{r1->-2, r2-1}, {r1->2, rz2 » -1}}, mI-Q1+; (mI +Q2) == mI+; (mI-Qi1) (mI +Q2)

wekwkewrrrn{ay,B1,01,B2,a3,B3}={0, 1, =1, 1,1, =1} ssenhdhbdrs

iv) {{r1=>-2, 251}, {r1=>2, rz - -1}}, Q2 = mI



1
vii) {{r1=-2,rz->-1}, {(r122,r2-1}}, mI-Q;+— (mI-Qz) =mI
2

1
viii) {{r1~»>-2,r2-1}, {r1>2, rz>-1}}, mI-Qi ; (mI -Q2z)

xi)  {{r1->-2,r2->-1), {r1-22,r2->1}}, Q =-mI

xii) {{r1->-2,r2-1}, {r1->2, rz2 » -1}}, (mI -Q1) (-mI+Q2) = -mI+Q>

1
xiv) {{r1->-2,rz->-1}, {r1->2, rz > 1}}, mI-Q1+; (mI -02)

iki involutif matrisin
dogrusal bilesimlerinin idempotentligi

kkkkkkwrrn{0;,B1,%1,B2,%3,B3}={1, =1, 1, =1, 1, Oysxkuhdhkk*

y 1 1 1 1
ii) {{r1->—;. rz*-;}r {h-’-;: rz*;}}. Q1 = -ml
1 1 1 1
iv) {{n-’-;.rz-’-;}r {h-’;:rz-’-;}}- Q2 == -mI
vi) {{rio-2,mo-2)), @0 mieo =
2 2
. 1 1
vii) ({rz > ri}}, 3 (mI +0Q4) *3 (mI +Q2) =mI
TR 1 1
viii) {{rz = -ri}}., 2 (mI + Q1) ==E (I +Q2)
1 1 1
{r1->——, rz > — ], = (MI+Q) (mI+Qz) =mI+0Q
2 2

r1->——:2l, r2—>—1 ,{r;—»—;,rz—)—l}}, Q2 = mI

kkxkkerrrer{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={1, -1, =1, 1, 1, OYsskvkkrknn®

ii) {{r1—)——:,rz—>——;}, {rla——:,rz—)—;}}, 0y = -mI
iv) {{r1->-—;,rz->-;}, {rle—;,rz-)—;}}, Qs = mI
vi) {{rxﬂ——;. rz—»% } (mI +Q;) (-mI+Q) =
vii) ({rz = -ri}}, : (mI +0) +—1 (I - Qz) = mI

2 2

1 1
viii) ({rz > ri}}, 3 (mI +Qi) =3 (mI-0Q2)

1
= mI +; (mI-Q1) (mI -

82

Q2)
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X) {{r1->——:2l, rz -)——;}}, —; (mI +Q;) (MI-Qz) ==mI +Q;

XJ.) {{rl')-—;, rz-)-—;}, {rlﬁ—;,rz-)-%}}, Q2 == -=mI

xii) {{n*%. rs e%}} % (WI + Q) (-MI +Qz) = —mI +Q2

xiii) {{r1—)%,rz—>——;], {r;a—;,rz-)—;}}, Q1 = mI

xiv) {{1-‘1->l rz *——1]] — (MI+Q;) +— (MI-Qz) =mI+— (mI+Q;) (mI-Q2)
2 2 4

wkkckkrrwrr{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={-1,1,1, =1, 1, OYskvkkrknns

ii) {{n—»%,rz—)——;}, {rla—;,rz—)—;}}, Qy = mI

) (o2 mo-t) fno no 2l e--m

vi) {{1-‘1-)%: rz*——; }, (-mI+Q;) (mI+Q;) ==0

1 1
vii) ({rz - -ri}}, Py (mI-0Qy) +; (mI +Qz) =mI

1 1
viii) {{rz = ri}}, 3 (mI-Qi) = (mI +0p)

1 1

1
X) {r1->—, rs -)—}}, — (-mI +Q;) (MI +Qp) == -mI +Q
2 2 2

r1—)——;, rze—;}, {rle—;,rz—)—;}}, Q2 == mIl
ris-=, rzs-=1}} 2 (MI-Qy) (MI+Qz) = mI+Qs
2 2

r;e——:,rze——:}, {r;a——:, rze—:}}, Q1 = -mI

1 1 1 1 1
ry—->-—, Iz 5> — }, _— (mI—Ql) + - (mI +Q2) =mI + — (mI_Ql) (mI +Q2)
2 2 2 2 4

kkxekwwwren{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={-1,1, =1, 1,1, OYsskvekhxknn®

ii) {{r1—)%,rz—>——:}, {rla—;, rz—)—;}}, Qy = mI

iv) {{r1->-;. rza;], {r1 -);, rz—);}}’ Qp = mI
vi) {{rl"i' rz "i}}' (-mI+Qy) (-mI+Qz) =0
2 2
L. 1 1
vii) ({rz=>ri}}, ; (I -Qy) +; (mI - Qz) == mI
1 1
viii) ({rzo-ra)), - (WI-Qi) = — (mI-Q)

1 1 1
X) {{r1->—, rp = =—— }, — (-mI+Q;) (MI-Qz) = -mI +Q
2 2 2
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xi) {{rle-—;, r2—>—-1}, {r1—>—;, r2—>——1}}, Qz = -mI
xii) {{rle-—;, rz-)—;}}, —; (ML -Q1) (-mI +Q2) == —mIL + Q2
siii) {{ria-2 s -2) fro -2, moo}) ee
1 1 1
xiv) {{rs-2,ro-=}}, S (mI-0)+= mI-0z) =mI+= (nI-Qu) (MI-Q2)
2 2 4

iki involutif matrisin
dogrusal bilesimlerinin involutifligi

wekwkewrrrn{ay,Br,01,B2,a3,B3}={1, =1, 1, =1, 1, =1} sk shsrns
1 1
vii) {{rz->-1+ri}, (rz > 1l+ri}}, (mI +Qy) *3 (mI +Qz) =mI

2
RN 1 1
viii) {{rz->-1-ri}, {rz->1-ri}}, 2 (mI +Q1) ==; (mI +Q2)

*kkkkwrwin{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={1, -1, =1, 1, 1, =1} kkkkkhdkidk

1 1
vii) {{rz--1-ri}, {rz>1-ri}}, (mI +0Q1) *3 (mI-Qz) ==mI

2
1
viii) {{rz->-1+ri}, {rz->1+ri}}, 2

1
(mI+) = P (nI - Q2)

kkkkkwnkin{ay,B1,q1,B2,03,B3}={-1,1,1, =1, 1, =1} kkkkkhdkidkk

1
vii) {{rz->-1-ri}, (rz->1l-ri}}, (mI-01) S (mI +Qz) =mI

viii) {{rz »-1+ri}, {r2 > 1+ri}},

Nl N =

1
(MI-0) = P (mI +Q2)

kkxekwnwnen{ay,B1,q1,B2,a3,B3}={-1,1,=1,1,1, =1} sxktrhkrss

1 1
vii) {{rz--1+ri}, {rz - 1+ri}}, (mI-Qy) 3 (mI - Qz) ==mI

2
RN 1 1
viii) {{rz->-1-ri}, {r2-=>1-ri1}}, Py (mI-0Q) ==; (mI-0Qz)
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EK B: Teorem 4.3’lin idempotent ve involutif matrislerle ilgili sonuglarini veren

Mathematica’da yazilan programin kodlar1 ve ¢iktilari:

(* Teorem 4.3'ten elde edilen idempotent
ve/veya involutif matrislerle ilgili sonuglar )
sM[w_] := (
If[ws= 1, Return["I"]];
If[w= 0, Return["0"]];
If[w <0, Return[StringForm([" (" )I", w]]]:
If[w>0&&w3# 1, Return[StringForm([" "I", w]]]:;
)
mP[w_] := (
If[w <0, Return[StringForm([" ()", w]], Return[w]];
)

SonuclariGoster([2_] := [

{ar, B1, a2, B2, a3, B3} = &;

str="(ai, B1) =(" <>ToString[a;] <>"," <> ToString[81] <>

"), (az, B2) =(" <>TosString[az] <>"," <>ToString[B2] <>

"), (a3, B3) =(" <> ToString[asz] <>"," <>ToString[B3] <>") ":
Print["wwsvwwrwsnr ", Style[str, 12, Bold], "wwwwrwrrrs™];

Do
{x, ¥} = liste;
If[{au. B1) # {az2, B2},

s = Solve [a; B2 #az By &&as Y # B2 X &&

-~ ¥+ 82X ay-B1 %
ayY#pLx&&r = ——— &&r2 5 —, {1, rz}]:
ay B2 -az B ay B2-az By
If[s#{},al=xr1/.8[[1]);a2=x2/.58[[1])]):
Print["a°i) ", mP[aJ.], “("l SM[&]_], e, sn[ﬁll: “)"‘“:
mP[a2], " (", sM[az], "®", sM[B2], ")=", sM[x], "®", sM[y¥]]]:

] (+End Ifws)

: {liste, {{x3, a3}, {a3, B3}, {Bs, a3}, {B3. B3}}}
]: (#End Dow)

oo
{x, v} = liste;

s =1£[{a1, B1} # a2, B2} 661 Pr = cx By &Ecy Y = Py XSGz # 066 #0,
X-at
print[ra.id) (", €, ") (7, sulal, 0", sMIA], )e(", ——.
") (", sMlaz], "@", sM[B:], ")=", sMIx], "@", sMIy]]]
r {liste, {{a3, a3z}, {a3, B3}, {B3, a3}, {B3. B3}}}
]: (#End Do)
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Do[
{x, ¥} = 1liste;
1£[(ar, A1) # (B2, a2},
s = Solve [aq @ # By B2&6a2 X # B2 Y &6

d1Y#ﬂ1x&&n=M&&r2=M: {1, rzl]:
ay az = 1 B2 a1 a2 = By B2
If[s#{},al=x1/.58[[1)):;a2=2x2/. 8[[1]]):
Print["b'i) ", mP[al], "("f m[alla "e", SMIﬁl]r “)"’"J
mP[a2], " (", sM[B2], "®", sM[a2], ")=", sM[x], "@", sM[¥]]];
](*End If*)

: {liste, {{a3, a3}, {a3, B3}, {B3, a3}, {B3, B3}}}
]: (*End Dow)

Do[
{x, ¥} = liste;
3'If[{a1; B1} # (B2, a2} &Gy az = B1 B2 &&a ¥ = B1 X &&P2 # 0 && ey # 0,
x-a1 t

Print["h.ii) (", £, ")(", sM[e1], "®", sM[B1], ")+ (", ’
2

") (", sMIBz], "@", sMlaz], ")=", sMlx], "@", sMly]]]
. {liste, {{as, a3}, {as, B3}, {B3s. a3}, {Bs, B3}}}
]; (*#End Do)

Do[
{x, ¥} = liste;
If[{dl, Bis B1} # {2, a2, B2},

3ISOIVC[(axaz+ﬂ1ﬂz-2azﬂx)x*(azﬂt-atﬂz)yti 0&&x #y&&
dud SPPYRINE ok
ay =By az - B2

If[(s#{},al=x1/.s([[1]);a2=x2/.s[[1]]); Print["c) ", mP[al],

"(", sM[a1], "O®", sM[B1], "O", sM[B1], ")+", mP[a2], " (", sM[az],
@t , sM[a2], "@", sM[B2], ")=", sM[x], "e", sM[y], "®", sM[x]]];
](*End If+)

, {liste, {{a3, a3}, {a3, B3}, {B3, a3}, (B3, B3}}}
]: (*End Dox)

ay #PrL&&ay # Brbéxy = , {x1, rz}]:

Do[
{x, v} = liste;
:f[{al. Bi, B1} # (B2, @2, B2},
s = Solve[ (a1 Bz +B1az-2B2B1) X+ (B2 B1-c1z) Y= 08ExX # Y &&
X-y X=-¥

oy =B az - B2

&y # BL&&az # B2 &&Ty = , {11, rz}]-‘
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If[(s#{},al=x1/.s[[1]);a2=2x2/.s[[1]]); Print["d) ", mP[al],
(", sM[«;], "O", sM[B,], "O", sM[B;], ")+", mP[a2], " (", sM[B.],
"o", sM[az], "O", sM[B2], ")=", sM[x], "®", sM[x], "®", sM[y¥]]]:

](*End I£w)

’ {liSter {{a31 a3}r {GJJ ﬂ3}l {531 33}1 (BBJ 53}}}
].‘ (#End Do)
oo

{x, v} = liste;

If[{an a1, P} # {x2, B2, a2},

s= Solve[(alﬂz +Praz-2aray) X+ (a2 -B1 B2) Y= 0&&X # YV &&
-X Y=-X

&y # BL&&as # B2 &&Ty = , {21, rz}]-‘

a -8 az - B2
If[s#{},al=x1/.s[[1]);a2=2x2/.s[[1]]); Print["e) ", mP[al],
(", sM[e1], "®", sM[e1], "@", sM[B1], ")+", mP[a2], " (", sM[a:2],
e, SM[ﬂZ]: e, SM[dzl: ")I", SM[Y], e, sM[x], "o, SM[X]]].'
](*End If*)
. {liste, {{as, a3z}, {a3, B3}, {B3, as}, (B3, B3}}}
]: (+Ena Dow)
Do
{x, ¥} = 1liste;
1£[(er, a1, Bi) # (a2, B2, B2},

s-301ve[(a1az+ﬂlﬁz-2ﬁza1) X+ (B2ay1-Braz) Y= 0&&X # YV &&
0y # Bl &G ey # By GET) = —— GG Ty = Y
ay - B az - B2
If[s#{},al=x;/.8[[1])):;a2=x3/.s[[1])]); Print["£f) ", mP[al],
"("r m[alll e, SM[G[], e", SM[.B;], “)"‘"J mP[a'zll “("r m[aZIJ
e, SM[ﬂZ]l "e", SM[ﬂZII ")'"l SM[X], "er, SM[YI: "er, SM[X]]],'
](*End If*)

, {liste, {{a3, a3}, {a3, B2}, (B3, a3z}, (B3, B3}}}
].‘ (*End Dow)

. {21, rZ}]-'

] (*DurumlariGoster Sonx);

Do[
Print[style[e[[1]], 14, Bold]]
Do[

SonuclariGoster[x]:;

’
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{x, e[[2]]}

(e, {

{"Iki idempotent matrisin idempotentligir,
{{r,0,1,0,1, 0},
{1,0,0,12,1,0},(0,2,1,0,1,0}, {0,2,0,1,1, 0}}},
{"Iki idempotent matrisin involutifligir,
{{2,0,21,0,12, -1}, {2,0,0,12,1, -1},
{0,21,1,0,1, -1}, {0,1,0,1,1, -1}}},
{"Biri idempotent digeri involutif matrisin idempotentligir,
{{1r ol 1r '1r 1! o}r {11 or '1r 1: 1: 0}:
{(0,1,1,-1,1,0}, {0,1, -1,1,1, 0}}},
{"Biri idempotent digeri involutif matrisin involutifligi",
{{(,0,1, -1,1, -1}, {2,0, -1,1,1, -1},
{0,2,1, -2,1, -1}, {0,121, -1,1,1, -1}}},
{"iki involutif matrisin idempotentligir,
{{1r '11 1l '1r 1: o}l {11 '11 -1l 1r 1: o}r
{-2,1,12,-2,2,0}, {-2,1, -1,1,1, 0}}},
{"iki involutif matrisin involutifligin,
{(,-12,1,-1,1, -1}, {2, -1, -1,1,1, -1},
{-2,1,21, -2,1, -1}, {-2,1, -1,1,1, -1}}}

] (*End Dow);

iki idempotent matrisin idempotentligdi
xxkkknkkxx {(oy, B1) =(1,0), (az, B2) =(1,0), (as, Bs) =(1,0) xwwkxxukxx
b.i) 1(I®0)+1(08I)=I&I

<)

(-=1) (I£020) +1 (I8I90) =08I&0

d) 1(I080)+1({00Ia0)=IaIe0

£) 1(IsI®0)+(-1) (I8080)=08I0

saxxnxnrns (o, B1) =(1,0), (az, Bz) =(0,1), (a5, Bs) =(1,0) xxxxxxxxxx

a.i) 1(Ie0)+1(08I)=I8I

c) 1(I2080)+1(0809I)=I00eI

qd)

(-1) (I6020) +1 (I806I) =0@0eI

e) 1(IeIs0)+(-1) (08Ie0)=I60e0

sxxxnnnnn (a1, B1) =(0,1), (az, B2) =(1,0), (as, Bs) =(1,0) wxxxxxxxxx
a.i) 1(08I)+1(Ia0)=I8I

d) 1(06IeI)+(-1) (0eIe0)=006I

e)

(-1) (0808I) +1 (I&0eI) =I6080

£) 1(0606I)+1(I6080)=Ia0&I

skkkkxkkxx (oy, B1) =(0,1), (az, B2) =(0,1), (as, Bs) =(1,0) xwwkkxdkux



b.i) 1(08I)+1(Ie0)=IaI

c) 1(08Iel)+(-1) (0808I)=06I60

e) 1(0&0elI)+1(08I80)=08I6l

£) (-1) (0808I)+1 (08ISI)=06I0

iki idempotent matrisin involutifligi

wxssnxnnxx (0, B1) =(1,0), (az, B2) =(1,0), (as, Bs) =(1,-1) sxkxsxssxx
b.i) 1(I®0)+1(08I)=I@I

b.i) 1(I®0)+(-1) (08I)=I&(-1)I

b.i) (-1) (I®0)+1(08I)=(-1)IeI

b.i) (-1) (I80)+(-1) (0@I)=(-1)I&(-1)I

wxssenxnnxn (g, B1) =(1,0), (az, Bz2) =(0,1), (as, Bs) =(1,-1) sxkesxssxx
a.i) 1(Ie0)+1(08I)=I&I

a.i) 1(I®0)+(-1) (0@I)=I@®(-1)I

a.i) (-1) (I®0)+1(08I)=(-1)IeI

a.i) (-1) (I&0)+(-1) (08I)=(-1)I&(-1)I

swxesnnnnnk (g, B1) =(0,1), (az, B2) =(1,0), (as, Bs) =(1,-1) *xxssxxsxx
a.i) 1(0eI)+1(Ia0)=I8l

a.i) (-1) (08I)+1(I80)=Ia(-1)I

a.i) 1(0eI)+(-1) (I&0)=(-1)IaI

a.i) (-1) (08I)+(-1) (I&0)=(-1)I&(-1)I

sxsxnxsnxx (on, B1) =(0,1), (az, B2) =(0,1), (as, B3) =(1,-1) sxxxsxxsxx
b.i) 1(08I)+1(I&0)=IeI

b.i) (-1) (08I)+1(I80)=I&(-1)I

b.i) 1(08I)+(-1) (I80)=(-1)IeI

b.i) (-1) (08I)+(-1) (I80)=(-1)I&(-1)I

Biri idempotent digeri involutif matrisin idempotentligi
wxxxnxkrnn (o, P1) =(1,0), (az, B2) =(1,-1), (as, Bs) =(1,0) wxwsskxxsx
a.i) 2(Ie0)+(-1) (I&(-1)I)=IeI

a.i) 1(Ie0)+(-1) (I&(-1)I)=08I

b.i) 2(I®0)+1((-1)I®I)=IeI

b.i) 1(I®0)+1((-1)I®I)=0eI

wxssenxnnxn (g, B1) =(1,0), (az, Bz2) =(=-1,1), (as, B3) =(1,0) sxkxsxxssxx
a.i) 2(Ie0)+1((-1)IeI)=I&I

a.i) 1(Ie0)+1((-1)IeI)=08I

b.i) 2(I®0)+(-1) (I&(-1)I)=IeI

b.i) 1(I®0)+(-1) (I&(-1)I)=0eI

wxsxnxnnxx (0, B1) =(0,1), (az, Bz2) =(1,=1), (as, B3) =(1,0) sxxxsxxxsxx
a.i) 2(0eI)+1(Ie(-1)I)=Ial

a.i) 1(0eI)+1(Ie(-1)I)=Ia0
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b.i) 2(08I)+(-1) ((-1)IaI)=I&I

b.i) 1(08I)+(-1) ((-1)I®I)=Ia0

sxsnxsnnx (on, B1) =(0,1), (az, B2) =(-1,1), (as, B3) =(1,0) wwxsxsxxsxx
a.i) 2(08I)+(-1) ((-1)IeI)=IeI

a.i) 1(0eI)+(-1) ((-1)IeI)=I&0

b.i) 2(08I)+1(I&(-1)I)=IsI

b.i) 1(0eI)+1(I&(-1)I)=Ie0

Biri idempotent digeri involutif matrisin involutifligi
wxcnkwnnkx (aa, B1) =(1,0), (az, B2) =(1,-1), (as, B3) =(1,-1) xxxxxxxkxk
a.i) 2(Ie0)+(-1) (I&(-1)I)=II

a.i) (-2) (I80)+1(I&(-1)I)=(-1)Ia&(-1)I

b.i) 2(I®0)+1((-1)IeI)=IeI

b.i) (-2) (I80)+(-1) ((-1)I&I)=(-1)I@&(-1)I

c) 2(Ie0e0)+(-1) (IeIa(-1)I)=I&(-1)Iel

c) (-2) (Ie0a0)+1(Iala(-1)I)=(-1)Ielae(-1)I

d) 2(Is0@0)+1((-1)Iele(-1)I)=Iala(-1)I

d) (-2) (I8080)+(-1) ((-1)IeI&(-1)I)=(-1)Ie(-1)Iel

wxxxnxknnn (an, 1) =(1,0), (az, B2) =(-1,1), (as, B3) =(1,-1) xwxxxxxsux
a.i) 2(I®0)+1((-1)IeI)=IaI

a.i) (-2) (I&0)+(-1) ((-1)IeI)=(-1)I&(-1)I

b.i) 2(I®0)+(-1) (I&(-1)I)=Ie&I

b.i) (-2) (I&#0)+1(I&(-1)I)=(-1)I&(-1)I

c) 2(Ie080)+1((-1)I@(-1)IeI)=Ie(-1)IeI

c) (-2) (Ie0@0)+(-1) ((-1)I@(-1)Iel)=(-1)Iele(-1)I

d) 2(Ie080)+(-1) (I&(-1)I8I)=Isla(-1)I

d) (-2) (I8080)+1(Ia(-1)I8I)=(-1)I&(-1)IeI

wxxrnnnnnx (aa, B1) =(0,1), (az, B2) =(1,-1), (as, Bs) =(1,-1) *xsxxxskxk
a.i) 2(0eI)+1l(Ie(-1)I)=Ie&I

a.i) (-2) (08I)+(-1) (Ie(-1)I)=(-1)Ie(-1)I

b.i) 2(08I)+(-1) ({(-1)IsI)=IeI

b.i) (-2) (08I)+1((-1)I&I)=(-1)I&(-1)I

e) 2(0@0eI)+(-1) (I&(-1)Iel)=(-1)Islal

e) (-2) (0808I)+1(Ia(-1)I0l)=I&(-1)I&(-1)I

£) 2(0808I)+1(I&(-1)I&(-1)I)=I&(-1)Iel

£) (-2) (0808I)+(-1) (I&(-1)I®(-1)I)=(-1)Iele(-1)I

xkkkknkknnn (ar, B1) =(0,1), (az, B2) =(-1,1), (as, B3) =(L1,-1) *kkkkkxkxx
a.i) 2(08I)+(-1) ((-1)IaI)=I&I

a.i) (-2) (08I)+1((-1)IaI)=(-1)I®(-1)I

b.i) 2(0eI)+1(Ie(-1)I)=IeI
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b.i) (-2) (08I)+(-1) (I&(-1)I)=(-1)I&(-1)I

e) 2(0808I)+1((-1)Iele(-1)I)=(-1)Ielel

e) (-2) (0808I)+(-1) ((-1)I8I®(-1)I)=I6(-1)I6(-1)I

£) 2(0@08I)+(-1) ((-1)IeIel)=Is(-1)Iel

£) (-2) (0808I)+1((-1)I8I68I)=(-1)I6I&(-1)I

iki involutif matrisin idempotentligi

wisoonnnnnn (a, B1) ={1,-1), (@2, B2) =(1,-1), (as, Bs) =(1,0) w*wxksxxwkssnk
b.ii) (t) (I®(-1)I)+(t) ((-1)IeI)=0&0

1 1
c) (-;) (Ie(-1)Ie(-1)I)+;(IeIe(-l)I)=oemo
1 1
q) (-;) (Io(-1)Ie(-1)I)+(-;) ((-1)IsIe(-1)I)=0808I
1 1
e) ;(IeIea(—l)I)+;(I$(—1)IQI)=I$0€>0

1 1
£) S (Isl®(-1) 1) +(_;) (Ie(-1)I®(-1)I)=08I&0

xxwknwwnxn (o, B1) =(1,-1), (az, B2) =(-1,1), (as, Bs) =(1,0) muxxwwnnxw
a.ii) (t) (I&(-1)I)+(t) ((-1)IsI)=0&0

1 1
c) (-;)(Ie(-l)Ie(-l)I)+(-;)((-1)Ie(-1)Ie>I)=0€>I$0
1 1
d) (-;) (I$(—1)I$(—1)I)+;(I$(—1)I$I)=0®091
1 1
° (I€BI$(—1)I)+(—E) ((-1)IeIa(-1)I)=Ie0&0

1 1
f) = (I@Ie(-1)I)+— ((-1)Ielel)=0eIa0
2 2

kkkxxxknsxw (o, B1) =(-1,1), (az, B2) =(1,-1), (as, Bs) =(1,0) sxmxmnunnxnx
a.ii) (t) ((-1)IeI)+(t) (I&(-1)I)=0&0

1 1
€ = ((-1)18lel) +— (IeTe(-1) I)=08160
1 1
d) ~((-1)I816I) +(-—) ((-1)IeIe(-1)T) =060e
1 1
@) (-2) ((-1)I8(-1)T6T) +— (To(-1) TeI) ~T6060

1 1
£) (-;) ((-1)Ie(-1)IeI) +(_;) (Ie(-1)I&(-1)1)=08Ie0

sxwxnxknnx (on, 1) =(-1,1), (az, B2) =(-1,1), (as, Bs) =(1,0) wxwwwnskwx
b.ii) (t) ((-1)IeI)+(t) (Ie(-1)I)=080

1 1

c) ;((-1)1e191)+(-;) ((-1)I®(-1) I8I)=08Is0
1 1

d) ;((-1)19191)+;(Ie(-1)191)=09091

1 1
e) (-;) ((-1)Ie(-1)IeI) +(-;) ((-1)IeIs(-1)1)=I8080



1 1
£) (-) ((-1)I8(-1)10I) +— ((-1)IeIel) =00160

iki involutif matrisin involutifligi

sk (@, Ba) =(1,-1), (@, B2) =(1,-1), (s, Bs) =(1,-1)
b.ii) (t) (Ie(-1)I)+(-1+t)((-1)IeIl)=Ia(-1)I

b.ii) (t) (I@(-1)I)+(1l+t) ((-1)IeI)=(-1)Iel

wxxxxxrnxx {ay, Br) =(1,-1), (az, B2) =(-1,1), (as, Bs) =(1,-1)
a.ii) (t) (I&(-1)I)+(-1+t)((-1)I8I)=I&(-1)I

a.ii) (t) (I&(-1)I)+(l+t) ((-1)IeI)=(-1)Iel

skwskxnkxx {0y, B1) =(-1,1), (a2, B2) =(1,-1), (as, Bs) =(1,-1)
a.ii) (t) ((-1)IeI)+(l+t) (I&(-1)I)=I&(-1)I

a.ii) (t) ((-1)I®I)+(-1+t) (I&(-1)I)=(-1)IeI

sxxnunnns (an, B1) =(-1,1), (@, B2) =(-1,1), (as, Bs) =(1,-1)
b.ii) (t) ((~1)ISI)+(1l+t) (I&(-1)I)=I&(-1)I

b.ii) (t) ((-1)IeI)+(-1+t) (I&(-1)I)=(-1)Iel

Khkkkkkkkkk
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