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OZET

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, timelike yiizey, donel yilizey, genellestirilmis
silindir ve helikoidal yiizey, Gauss denklemi

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismma ayrilmistir. ikinci
boliimde Lorentz uzayinda temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii  boliimde 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike yiizeyler igin yapi
denklemleri, Gauss ve Codazzi-Mainardi denklemleri ile bu yiizeylerin Gauss,
ortalama egriligi ve Hodge-yildiz operatorii tanimlar1 verilip bir timelike yiizeyin
farkli iki izotermal dual catisi arasindaki ag¢inin harmonik oldugu bulunmustur.
Ayrica sabit ortalama egrilikli bir timelike yiizeyin izotermik hale getirilebilecegi
gosterilmistir. Bir timelike yiizeyin asli ve asli olmayan catilar1 arasindaki a1

olmak iizere, d (2y) degeri hesaplanmis ve bu deger yardimiyla bir timelike yiizeyin
sabit ortalama egrilikli olmasi halinde sagladigi kismi diferensiyel denklem elde
edilmistir. Ayrica timelike yiizeyin maksimal (H =0) olmasi durumunda, bu
diferensiyel denklemin yeni ifadesi verilmistir. =0 olmak iizere, bir timelike
yiizeyin izotermik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmis ve bu kosulun w ve H
degerlerinin sabit olmas1 durumunda da gecerli oldugu ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde, 3-boyutlu Lorentz uzaymda timelike donel yiizeylerin, timelike
genellestirilmis silindirlerin ve timelike helikodial yiizeylerin 6zel kabuller altinda
Gauss denklemleri bulunmustur. Ayrica, bir timelike helikoidal yiizeyin ortalama
egriliginin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun y = sabit oldugu kanitlanmistir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen Gauss denklemlerinin ¢oziimleri
arastirilmig ve geometrik yorumlar yapilmistir.
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THE GAUSS EQUATIONS OF TIMELIKE SURFACES ON
3-DIMENSIONAL LORENTZIAN SPACE

SUMMARY

Key Words: Lorentzian space, timelike surface, surface of revolution, generalized
cylinder and helicoidal surface, Delaunay surface, Gauss equation.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the basic concepts in Lorentzian space are introduced.

In the third chapter, some basic concepts of the structure equations, Gauss and
Codazzi-Mainardi equations for the timelike surfaces, the Gauss and mean curvature
of timelike surfaces and Hodge-star operator are given. It is proved that the angle
between two different isothermal dual frame of a timelike surface is harmonic and a
timelike surface are isothermic. For the angle y between the principal frame and

non-principal frame of timelike surface, the value of d(2y) is obtained. By the aid

of this value, the partial differential equation providing the timelike surface with
constant mean curvature is obtained. Moreover, the new expression of this
differential equation is given when timelike surface is maximal (i.e H=0). The
necessary and sufficient condition for a timelike surface being isothermic is given
when =0 and it is expressed that this condition is satisfied in the case of y and

H are constants.

In the fourth chapter, the Gauss equations of timelike surface of revolution, timelike
generalized cylinder and timelike helicoidal surface are obtained. Moreover, it is
proved that the mean curvature of timelike helicoidal surface is constant if and only
if the angle between helices and principal curve is constant.

In the final chapter, the solutions of the Gauss equations which found in the previous
chapter are investigated and some geometrical interpretations are done.
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BOLUM 1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayda diizlemsel bir egrinin bir eksen etrafinda ddnmesi sonucu
olusan yiizeye donel yiizey, bir eksen boyunca o6telenmesi sonucu olusan yiizeye
genellestirilmis silindir yiizeyi ve bir eksen etrafinda hem Otelenip hem donmesi
sonucu olusan yiizeye helikoidal yiizey denir (Eisenhart 1909), (Kreyszig 1957),
(Gray, 2006), (Kiihnell, 2006). Bu yiizeyler Oklid uzaymnin hep giincel kalan ¢alisma
konusudur ve literatiirde de bu alanda bir¢ok c¢alisma mevcuttur (Roussos, 2000),
(Soyugok, 1995), (Arslan, 2009), (Bozkurt, 2012).

Bour, bir helikoidal yiizey i¢in bu yiizeye izometrik olan bir donel yiizeyin var
oldugunu ve helikoid tlizerindeki helis egrisine donel yiizeyler iizerindeki gemberlerin
karsilik geldigini gostermistir. Ayrica minimal helikoidal yiizeyin katenoide

izometrik deformasyonunu tanimlamistir (Bour, 1862).

Do Carmo, sabit ortalama egrilikli helikoidal yiizeylerin helikoidal hareket boyunca
invaryant olduklarmi, minimal olmalar1 durumunda dairesel silindire benzedigini
belirmistir. Dairesel silindirin {irete¢ egrisinin (¢emberinin) de helikoidi meydana
getiren helisin izometrik deformasyonuyla elde edilebilecegini gdstermistir (Do

Carmo, 1982).

Roussos, helikoidal yiizeylerin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sarti
belirlemistir (Roussos, 1988). Ayrica sabit ortalama egrilikli helikoidal yiizeylerin
ortalama egriligini korumak sartiyla Delaunay yiizeylere izometrik deformasyonunu
tasvir etmistir (Roussos, 1991).

Baikoussis, Gauss egriligi sifir olan, ikinci temel form egriligi ile ortalama egriligi
esit olan helikoidal ylizeylerin asli egrilikleri oraninin sabit oldugunu ve bu oranla
karakterize edilebilecegini, ayrica helikoidal yiizeylerin birinci dereceden

diferansiyel denklemlerden elde edilebilecegini gostermistir (Baikoussis, 1998).



Lorentz uzayi, Oklid uzayna gore daha karmasik bir yapiya sahiptir. Donel yiizey,
genellestirilmis silindir ve helikoidal yiizeyler 3-boyutlu Lorentz uzaymda eksenin
spacelike, timelike ve null olma durumlarina gore smiflandirilir ve bu smiflar da
kendi aralarinda yiizeyin spacelike, timelike ve null olma durumlarina gore iice
ayrilir. Bu smiflandirma literatiirde farkli yonleriyle ele almmustir. Ornegin
McNerthey bu smiflandirmay1 kabul ederek yiizey ornekleri vermistir. Ayrica bu
ylizeylerin timelike ve spacelike olmasi halinde maksimal olma durumlarini, Gauss
egriligi sabit ve yiizeyin timelike olmasi halinde Backlund teoremini incelemistir
(McNerthey, 1980).

Ikawa, helikoidal yiizeyleri eksen ve iirete¢ egrisine gore smiflandirmigtir ve 3-

boyutlu Lorentz uzayinda Bour teoreminin saglandigimni géstermistir (Ikawa, 2001).

Beneki, helikoidal yiizeyleri dort sinifa aymrmustir ve bu smiflar altinda Gauss
egriligini koruyan veya ortalama egriligi diferensiyellenebilir fonksiyon olan

helikoidal yiizeylerle ilgili ¢calisma yapmustir (Beneki, 2002).

Giiler, donel yiizey ve helikoidal ylizeyleri eksenlerine gore smiflandirmistir. Ayrica
null iireteg egrisine sahip olan Bour teoremine gore birbirine izometrik olan timelike

helikoidal ve timelike donel ylizey 6rnekleri vermistir (Giiler, 2010).

Benzer sekilde 3-boyutlu Lorentz uzayinda bu yiizeylerle ilgili (Turgut, 1998), (Hou,
2007), (Demir, 2010) ve (inalcik, 2011) ¢alismalar1 da mevcuttur.
Bilindigi lizere 3-boyutlu Oklid uzayda birinci temel formu

| =E(s,t)(ds” +dt?)
seklinde ifade edilebilen ylizeylere izotermik yiizey, yiizeyin (S,t)

parametrelendirmesine izotermal parametrelendirme denir (Gray, 2006). Bu tanim 3-
boyutlu Lorentz uzayda timelike ve spacelike yiizeyler i¢in, parametre egrilerinin

timelike veya spacelike olmasi géz oniine alinarak McNerthey tarafindan
| =E(s,t)(ds” —dt?)

olarak verilmistir (McNerthey, 1980).



3-boyutlu Oklid uzayda donel yiizeylerin ve genellestirilmis silindirlerin izotermik
yiizey olduklar1 bilinir (Gray, 2006). Fakat helikoidal yiizeyler i¢in ayn1 genellemeyi
yapmak miimkiin degildir (Roussos, 2000). Magid, 3-boyutlu Lorentz uzayinda da
timelike ve spacelike donel yilizey ve genellestirilmis silindirlerin izotermik oldugunu
gostermistir (Magid, 2005). McNerthey de maksimal timelike ve spacelike helikoidal
yiizeylerin izotermik oldugunu gostermistir (McNerthey, 1980).

Bu gozlemler altinda bu calismada, 3-boyutlu Lorentz uzayda timelike donel
yiizeylerin, timelike genellestirilmis silindirlerin ve timelike helikoidal yiizeylerin

Gauss denklemleri ve ¢éziimleri aragtirilmistir.

Oklid uzayda iyi bilinen Gauss ve Codazzi-Mainardi denklemleri (Do Carmo, 1994)
ve (Park, 2008) g6z Oniine almarak timelike yiizeylerin Gauss ve Codazzi-Mainardi
denklemleri verilmistir. Timelike yiizeyin dual gatis1 yardimiyla Gauss ve ortalama
egriligi hesaplanarak bir timelike yiizeyin farkli iki izotermal dual ¢atis1 arasindaki
acmin harmonik oldugunu kanitlanmistir. Ayrica, timelike ylizeyin ortalama
egriliginin sabit olmasi durumunda sagladigr kismi diferensiyel denklem elde
edilmistir. Yiizeyin maksimal olmas1 halinde, bu diferensiyel denklemin yeni hali ile

bir timelike ylizeyin izotermik olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir.

Boliim 4’te timelike donel yiizeyler, timelike genellestirilmis silindirler ve timelike
helikoidal yiizeyler i¢in Bolim 3’te elde edilen Karekterizasyonlar tekrar
diizenlenmis ve 6zel kabuller altinda (sabit ortalama egrilikli timelike donel yiizeyler
ve timelike genellestirilmis silindirler, J = A ( A sabit) olan timelike donel yiizeyler
ve timelike genellestirilmis silindirler, C >0 sabit adiml1 ve sabit ortalama egrilikli
timelike helikoidal yiizeyler, C >0 sabit adimli ve ortalama egriligi sabit olmayan
izotermik timelike helikoidal yiizeyler, C >0 sabit adimli ve ortalama egriligi sabit
olmayan, izotermik koordinatlardan elde edilemeyen ve J >0 olan timelike
helikoidal yiizeyler) bu yiizeylerin Gauss denklemleri elde edilmistir Ki bu
denklemlerin diferensiyel denklem olduklar1 goriilmiistiir. Bolim 5°te  Gauss
denklemlerinin ¢oziimleri arastirilmis, yiizeylerin ikinci temel formlar1 hakkinda

bilgi verilmis ve geometrik yorumlar yapilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2. 1. V, sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak tiizere,

(,):VxV-oR

2-lineer fonksiyonu Wv,weV igin (v,w)=(w,v) ozeligini sagliyor ise ()

doniisiimiine V Ttzerinde bir simetrik 2-lineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2. 2. (,), V vektdr uzayr iizerinde simetrik 2-lineer form olsun. Bu

takdirde,
i) wweV, v£0 igin (v,v)>0 ise (,) 2-lineer formu pozitif
tanimlidir,
ii) weV, v=0 i¢in (v,v)<O0 ise (,) 2-lineer formu negatif
tanimlidir,

iii) YweV, v#0 i¢in <V,V>20 ise <,> 2-lineer formu yari-pozitif
tanimlidir,

iv)  wveV, v#0 igin (v,v)<O0 ise (,) 2-lineer formu yari-negatif
tanimlidir,

V) vweV igin (v,w)=0 i¢in v=0 oluyorsa (,) 2-lineer formuna

nondejenere aksi halde dejeneredir denir
(O’Neill, 1983).

Tanim 2. 3. < , >, V {izerinde simetrik 2-lineer form ve W da V nin bir alt uzay:

olsun. < , > nin W tzerinde kisitlanmisi < , >|W olmak tlizere



() TW xW >R

negatif tammli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzaymmn boyutuna, ()

simetrik 2-lineer formun indeksi denir. Eger ( , ) nin indeksi v ise 0<v <boyV dir

(O’Neill, 1983).

Tamim 2. 4. M, tiirevlenebilir (C* smifindan) manifold ve

() 2(M)xz(M)—C"(M.R)
(X,Y) = (X)Y)

seklinde tamimlanan simetrik, 2-lineer ve nondejenere metrik fonksiyona, M

tizerinde bir metrik tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksi, M manifoldunun

indeksi olarak ifade edilir. M, C” smifindan bir manifold olmak tizere, ;((M) de

tanimli < , > ic carpim fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzayma bir i¢ ¢arpim

indirger. Boylece VX,Y € y(M), PeM ve X,,Y; €T, (P) i¢in
() Tw (P)xTy (P) >R

bigiminde tanimlanan simetrik, 2-lineer ve nondejenere fonksiyonuna T, (P)

tizerinde bir metrik tensér denir (O’Neill, 1983).

Tanmmm 2. 5. M bir C* smifindan manifold ve < , > de M tzerinde sabit indeksli

bir metrik tensor olmak ilizere, (M ,< , >) ikilisine bir yari-Reimann manifoldu denir.

Boylece M yari-Reimann manifoldunun indeksi v olmak iizere 0<v <n=hoyM

dir. Ozel olarak v =0 ise M bir Riemann manifoldu, v =1 ve n> 2 durumunda ise
M bir Lorentz manifoldu admni alir (O’Neill, 1983).



Tamm 2. 6. M ve M, sirasiyla, n ve (n+d)—boyutlu birer C* smifindan

manifold ve x: M — M diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. VP € M i¢in
dx, : Ty, (P) > Ty (P)
tiirev doniisiimii bire bir ise X fonksiyonuna bir immersiyon denir (Chen, 1973).

Tamm 2. 7. R", n—boyutlu Oklid uzay1 verilsin. 0<v <n olmak iizere

(X.Y)==2 %y + > XY,
i=1 j=v+1
seklinde bir metrik tensor tanimlanirsa (R“,<,>) ikilisi yar-Oklid uzay: olarak

isimlendirilir ve R ile gosterilir. Ozel olarak v =1, n>2 durumunda ise R],

n—boyutlu Lorentz uzayr adimi alir. Metrik tensér ise Lorentz metrigi olarak

adlandirilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2. 8. M, bir yari-Riemann manifoldu VvV X, Y, Zey(M) ve

vf eCw(M,R) icin

D:y(M)xx(M)— x(M)
(X,Y) —D(X,Y)=D,Y

operatorti,

D1) Dy (Y +2Z)=D,Y +D,Z,
D2) D,.,Z=D,Z+D,Z,

D3) D,,Y = fD,Y,

D4) D, (fY)=X[f]Y +fD,Y,

D5) [X,Y]=D,Y -D, X,



D6) Z[(X,Y)]=(D,X,Y)+(X,D,Y)

ozeliklerini sagliyorsa D ye M iizerinde bir Reimann koneksiyon, D,Y ye de Y

vektor alaninin X vektor alanina gore Reimann anlaminda kovaryant tiirevi denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmmm 2. 9. M, bir yari-Reimann manifoldu ve bu manifoldun yerel koordinat

sistemi <{Xl,xz,. X} olsun. M iizerindeki vektdr alanlarmin uzayr y(M) ve

A

gy = i, o olmak iizere, Vf €C”(M,R) i¢in
OX;  OX;

grad: C”(M,R)—> x(M)
o 0

f d(f)=Sgi &L <
— grad(f) i;g ox x

seklinde tanmmlanan fonksiyona, f fonksiyonun gradyenti denir. Burada

g" =(g,)  dir (O'Neill, 1983).

Tammm 2. 10. M, bir yari-Reimann manifoldu, bu manifoldun yerel koordinat

sistemi {X, X,,..., X,} ve M iizerindeki vektor alanlarmm uzayr (M) olsun,

X=>4a ai olmak iizere, VX € y(M) i¢in

i=1 i

div: y(M)—> C"(M,R)
5 08,

i=1 i

seklinde tanimlanan div fonksiyonuna, M de {x,X,,.., x,} koordinat sistemine

EEEREA™

gore X vektor alanin diverjans fonksiyonu denir (Ralph, 1988).



Tanmm 2. 11. M , bir yari-Reimann manifoldu olsun. vf € C*(M,R) i¢in

C*(M,R) - C*(M,R)
f - A(f)=div(grad(f))

seklinde taniml1 fonksiyona, f fonksiyonun Laplasyani denir ve A(f) ile gosterilir

(O’Neill, 1983).

Tanmim 2. 12. M, bir yari-Reimann manifoldu ve f, M de diferensiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. A(f)=0 ise f fonksiyonuna harmonik fonksiyon denir (O’Neill,

1983).

Tammm 2. 13. M n-boyutlu yari-Reimann manifold, M manifoldu {izerinde

tanimlanan Kk — formlarin ciimlesi A (M) ve hacim elementi dA olsun.
*:/\k(M)—>/\”"k(M)
izomorfizmi Ve, fe A (M) i¢in

an*f= <a, ﬂ)dA
bagintisini sagliyorsa, bu doniisiime Hodge-yildiz operatorii denir (Martin, 1991).

Teorem 2. 1. M, n-boyutlu yari-Reimann manifoldu, M manifoldu tizerinde

diferensiyellenebilir iki fonksiyon f ve g olsun. dA, M manifoldunun hacim

elementi olmak lizere

i) dxd(f)=A(f)dA,
i) d+(fd(h))=((grad(f),grad(f))+fA(h))dA,

iii) A(fh)=2(grad (f),grad(f))+fA(h)+hA(f)



dir (Kiilahci, 2008).

Tanim 2. 14. M , yar1-Reimann manifoldu ve X € (M) olsun. Eger
i) (X,X)<0ise X vektdr alanina timelike,
ii) (X,X)>0veya X =0 ise X vektor alanina spacelike,

iii) <X,X>=O ve X =0 ise X vektor alanina null (lightlike) vektor alani

ad1 verilir

(O’Neill, 1983).

Tamm 2. 15. M yari-Reimann manifoldu olsun. vX,Y e y(M) i¢in
(X,Y)=0

ise X ve Y vektori birbirine diktir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2. 16. M yari-Reimann manifoldu olsun. X € (M) vektoriiniin normu
[X]1=ltx. %)

ile tanimlanir (O’Neill, 1983).

Teorem 2. 2. M yar-Reimann manifold ve X € (M) olmak iizere asagidaki

ozellikler saglanir;

i) [X|[>0 dr,
i) ||X|| =0 < X bir null vektor alanidir,
iii) X bir timelike vektor alani ise ||X||2 = —<X , X> dir,

iv) X bir spacelike vektor alan1 ise ||X||2 =(X,X) dir

(O’Neill, 1983).
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Tanim 2. 17. R de bir agik kiime | olmak iizere

a:lcR->R]

diferensiyellenebilir fonksiyonuna, n-boyutlu Lorentz uzay R; de bir egri denir

(O’Neill, 1983).

Tamm 2. 18. 2-boyutlu Lorentz uzay: R? de Lorentzian birim gember
St = {a cR? Ka,a) :1}

biciminde tanimlanir. Bu c¢emberin tegetleri daima timelike vektorlerdir.

Benzer olarak, hiperbolik birim ¢ember
H? = {ae R? Ka, a)= —1}

bi¢iminde taniml1 olup, bu egrinin tegetleri de spacelike vektorlerdir (O’Neill, 1983).

Tamm 2. 19. 3 boyutlu Lorentz uzayr RS de Lorentz ve hiperbolik birim kiireler

sirastyla,

S = {a € Ri‘(a,a) :1}
ve

HZ = {a € Rﬂ(a, a)= —1}

bi¢iminde ifade edilirler (O’Neill, 1983).

Tammm 2. 20. «, R] Lorentz uzayinda bir egri olsun. Boylece, o egrisinin hiz

vektorii o' olmak tizere
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) <a’,a'><o ise o timelike egri,
ii) <a',a'>>0 veya o' =0 ise o spacelike egri,
iii) <a',a'>=0 ve o' #0 ise a null egri

olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2. 21. U c R? acik kiime olmak iizere

X:UcR*>M?*cR’

(uv) = X (uv)=(%(uv), %, (u,v), %, (u,v))

immersiyonu yardimiyla elde edilen M? ye R? 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir
ylizey, (u,v) ye de M? yiizeyinin parametrelendirmesi denir. i =1, 2, 3 olmak iizere,

X, diferensiyellenebilir fonksiyondur. Bu yiizeyin birim normal vektorii

ax ax
ax ax H
6u

seklinde tanimlidir. M? yiizeyinin 7 birim normal vektérii igin
i) n timelike ise M? ye spacelike yiizey,
i) n spacelike ise M? ye timelike yiizey

denir (Kiihnell, 2006).

Tamim 2. 22. M?, R? 3-boyutlu Lorentz uzaymmda X (u,v) immersiyonuyla birlikte

verilmis bir yiizey olsun.

axax F- axax G- axax
8u6u auav 8v8v
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olmak tzere

ds® = Edu’® + 2Gdudv + Fdv?
esitligine M? yiizeyinin birinci temel formu adi verilir (Kiihnell, 2006).

Tamm 2. 23. R}, 3-boyutlu Lorentz uzaymnda X (u,v) immersiyonuyla birlikte
verilen M? timelike yiizeyi igin F=0 ise (u,v) parametresine M? timelike

yiizeyinin ortogonal parametrelendirmesi denir (McNerthey, 1980).

Tamm 2. 24. R}, 3-boyutlu Lorentz uzaymnda X (u,v) immersiyonuyla birlikte
verilen M? timelike yiizeyi icgin F=0 ve E=-G ise (u,v) parametresine M?

yiizeyinin izotermal parametrelendirmesi ve M? timelike yiizeyine de izotermik
yiizey denir (McNerthey, 1980).

Tamim 2. 25. R?, 3-boyutlu Lorentz uzayinda M?, X (u,v) immersiyonuyla birlikte

verilmis timelike bir yiizey ve bu ylizeyin birim normal vektorii 77 olsun.

L=<77, qu>, M =<77, Xuv>, N =<77, XW>
olmak tizere

I (u,v) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv’

esitligine M? timelike yiizeyinin ikinci temel formu ad verilir (Lopez, 2008).

Tanim 2. 26. Ri, 3-boyutlu Lorentz uzayinda M 2 X (u,v) immersiyonuyla birlikte
verilmis timelike bir ylizey olsun. Yiizeyin birim normal vektorii 7 ve X e ;((M 2 )

olmak iizere M? timelike yiizeyinin sekil operatorii
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S:x(M?)—> z(M?)
X —S(X)=-Dyn

olarak tanimlanir. S sekil operatorii self-adjoint, simetrik ve lineer fonksiyondur.

Sekil operatorii matrisinin determinanti
K =det(S)
M? timelike yiizeyinin Gauss egriligi ve izi
1.
H==iz(S
~iz()
M? timelike yiizeyinin ortalama egriligidir (McNerthey, 1980).

Tamim 2. 27. M?, R? 3-boyutlu Lorentz uzaymda X (u,v) immersiyonuyla birlikte

verilmis bir timelike yiizey olsun. Eger yiizeyin ortalama egriligi sifir ise M?

yiizeyine timelike maksimal ylizey denir (Weinstein, 1996).

Tamm 2. 28. M?, R} 3-boyutlu Lorentz uzayinda X (u,v) immersiyonuyla birlikte

verilmis timelike bir yiizey olsun. p € M? noktasida

ise p noktasma M? timelike yiizeyinin umbilik noktas1 denir (Lopez, 2008).



BOLUM 3. UC BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA TiIMELIKE
YUZEYLER

R?, 3-boyutlu Lorentz uzay1
(,) =dx —dx] +dx;

i¢ carpimiyla verilsin. M? bu uzayda diferensiyellenebilir, yonlendirilebilir bir

timelike yiizey ve X € M? noktasinda yiizeyin ortonormal catist {X; j;, j,, j;} olsun.
Burada j, timelike birim vektdr ve J, yiizeyin birim normal vektorii olup,

js:M? —S? seklinde tanimlanabilir ve yiizeyin Gauss doniigiimiine karsilhik gelir

(Park, 2008).

Tamm 3. 1. M? diferensiyellenebilir ve yonlendirilebilir bir timelike yiizey ve
{X; ., J,, I} yiizeyin ortonormal ¢atisi olsun. dx=z4 j, — 5, j, ve 1<i,k, 1 <3 olmak

lUzere
M= <dX, J|>

ifadesine xeM? noktasinda M? timelike yiizeyinin {J;} ortonormal ¢atisma

karsilik gelen dual catisinin elemanlari,

1, J, spacelike

3
i, = gl & = (i jj) =] = P 3.1
)i Izzllé]lum]l & <J| J|> {_1’ j, timelike (3.1)

olmak tizere

Ha = <djk’ J|>



15

ifadesine {j;} ortonormal catisma karsilik gelen koneksiyon (bag) form denir.

Burada 4, =—z4, dir (Park, 2008).

Teorem 3. 1. M? timelike yiizeyinin birinci ve ikinci yap1 denklemleri, sirasiyla,

3
duy = zg|,u| A Hy (3.2)
=1
ve
3
du = zgn:ukn N My (3.3)
n-1

dir (Park, 2008).

Yardimer Teorem 3. 1. 1<i<3 olmak iizere, M? timelike yiizeyinde {j;}

ortonormal ¢atisima karsilik gelen dual ¢at1 {z} olsun. Bu takdirde, M 2 timelike

ylizeyi lizerinde

dir.
Ispat. s, =(dx, j,) ve dx=z4j, — 1, ], oldugundan
s =y~ 1oz J5) =0
elde edilir.
Sonug 3. 1. M? timelike yiizeyinin dual catisi {,ul, My, ,L@} olmak tizere
My N g =y A 3 =0

dir.
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ispat. M? timelike yiizeyi iizerinde 4, =0 oldugundan dz, =0 dir. Dolayisiyla

yiizeyin birinci yap1 denkleminden ispat goriiliir.

M? yiizeyinin birinci temel formu, 1-formlar yardimiyla
V= =15

olarak verilir (Park, 2008).

Yardimer Teorem 3. 2. M? timelike yiizeyinde p ve q diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere
Ao =Py Ay, Aty = A (3.4)

dir.

ispat. {s, 15}, M? timelike yiizeyinin dual catisi oldugundan g, koneksiyon

formu, p ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla
My, = Py + 04 (3.5)
gibi ifade edilebilir. (3.2) denkleminden yiizeyin yap1 denklemleri

Ay ==t A pty
ve
dey, = A,

dir. Burada g4, koneksiyon formu yerine p ve q diferensiyellenebilir fonksiyonlar

tiiriinden degeri yazilirsa

s =—pty A poy =t Ay =ty AP+ Otty) = Ppy A Ly = =P A 1y
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ve
dit, = 44 Ay = A(pM+qﬂ2)=q/ﬁAﬂ2

elde edilir.

Yardimcl Teorem 3. 3. «, f, y diferensiyellenebilir fonksiyonlari olmak iizere

M? timelike yiizeyinde
Hhs = Ot + Bl oy = =Pt + 11ty (3.6)

olarak ifade edilebilir.

Ispat. o, B, y ve @ diferensiyellenebilir fonksiyonlar: yardimiyla

ths =0l + P, ths = O + Y1,
esitlikleri

oA s = Hy A Hoy =0
denkleminde yerine yazilirsa
A (ot + Bs,) = o AN Oy + 118, ) = P Aty = Oy A 1y = (B+0) gy A g, =0
elde edilir. z4 A g, #0 oldugundan S =—6 bulunur. Béylece ispat tamamlanur.

Yardimer Teorem 3. 4. M? timelike yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla,

K=—(ay+p) (3.7)

ve
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dir (Park, 2008).
ispat. M? timelike yiizeyinin birim normal vektorii j,:M? — S? igin
dj, : Z(M 2) - ;((Sf)
doniigiimil timelike ylizeyinin sekil operatoriidiir ve (3.1) denklemi yardimiyla
djs = 4413 = 140 J;

dir. (3.6) denklemindeki esitlikler yardimiyla

oo T w5 7

elde edilir. Boylece M ? timelike yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla

K =det(dj,) = —(ay + %)

ve

olarak bulunur.

R?, 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir timelike yiizey {izerindeki S sekil operatorii

matrisi i¢in 3 farkli ihtimal s6z konusudur. Sekil operatdrii matrisi ya R iizerinde
kosegenlestirilebilir ya C iizerinde kosegenlestirilebilir ancak R iizerinde
kosegenlestirilemez ya da C ilizerinde kosegenlestirilemez ve bir tek reel 6zdegere

sahiptir (Magid, 2005). S nin 3-boyutlu Lorentz uzayinda kosegenlestirilebilmesi
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igin gerek ve yeter sart H>—K >0 olmasidir (Chen, 1999). Dolayisiyla M?

timelike yiizeyi {izerinde H® —K >0 olarak kabul edilecektir.

Ly, s Ve 1, Koneksiyon formlar: yardimiyla M? timelike yiizeyinin Gauss ve

Codazzi-Mainardi denklemleri asagidaki teoremdeki bagmtilar ile verilebilir.

Teorem 3. 2. M’ timelike yiizeyinin Gauss ve Codazzi-Mainardi denklemleri

sirastyla,
du, =K A, (3.8)
ve
dg =ydu —pdu,,
d s = pd g +ad
(3.9)
dir.

Ispat. (3.3) denkleminde verilen yiizeyin ikinci yap1 denklemlerinden
Al = g A by = =g A Loy

dir. Bu denklemde, (3.6) denkleminde verilen 4, ve ,, koneksiyon formlar1 yerine

yazilirsa
A4, = (apy+ Bi ) M=y + 11 ) = =0 Aty + Bty Aty =—(ay + B2 ) 1y ~
elde edilir. Boylece son denklem ve (3.7) denklemi yardimiyla
du, =K A,
elde edilir. Benzer sekilde Codazzi-Mainardi denklemlerini bulmak i¢in

dpng =—phy Aty ity = ) A g
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yap1 denkleminlerinde (3.5) ve (3.6) denklemleri yerlerine yazilirsa

A 4= = (Pt + ety ) A=t + 718, ) = =Pyt A o + Aty A 1 = =P34 A 1ty = A1t A 1
Ve
Aty == (P +At) Ay + Biiy) = = PPy Ay = oty Ay == PPy A 1y + G0l A

elde edilir. Ayrica Yardimec1 Teorem 3. 2. deki (3.4) denklemleri yardimiyla

digs =7 (—pta A ty) = B(As A ) = yd g — pd
ve
d/u23 :_ﬂ( p,Ltl/\ﬂz)+0!(q,Ltl/\#2)=ﬂd,tﬁ+adﬂz

elde edilir.

Ornek 3. 1. §; :{aeRfKa,a) = r} Lorentz kiiresinin Gauss egriliginin —
;

oldugunu gosterelim. 11k olarak, 812 yiizeyinin dual catisin1 ve koneksiyon formunu

elde edelim. {U,,U,,U,}, S’ iizerinde hareket eden Lorentzian kiiresel cat1 olsun.

Boylece 3-boyutlu Lorentz uzayr R? {in birim normal gatist {i, I, k} yardimiyla

U, coshgcosd coshgsing sinhg \( i
U, |= —-siné cosé 0 J
U, sinhgcos@ sinhgsingd coshg )l k

yazilabilir. X, =rcoshgcosd, X,=rcoshgsind ve Xx,=rsinhg olmak iizere

{i, j,k} catisim dual atist {dx,, dx,, dx;} dir. Kisaligin hatir1 igin
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coshgcos@ coshgsing sinhg 1 0 0
A= —-sind cosd 0 |,e=|0 1 O
sinhgcosd sinhgsingd cosh ¢ 0 0 -1

denirse, {Ul,UZ,US} catismin dual catisi {,ul, Wy, ,ug} icin

t dx,
U, |=Acg| dx,
Hy dx,

esitliginden {rcosh(¢)d¢9,—rd¢, dr} elde edilir. Ayrica bu ¢atiya karsilik gelen

koneksiyon form

0 —d@sinh(g) —d@cosh(g)
(14;)=dAA"z =| d@sinh(g) 0 dg
d@cosh(¢) —dg 0

olarak bulunur. Diger taraftan
d 4, =d (—d@sinh(g)) =—(d (d@)sinh(g)+d6 Acosh(g)dg) =—cosh(¢)dO Adg
ve

1 A 1, = rcosh(g#)dé A—rdg = —r’ cosh(g)dd Adg

denklemlerinin esitliginden K = iz oldugu goriiliir.

r
M? timelike yiizeyinin X noktasindaki asli ¢atisi {X;el,ez, e = 13} , bu asli ¢atinin
dual catis1 ve koneksiyon formlari sirasiyla, {w;,w,, w,} ve {w,}, 1<k,1<3, olsun.

e ve J, arasindaki a¢i i olmak iizere
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J, =coshye, +sinhye,, j, =sinhye +coshye,, (3.10)
4, =coshyw, +sinhyw,, 1, =sinhyw, +coshyw,, (3.11)
M5 =COShyW,, +sSinhyW,,, 14, =sinhyw,; +coshyw,, (3.12)

bagmtilar1 vardir (Chen, 1999). Bu takdirde asagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimer Teorem 3. 5. M? timelike yiizeyinin 2, ve w,, koneksiyon formlari

arasinda
thy =Wy, —dy (3.13)
bagintis1 vardir.
Ispat. (3.11) denklemine d operatdrii uygulanirsa
d 4 =coshydw, +sinhydy Aw, +sinhydw, +coshydy A dw,

elde edilir. Son esitlikte birinci yapi1 denklemleri kullanilir ve gerekli islemler

yapilirsa
d 4 =coshy (—w,, AW,)+sinhydy Aw, +sinhy (—w,, AW, )+coshydy Aw,
=—w,, A(coshyw, +sinhyw, ) +dy A (coshyw, +sinhyw,)
= (dW _W12) Ay
bulunur. Ayrica birinci yap1 denklemlerinden dz4 =—z4, A 44, oldugundan
(dy =Wy, ) At =, A gty = dy =Wy, =~
elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.

Tamm 3. 2. M? timelike yiizeyi iizerinde

o=,y =4y, ¥ =1
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seklinde tanimlanan isleme Hodge-yildiz operatorii denir (Chen, 1999).

Yardimcr Teorem 3. 5. ve Hodge-yildiz operatorii yardimiyla asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3. 3. M? timelike yiizeyinin farkl iki catis1 {j,, j,}, {€,,€,} ve bu catilara
karsilik gelen dual ¢atilar sirasiyla { 1, ,uz} ve {Wl, W2} olmak tlzere, { 1, ,uz} dual

gatis1 izotermal koordinatlardan elde edilmis olsun. Bu durumda {w,, w,} dual

catismin da izotermal koordinatlardan elde edilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

Ay =0 dir, yani dual gatilar arasindaki aginin harmonik olmasidir.

Ispat. Bir yiizeyin izotermal koordinatlardan elde edilebilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul d=*, =0 dir (Stephanidis, 1987). Bu durum goz 6niinde bulundurularak

(3.13) denklemine Hodge-yildiz operatorii uygulanirsa

g, =W, —*dy/
elde edilir. Son denkleme d operatorii uygulanirsa

d* gy, =d*w, —d*dy

bulunur. Kabul geregi {44, ,} dual ¢atisi izotermal koordinatlardan elde edilmis

oldugundan d * £, =0 dir. Bu esitlik son denklemde kullanilirsa
d*w, =d *dy

elde edilir. Diger taraftan Laplasyan operatorii yardimiyla, M? timelike yiizeyinin

alan elementi dA olmak lizere
d=dy = AwdA

oldugundan
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d *w, = AydA (3.14)

elde edilir (Kiilahci, 2008). Kabul edelim ki {w,w,} dual catis1 izotermal

koordinatlardan elde edilmis olsun. Bu durumda d=*w, =0 olup, (3.14)

denkleminden
AydA=0
elde edilir. Alan elementi
dA= 1 A, =W, AW,
olup bu deger sifirdan farkli oldugundan

Ay =0
bulunur. Bulunan bu ifade y nin harmonik oldugunu gosterir.

Tersine, w harmonik ise Ay =0 dir. Bu durumda, dA alan elementi sifirdan farkli

oldugundan (3.14) denkleminden

d*w,=0

olur. Bdylece {w,w,} dual catisiin izotermal koordinatlardan elde edilmis

oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

M? timelike yiizeyinin {e,,&,} asli dogrultularma karsilik gelen asli egrilikleri a ve

¢ olsun. Bu durumda
W, = aW,, W,; = —CW, (3.15)
olup yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi, sirastyla

K =-ac
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ve
a—=cC_
H=—— 3.16
. (316)
dir. Ayrica
J =% (3.17)

olarak adlandirilsin. (3.11), (3.12), (3.15), (3.16) ve (3.17) denklemleri yardimiyla

asagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimer Teorem 3. 6. M? timelike yiizeyinin {e,,e,} asli catisi ile {j,, j,} asli

olmayan c¢atisina karsilik gelen koneksiyon formlar sirasiyla, 1<k,l <3 olmak

iizere, {uy} ve {wg} olsun. Bu durumda 4, =auy+ i, 1y =—P+ s,
W, =aw,, W,, =—Cw, esitliklerini saglayan o, y , B, a ve c diferensiyellenebilir

fonksiyonlar1 arasinda

a=Jcosh2y +H, f=-J3sinh2y, y=-Jcosh2y +H (3.18)

bagintilar1 vardir.

Ispat. 1, = au + Bu, esitliginde (3.11) denklemi goz dniine alinirsa

s = a(coshyw, +sinhyw, )+ B(sinhyw, +coshyw, )
. _ (3.19)
=(acoshy + Bsinhy )w, +(asinhy + Bcoshy )w,

elde edilir. Diger taraftan (3.15) denklemi yardimiyla, (3.12) denkleminin birinci

esitligi yeniden diizenlenirse
14 = cosh W, +sinh yw,, =cosh i (aw; ) —sinh i (cw, ) (3.20)

bulunur. (3.19) ve (3.20) denklemlerinin esitliginden
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acoshy + gsinhy =acoshy, (3.21)
asinhy + gcoshy =—csinhy (3.22)

elde edilir. Bu lineer denklem sistemini ¢6zmek igin (3.21) denklemi coshy , (3.22)

denklemi sinhy ile garpilirsa

acosh?y + Bcoshy sinhy = acosh®y,
asinh?y + Bsinhy coshy = —csinh® i

bulunur. Son iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa

a =acosh®y +csinh’y

elde edilir. Ayrica, cosh’ y —sinh®y =1 oldugu dikkate alinarak, bu son denklem

_a , C.., a o, c )
a—zcosh ://+§smh W+§(1+smh z,u)+§(—1+cosh v)
olarak ifade edilebilir. Son esitlikte gerekli islemler yapilir, (3.16) ve (3.17)

denklemleri goz 6niine alinirsa

a c a . C . a ¢
a =—cosh?y + =cosh® 7 + =sinh?w + —=sinh® iy + — — =
p P Y BRIy ST S ST VS

2
a+c a+c) . a-c
=| — |cosh?y +| —— |sinh® iy +| —
( 2 ) i ( 2 ) v ( 2 j

_ (%}(coshz w +sinh?y ) + (%)

=Jcosh2y +H
elde edilir. Benzer yolla 14, =—pu, + yu, esitliginde (3.11) denklemi yerine yazilirsa

Ly =B (coshyw, +sinhyw, )+ (sinhyw, + coshyw, )

3.23
= (—pcoshy + ysinhy ) w, +(—Bsinhy + y coshy ) w, (3.23)
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bulunur. Diger taraftan (3.15) denklemini géz 6niinde alinarak, (3.12) denkleminin

ikinci esitligi yeniden diizenlenirse

I3 =Sinhyw; +coshyw,, =sinhy (aw, ) —coshy (cw, ) (3.24)

olur. (3.23) ve (3.24) denklemlerinin esitliginden

—pcoshy + ysinhy =asinhy, (3.25)
—psinhy + y coshy = —ccoshy (3.26)

bulunur. Eger (3.25) denklemi —coshy, (3.26) denklemi sinhy ile ¢arpilirsa

S cosh? y — v coshy sinhy = —acoshy sinhy,

—sinh®y + y sinhy coshy = —csinhy coshy

elde edilir. Taraf tarafa toplama islemi yapilir ve (3.17) denklemi kullanilirsa
p= —(%)Rosh w sinhy = —J sinh 2y

elde edilir. Benzer sekilde (3.25) denklemi —sinhy, (3.26) denklemi coshy ile

carpilirsa

Bcoshy sinhy —ysinh?y = —asinh® i,
—Bcoshy sinhy + y cosh? = —ccosh® i

olur. Bu iki denkleminin taraf tarafa toplamindan
y =—ccosh? y —asinh’y

elde edilir. Elde edilen bu son denklem
y_—(acosh 1//+§smh 1//+§(1+3|nh y/)+5(—1+ cosh z//)j

olarak ifade edilebilir. Boylece (3.16) ve (3.17) denklemleri yardimiyla
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;COShzl//-i- smhzgu+2(1+smh2 )+ 2(—1+cosh21//)j

( a cosh%w{%)sinhzz//—(ﬂn
( j coshzz//+sinh21//)+(%)
-J

cosh2y + H

bulunur.

Yardimci Teorem 3. 6. goz Oniine alinarak asagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimar Teorem 3. 7. M? timelike yiizeyinin ortalama egriligi H ve

dH =H, 4 —H, x4, olmak iizere

. H, H H, H
d(2y) =2sinh ZW[Tluﬁszzj—Zcosh 21//[71;42 +Tz,ulj—2ylz +#4d(InJ) (3.27)

dir.

O

ispat. {w,w,}, M’ nin dual bazi oldugundan w,, 1-formu, P ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 yardimiyla
W, = FN)W1 + qu

seklinde ifade edilebilir. (3.15) denklemine d operatorii uygulanir ve birinci yap1

denklemleri kullanilirsa

dw,, =da Aw, +adw, =daAw, +a(-w, AW,)
=daAw, +a(—(pw, +q4w,)Aw.
1 ( (~ 1 2) 2) ) (3.28)
=daAw, +a(—pw, Aw,)=daAw, +apw, AW,

=(da+apw,) AW,



ve

dw,, = —dc AW, —cdw, = —dc AW, —C (W, AW, )
=—dcAw, —Cc(—W, AW,)
= —dc Aw, —c(—(pw, +aw,) Aw;)
=—dc AW, —c(—Gw, AW,)

=—dc AW, —cqw, Aw, = (—dc—caw,) A w,
elde edilir. Diger taraftan ikinci yap1 denklemlerinden
AWy, = =W, AW, =—( PW, + GwW, ) A—CW, = —Cpw, AW,

ve

AWy = Woy AWz = —W, AW, = _( pw; + qu) Aaw, = agqw, AW,

29

(3.29)

(3.30)

(3.31)

bulunur. (3.28) ve (3.30) denklemlerinin esitliginde, (3.17) denklemi gbéz Oniine

almirsa

dw,, = (da+apw, ) AW, = —Ccpw, AW,
da +apw, = —cpw,,
da=—(a+c)pw, =-2Jpw,

elde edilir. Benzer sekilde (3.29) ve (3.31) denklemlerinin esitliginde,

denklemi kullanilarak

dw,, = (—dc—cdw, ) Aw, =adw, AW,,
—dc —cqw, = agw,,
dc =—(cqw, +adw, ) = —(c+a)Gw, =—2Jqw,

bulunur. Ayrica u ve v diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

dH :d(ﬂj:uwl—vw2
2

olarak ifade edilir, da ve dc degerleri yerine yazilirsa

(3.17)
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da—dc -2Jpw, +2JGw,
2 2

= Jaw, — Jpw, = uw, —vw,

olur ki buradan J§=u ve Jp=v elde edilir.
da = (-u+Jq)w, —2Jpw,
ve
dc =-2JGw, +(-v + Jp)w,
olmak tizere
da +dc = —uw, —vw, — JGw, — Jpw,
dir. Denklemin her iki tarafi 2J ile boliiniirse

da+dc 1(u v
=d(InJ)=—=| —=w +—w, + Gw, + Pw.
>3 (InJ) Z(Jlqulpzj

olur. Bu esitlige Hodge-yildiz operatorii uygulanirsa

*d('M)=—%(%*wl+%*wz+q*wl+ﬁ*wzj

1 u \ ~ 5
=_E _FWZ —le—qwz - W

\' u
:FW]_ +3W2 +W12

elde edilir. Diger taraftan dH =H, 2 —H, 1, =uw, —vw, oldugundan
u=coshyH, —sinhywH,, v=-sinhyH, +coshyH,

yazilabilir. (3.11) denklemi ile birlikte u ve v degerleri bu son denklemde yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa
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*2dInJ ==

1| (=sinhyH, +coshyH,)(coshyys —sinhyys,)
+W,
J | +(coshyH, —sinhyH,)(=sinhyz +coshyps,) |

[ —sinhy coshyH g +sinh?wH, s, +cosh? wH, 1
= =| —coshy sinhyH,u, —coshy sinhywH, 1 +cosh? yH u, |+w,

(S

+sinh? wH,u, —sinhy coshyH, 1,

1 [ —2sinhy coshy (H, 24 + H,z, )

- 2 ) + Wi,
+(cosh? y +sinh® ) (Hyu, + H,u4)

ol

bulunur. Sonug olarak

w,, =*2d (In J ) +sinh 2(//(%/,11+%,u2j—008h Zw(%ﬂ2+%ﬂl)

olur. Elde edilen bu denklem ve (3.13) denklemi g6z oniine alinarak

d (2‘//) = 2(W12 _Mz)

=2sinh ZV/(%M +%,u2j—2005h 21//(%/!2 +%ﬂlj+*4d (InJ)—2u,
olarak bulunur.

Boylece, Yardimei Teorem 3. 7. den asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3. 4. M? timelike yiizeyinin ortalama egriliginin sabit olmast i¢in gerek ve

yeter kosul
d(2y) =+4d (InJ) -2, (3.32)

olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki M? timelike yiizeyinin H ortalama egriligi sabit olsun.

Dolayisiyla

dH =H,z4 —H,1, =0
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dir. Ayrica g4 #0, u, #0 ve g4 # 1, oldugundan

dir. H; ve H, degerleri (3.27) denkleminde yerine yazilirsa

d(2p)=+4d(InJ)—2.,

elde edilir.

Tersine kabul edelim Ki
d(2y)=+4d(InJ)—24,

olsun. Bu durumda (3.27) denkleminden

olur. Dolayisiyla dH =0 yani H sabittir.
Teorem 3. 4. yardimiyla asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3. 5. Sabit ortalama egrilikli M? timelike yiizeyi
Aln(H?-K)=K (3.33)
kismi diferensiyel denklemini saglar.

Ispat. (3.32) denklemine d operatrii uygulanirsa
d(d(2y))=4d *d(InJ)-2dz, = 0=4d *d(InJ)-2d s,

bulunur. Bu son denklemde Laplasyan operatorii uygulanir ve Gauss denklemi goz

Oniine alinirsa
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O=2A(|n‘]),ul/\,uz—K,ul/\,uz=(2A(|nJ)—K),ul/\,u2

elde edilir. Ayrica g4 A i, #0 oldugundan

0-2a(In3)-K = A(In3) =~

elde edilir. J =vH?-K oldugu géz oniinde bulundurulursa
1 , K
EA(ln(H —K))_E
bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3. 5. in bir sonucu asagida verilmistir.

Sonug¢ 3. 2. K <0 olan M? maksimal timelike yiizeyi i¢in
A(In(-K))=K

bagintis1 vardir.

ispat. M? timelike yiizeyi maksimal ise H =0 dir. Bu deger (3.33) denkleminde

yerine yazilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3. 6. Ortalama egriligi sabit olan bir M? timelike yiizeyi izotermik hale

getirilebilir.

ispat. M? timelike yiizeyinin {e.e,} asli catist ile {j,],} asli olmayan catisi

cakistirilarak M?  timelike ylizeyi izotermik hale getirilebilir. Ciinkii catilar
arasidaki agi1 sifir, yani y =0 alinirsa, (3.13) ve (3.32) denklemlerinden

Wy, = 24, =*2d(InJ)
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oldugu goriiliir. Bu denkleme Hodge-yildiz operatorii uygulanirsa
#W, =*2,, =2d(InJ)

bulunur. Elde edilen bu denklemin dis tiirevi alinirsa d *w, =d * 2, =0 elde edilir.

Ayrica  sabit durumunda da (3.32) denklemi yardimiyla #w, =+#z, =2d(InJ)

oldugu, dolayisiyla izotermik olma sartinin saglandigi goriilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Ayrica, ¥ =0 olma durumunda herhangi bir timelike yiizeyin izotermik olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul asagidaki teoremdeki gibi verilebilir.

Teorem 3. 7. M? timelike yiizeyinin {e,,e,} asli ¢atist ile {j,, j,} asli olmayan
¢atis1 ¢akisik ve bu catilara karsilik gelen dual gatilar swrasiyla {14, 11,} ve {w;, w,}

olmak iizere, M? timelike yiizeyinin izotermik olmast icin gerek ve yeter sart

d(%,uz+%,ul):0 (3.34)

olmasidir.

Ispat. Eger (3.27) denkleminde w =0 degeri yerine yazilirsa

(%M+%IIJ2J:—MZ+*2d(|nJ)

elde edilir. Bu son denkleme Hodge-y1ldiz operatdrii uygulanirsa

*(%M+%y2j:*—,uﬁ +*22d(|nJ)=>[%,Uz +%M):*M2_2d(ln‘])

olur. Daha sonra d operatorii uygulanirsa
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d[%u2+%,ulj:d*,ulz—2d(d(|nJ)):>d(%,u2+%,ulj:d*,ulz

elde edilir. Bu son denklemden d (%,uz +%Mj =0 ancak ve ancak d* s, =0

oldugu kolayca goriiliir ki bu da ylizeyin izotermik hale getirilebilme kosuludur.

Sonu¢ 3. 3. (u,v) asli koordinatlartyla verilmis bir timelike yiizey igin (3.34)

denklemi, ortalama egriliginin ikinci dereceden hiperbolik homojen kismi

diferensiyel denklemi olan
H,—H,—(InJ )u H,—(InJ )V H,=0

denklemine esittir.

Ispat. (u, V) asli koordinatlar1 igin dH =H, du—H,dv oldugundan (3.34) denklemi

d(H” dv+ H, duj: Hy, dU/\dv+de/\du+d(leudv+d(l)Hvdu =0
J J J J J J

olarak elde edilir. Diger taraftan

1) -dJ -J,du+J,dv
dl —|=—%= 2
J J J

olup

%du Adv—%du Adv—%du Adv—%du Adv:(%—m—m—%jdu Aldv=0

dir. du Adv =0 oldugundan, sirasiyla, asagidaki diizenlemeler yapilirsa

Huu Hw_‘]uHu _‘]vHv

J 3 3
= H,,—H,,—(InJ) H,~(InJ),H,=0

v

—0=H,, —H, ~ 2 H, -2 H, =0
J J

bulunur.



BOLUM 4. TIMELIKE GENELLESTIRILMIS SIiLINDIR,
TIMELIKE DONEL YUZEY ve TIMELIKE
HELIKOIDAL YUZEYLERIN GAUSS
DENKLEMLERIi

4. 1. Timelike Donel Yiizeyler ve Timelike Helikoidal Yiizeyler

R3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda sz cR] bir diizlem olmak iizere,
a:l cR—zcR? diizlemsel egrisinin, kendisiyle kesismeyen | € R? dogrultusu

etrafinda dénmesi sonucu olusan yiizeye dénel yiizey, o egrisinin | € R dogrultusu

etrafinda ayni anda donme ve 6telenmesi sonucu olusan ylizeye de helikoidal ylizey

denir. Ozel olarak bu yiizeylerin 7 birim normal vektorleri spacelike ise bu
yiizeylere sirasiyla, timelike donel yiizey ve timelike helikoidal yiizey denir. Bu

yiizeyler 1 € R} dogrultusuna gore iige ayrilabilir (McNerthey, 1980), (Ikawa, 2001).
4.1.1. | e R? Spacelike Olma Durumu

| dogrultusu yerine (1,0,0) almak genelligi bozmaz. Bu durumda 7 diizlemi ya
X, X, —diizlemi ya da XX, — diizlemi olarak almabilir. & egrisi XX, —diizleminde ise
f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimyla, a:(f(t),g(t),O) olarak
parametrize edilebilir. Eger o egrisi XX, — diizleminde ise a =(f (t),0,g(t)) gibi
parametrize edilebilir. & egrisinin X, X, —diizleminde yattig1 kabul edilirse, timelike

donel ylizey

D(s,t)=(f(t),g(t)coshy(s),g(t)sinhy(s))
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ve timelike helikoidal yiizey
H(s,t)=(f (t)+h(s), g(t)coshy (s), g(t)sinhy(s))

olarak ifade edilebilir. Burada h(s) timelike helikoidal yiizeyin bir admudir
(McNerthey, 1980), (Ikawa, 2001).

Sekil 4. 1. 1. 2. Spacelike eksenli timelike helikoidal yiizeyler
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4.1.2. 1 e R Timelike Olma Durumu

| dogrultusu olarak (0,1,0) alinirsa 7 diizlemi X,X, —diizlemi ya da X,X; —diizlemi
olarak almabilir. & egrisinin XX, — diizleminde yattig1 kabul edilirse, f ve g
diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla, o =(f (t),g(t), O) olarak parametrize

edilebilir. Boylece timelike donel yiizey
D(s,t)=(f(t)cosy(s),g(t), f (t)siny(s))
ve timelike helikoidal yiizey, h(s) adimi yardimuyla,
H(s,t):(f (t)cosy(s), g(t)+h(s), f(t)sin w(s))

olarak ifade edilebilir (McNerthey, 1980), (Ikawa, 2001).

!
| N

Sekil 4. 1. 2. 2. Timelike eksenli timelike helikoidal yiizeyler
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4.1.3. 1 e R} Null Olma Durumu

| dogrultusu yerine (1,1,0) almak genelligi bozmaz. f ve g diferensiyellenebilir
fonksiyonlar yerine swrasiyla ¢(t)+t ve ¢(t)—t almabilir. Dolayisiyla a egrisi

a=(p(t)+t,¢(t)—t,0) olarak parametrize edilebilir. Timelike donel yiizey

D(s,t)=(t(1-5)+p(t),~t(1+5")+ (1), — 2st)
ve timelike helikoidal yiizey, h(s) adimi yardimiyla
H(S,t)=(t(1—52)+¢(t)+h(S),—t(1+Sz)+¢(t)+h(S),—ZSt)

olarak ifade edilebilir (Ikawa, 2001).

Sekil 4. 1. 3. 2. Null eksenli timelike helikoidal yiizeyler
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4. 2. Timelike Genellestirilmis Silindir

Genellestirilmis silindir, a: 1 c R — 7 c R} diizlemsel egrisinin | € R dogrultusu

boyunca Otelenmesiyle olusan yiizeydir. h diferensiyellenebilir fonksiyon olmak

G(s,t)=a(t)+h(s)l

gibi ifade edilebilir (Gray, 2006). Bu yiizeyin 7 birim normal vektorii spacelike ise
bu yiizeye timelike genellestirilmis silindir denir. Timelike genellestirilmis silindiri,

| e R? dogrultusuna gore ikiye ayirmak miimkiindiir.
4.2.1. 1 e R} Spacelike Olma Durumu

| dogrultusu yerine (1,0,0) almwsa 7z XX, —dizlemi olup, « egrisi,
a=(0,f(t),g(t)) olarak parametrize edilebili. Burada f ve g

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Boylece timelike genellestirilmis silindir

G(s,t)=(h(s). f (1).9(1))

olarak ifade edilebilir (McNerthey, 1980), (Ikawa, 2001).

Sekil 4. 2. 1. 1. Spacelike eksenli timelike genellestirilmis silindir
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4.2.2. 1 RS Timelike Olma Durumu

| dogrultusu (0,1,0) olarak kabul edilirse 7 diizlemi, X,X,— diizlemi olup, f ve g

diferensiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla, = ( f (t),0,g(t)) olarak parametrize

edilebilir. Bu durumda timelike genellestirilmis silindir

G(s.)=(f (1).h(s).9(1))

olarak ifade edilebilir (McNerthey, 1980), (Ikawa, 2001).

Sekil 4. 2. 2. 1. Timelike eksenli timelike genellestirilmis silindirler

4. 3. Timelike Genellestirilmis Silindir, Timelike Donel Yiizey ve Timelike

Helikoidal Yiizeylerin Gauss Denklemleri

R?, 3-boyutlu Lorentz uzaymnda timelike donel yiizey, timelike genellestirilmis

silindir ve timelike helikoidal yiizeylerin birinci temel formu
| =E(s)(ds’—dt*),E(s)>0

olarak ifade edilebilir. Burada Lorentzian izometri boyunca yoriingenin parametresi

t ve egri boyunca yoriingeye dik olan geodeziklerin parametresi s dir (Kim, 2012).



42

Dolayisiyla, (S, t) izotermal geodezik koordinatlardir ve yilizeyin dogal koordinatlar1

olarak adlandirilir. e(s)=, / E (s) olmak iizere, kabul edelim ki

1

e(s)

1

e(s)

h= v Jo = ,ulze(S)dS, ,uz:e(S)dt

%IQ)
Qalo)

olsun. Bu kabulden faydalanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Yardimer Teorem 4. 3. 1. e(s) =,/E(s) olmak iizere s =e(s)ds ve u, =e(s)dt

icin
th, =(Ine(s))_dt (4.1)
dir.
Ispat. p ve q diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere
= Py + AL,
esitligi dz4 =—4, A 1, birinci yap1 denkleminde yerine yazilirsa
—(Pth + G, ) Aty =—Pppy At =—pe(s)ds ae(s)dt =—pe® (s)ds Adt
bulunur. Diger taraftan, £ in dis tlirevi

du =d(e(s)ds)= ((e(s))S ds) nds=(e(s)) dsAds=0
oldugundan
p=0

olur. Benzer yolla dz, =—g, A g4 birinci yap1 denklemi yardimiyla



di, =—(Pry + 0, ) At = Ops A g, =Ge(s)ds Ae(s)dt = ge” (s)ds Adt
dir. Ayrica, u, in dis tiirevi
du, =d(e(s)dt)= ((e(s))S dst)/\dt =(e(s)) ds adt

oldugundan, bu iki denklemin esitliginden

(e(s)),

dir. Boylece f4, = Pty +Qu, = ez—(s)'uz bulunur. s, =e(s)dt oldugundan

bulunur.
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Timelike donel yiizey, timelike genellestirilmis silindir ve timelike helikoidal

yiizeyler M? ile gosterilsin. M? timelike yiizeyi i¢in (3.8) denkleminde verilen

Gauss denklemi, s, koneksiyon formu yardimiyla asagidaki teoremdeki gibi

verilebilir.

Teorem 4. 3. 1. M? timelike yiizeyi iizerinde Gauss denklemi

ZE(S)(InE(s))SS:KzHZ—JZ

drr.

(4.2)
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ispat. M’ timelike yiizeyi i¢in €°(s)=E(s) olmak iizere s =e(s)ds ve

1, =e€(s)dt oldugundan (3.8) denklemi

dug, =Ky Ap, = K(e(s)ds)/\(e(s)dt)

4.3
= Ke?(s)ds Adt = KE(s)ds Adt
olarak bulunur. Diger taraftan, (4.1) denkleminden
dpz, =d((Ine(s)),dt) =d ((Ine(s)), ) adt +(Ine(s)), d (dt) = (Ine(s)), ds Adt
elde edilir. Ayrica e*(s)=E(s) oldugundan, bulunan bu son ifade
d g, :%(InE(s))SS ds Adt (4.4)
olarak ifade edilebilir. (4.3) ve (4.4) denklemleri gbz 6niine alinirsa
1
2KE (s)ds Adt :5((In E(s))ss)ds Adt
bulunur. Boylece
K=H2-J?=_1 (InE(s))
2E(s) 55
elde edilir.
72 . . . . - dH
M* timelike yiizeyinde H =H (S) L J=1J (S) , 1//:1//(8) oldugundan H, :E ,
dJ dy e 5 .
J=— v yazilabilir ki burada J >0 dir. Bu durumda asagidaki sonug

s

verilebilir.
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Sonug 4. 3. 1. M? timelike yiizeyinde (3.27) denklemi

d(2y)=2sinh Zw%ds —2cosh ZW%dt ~2(Ine(s)) dt+=4(InJ) ds (4.5
olarak verilebilir.

Ispat. M? timelike yiizeyinin ortalama egriligi H olmak iizere
H,ds =H,e(s)ds—H,e(s)dt
esitliginden

1
H,=——H, ve H,=0
1 e(S) S 2
oldugu goriiliir. Ayrica s, =e(s)ds, u, =e(s)dt esitlikleri ve (4.1) denklemi (3.27)

denkleminde yerine yazilirsa

H, H,
d(2y)=2sinh 2y @(e(s)ds) —2cosh 2y @(e(s)dt) —2((Ine(s))S dt)+*4((InJ)S ds)

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa
. H H
d (2y) = 2sinh ZwTsds—Zcosh ZV/TSdt —2(Ine(s)), dt+=4(InJ)_ ds

elde edilir.
Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4. 3. 2. M? timelike yiizeyi iizerinde

w, =sinh 2‘//(%)’ (In(\]“E))S = —2cosh Zw(%j (4.6)
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bagmntis1 vardir.
Ispat. M? timelike ylizeyinde J=1J (S) ve w=vy (S) oldugundan, (4.5)
denkleminde *(InJ )S ds=—(InJ )s dt esitligi g6z Oniine almrr ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

S

2y ds = 2sinh Zw(%)ds—mosh 21//(%] dt—4(InJ), dt—(Ine?(s)) dt

bulunur. e(s) =, [E (s) oldugundan, bu son denklem

2y, ds = 2sinh 21//( '}jds{—zcosh 2;”( '}J—4( InJ), —(In E(s))s}dt
olarak diizenlenir. Buradan
2y, =2sinh 2y (%j
ve
H
—2cosh 21//[Tsj=4( InJ), +(INE(s)), (4.7)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.7) denkleminin sag tarafi

4(InJ),+(InE(s)), =(In3*) +(InE(s)), :<In(J4E(s)))

S

bi¢iminde diizenlenirse, ispat tamamlanmis olur.

Bilindigi iizere timelike genellestirilmis silindir ve timelike donel yiizeyler
izotermiktir (Magid, 2005). Ayrica =0 olup (4.6) denklemindeki ilk esitlik bu

yiizeyler i¢in de saglanir. Ikinci esitlik ise



(In(J“E))S =—2%

a7

(4.8)

bi¢iminde yazilabilir. Bu son denklem H?—K >0 olan tiim timelike genellestirilmis

silindir ve timelike donel yiizeyler i¢in saglanir. Buna ilave olarak, bu timelike

yiizeylerin ortalama egriliginin sabit olmas: durumunda (4.8) denklemi, B >0 sabit

olmak tizere

J'‘E=B

seklini alir.

(4.9

Teorem 4. 3. 2. Sabit ortalama egrilikli timelike genellestirilmis silindir ve timelike

donel yiizeyler i¢in Gauss denklemi

J“(InJ“)S :—2B(H2—J2),B>o

S

dir.

Ispat. (4.9) denkleminden

B

E:J4

elde edilir. Bu esitlik, (4.2) ile verilen Gauss denkleminde yerine yazilirsa

(InE)_ = (In %j =(InB)_ —(InJ*)_=2EK

elde edilir. B sabit oldugundan, son denklem

(an“)SS = -2EK :»(an“) =—2J—84

SS

K

halini alir ki

(4.10)
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34(InJ*) =-2B(H?*-J?)

SS

olur.
Teorem 4. 3. 3. A sabit olmak iizere, J = A olan timelike genellestirilmis silindir ve

timelike donel ylizeyler i¢in Gauss denklemi

SS

H
H, = ADe *(A®-H?) (4.11)
dir.
Ispat. J = A sabit oldugundan ve (4.6) denkleminden

(In(3“E)) =(In(A'E)). =(In A" +InE)_=(InE), =—2% (4.12)

elde edilir. Ayrica D >0 integral sabiti olmak lizere, (In E)S nin s ye gore integrali

yardimiyla

InE:—EH +InD
A

bulunur. Bulunan bu denklemde gerekli islemler yapilirsa

I

E—De * (4.13)

olur. Bulunan E degeri, (4.2) Gauss denkleminde yerine yazilirsa

H

INE) =2De A(H?— A
(InE),

elde edilir. Diger taraftan, (4.12) denklemi yardimiyla

H H

(InE), =((InE),), - (_2751 LS

oldugundan
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>|T

%zDe (A2 —H?)

bulunur ki ispat tamamlanmis olur.

Sonugc 4. 3. 3. Timelike helikoidal yiizeyler i¢in (4.6) denklemi

Ho v, 1 : _
] —m——z(lncothw)s, (In(EJ“sthz//))s_O (4.14)

dir.

Ispat. Timelike helikoidal yiizeyler icin y =0 dir. Ayrica (4.6) denkleminden

y, _H
sinh2y J
oldugu agiktir. Aslinda
b
(cothy/), sinhzt//%_ -y, sinhy o 2y

(Incothy) = =— =— ==
cothy cothy sinh“y coshy  sinhycoshy  sinh2y

dir. Bu (4.14) denkleminin ilk esitligini ispatlar. Diger taraftan

(In EJ“)s +(Insinh 2y), :—2cosh2w(HSj+M

3 sinh 2y

H 4
=-2cosh 2y | — |+2| ——— |cosh 2y

J sinh 2y

esitliginden kolayca goriiliir ki

(In(EJ“sinh 21//)) 0

S

drr.



50

Sonug 4. 3. 4. Kabul edelim ki y (0, ) olsun. Bu durumda C >0 sabit olmak

tizere, (4.14) denklemi

i—Lz—%(lncoth;y) E c (4.15)

J  sinh2y ' =7 J%sinh2y

halini alir.
Ispat. (4.15) denkleminin ilk esitliginin saglandig1 agiktir. (4.14) denkleminin ikinci
esitliginin integralinden

n(EJASinh 2|//) __InC

In(EJ*sinh2y)=InC =¢ —e
dir. Dolayisiyla
EJ*sinh2y =C

olur ki bu da (4.15) denkleminin ikinci esitligidir.

Sonug 4. 3. 4. yardimiyla sabit ortalama egrilikli timelike helikoidal yiizeyler i¢in

asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4. 3. 5. Bir timelike helikoidal yiizeyin ortalama egriligi sabittir ancak ve

ancak timelike helikoidal yiizeyin asli egrisi ile helisi arasindaki ag1 sabittir.

Ispat. Kabul edelim ki, yiizeyin ortalama egriligi sabit olsun. Bu durumda (4.15)

denklemi kullanilarak

Ve  _
sinh 2y

elde edilir ki y, =0 olur. Bu y nin sabit oldugunu gdsterir.
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Tersine, y sabit olsun. Yine (4.15) denkleminden

H g
J

elde edilir ki buradan H nin sabit oldugu agiktr.

Teorem 4. 3. 4. v e(O, 00) olmak fizere, sabit ortalama egrilikli timelike helikoidal

ylizeyin Gauss denklemi

J“(an“)SS=—2sin;:2w(H2—J2) (4.16)

dir.

Ispat. Timelike helikoidal yiizeyin ortalama egriligi sabit oldugundan, Sonug 4. 3. 3.

den y agismin da sabit oldugu goriiliir. (4.15) denkleminde

e C
J"sinh2y

bulunmustu. Ayrica H sabit oldugundan (4.6) yardimiyla, (4.9) denklemindeki gibi

J*E = B olarak kabul edilebilir ki burada B sabittir. Bdylece son denklemden

C
sinh 2y

B=

elde edilir. Ayrica

B
EZ—4

J

esitligi, (4.2) Gauss denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa



52

[mj_%j - (nB)_—(In*)._ = 26K

(In3*), =-2EK = (In3*), =2 K

S

J“(InJ“)SS :_ZsinEZ://(HZ —JZ)

bulunur.

Teorem 4. 3. 5. Ortalama egriligi sabit olmayan izotermik timelike helikoidal

ylizeylerin Gauss denklemi

H*’=0  (4.17)

SS
a* H a’ a’ sinh2as

S

sinh? 2as 4 H 4sinh? 2as 4 2Csinh2as 2 2C
(Ho) | == | ————(H,) +———(H,) -

dir.

Ispat. Timelike helikoidal yiizey izotermik oldugundan Teorem 3. 3. den dolay1

yiizeyin (S,t) koordinat sistemi ile asli koordinat sistemi arasindaki y agisi

harmoniktir. Dolayisiyla i = l//(S) olmak {izere

Ay =0 wp=as+b

elde edilir ki burada a ve b sabittir. Burada a=0 ise y sabit olur. Sonug 4. 3. 5. den,

H ortalama egriligi de sabit olur ki bu durum Teorem 4. 3. 4. de incelendi. Bu

sebeple a =0 olsun. s yerine s _b alinirsa b yok edilebilir ve
a

W =as

gibi ifade edilebilir ki H=H(s) oldugu goriilir. Ayrica (4.15) denkleminde y

degeri yerine yazilirsa

H  wy, (),  a

J sinh2y sinh2as sinh2as
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bulunur. Elde edilen

_ H,sinh2as
a

J

esitliginin s ye gore tiirevleri alinirsa

J. = 1(HSS sinh 2as + 2aH, cosh 2as),
a

Ji = 1( H,, sinh 2as +2aH _ cosh 2as + 2aH  cosh 2as +4a*H_ sinh 2as)
a

SS

E(Hsss sinh 2as + 4aH_ cosh 2as + 4a’H_ sinh 2as)
a

bulunur. Ayrica

(3.) = a—lz(( H,.)’ sinh? 2as + 4aH H _ sinh 2as cosh 2as + 4a* (H, )” cosh’ 2as)

oldugundan

0.y ;((HSS)Z sinh? 2as + 4aH H_ sinh 2as cosh 2as + 4a’ (H, )” cosh? 2as)

J? 1 2 .
—(H,) sinh* 2as (4.18)

a2

, cosh? 2as

2
— Hy +4a$coth 2as +4a" —
H H sinh” 2as

S S

bulunur. Diger taraftan

(H, sinh 2as +2aH  cosh 2as + 2aH , cosh 2as +4a’°H sinh 2as )

J lesinhZas
a

olup, gerekli islemler yapilirsa
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= % + 4a%coth 2as +4a’ (4.19)

S S

SS

elde edilir. Bu durumda, (4.18) ve (4.19) denklemleri

IR CN)
(InJ)SS =7

denkleminde yerine yazilirsa

2 2
(InJ )SS = %+4a%coth 2as + 4a’ —[[%) +4a%coth 2as+4a2M

H 2
S S S sinh” 2as

S

H H HY H (1+sinh? 2as)
=—s= 1 4g—Scoth2as+4a’ —| —= | —4a—=coth2as—4a*————~
H H H H, sinh” 2as

S S S

2 2 2
M (Ha) g %80 . (He) 42
H, H, sinh” 2as H, ), sinh®2as

S

elde edilir. (InJ)ss degeri, (4.16) denklemiyle verilen Gauss denkleminde yerine

yazilir ve gerekli igslemler yapilirsa

(HssinhZasj4 Ho) 4 |, C Hz_(HsSiNhZasz
a H, ), sinh?2as sinh 2y a

(HS)4sinh42as[kJ _sinh“2as(H y 43’ ,,C 2., C (HssinhZasj2

a* H, a* sinh?2as_ sinh 2y sinh 2y a

2

4 H 2 sinh 2as

sinh* 2as H.)| 4sinh?2as 2Csinh2as , , = 2C
a—(Hs)4( j B (Hs)4_T(Hs) +

bulunur.

Teorem 4. 3. 6. Ortalama egriligi H =H (s)=#sabit ve J =sabit olmak iizere

izotermik hale getirilemeyen timelike helikoidal yiizeylerin Gauss denklemi
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2
2J%sinh 21//(Insinh 2(//)SS = C(4_(_|n coth 21//+§j } (4.20)

dir 6yle ki burada F sabittir.

Ispat. Daha oOnce belirtildigi gibi bu yiizeyler izotermik hale getirilemezler.
Dolayisiyla w =0 olur. Bu durumda C>0 ve F sabit olmak iizere, (4.15)

denkleminden

H:—ilncoth2W+E, E= ¢
2 2

= - 4.21
J*sinh 2y (4.21)

olur. Buradan
J*sinh 2y

(InE)_ :(In(LJL =(INC-InJ*~Insinh2y) =—(Insinh2y)_

bulunur. Bu son denklem, (4.2) ve (4.21) denklemlerinden

. C J FY

—(Insinh 2 =2—— || -ZIncoth2y +— | —J?
( V). J“sinhz.//& 2 v 2) J
. . (1 F Y

—J*sinh 2y (Insinh2y)_ =2CJ —Elncoth21//+z -1

2
2J%sinh 2y (Insinh2y) = C(4—[—In coth 21//+§) ]

elde edilir.



BOLUM 5. GAUSS DENKLEMLERININ COZUMLERI

X:UcR*>M?cRS
(s,t) — X(s,1)

immersiyonu yardimiyla, timelike donel yiizey, timelike genellestirilmis silindir ve

timelike helikoidal yiizeylerin birinci temel formu Bolim 4 te, (X, X,)=E,

(X, X)=F, (X, X,)=G olmak iizere,

| =E(s)(ds’ —dt*), E(s)>0

(yani E=-G ve F =0) olarak verilmisti. Diger taraftan, yiizeyin sekil operatorii S

olmak tlizere
S(XS):aXs + BX,, S(Xt):—,b’Xs +rX,

icin, ikinci temel form katsayilar1

<S( s) >:_Ea:—E(JCOSh2(//+H)’
=—(S(X,), X,)=Ef=—E(Isinh2y), (5.1)

=—(S(X,), )= Ey=E(-Jcosh2y+H)
olarak verilebilir. Boylece, bu yiizeylerin ikinci temel formu

Il =—E(J cosh 2y + H)ds® —2E (J sinh 2y ) dsdt + E (—J cosh 2y + H ) dt?

olur. Ayrica yiizeyin izotermik olmamasi durumunda (yani E= -G veya F=0)
(5.1) denklemi
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L=—(Ea+Fp)=—(E(Jcosh2y +H)—F(Jsinh2y)),
M =—(Fa+Gp)=—F(Jcosh2y +H)+G(Jsinh2y), (5.2)
N =—(-FB+Gy)=F(Jsinh2y)+G(-Jcosh2y +H)

halini alir.

Bolim 4 te

1) sabit ortalama egrilikli timelike donel yiizeylerin ve timelike
genellestirilmis silindirlerin,

i) J=A ve Asabit olan timelike donel yiizeylerin ve timelike
genellestirilmis silindirlerin,

iii) C > 0 sabit adimli, sabit ortalama egrilikli timelike helikoidal yiizeylerin,

iv) C >0 sabit adimli, ortalama egriligi sabit olmayan izotermik timelike
helikoidal yiizeylerin,

V) C>0 sabit adimli, ortalama egriligi sabit olmayan, izotermik
koordinatlardan elde edilemeyen ve J >0 olan timelike helikoidal yiizeylerin,
Gauss denklemleri bulunmustu. Bu bolimde ise, elde edilen bu Gauss
denklemlerinin ¢oziimleri aranacaktir. Bulunan ¢éziimler, (5.1) ve (5.2) denklemleri
g0z Oniine alinarak yiizeylerin ikinci temel formalar1 verilecektir. Elde edilen ikinci
temel form yardimiyla geometrik yorumlar yapilacaktir. Bu diferensiyel denklemler

bes alt baslikta incelenecektir.

5. 1. Sabit Ortalama Egrilikli Timelike Donel Yiizeylerin ve Timelike

Genellestirilmis Silindirlerin Gauss Denklemi

(4.10) denklemi ile verilen, sabit ortalama egrilikli timelike donel yiizeylerin ve

timelike genellestirilmis silindirlerin Gauss denklemi olan

J4UnJ4) =—ZB(H2—J2),Bsamt

diferensiyel denkleminin asikar ¢oziimii

J=+H
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dir. Burada J sabittir. Son denklem ve (4.9) denkleminden
B
" ThHe

dir. Ayrica bu yiizeyler izotermik oldugundan yiizeyin asli ¢atisi ile asli olmayan
catis1 arasindaki y agist sifir oldugu goz Oniine alinirsa, (5.1) denklemi yardimiyla

ikinci temel formun katsayilar
L:E(H irJ), M =0,N :E(H 1\])

olarak bulunur. Bu katsayilar, temel form sabit ortalama egrilikli timelike
genellestirilmis silindirleri ve timelike donel yiizeylerin bu asikar ¢6ziim altinda

timelike dairesel silindir oldugunu gosterir. Ciinkii 6zel ¢oziimden
J=*+H = a+c=a-cva+c=—-a+c

dir. Yiizeyin ortalama egriligi sabit oldugundan c¢=0, a=sabit veya a=0,
c =sabit elde edilir ki bu da timelike dairesel silindiri tasvir eder (Pascual, 1992).

Ikinci olarak asikar olmayan ¢oziimiinii elde etmek igin

SS

J*4(InJ) =43 Ja () =-2B(H?-3%)=13%,-3%( )2=—EB(H2_J2)
J JZ SS S 2

bulunur. Burada P sabit olmak iizere —% B = P segilirse, son denklem

3, —32(3,) =P(H?=J?) (5.3)

halini alir. Bu denklem J =+H igin saglanir ki bu agikar ¢6ziim daha Once
incelenmisti. Dolayisiyla bu diferensiyel denklemin asikar olmayan ¢oziimiind,
J >0 oldugu bilindiginden, H=0 ve H =0 olma durumlarinda ayr1 ayri

incelenecektir.
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5.1.1. H=0 Durumu

Bu durum sabit ortalama egrilikli timelike genellestirilmis silindirlerin ve timelike
donel yiizeylerin maksimal olma durumudur. (5.3) denkleminde H =0 kabulii yerine

yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa
3 —32(3) =P(-3%)=,-(3,) =-P

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin bilgisayar programi yardimiyla elde edilen

¢OzUumi

2

(exp(;ln P+\C,(C, +s)Dz —2P (exp@ln P-\C.(C, +S)n —2P
J, =
2\/C_1exp(;ln P+\/C_1(C2+s)) 2\/C_1exp(;ln P—Jc_l(c3+s)]

J, =

dir. Burada C;, C, ve C, integral sabitleridir. (4.9) denkleminden

B

E:‘]4

oldugundan farkli J, ve J, degerlerine karsilik, farkl

B B

1 4 2

(exp(lln P+\/C_l(Cz+s)D2—2P Lexp(lln P—\/C_l(C3+s)jT—2P 4
2\/_exp( InP+\/_C+sJ Zfexp( InP - \/_(C3+s))

degerleri elde edilir. Boylece ylizeylerin birinci temel formu elde edilmis olur. (5.1)

denkleminde, bulunan degerler yerine yazilirsa

L =-E,J, :(J—
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ve

B B
— -, M, =0, N,=—E,J, =———

L, =-E,J,=-
(%) ()

olur. Boylece, sabit ortalama egrilikli timelike genellestirilmis silindirlerin ve
timelike donel yiizeylerin maksimal olma durumlarinda ikinci temel formlar: teskil
edilmis olur.

5.1.2. H =0 Durumu

Bu durumda (5.3) denklemini incelemek zordur. Dolayisiyla

degisken degisimi yapilirsa

ds J J?

Q:Z(JSjJssJ _(JS)Z

elde edilir. Ayrica, (5.3) denklemi yeniden diizenlenirse

37 72 2 2 2
I =97, :P[H——lj:JJSS—(JS)ZzP(H——]

J? J? J?

oldugundan

H2
dy .(J P[JZ_lJ I\ H? HZ 1)  dy H? 1
Dol |l A Joop[ s | B g l=opy | - oL =2p| o
ds (Jj J? (J"’j[Jz j S(JS J"’J:}dJ [JS J3j

elde edilir. Elde edilen bu diferensiyel denklemin J ye gore integrali alinirsa

H? 1
y:4p[—4J4 +ﬁ]—4c4



2
bulunur ki burada C, >0 integral sabitidir. O halde, y = (%} oldugundan

2 2 _ 2 2 4
(J_j TS (L O U PO o i e o
J 4] 2J°? 4]

2 2 4 2 2 4
:Jszi\/—PH +2§J —4C,J :(;_Jzi\/—PH +2§J —4C,J
S

= +ds

JdJ
J-PH?+2PJ%-4CJ3*

dir. Bu son denklemin integrali alinirsa

I JdJ
J-PH?+2PJ?-4C,J*

:Iids:i(C4+S)

elde edilir. Diger taraftan

_[ I JdJ
J-PH? +2PJ2 1CI° J_4 3¢ P o, PH’
C4 C4
1 JdJ
\/aI P PY (PY) PH?
434 -2+ — | - +
C, c,) \c.) c,
- 11 JdJ
N o
" [,y PY) _CPH’-P
C, C,
2 p2
bulunur. Burada CPH —P =C, denirse

4

JaJ 1 JdJ

J‘\/—PH2+2|:’\]2—4C4~]4 \EI\/[ZJZ— PJZ_CS
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olur. Eger 2J? _Ci =/C,sint degisken degisimi yapilirsa 4JdJ) = \/C_Scostdt

4

yazilabilir. C; integral sabiti olmak iizere, bu esitlikler yardimiyla

1 \/_COStdt costdt

\/_j\/(FSmt) ) 4J_I\/S'”t -1 4\/_Id t+C6

2J2—£

olur. Ayrica arcsin _ G =1 oldugundan

N

1 JdJ 1 ZJZ_S
— = arcsinf ——= | [+ C;
A/C4I P Y 4Jc, JC.
2J% - ~C,
C4
elde edilir. Dolayisiyla
AL 2J2—E

. C,
arcsin

% T +Cy=%(C, +5)= T _5|n(4j_[i (C,+s)- ])

Fsm( JC.[£(C +s)—CJ)+(I:D

=J=4 4
2

bulunur. Boylece (4.9) denkleminden

4B

fsm(4f (C,+59) ))+CI:D

4

dir. ikinci temel formun katsayilari (5.1) denklemi yardimryla
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8 \/_sm(4\/_(irc +5)- )) (l;D

t L+H |,

:\/Qsin(4\/§(ir(c4+s)—C5))+(|:D 2

4

M =0,

. J_S|n(4\/_(iC+s ))g

7 L _H

=\/§5i”(4\/§(i(c4+3)‘cs))+g 2

4

dir.

5. 2. A Sabit Olmak Uzere, J = A Olan Timelike Donel Yiizeylerin ve Timelike

Genellestirilmis Silindirlerin Gauss Denklemi

Bu yiizeylerin Gauss denklemi, (4.11) denklemiyle verilen

H

H, = ADe A (A?-H?)

diferensiyel denkleminin asikar ¢6zimi H=+A=(+£J) dir. Ayrica (4.13)

denkleminden

A
A

_2 _
E = De = De™

elde edilir. (5.1) denklemi yardimiyla, yiizeyin ikinci temel form katsayilar1
L=De?(AFH), M =0, N=De?(A+H)
dir. Yani
L=—2ADe” M =0, N=0
ve

L=0,M =0, N =2ADe™
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olarak bulunur. A sabit olmak iizere, J = A olan timelike donel ylizeylerin ve
timelike genellestirilmis silindirlerin, B6lim 5. 1. de oldugu gibi, timelike dairesel
silindir oldugunu gosterir. Diger taraftan bu diferensiyel denklemin asikar olmayan

¢oziimii C,,C, ve C, integral sabitleri olmak iizere

H
A
[ M dH :—%ﬁ(cs+s)
2A’DH? - A‘D -4C.e» +2A°DH
H
eA 1
[ : dH = ~2V2(C, +5)

2A’DH? - A‘D -4C.e» +2A°DH

integrallerinin ¢6zlimiiyle mevcuttur. Bu integralleri hesaplamak oldukg¢a zordur.
Eger bu integraller yardimiyla H degeri hesaplandiginda ikinci temel formun

katsayilar1
L=De®?(A+H), M=0, N=De?(A-H)
olarak elde edilir.

5. 3. C >0 Sabit Adimh, Sabit Ortalama Egrilikli Timelike Helikoidal

Yiizeylerin Gauss Denklemi

Bu yiizeylerin Gauss denklemi, (4.16) denklemi ile verilen

), =2
7%

(=)

dir. Bu diferensiyel denklemin asikar ¢6ziimii
J=+H
dir. (4.15) denkleminden

E- C°
H " sinh 2y
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elde edilir. Bu durumda, (5.1) denklemi kullanilarak, bu yiizeylerin ikinci temel form

katsayilar1
_C
L=-E(+Hcosh2y +H)=-EH +Fcoth 2y,
. _C
M :—E(iH S|nh2[//):+F,
_C
N =—E(+Hcosh2y —H)=EH +Fcoth 2y
olur.

Ayrica, (4.15) denkleminden

_ Cl — C2
sinh2y, sinh2y,

elde edilir. Bu esitlikten de anlasilacagi gibi farkli C, ve C, sabit adimlarina

sirastyla farkli y, ve w, acilar1 karsilik gelir. Farkli C; ve C, adimlarma farkli iki

timelike helikoidal yiizey karsilik geldiginden birinci temel formlari, ortalama
egrilikleri ve J degerleri ayni olan fakat ikinci temel formlar1 farkli, iki timelike

helikoidal yiizey elde edilmis olur ki bdylece sabit adimli timelike helikoidal

ylizeylerin izometrik deformasyonu tasvir edilmis olur. Diger taraftan, C, =0 ise

(C, #C, oldugundan C, #0 dir) w, =0 olur. (4.15) denkleminden
H .
TS:O:> H, =0= H =sabit

elde edilir. Yani, adim sifir alinarak bir timelike helikoidal yiizey sabit ortalama

egrilikli bir timelike helikoidal yiizeye izometrik deformasyonu elde edilir.

Bu diferensiyel denklemin agikar olmayan ¢6ziimiine bakilirsa, (4.16) denklemi
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J*4(InJ) =4J4(ﬁ—ﬁJ:—2L(HZ—Jz)

= J 7 sinh 2y
C
18—V ==2 H2_J?
= s (S) sinh21//( )

olarak elde edilir. Aslinda, sabit ortalama egrilikli timelike donel ylizeylerin ve
timelike genellestirilmis silindirlerin Gauss denklemi olan (4.10) diferensiyel

denkleminde P sabit olmak tizere,

B=— ¢ =P
sinh 2y

alinirsa  (4.10) ve (4.16) diferensiyel denklemlerinin benzer oldugu goriiliir.
Dolayisiyla bu diferensiyel denklemin ¢oziimii de benzerdir. Boliim 5. 1. deki gibi

asikar olmayan ¢6ziimii H =0 ve H = 0 olma durumlarinda incelenecektir.
5.3.1. H=0 Durumu

Bu durum, C >0 sabit adimli, sabit ortalama egrilikli timelike helikoidal yiizeylerin
maksimal olma durumudur. (5.3) denkleminde kabuller yerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa
32, -32(3,) = P(-3%)= 3, ~(3,)=-P

elde edilir. Elde edilen bu diferensiyel denklemin ¢oziimii bilgisayar programi

yardimiyla

(exp(;lnP+ Clo(Cll+s)D2—2P J (exp(;InP—ﬁ(Clz+s)jj2—2P

2,/C,, exp(;ln P+Cy(C,+ s)j 2,/C,, exp(; InP—/Cy, (Cy, + s)j

J, =

1 Y2

olarak bulunur. C,,, C,, ve C,, integral sabitleridir. (4.15) denkleminden
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e-_C
J*sinh 2y

oldugundan farkli J, ve J, degerlerine karsilik

C
El= 4 ’

2
(exp@ln P+Cy (Cy +S)D -2P

2,/C,, exp@lnP+ Cy, (C11+s)j

sinh 2y

C
1 © )
(exp (2 InP—/Cy (Cp, + S)D -2P
2,/Cy, exp@ InP—/Cy (Cy, + S))

E,=

sinh 2y

elde edilir. (5.1) denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa ikinci temel formun

katsayilar1

L =—-EH —%coth 2y, M, =-EJsinh2y :%, N, =EH —%coth 2y
ve

L,=—E,H —%coth 2y, M,=-E,Jsinh2y = S

?1

N, =E,H —%coth 2y
olur.
5.3.2. H=0 Durumu

Boliim 5. 1. 2. de ki ¢oziime benzer sekilde
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degisken degisimi yapilir ve Boliim 5. 1. 2. deki ayni1 islemler yapilirsa C,;, C,, ve

C,; integral sabitleri olmak tizere

: P
C,a 5in(4,Cs [ £(Cy3+5)~Cys ) + o
13

J=+
2
bulunur. (4.15) denkleminden
E= ¢ 5
. P
C,, sin (41 [Cia[£(Cps+5) - Cls:|) o

13 | sinh 2y

2

olur ve ikinci temel formun katsayilari (5.1) denklemi yardimiyla
C . C C
L=—EH —?coth 2y, M =—EJ sinh 2y BRER N =EH —?coth 2y
olarak bulunur.

5.4. C >0 Sabit Adiml, Ortalama Egriligi Sabit Olmayan Izotermik Timelike

Helikoidal Yiizeylerin Gauss Denklemi

(4.17) denklemiyle verilen

. 4 4 . 2 R
sinh 2as(HS)4(H ) _ 4sinh’ 2as , 2Csinh2as H? =0

2C
ss H 4 H 2_
a* H a’ (H,) a’ (H,) sinh 2as

S

diferensiyel denkleminin ¢6ziimii oldukga zordur. Yiizey izotermik oldugundan daha

once belirtildigi gibi y =as kabul edilebilir. Eger bu diferensiyel denklemin

¢ozildigii varsayilip H degeri bulunursa, (4.15) denkleminden
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— aHS
sinh 2as
elde edilir. Sonra bu esitlik yardimiyla da
B C _ Csinh®2as
4 - 4
( aH, ) sinhzas (s
sinh 2as

bulunur. (5.1) denklemi kullanilarak bu yiizeylerin ikinci temel form katsayilar1

L=—EH - sinh? 2as cosh 2as,

3

(aH.)

M = E(+H sinh2as) = sinh? 2as,

(aH,)’

S

N =EH - sinh? 2as cosh 2as

(aH,)

S

olarak bulunurur.

5.5. C >0 Sabit Adiml, Ortalama Egriligi Sabit Olmayan, izotermik
Koordinatlardan Elde Edilemeyen ve J >0 Olan Timelike

Helikoidal Yiizeylerin Gauss Denklemi

Bu yiizeylerin Gauss denklemi, (4.20) denklemiyle verilen
F 2
2J7sinh 2y (Insinh2y) = C[4—(—In coth 2W+?j }

ikinci dereceden homojen olmayan diferensiyel denklemin ¢6ziimiinii bulmak kolay
degildir. Eger denklemin ¢6ziimiiniin bulundugu varsayilirsa,  bulunur. Bununla
birlikte, (4.15) denkleminden E, J ve H degerleri elde edilir. Boylece yiizeyin

ikinci temel formun katsayilari, (5.2) denklemi yardimiyla



olur.

L=—(E(Jcosh2y +H)—F (Jsinh2y)),
M =—F (Jcosh2y +H)+G(Jsinh2y),
N =F(Jsinh2y)+G(-Jcosh2y +H)
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