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OZET

Anahtar kelimeler: Sobolev Tiirii Denklem, Pseudoparabolik Tiirii Denklem, Tanh-
Coth Yontemi, Riccati Denklemi, Hareketli Dalga Coztiimii

Birgok fiziksel olguyu agiklayan Sobolev tiirii denklemler, boyuta ve zamana bagh
tiirevleri, en yliksek mertebeden tiirevli terimlerinde bulundurmalar ile karakterize
edilmektedir. En yiiksek mertebeli tiirevlerinde sadece bir tane zamana bagh tiirev
bulunduran denklemler ise pseudoparabolik denklem olarak adlandirilir ve bu
denklemler Sobolev tiirii denklemlerin 6zel bir durumudur. Bu ¢alismada iyi bilinen
Sobolev ve pseudoparabolik denklem tiirleri ele alinmis ve bu denklemlerin genel
oOzellikleri verilmistir.

Tanh-coth yontemi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin hareketli
dalga coziimlerini bulmada etkili ve giivenilir bir yontemdir. Bugiine kadar bu
yontem yogun olarak kullanilmis ve yontemin Riccati denklemi kullanilarak elde
edilen modifikasyonlar1 literatiirde tartisilmigtir. Bu tezde, tanh-coth yonteminin
temel Ozellikleri ve bu yontemin diger uzantilar1 ele alinmigtir. Buna ek olarak tanh-
coth yontemi, sembolik hesaplama sistemleri yardimiyla Sobolev tiirii denklemlerin
tam ¢Oztimlerini arastirmada kullanilmis ve bu denklemlerin birgok hareketli dalga
¢oziimii elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglar daha 6nce elde edilen bilgilerin bir
dogrulamasi ve gelistirilmesi olarak goriilebilir.

Calisma boyunca, cebirsel islemler i¢in Maple ve Scientific Work Place programlari
kullanilmastir.

viii



SOLUTION OF NONLINEAR SOBOLEV TYPE PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS BY USING THE TANH-COTH
METHOD

SUMMARY

Key Words: Sobolev Type Equation, Pseudoparabolic Type Equation, The Tanh-
Coth Method, Riccati Equation, Travelling Wave Solution

Sobolev type equations have been used to describe many physical phenomena and
they are characterized by having mixed time and space derivatives appearing in the
highest-order terms of an partial differential equation. Equations with a one time
derivative appearing in the highest order term are called pseudoparabolic and they
are special case of Sobolev equations. In this work, well-known Sobolev and
pseudoparabolic type equations have been considered and general properties of these
equations have been given.

The tanh-coth is a powerful and reliable technique for finding travelling wave
solutions for nonlinear partial differential equations. This method has been used
extensively and it was subjected by some modifications using the Riccati equation.
The main features of the tanh-coth method and various extension forms of this
method have been discussed in this thesis. Furthermore, the tanh-coth method with
the aid of symbolic computational systems has been employed to investigate exact
solutions of Sobolev type equations and abundant travelling wave solutions have
been found. The results obtained can be viewed as a verification and improvement of
the previously known data.

Throughout the study, Maple and Scientific Work Place was used to deal with the
tedious algebraic operations.



BOLUM 1. GIiRiS

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler akiskanlar mekanigi, plazma
fizigi, kat1 mekanigi ve kuantum teorisi gibi bir¢ok fiziksel alanda ortaya ¢ikmakta,
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin uygulamalari ile de
kimya ve biyolojide sik sik karsilasilmaktadir. Daha onceki yillarda lineer kismi
tirevli diferansiyel denklemler teorisinde hatirt sayilir Olglide bir basari
kaydedilmesine ragmen, lineer olmayan dalgalar1 olusturan parametrelerin
¢oklugundan dolayi, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinde

ciddi anlamda bir basar1 elde edilememistir.

Onceleri nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ele almak ve bunlara bir
¢oziim getirmek amaciyla geleneksel yontemler denilen, karakteristikler ve
varyasyonel analiz gibi yontemler kullaniliyordu. Lineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin aksine nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
varhigii, tekligini ve kararliligimi ele almak oldukg¢a zordur. Oysa fiziksel
problemlerin bircogunun matematiksel ifadesi lineer olamayan (nonlineer) kismi
tirevli diferansiyel denklem seklindedir. Bircok durumda lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklem yerine bu denklemle yaklasik olarak ayni sonucu veren
bir lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem incelenir. Bununla birlikte boyle bir
lineerlestirme daima uygun olmayabilir. Boyle durumlarda orijinal lineer olmayan
diferansiyel denklemi ele almak gerekir. Lineer denklemlerle ilgili teori ve metotlar
hayli gelismesine ragmen lineer olmayan denklemler ile ilgili metotlar yeterince
gelismemistir. Lineer olmayan denklemlerle ilgili metotlar olduk¢a 6zel durumlara
indirgenmis olup bunlarin ¢ogu yaklasik coziimlerle ilgilidir. Ustelik lineer
denklemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir yere sahip olan siiperpozisyon prensibi gibi bazi
ozellikler nonlineer denklemlere uygulanamamaktadir. Biitiin bunlardan dolay1 son
bir ¢are olarak nonlineer denklemlerin tam ¢6ziimleri yerine yaklasik ¢6ziimleri ile

ilgilenme ve bunun icin de niimerik yontemlere bagvurma yoluna gidilmistir.



Giliniimiizde, nonlineer dalga teorisine olan ilginin artmasina paralel olarak, bu
teoride biiyiik bir gelisim yasanmistir. Yakin zamanda 6zel bir tiir Korteweg-de Vries
(KdV) denkleminin ele alinmasi sonucu yeni bir olgu giindeme gelmistir. Eger bir
dalga yayilimi tamamen nonlineer ise kompakton ve soliton olarak tanimlanan ve
tamamen kat1 parcaciklar gibi davranan dalga tipleri olusur. Bu dalga tiplerinin kesfi
ile nonlineer dalga teorisine ilgi yeniden artmis ve bu dalgalar1 ifade eden kismi

tirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢oéziimleri yeniden giindeme gelmistir.

Nonlineer yayilim denklemlerini ele alan arastirmacilar tiim denklemleri ¢ozebilen
tek bir yontem olmadigi i¢in genelde bir¢ok farkli yontemi kullanirlar. Pseudo
spektral yontemi, ters sagilim metodu, Hirota’nin bilineer metodu, Painlev analizi,
Backlund doniisiim metodu, homojen denge metodu, projektif Riccati denklemi
metodu, Jacobi eliptik fonksiyonlar metodu bu yontemlerden bazilaridir. Bu
yontemlere ait detaylar literatiirde fazlasiyla mevcuttur. Incelendiginde rahatca
goriilebilecegi gibi bu yontemleri kullanmak cok fazla ¢aba gerektirir ve oldukga

zordur.

Yukarida bir kismi listelenen yontemlere alternatif olarak son yillarda baska
yontemler de ortaya atilmistir. Lineer olmayan kismi tlirevli diferansiyel
denklemlerin hareketli dalga ¢oziimleri ile yogun bir sekilde ilgilenilmesi, nonlineer
dalga teorisinde Onemli gelismeler olmasina ve bir¢ok yeni ve etkili ¢ozliim
yontemlerinin dogmasina Onciiliik etmistir. Ortaya atilan yontemlerden biri de
tanh — coth yontemidir. Diger geleneksel yontemlerin aksine bu yontemin
kullaniminin basitligi yaninda etkinliginin olaganiistii olusu tanh — coth ydnteminin

bir¢ok bilimsel makaleye konu olmasina yol agmistir.

Ancak biitlin bu artan ilgiye ragmen, bu yontemle ilgili hemen hemen biitiin
caligmalar daginik bir sekilde ve makale boyutunda kalmistir. Diger taraftan,
hakkinda yazilmig Kitap ve bilimsel tez yok denecek kadar az olan bu yontem, bir¢ok
onemli fiziksel olguyu tanimlayan Sobolev tiirii lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlere bugiine kadar uygulanmamuistir. Sobolev tiirii denklemlerin
¢dziimlerinin incelenmesi varlik, teklik ve kararlilik asamasinda kalmistir. Iste bu

amagla bu ¢alismada tanh — coth yontemi ayrintili olarak ele alinarak bir¢ok dnemli



nonlineer dispersif ve disipatif Sobolev tiirli denkleme basariyla uygulanmis ve
literatiirde olmayan bir¢cok yeni ¢oziim elde edilmistir. Bdylece yontemin giicii,
kullannominin kolaylig1 ve giivenilirligi kapsamli bir sekilde gosterilerek, daha 6nce
bagkalar1 tarafindan ¢oziimlerinin varlik, teklik ve kararliliklari incelenen birgok
Sobolev tiirli denklemin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmis ve dnceki ¢alismalar

dogrulanmustir.

Daha sonra da detayli olarak bahsedilecegi gibi, Sobolev tiirii denklemler bir¢ok
fiziksel olguyu agiklamakta ve lineer olmayan dalga teorisinde Onemli bir yer
tutmaktadir. Son yillarda bu tiir denklemleri inceleme adina hatir1 sayilir 6l¢iide bir
caba sarf edilmis ve bu denklemler bir¢ok bilimsel arastirmaya konu olmustur. Bu tip
denklemlerle ilgili bir¢ok 6nemli sonug¢ elde edilmesine ragmen denklemlerin tam
¢oztimleri hakkinda bilindigi kadariyla bir ¢alisma olmamustir. Elinizdeki ¢alismanin
bu biylik boslugun doldurulmasina onemli bir katki saglamasit hedeflenmistir.
Elbette tiim Soboleyv tiirii denklemlerin sadece bir yontemle ¢oziilebilecegini veya bir
Sobolev tiirli denklemin tiim ¢oziimlerini sadece bir yontemin verebilecegini iddia
etmek miimkiin degildir ki zaten bdyle bir yontem de mevcut degildir. Fakat tiim
coziimlerin elde edilemedigi durumlarda en azindan belli formlardaki ¢oziimleri
bulmanin 6nemi de agiktir. Bu diislincenin verdigi motivasyon ile bu g¢alismada
hedeflenen de Sobolev tiirii denklemlerin literatiirde olmayan belli tipteki ¢oziimleri

tanh — coth yontemi ile elde etmektir ki bunda da basarili olunmustur.

Bu calismanin hazirlanmasi esnasinda, tanh — coth yonteminin olduk¢a pratik ve
sistematik bir sekilde kullanilabilmesinde biiyiik pay sahibi olan Abdul-Majid
Wazwaz tarafindan yazilmis “Partial Differential Equations and Solitary Waves
Theory” adli kitaptan fazlasi ile istifade edildigini 6nemle belirtmek gerekir. Bu
kaynak kitap yontem hakkinda 6nemli ipuglar1 vermekte ve birgok denklem tiirliniin

¢Ozlimiinii igermektedir.

Tez alti boliimden olusmaktadir. Ik béliimde soliter dalgalarin tarihsel gelisimi
hakkinda bilgi verilmis, dalga teorisi ile ilgili O6nemli tanimlar yapilmistir.
Dispersiyon ve disipasyon kavramlari tizerinde ayrintili olarak durulmus hareketli

dalga tiplerinden ¢ok 6nemli olanlar Mathematica ile iiretilen grafiklerden yardim



almarak agiklanmistir. ikinci bolimde, tanh — coth ydéntem ayrintili olarak
incelenmis bunun yaninda diger hiperbolik yontemlerin genel hatlari, farkli ve ortak
yanlar1 okuyucuya aktarilmistir. Ugiincii boliim tamamen Sobolev tiirii denklemlere
ayrilmistir. Bu bdliimde g¢alismanin temelini olusturan ve c¢oziimleri arastirilan
Sobolev tiirii denklemler tek tek ele alinarak her biri hakkinda ayrintili bilgiler
verilmistir. Dordiincii boliim tezin temel boliimiidiir. Bu boliimde, tigiincti boliimde
bahsedilen tiim denklemler ele alimarak bu denklemlerin bircok hareketli dalga
¢coziimleri, tanh — coth yoOntemi kullanilarak elde edilmistir. Besinci boliimde
yontemin kullanilabilmesinde ¢ok onemli bir yere sahip olan Maple ve Scientific
Work Place programlarinin bu denklemlerin ¢6ziimlerinde nasil kullanildig:
hakkinda 6nemli bilgiler verilmis ve iyi bilinen iki denklem tiirli bu programlar
yardimiyla adim adim ¢dziilmiistiir. Altinc1 ve son boliimde ise varilan sonuglar ve

bu sonuglarla ilgili 6neriler okuyucuya sunulmustur.

1.1. Soliter Dalgalarin Kesfi

John Scott Russel soliter dalgalar1 ilk gozlemleyen kisidir. Russel sudaki kabarmalari
deneysel olarak gozlemleyerek, “doniisiimiin biiylik dalgasi” olarak adlandirdi [1].
Russel’mm goézlemine gore, dalga su kanali boyunca hareket ettiginde orijinal
ozelligini koruyordu. Russel’in gozlemledigi bu tiimsek su dalgasi su an soliter veya
soliton olarak adlandirilmaktadir. Genel olarak soliton, seklini ve hizin1 korumada
oldukga kararli lineer olmayan dalgalar1 tanimlamaktadir. Soliton dalgalar partikiiller
gibi bir davranis gosterirler. Bu dalgalarin her biri yaklasik olarak sabit bir hiz ve
sekle sahip olmakla beraber, iki soliton dalga birbiri ile carpistiklar1 anda tek bir
dalga olarak birlesirler. Carpismadan sonraki evrede ise baslangictaki sekil ve
hizlarina tekrar kavusarak yollarina devam ederler. Carpisma aninda olusan tek
dalganin genligi ayr1 ayr1 iki dalganin toplam genliginden kiiclik oldugundan bu

davranis lineer olmayan bir davranistir.

Ornek 1.1. En ¢ok calisilan nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden biri

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi olarak isimlendirilen ve

U +auuy, + Uy, =0 (1.2)



seklinde verilen denklemdir. Bu denklem, soliton ¢dziimlere sahiptir. Ornegin bu

denklemin a = 6 i¢in bir soliton ¢oziimii
u(x, t) = %Vsech2 E\/V(V -Vt + 6)] (1.2)

seklindedir. Denklemde V soliton dalganin hizi, § ise fazdir. Maple ile elde edilen
asagidaki grafikte, bu denkleme ait iki soliton ¢ozlimiin karsilastiklarinda nasil

davrandig1 gosterilmistir.
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Sekil 1.1 KdV denkleminin iki soliton ¢dziimiiniin ¢arpigmasi



1895 yilinda, Diederik Johannes Korteweg (1848—1941) ve O’nun doktora 6grencisi
Gustav de Vries (1866—1934), bugiin KdV denklemi olarak bilinen nonlineer kismi
tirevli diferansiyel denklemi analitik olarak elde etmistir. KdV denklemi dispersif
olan bir ortamda, kii¢iik ancak sonlu genlikte olan su dalgalarimin dagilimini ifade
ediyordu, ayrica dispersif ve nonlineer terimler igeriyordu. Daha sonralar1 KdV

denklemi zayif nonlineer dalgalarin ¢alisilmasinda bir model olmustur.

Genel haliyle bir KdV denklemi

Uy +auuy, + Uy, =0 1.3)

seklinde ifade edilir. Denklemde bulunan u; terimi bir yonlii dalga yayilimi sirasinda
zamanin nasil degistigini tanimlar. Diger taraftan denklem, birbiriyle karsit halde
bulunan iki terimi de igerir: dalganin yiikselme miktarini ifade eden, nonlineer uu,
terimi ve digeri de dalganin yayilmasini tanimlayan u,,, terimi. Nonlineerlik,
dalganin yayilmasmi smirlama egilimindedir. Baska bir ifade ile bazi nonlineer
ortamlarda 6rnegin s1g olmayan su yiizeyinde, ya da bir optik lifte, yayilmaya bagh
olarak bir dalga yigmimnin genislemesi ile ortamin nonlineerligine bagh olarak, bu
dalga yigminin daralmasi denge halindedir. Dalganin yiikselmesi ve dagilmasi
arasindaki bu denge soliton dalgalardaki soliter dalga cikintisini agiklamaktadir.
Soliton dalgalardaki kararlilik dalganin nonlineerlik ve yayilma 6zellikleri arasindaki

bu hassas dengeden ileri gelmektedir.

Norman J. Zabusky (1929- ) ve Martin D. Kruskal (1925-2006), 1965 yilinda, genis
bir soliter dalganin daha kiiclik bir dalgayr nasil bastirdigii ve baslangic
kosullarindaki iligskiyi niimerik olarak incelemislerdir [2]. Soliter dalgalarin KdV
denklemini takip eden nonlineer etkilesime tabi oldugunu kesfetmisler. Bundan
baska, bu etkilesimden dogan dalgalar orijinal sekillerini, genliklerini ve hizlarini
bunun yaninda enerjilerini ve kiitlelerini de koruyorlardi. Etkilesim sonucunda ise
sadece faz kaymasi oluyordu. Bu kayda deger kesif, yani soliter dalgalarin
ozelliklerini ve karakteristik 6zelliklerini kaybetmemesi, dalgalarin parcaciklar gibi
davranigin1 akla getirmistir. Bu yiizden Zabusky ve Kruskal soliter dalgalar1 bu

dalgalarin pargaciklar gibi davranmalarindan dolay1 soliton olarak adlandirmustir. ki



solitonun etkilesimi sonucunda hizlarin1 ve sekillerini korumalar1 ve titresimlerinin
kararli bir sekilde korunmasi yaninda, iki soliton dalganin ¢arpigmast sonucunda da
bu dalgalarin elastik davranislar sergiledikleri gozlemlenmistir. Zabusky ve Kruskal
daha sonra soliton kelimesi yerine photon, phonon, proton, vb. kelimelerini kullansa
da soliton dalga tabiri daha yaygin olarak kullanilmaya devam ettmis ve Oylece
kalmistir. Kisaca ozetlemek gerekirse soliton dalgalar soliter dalgalarin 6zel bir

tiridir.

1.2. Tanmimlar

Tanmm 1.1. En genel fiziksel tanim olarak dalga saga, sola, ileri veya geri harekete
verilen isimdir. Ayrica dalga, bir yerden baska bir yere enerji transferi saglayan bir
dagitimdir. Titresimler periyodik olabilecegi gibi, periyodik olmayabilir. Bir
dalganin saliniminin siddetine genlik, saliniminin sikligina frekans, dalganin ardigik
iki tepe ya da g¢ukur noktasi arasindaki uzakliga da dalga boyu denir (Sekil 1.2). Ses
dalgalari, su dalgalari, elektromanyetik dalgalar gibi birgok dalga tipi vardir.

Y Tepe

Dalga bovu

Sekil 1.2 Periyodik dalga

Tanmim 1.2. n —boyutlu uzaym bir noktasi x = (x, Xy, ..., x,) ve t zaman olmak

uzere

0’u  9%*u 9°u 1 9%u
— v - _
0x1%2  0x,2 0x,% V?2ot?

kismi tiirevli diferansiyel denklemine V hiziyla yayilan n —boyutlu dalga denklemi

denir. Dalga denklemi akustik, akiskanlar mekanigi, elastisite, kuantum teorisi gibi


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Fiziksel_akustik&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Ak%C4%B1%C5%9Fkanlar_mekani%C4%9Fi

konularla fizikte, miihendislikte ve uygulamali matematikte bircok uygulama

alanina sahiptir.

Ornek 1.2. En basit 1-boyutlu dalga denklemi u(x, t) dalganin genligi ve V dalganin

hiz1 olmak tizere,

Uy = Vzuxx (1.4)

seklinde verilir.

Tanmmm 1.3. u(x) ve v(x) adi veya kismi tirevli lineer bir diferansiyel denklemin
¢ozlimii olsunlar. Bu durumda a ve B keyfi sabitler olmak tizere au(x) + fv(x) de

bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimiidiir. Buna siiperposizyon prensibi denir.

(1.4) dalga denkleminin f(x —Vt) ve g(x+ Vt) gibi iki ¢6ziimii vardir. Dalga
denklemi lineer oldugundan siiperposizyon prensibine gore iki ¢Oziim birbirine

eklenebilir ve

ulx,t) =f(x—-Vt) + glx +Vt) (1.5)

seklinde d’Alembert ¢6ziim adi verilen bir ¢oziime sahip olur. Burada f ve g
sirastyla saga ve sola yayilan dalgalar1 gosteren keyfi fonksiyonlardir. Farkli f ve g
dalgalar1 6zelliklerini degistirmeden yayilirlar. Bu fonksiyonlar u(x,0) ve u;(x,0)
baslangi¢c degerleri yardimiyla belirlenirler. g = 0 yazildiginda sadece saga dogru
hareket eden bir dalga ve u, +u, =0 scklinde bir denklem elde edilir. Bu

denklemin ¢6ziimii de u(x,t) = f(x — t) olacaktir ki bu durumda V = 1 dir.

Tamm 1.4. Kaynagindan uzaga enerji tagiyan veya bulundugu ortam da kendisi ile
beraber yayillma yoniinde hareket eden dalgalara hareketli dalga denir. Hareketli
dalga ¢oziimleri ise u(x,t) = U(§), & = kx — At formunda olan ¢ozimlerdir. 1/k
dalganin yayilma hizin1 gostermekte olup 4 = 0 oldugunda dalga duragan dalga

adin1 alir. k > 0 ve 4 > 0 i¢in hareketli dalga x ekseninde saga dogru hareket eder.



Bagka bir ifade ile hareketli dalgalar nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerden ¢o6ziimleri u(x,t) = f(x —Vt) formunda olan dalgalardir ve bu
¢oziimlere de hareketli dalga ¢oziimii (travelling wave solution) denir. Burada
u(x,t), pozitif ya da negatif x yoniinde harcket eden dalgay:r simgelemektedir.

V' > 0 ise pozitif yonde V < 0 ise negatif yonde bir hareketi simgelemektedir.

Tamim 1.5. Eger u(x,t) ¢oziimii sadece kismi tirevli diferansiyel denklemin iki
koordinati arasindaki farka bagli ise bu durumda ¢6ziim, dalganin seklini oldugu gibi
korur ve bu durumda soliter dalga olarak adlandirilir. Bir soliter dalga Oyle bir
hareketli dalgadir ki & = —oo asimptotik durumundan & — +oco asimptotik durumuna
gecerken daima & = x — V't bagintis1 mevcuttur. Daha 6nce de belirtildigi gibi V
dalga hiz1 olarak tanimlanir. Hereman, soliter dalgayi, durumunu belirli bir sekilde
stirdiiren, sonlu genlikte, sabit bir hizda ve sabit bir sekilde hareket eden lokalize

yercekimi dalgasi olarak tanimlar [3].

Soliton dalgalar ile birgok fiziksel olayda karsilasilmis, bu dalgalar gesitli fiziksel
sistemleri tanimlayan zayif nonlineer dispersif kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin bir ¢éziimii olarak goriilmiistiir. Solitonlar elastik dagilim gosteren bir
tiir soliter dalgalardir. Oyle ki, birbirlerinin iglerinden gectikten sonra sekil ve
hizlarim1 korurlar. Daha Once de ifade edildigi gibi, KdV denklemleri soliton
dalgalarin dogmasima Onciiliik eden denklemlerdir. Soliton dalgalar ortamdaki
nonlineer ve dispersif etkiler arasinda bir etkilesime maruz kalirlar. Soliton
dalgalar sech? tipinde ve kink tipinde goriiliirler. Parcacik tiirii karaktere sahip
olduklarindan carpismalarda Ozelliklerini korurlar. Soliton kelimesinin tam bir
karsiligin1 bulmak zordur. Bununla beraber, Drazin ve calisma arkadaslar1 soliton
dalgay1 asagidaki sartlar1 saglayan nonlineer denklemlerin ve sistemlerin ¢oziimii

olarak tanimlamislardir [4] :

a) Siirekli formdaki soliter dalgadir;
b) Sinirhdir, 6yle ki, azalir veya sonsuzda bir sabite yaklasir;
c¢) Diger soliton dalgalarla kuvvetli olarak etkilesir ve 6zelligini korur;

d) Nonlineer ve dispersif etkiler arasindaki hassas dengenin etkisi altindadirlar.



10

Fiziksel literatlirde, soliter dalga ve soliton arasindaki fark belirsizdir. Soliter
dalgalar, disipatif ve dispersif ortamdaki dalga siirecini tanimlayan nonlineer
evoliisyon denklemlerin soliton tiirii ¢oziimleri olarak tanimlanir. Genellikle, tek
soliton ¢Oziim soliter dalga olarak ifade edilir [4]. Fakat bir ¢6ziimde birden fazla
soliton goriildiiginde bu ¢ozlim soliton olarak isimlendirilir. KdV denkleminden
baska denklemlerde soliter dalga ¢oziimii sech? fonksiyonu yerine sech veya

arctan(e®™) fonksiyonlari cinsindendir.

Tamm 1.6. Sabit fonksiyonlarin, cisim islemleri olan toplama, ¢carpma, bélme ve kok
alma islemlerinin, cebirsel, iistel ve logaritmik fonksiyonlarin (dolayistyla hiperbolik
fonksiyonlarm) ve bunlarin terslerinin, trigonometrik ve ters trigonometrik
fonksiyonlarin  ve giic fonksiyonlarmin (power function) sonlu sayidaki
kombinasyonlarindan olusan fonksiyonlara elemanter fonksiyonlar denir. Eger bir
matematiksel ifadenin terimleri sonlu sayida elemanter fonksiyonun analitik ifadesi
ise bu ifadeye kapali-form ifade (closed-form expression) denir. Bir problemin

kapali-form ¢6ziimii bazen analitik ¢6ziim olarak ta adlandirilmaktadir.

1.2.1. Dispersiyon ve disipasyon

u +u, =0 (1.6)
denklemi ele alinsin. Kolayca goriilebilecegi gibi bu denklemin ¢oziimii

ulx,t) = f(x—1t) .7
formunda olan bir fonksiyondur. f(x — t) fonksiyonu sin(x — t), e*~* gibi birgok
fonksiyonun yerini tutmaktadir. Bunun yaninda denklemin lineer olmasindan dolay1

siperpozisyon 6zelligi geregi bu ¢oziimler birlestirilebilir.

Bununla beraber, (1.6) denklemine bir iiglincii mertebeden terim, dispersiyon terim,

eklendiginde en basit formdaki dispersiyon denklemi

U Uy + Uy =0 (1.8)
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seklinde elde edilmis olur.

Farz edilsin ki bu denklemin dalga ¢6ziimii k dalga sayisini, w dalganin frekansini

gostermek lizere
u(x, t) = eilkx—wt) (1.9)

seklinde olsun. (1.9) ¢6zliimii (1.8) dispersiyon dalga denkleminde yazilip reel veya

imajiner kisimlar kullanilirsa dispersiyon iligski denilen
w=k—k? (1.10)
seklinde bir esitlik ve bunun yaninda dalganin yayilma hizi

V=s=1-k (1.11)

seklinde elde edilmis olur. Elde edilen bu esitlik dalganin yayilma hizinin (1.9) da
verilen k dalga sayisina gore degistigini gostermektedir. Dispersif etkiler genellikle

frekans ve dalga hiz1 arasinda bir iligki verirler.

Diger taraftan (1.6) denklemine ¢ift mertebeden bir uzaysal tiirev, disipatif terim,

eklendiginde disipatif denklem denilen

U+ Uy — Uy =0 (1.12)
denklemi elde edilir. (1.9) varsayimi (1.12) denkleminde de kullanilirsa

w =k(1-ik) (1.13)
bagintisini ve bu da

u(x,t) = e K tHikG—) (1.14)
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¢coziimiinii verir. (1.14) esitligi agikca dalganin yayilma hizinin tek oldugunu gosterir.
Bu disipasyon, (1.14) iin {stel bozunumu, k # 0 ve t — oo i¢in de aciktir. Zamanla
enerjisini kaybetmesine bagli olarak genligini kaybeden dalga disipatif dalga olarak

adlandirilir.

Simdiye kadar lineer denklemlerden bahsedildi. Eger, (1.8) ve (1.12)

denklemlerindeki u, terimi nonlineer uw, terimi ile degistirilirse

U +UU + Uyyy =0 (1.15)

Uy + Uy — Uy, =0 (1.16)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler sirasi ile ¢ok iyi bilinen KdV ve Burgers
denklemleridir. Buradaki ilging nokta, wuu, teriminin nonlineer etkisi ile
U,y teriminin dispersiyon etkisi arasindaki hassas dengenin solitonlara neden
olmasidir. Bununla beraber (1.16) Burgers denklemi kinklere neden olan nonlineer
ve disipasyon etkileri de birlestirir. KdV denklemi, analitik sech? fonksiyonu ile
ifade edilen ve lstel azalan kanatlara sahip olan soliter dalga ¢oziimlerine sahiptir.
Eger KdV denkleminin iki solitonu c¢arpisirsa hicbir degisiklige ugramadan

birbirlerinin i¢inden gegerler.

Rosenau ve Hyman

u +a@", +@",, =0, n>1 (1.17)

xxx
seklinde ifade edilen nonlineer dispersif K(n,n) denklemini kesfettiler [5]. Bu
denklem nonlineer konveksiyon (w)™  terimi ile dispersif (w)" . terimini
birlestirmektedir. Bu nonlineerlik ve dispersiyon arasindaki hassas denge kompakton
kavramiin dogmasina yol agmistir. Kompakton, iistel kanatlardan yoksun soliton
demektir. Kompakton yapisinin sonsuz uzunlukta kanatlarinin olmamasi 6zelligine
ek olarak kompaktonun genisliinin genliginden bagimsiz oldugu da sdylenebilir.
Kompaktonlar i¢in, a > 0 oldugunda odaklanan kollar olusurken a < 0 oldugunda

ise spike, peakon, ve cusp seklinde odaklanmayan dalga tiirleri olusur. Odaklanan ve
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odaklanmayan kollara sahip dalga tiirleri farkli fiziksel yapilara ait olan iki farkli

modeldir.

Kompaktonlar analitik olmayan ¢6ziimler olmasina ragmen solitonlar analitik
cozlimlerdir. Kompaktonun sinirlarinda bulunan analitik olmayan noktalar
diferansiyel denklemlerdeki nonlineer olmayla iliskilidir. Kompaktonlar birbiri ile
carpistiklarinda esnek carpisma olusturacak sekilde eski sekillerini korurlar. KdV ve
Burgers denklemleri gibi linecer veya zayif nonlineer denklemler ile K(n,n)
denklemi gibi tamamen nonlineer olan denklemler arasindaki temel fark tam
nonlineer modellerin analitik olmayan ¢6zlimlere sahip olmasidir. Bir sonraki
baglikta soliton dalgadan farkli olan diger Onemli hareketli dalga tipleri ele

alinacaktir.

1.2.2. Hareketli dalga tipleri

Dalga denklemlerini ¢alismak hareketli dalga ¢Oziimlerini ¢alismayr gerektirir.
Hareketli dalga ¢ozlimii, sabit bir hizla siirekli hareket eden bir ¢dziim demektir. Bu
dalga tipleri genellikle nonlineer dalga denklemlerinin adi diferansiyel denklemlere
indirgenmesi ile elde edilmektedir. Bu da ¢ogu kez u(x,t) =u(é),é=x—-"Vt
doniistimii yardimiyla olur. Daha 6nce de ifade edildigi gibi V dalganin hizidir. Bu
doniisiim x ve t ye bagl bir kismi tiirevli diferansiyel denklemi uygun yontemlerle

coziilebilen bir adi tiirevli diferansiyel denkleme dontistiiriir.

Plazma fiziginde goriilen dalga tiplerinden, s1g sularda goriilen dalga tiplerine kadar
birgok tiirde hareketli dalga tipi mevcuttur. Ayrica bunlarin sayis1 hizla artmaktadir.

Bunlarin 6nemli oldugu diisiiniilen bir kagindan bahsedilecektir.
1.2.2.1 Soliter dalgalar ve solitonlar
Soliter dalgalar smirlandirilmis yani lokalize edilmis hareketli dalga tipleridir. Bu

dalgalar uzun mesafelerde asimptotik olarak sifirdir. Soliton dalgalar ise daha once

de ifade edildigi gibi soliter dalga tiplerinin 6zel bir durumudur dyle ki
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§ - Fooiginu'(§), u"(§), u""(§) - 0 (1.18)

dir. Soliton dalga tiplerinin en 6nemli 6zelligi diger soliton dalga tipleri ile etkilesime
girdiklerinde 6zelliklerini korumalaridir. Soliton dalga tipine giizel bir 6rnek olarak
KdV denklemi verilebilir. Sekil 1.3’teki gibi sonsuz kanat veya kuyruga sahip olan
egrilerdir. Sekil 1.3’te sech? solitary dalga ¢6ziimii gosterilmektedir. Goriildiigii gibi

grafik sonsuz iki kanada sahiptir.

Sekil 1.3. u(x, t) = sech?®(x — t), —m < x,t < 7 soliton ¢éziimiiniin grafigi

1.2.2.2. Periyodik dalgalar

cos(x — t) gibi periyodik olan hareketli dalga ¢esitleridir. Standart dalga denklemi
olan wu; = u,, c¢ozildiginde periyodik ¢6ziimler elde edilir. Daha once de
belirtildigi gibi bu denklem lineerdir ve bu denklemin bir d’Alambert ¢oziimii
mevcuttur. Sekil 1.4’te u(x,t) = cos(x — t) ¢oziimii verilmistir. Sekilden dalganin

periyodik oldugu rahatlikla goriilebilir.
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Sekil 1.4. u(x,t) = cos(x —t),—3m < x,t < 37 periyodik ¢oziimii

1.2.2.3. Kink dalgalar

Bir asimptotik durumdan digerine gecerken azalan veya artan hareketli dalga
tirlerine denir. Kink c¢oziimler sonsuzda bir sabit degere yaklasirlar. Standart

disipatif
U +uu, — vy, =0 (1.19)
Burgers denklemi kink ¢oziim vermesi ile bilinen bir denklemdir. Denklemde

bulunan v viskozite katsayisidir. Sekil 1.5’te v =1/2 i¢in Burger denkleminin

¢oziimi olan u(x,t) = 1 —tanh(x — t),—10 < x,t < 10 ¢o6ziimii verilmektedir.

Sekil 1.5. u(x,t) = 1 — tanh(x — t),—10 < x, t < 10 kink ¢oziimii
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1.2.2.4. Peakon dalgalar

Peakon dalgalar tepeleri olan hareketli dalga tipleridir. Bu durumda, hareketli
dalganin tepesi hari¢ diger tiim noktalar1 diizgiin (Smooth) 6zellik gosterirler. Ayrica
u(x,t) ¢Oziimiiniin x e bagh tiirevleri grafigin tam tepe noktasinin solunda ve
saginda farkli isaretlere sahiptir. Bunun anlami her iki tarafta da tiirevler mevcuttur
ancak tam tepe noktasinda bir siireksizlige sahiptir [6]. [6] ve [7] de peakon ¢oziimler
incelenmis, bu ¢oziimler periyodik peakon ¢oziimler ve listel azalan peakon ¢oziimler
seklinde siniflandirilmustir. Integrallenebilir Camassa-Holm ve Degasperis-Procesi

denklemleri

Up — Upyr + (B + DUU, = DU Uy Ullypy (1.20)

seklinde verilmektedir. Bu denklem b =2 ve b = 3 i¢in sirasiyla peakon soliter

¢oziimler vermektedir. CH denklemi

u(x, t) = Ve -t (1.21)

seklinde bir ¢oziime sahiptir. Burada V dalga hizin1 gostermektedir. V = 1 igin elde

edilen u(x,t) = et -2 < x,t < 2 ¢oziimii Sekil 1.6’da verilmektedir.

Sekil 1.6 u(x, t) = e *~tl —2 < x,t < 2 peakon ¢oziimii
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1.2.2.5. Cuspon dalgalar

Cuspon dalgalar soliton dalgalarin baska bir formudur. Bu dalgalarin tepe uglarinda
zirveler (cusp) mevcuttur. Peakon ¢oziimlerin aksine tepe noktasindaki tiirevler
raksaktir. Sekil 1.7°de bir cuspon ¢oziim goriilmektedir. Tepedeki noktada tiirevin

raksadig goriilebilir.

1
Sekil 1.7 u(x, t) = e ¥~tI5, —2 < x,t < 2 cuspon ¢dziimii

Onemli bir not olarak burada sunu belirtmek gerekir : |x| = oo igin u(x, t) ¢dziimii
ve tiirevleri sifira yakinsamaktadir. Maalesef cuspon ¢éziimler icin bir agik (expilicit)

ifade verilememektedir. Genel olarak cuspon ¢6ziimlerin

1
u(x, t) = et n>1 (1.22)

seklinde ifade edilebilecegi kabul edilir. Kolayca goriilebilecegi gibi tepede u; = oo

Ve Ug, Ugg, Uggs , - = 0 soliton 6zelligi karakterize etmektedir.

1.2.2.6. Kompakton

Baska bir soliton dalga tipidir. Baska kompaktonlar ile carpigsmalarindan sonra
ozelliklerini korurlar ve ayni esevreli (cohorent) sekil ile tekrar ortaya ¢ikarlar [8].

Soliton carpismalara benzer esnek c¢arpisma oOzelligi gosterirler. Kompakton
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dalgalarin araliksiz yani tikiz dayanaklara sahip hareketli dalgalar olduklar1 ve ayrica
nonlineer dispersiyon etki tarafindan sonlu bir merkezde tutuldugu bulunmustur.

Dispersif nonlineer K(n,n) denklemleri nonlineer KdV tiirii denklemlerdir ki bunlar
U +au™), + (WU )y =0,a>0n>1 (1.23)

formundadir. Bu denklemler kompakt soliter dalga 6zellikleri gosterirler. Kompakton

tanimi olarak simdiye kadar su tanimlamalar getirilmistir:

a) Kompaktonlar sonlu dalga uzunluguna sahip solitonlardir;

b) Kompaktonlar kompakt destege sahip olan soliter dalgalaridir;

c) Kompaktonlar iistel kuyruklari olmayan solitonlardir;

d) Kompaktonlar sonsuz kanatlar1 olmayan solitonlar olarak karakterize edilir;

e) Kompaktonlar solitonlar gibi direnglidirler.

Kompakton dalgalarin iki 6nemli 6zelligi gozlenmistir: Bunlardan ilki, standart KdV
soliton dalgalar1 ¢ — o i¢in u(§) —» 0 olurken, kompakton iistel kuyruk veya
kanatlarinin olmamasi ile karakterize edilir oyle ki, ¢ —» o i¢cin u(¢), 0 a
yakmsamaz. Ikincisi ise standart KdV soliton genlik artarken daraldigi halde

kompaktonun genisligi genliginden bagimsizdir.

Burada bahsedilmesi 6nemli olan baska bir durum da (1.23) te a > 0 ise bu denklem
odaklanan kol (focusing branch), a < 0 i¢in ise odaklanmayan kol (defocusing
branch) olarak adlandirilir. (1.23) te a > 0 olmas1 kompaktonlarin 6zii iken a < 0
olmasi ise spike, peak ve cusp dalgalara 6zgiidiir. Demek ki bunlar odaklanan ve

odaklanmayan kollar seklinde iki farkli fiziksel modeli temsil etmektedirler. Sekil

1
1.8°de  u(x,t) =cosz(x —t),0<x,t <1 seklinde bir kompakton dalga
goriilmektedir. Rahatlikla goriilebilecegi gibi kompakton, iistel kanatlar1 olmayan bir

soliter dalgadir.
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oo

1
Sekil 1.8 u(x, t) = cosz(x — t),0 < x,t < 1 kompakton ¢6ziimii

Son yillarda kompakton dalgalar {izerinde yogunlasan calismalar énemli kesiflerin
dogmasina yol agmistir. Kompaktonlar iizerindeki bu calismalar birgok fiziksel
olgunun daha iyi anlasilmasina yardimci olacaktir. Kararlilik analizi (stability
analysis) ile kompakton ¢oziimlerin nonlineerlik parametresinin keyfi degerleri igin
kararli oldugu gosterilmistir. Kompakton ¢6ziimlerin kararliligi lineer kararlilik ve
Lyapunov kararlilig1 kriterlerine gore incelenmistir. Bununla beraber, klasik soliton
¢ozlimler analitik ¢ozlimler olmasina ragmen, kompakton ¢éziimler analitik olmayan
¢oziimlerdir. Ozetle, soliton ve kompakton sirasiyla kuyruklu ve kuyruksuz iistel
kanatlara sahip dalgalar iken, kelimelerin sonlarinda bulunan —on eki phonon ve

photon gibi parcacik 6zellikleri gostermelerine atiftir.

1.2.3. Analitik olmayan hareketli dalga ¢oziimleri

KdV denklemleri gibi bazi denklem tiirleri analitik olan hareketli dalga ¢oziimleri
verirken, K(n,n) gibi denklem tiirleri de analitik olmayan c¢oziimler verirler.
Kompakton, peakon ve cuspon ¢oziimlerin de dahil oldugu analitik ¢oziimler hem

integrallenebilen hem de integrallenemeyen denklem tiirlerinde gériiliirler [7,9,10].

Analitik olmayan soliter dalga ¢6ziimii veren nonlineer dalga denklemlerin genel
ozellikleri su sekildedir: Bu denklemler ya K(n,n) denklemleri gibi (u™),,, tiri bir

nonlineer dispersiyon terimi igerirler ya da Camassa-Holm denklemi gibi en yiiksek
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mertebeden tiirevli terimleri bir fonksiyon ya da bir bagimli degiskenle ¢arpilmus,

ornegin U, gibi, durumdadirlar [9,10].



BOLUM 2. TANH-COTH YONTEMI VE DiGER HiPERBOLIK
YONTEMLER

2.1. Giris

Fizigin bir¢cok alaninda 6rnegin akiskan dinamiginde [11], plazma fiziginde [12],
kati-hal fiziginde [13], kimyada [14], matematiksel biyolojide, populasyon
dinamiginde [15], nonlineer dalga olgusu ile sik sik karsilagilmaktadir. Nonlineer
dalga denklemleri s6z konusu oldugunda ilk bakilmasi gereken sey bu dalganin
hareketli bir dalga olup-olmadigidir. Ciinkii genel olarak, bu dalgalar belirli bir
doniisiimle kolayca adi deferansiyel denkleme doniistiiriilebilirler. Eger bu adi tiirevli
diferansiyel denkleme bir ¢oziim getirilebilirse, bahsi gecen kismi tiirevli diferansiyel

dalga denklemi de ¢6ziilmiis olacaktir.

Koruyucu (conservative) sistemlerde ¢éziimler uygun bir doniisiim veya degisiklikle
ya da diger ad-hoc tekniklerle direkt integral alinarak bulunabilir. Ele alinan kismi
tirevli diferansiyel denklem Hirota’nin bilinear yontemi [16], ters sa¢ilim doniistimii
[17], kesilmis (truncated) Painleve acilim1 [18], direkt cebirsel metodlar [19,20] gibi
daha sofistike yontemlerle de ¢oziilebilir. Ayrica, ¢ok giiglii bilgisayarlar yardimiyla
sayisal hesaplama programlar1 kullanilarak, mevcut hesaplama yoOntemleri
yardimiyla da bu denklemlerin yaklasik niimerik ¢oziimleri elde edilebilir. Buna
ragmen, bu analitik yontemleri bir probleme uygulayabilmek igin yontemler
hakkinda oldukg¢a ayrintili bilgi edinmek gerekir. Cogu kismi tiirevli diferansiyel
denklem ¢ok sade olmasina ragmen, 6rnegin KdV-Burger denklemi, kullanish
dontisimler olmadigindan dolay1r bu denklemlerin kapali ¢oziimlerini elde etmek

oldukga zordur.
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Hareketli dalga denklemlerini ¢6zme adina geleneksel yontemlere ilave olarak
ozellikle son 20 yil ig¢inde birgok yeni yontem verilmistir. Verilen bu yeni
yontemlerden biri de tanh — coth yontemidir. Bu ¢6ziim teknigi ilk kez Huibin ve
Kelin [21] tarafindan yiiksek mertebeden KdV denklemini acik fakat pratik olmayan
bir sekilde ¢6zmek i¢in kullanmistir. Huibin ve Kelin tanh fonsiyonunu bir seri
seklinde denklemde yazip kullanmislardir. Sonugta, kuvvet serisinin katsayilarina
bagli olarak cebirsel denklemler olusmakta iistelik hareketli dalganin hizi da
belirlenebilmekteydi. Bu yontemi ele alan Malfliet ve Hereman yontemi belirli bir
sistematige oturtarak [22,23] yonteme tanh yontem adini vermistir. Malfliet ve
Hereman cebirsel karmasikliktan kaginmak i¢in, tanh fonksiyonunun tiim tiirevleri
kendi cinsinden oldugundan tanh fonksiyonunu yeni bir degisken olarak atadilar. Bu
sayede yontemi genis bir denklem sinifina direk uygulanabilir hale getirdiler. Ayrica
sinir kosullarminin olmasi durumunda yontemin nasil kullanilacagi hakkinda da
onemli ipuglar1 verdiler. Bunlara ek olarak, hareketli dalganin hizi ile ilgili bir priori

yani deneysel olarak kanitlanmamis bir olgu olusturdular. Malfliet ve Hereman

d"Uu()

&> tooicinU(§) - 0ve 2

S0(m=12...) (2.1)

sinir kosullaria bagli kalarak, eger varsa integral sabitlerinin sifir olmasi gerektigini
belirttiler. Hareketli dalga ¢o6ziimlerinin tanh(¢) fonksiyonunun terimleri ile
gosterilebilecegini  kabul ederek bagimli degiskeni Y = tanh(§) seklinde
tanimladilar ve Y = tanh(§) = tanh[c(x — Vt)] i¢in

ux,t) = UE) =S¥) =Xl 0a, 1" (2.2)

seklindeki sonlu seri ¢oziimlerle ilgilendiler. En biiyiik derece olan N sayisini , (2.2)
esitliginin adi tiirevli diferansiyel denklem i¢inde yazilmasi sonucu olusan en yiiksek
dereceli Y terimlerinin dengelenmesi ile buldular, buna da dengeleme prosediirii

adini verdiler.

Malfliet ayrica x,y,z ye bagli nonlineer dalga denklemlerini ¢6zmek i¢in yeni bir

koordinatt n = k - r — Vt = kx + ly + mz — Vt seklinde tanimlayarak tanh — coth



23

yonteminin daha fazla degisken iceren kismi tiirevli diferansiyel denklemlere

uygulanabilecegini de gostermistir [23].

Hereman ve calisma arkadaslari Y = tanh(§) yerine S = sech(§) alarak bir
sembolik yazilim paketi gelistirmislerdir [24]. Bu yazilim paketi bazi tiirden
denklemleri sadece denklemi programa girmek suretiyle kolay bir sekilde
cozmekteydi.

Sonraki yillarda Jakobi eliptik fonksiyonlarina ilginin artmasiyla S = sn(¢),
S =cn(¢), S=dn() Jacobi eliptik fonksiyonlar1 kullanilarak alternatif ansatzlar
gelistirildi ve baska ¢oziimler elde edildi [25,26].

Bu yontemlere ek olarak lineer olmayan denklemlerin tam ¢6ziimlerini bulmak i¢in
homojenlestirilmis denge yontemi [27,28], F-acilim yontemi [29,30,31], Jacobi
eliptik fonksiyon yontemi [31-35] gibi giiglii yontemler de gelistirildi.

Otuz yil Oncesine kadar kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢6zebilmek igin
Laplace ve Fourier doniisiimleri gibi geleneksel yontemler kullaniliyordu. Bu
integral doniisiimlerinin denklemlerin ¢éziimlerinde oldukga ise yaramalarinin sebebi
diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere doniistiirmelerinde yatiyordu. Bununla
beraber bu integral doniisiimleri kullanmak birgok karmasik islemi de beraberinde
getiriyordu [36]. Bu karmasik islemleri ¢6zebilmek icin sembolik yazilimlara ihtiyag
duyuluyordu ancak mevcut iglemciler yeterince hizli degildi. Son yillarda dnceki
yillara kiyasla ¢ok daha giiclii bilgisayarlarin iiretimi, sayisal simiilasyon
tekniklerinin kullaniminda bir devrim yapilmasina ve bunun sonucu olarak ta mevcut
hesaplama yontemlerinde biiyiilk bir asama kat edilmesine olanak sagladi. Bu
hesaplama yontemlerinin gelismesine bagli olarak yeni ve giiclii yontemlerin kesfine
kap1 aralandi. Daha once de belirtildigi gibi bunlardan biri ¢ok etkili bir yontem olan
tanh yontemdi. Bu yontem bir¢ok nonlineer denklem tiirliniin ¢6ziilmesinde etkili ve
basit bir algoritma sunuyordu. Son yillarda bu yontem temel alinarak bircok
arastirmact bu yontemin bagka bir versiyonunu tanitt1 ve uygulama alanina soktu.
Ornegin Fan, genisletilmis tanh metodu tanitti ve tanjant hiperbolik ydntemle elde

edilemeyen yeni hareketli dalga ¢oziimlerini elde etti [37,38]. Wazwaz bu yontemi
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biraz daha gelistirerek yontemi ilk dnce genisletilmis tanh yontemi olarak daha sonra
da tanh — coth yontemi olarak adlandirdi [39-42]. Yakin bir zamanda EI-Wakil
[43,44] ve Soliman [45] genisletilmis tanh — coth metodu modifiye ederek bazi
nonlineer denklemlerin yeni ¢oziimlerini elde ettiler. Ancak yukarida bahsedilen
yontemlerin tiimii sabit katsayili diferansiyel denklemleri ¢6zebiliyordu. Lii ve
Zhang degisken katsayili nonlineer denklemlerin ¢6ziimiinde de kullanilabilecek bir
yontemi further extended tanh yontem ismi ile tanmittilar [46]. Khuri, yOntemi
karmasik sayilara genisleterek bazi denklemlerin karmasik ¢6ziimlerini de elde
etmek icin kompleks tanh metodu tanitti. Bu amagla Khuri kiibik Schrodinger
denklemini ¢6zmek i¢in yeni bir ansatz kullandi [47]. Cinli matematik¢iler Wang ve
caligma arkadaslar1 nonlineer evoliisyon denklemlerin hareketli dalga ¢ozlimlerini
elde etmek igin G'/G agilim yontemi adinda yeni bir yontemi tanittilar [48]. Bu

yontem tanh — coth yontemin daha genel haliydi.

Bu yontemlerden tanh — coth yontem bir sonraki baslikta ayrintili olarak ele
almacak ve sonrasinda ise diger yontemlerden genel hatlar1 ile bahsedilecektir.
Ayrica dordiincli bolimde tanh — coth yontemin bir¢ok yeni uygulamasina yer
verilecektir.

2.2. Tanh-Coth Yontemi

Wazwaz tanh — coth yontemini su sekilde tanimlamistir [48] :

Adim 1.

P(u,up, Uy, Uyy, ... ) =0 (2.3)

seklinde bir kismi tiirevli diferansiyel denklem ele alinsin.

Adim 2. Bu denklemin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek i¢in dalga degiskeni

ad1 verilen § = x — V't doniisiimii kullanilarak denklem



25

u(x, t) = U(ué) (2.4)

seklinde bir adi tiirevli diferansiyel denkleme doniisecektir. Bu durumda kismi

turevlerde de

0_ _,d

ot dé

o d

ox  Mae

(2.5)

92 d?

=

ax2 M ugz

3

axd M ues

seklindeki gibi degisiklikler olacaktir. Bu tlirevler (2.3) kismi tiirevli diferansiyel
denkleminde yazildiginda

QW,U,U",..)=0 (2.6)

adi ttrevli diferansiyel denklemi elde edilecektir.

Adim 3. Eger tiim terimler ¢ ye bagl tlirevler iceriyorsa integral sabiti sifir kabul

edilerek integral alinir.

Adim 4.

Y = tanh(uf) 2.7)

seklinde yeni bir degisken tanimlanir. Bu degisken yardimiyla
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d d
— = —V2)—
n(1 Y)dY

d§
j—; = —2u’Y(1 - Yz)% +p?(1 - 1/2)20101—),22
(2.8)
j—; = 2u(1-Y»(@3Y? - 1)0% —6u3Y(1—Y?)? dd—yzz +u3(1-Y?)3 dd_;g
ve bunlara benzer olarak varsa diger tiirevler olusturulur.
Adim 5. Tanh-coth yontemi temelde
Uué) =SO) = XioaY* + X3 b Y * (2.9)

seklindeki ¢oziimlerle ilgilenir. Bu sekilde onceden kabul edilen ¢oziimlere ansatz
denir. Bir ansatz, herhangi bir teori veya prensibe dayanmadan 6nceden kabul edilen
matematiksel formu ifade eder. Bu ansatz ve yukardaki tiirevler adi tlirevli

diferansiyel denklemde yazilirsa Y ye bagli bir polinom elde edilir.

Adim 6. M yi elde etmek igin polinomdaki en yiiksek mertebeli lineer ve nonlineer
terimlerin kuvvetleri birbirine esitlenir. Buna dengeleme prosediirii denir. Cogu
durumda M sayis1 1 veya 2 olarak bulunacaktir. M elde edilince elde edilen polinom
Y nin kuvvetlerine gore diizenlenerek bu polinomun katsayilari sifira esitlenir. Elde
edilen bu denklem sistemi ¢oziilerek ay, by, (k =0,...,M), V, ve u elde edilir. Bu
parametrelerin elde edilmesi ve M nin de bir tamsayr oldugunun bilinmesi ile
yukaridaki ansatz kullanilarak kismi tiirevli diferansiyel denklemin kapali formdaki
bir analitik ¢oziimii elde edilmis olur. Bu ¢oziimler sech? den olusan terimlere bagh
soliton ¢6ziimler olabilecegi gibi tanh cinsinden elde edilen kink ¢o6ziimler de

olabilir hatta periyodik ¢6ziimler de olabilir.

Dengeleme prosediirii ile M nin elde edilmesinde u nun en biiyiik kuvvetleri

dengeleme sirasinda
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u" - nM
u ->M+1

u > M+2
(2.10)
u™ > M+r

W) > nM +r
W) - M +r)

seklinde kullanilir. (2.9) ansatzinda M ¢ogu kez bir pozitif tamsayidir. M nin pozitif

tamsayr olmadigi durumlarda da uygun bir doniisiimle bu zorlugun iistesinden

kolayca gelinebilir. Soyle ki: M = %, (k,1) =1,k,l € Z seklinde bir rasyonel sayi
1

ise u = vt seklinde bir donisiim yapilir. Boylece M yine bir pozitif tamsayr olmus

olur. Diger taraftan M nin degerinin negatif bir tamsay1 oldugu durumlar da olabilir.

Boyle durumlarda

Uug) = S(Y) = (2.11)

=0 akY"+E£”=1 ka_k

seklinde bir ansatz kullanilir.
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2.3. Diger Hiperbolik Yontemler
2.3.1. Genisletilmis tanh-coth yontemi
H(u, g, Uy, Uy, oon) (2.12)

kismi tiirevli diferansiyel denklemi ele alinsin. Bir¢ok nonlineer denklemin
¢oztimleri tanh fonksiyonunun sonlu bir serisi olarak ifade edilebildiginden bu

yonteme gore ¢ozlimler
u(x,t) = U(z) = XL, aw' (2.13)

formunda aranir. Burada w(x, t) = tanh(kz), z = x + ct ve m, en yiiksek mertebeli
lineer terim ve nonlineer terimin dengelenmesi ile elde edilebilen pozitif bir
tamsayidir. k,c,ay, ..., a,, elde edilebilen parametrelerdir. Seri, kismi tiirevli
diferansiyel denklemde yerine yazildiginda k,c,ay,...,a,, bilinmeyenlerinin
olusturdugu bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Tiim w' katsayilar1 sifir olmak
zorunda olduklarindan katsayilar sifira esitlenerek bu parametreler elde edilir. Eger
tanh(kz) fonksiyonu bagka bir fonksiyon ile, ornegin tan(kz) fonksiyonu,
degistirilirse baska tipte hareketli dalga c¢oziimleri elde edilebilir. Ancak bu
beraberinde birgok cebirsel igslemi getirir [50,51]. Bu yontemin temel dayanag: diger
hiperbolik yontemlerde oldugu gibi Riccati denkleminin ¢6ziimleri ve bu ¢éziimlerin
tanh(kz) fonksiyonu ile degistirilmesidir. Diger tiim islemler de tanh — coth

yontemi ile benzerdir. S6z konusu Riccati denklemi
w =b+w? (2.14)

seklindedir. Burada ': = d/dz ve b belirlenmis bir parametredir. Bu denklem tekrar
tekrar kullanilarak w nin tiim tiirevleri yine w nin tiiriinden yazilabilir. Bu Riccati

denkleminin elde edilebilecek ¢oziimleri

. {—\/—btanh\/—bz, b<0
—v—=bcothv—bz, b <0
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(2.15)

_ {—\/—btan\/Ez, b>0
—V—bcot\/zz, b>0

seklindedir. Dikkat edilirse tanh fonksiyonu bunlarin 6zel bir durumudur. Bundan
dolay1 en basta verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemin yukaridaki ¢oziimlerde
verilen fonksiyon tiplerinde de ¢6ziimii oldugu ve dahasi bu ¢oziimlerin tek bir
fonksiyonda birlestirebilecegi diisiiniilebilir. Bu amagla Riccati denkleminin
coztimlerini tek tek diisiinmeden bir cebirsel denklem olusturup o sekilde ¢oziime
gidilebilir. Boylece tanh yontemi ve diger karmasik yontemlerle elde edilen hareketli

dalga ¢oziimleri elde edilebilir.

Burada bahsedilen yontem ayrica elde edilen cebirsel denklem sistemini ¢dzmek
adina mekaniklestirilmis bir yontem de sunmaktadir. Bu cebirsel denklemi elle
cozmek olduk¢a zahmetli oldugundan Maple ve Mathematica gibi bilgisayar

programlarindan yararlanilir.

m nin pozitif tamsay1 olmadig1 duruma tekrar gelinirse, bu yontemde de tanh — coth

1
yonteminde yapildigr gibi u = vm seklinde yapilan bir doniisiim, kismi tiirevli
diferansiyel denklemin v ye bagh bir denklem olmasmnin yaninda dengeleme sayisi
olan m nin pozitif tamsay1 olmasini da saglayacaktir. Boylece bu doniisiim yukarida

bahsedilen yontemi kullanilabilir hale getirecektir.
2.3.2. Further extended tanh yontemi

Zhuosheng Lii ve Hongqing Zhang’nin ortaya attigi bu yontem [46] a; katsayilar
sabitler ve w fonksiyonu x; ve t degiskenlerinin lineer bir kombinasyonu oldugunda
Fan’in 6nerdigi yontemle aynidir. a; katsayilart ve w fonksiyonu x in sabit olmayan
bir fonksiyonu olarak secildiginde tanh — coth yontemi ve genisletilmis tanh
yontemi ile elde edilemeyen c¢oziimler elde edilebilir. Buna gore,

x = (t,xq, %3, ..., X, ) bagimsiz degiskenine ve u bagimli degiskenine bagli olarak
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verilmis lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem verilsin. Bu yontemle

denklemin

¢ =05(1+ pugp?) (2.16)

olmak Uzere

u=3"roa;(x) ¢ (w(x)) (2.17)

seklinde olan ¢oziimleri aranir. Burada & sifirdan farkli bir sabit, u = ¥1 ve ' ise w
ya gore tlirev alinacagini belirtir. u nun elde edilmesi i¢in asagidaki adimlar takip

edilir:

Adim 1. nnin olusturulmasi i¢in verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemde en
yiiksek mertebeli nonlineer kismi tiirevli terim ile en yiiksek mertebeli lineer terimler

dengelenir.

Adim 2. (2.16) ve (2.17) kismi tiirevli diferansiyel denklemde yazilir ve ¢ nin
kuvvetlerine gore bir polinom olusturularak bu polinomun katsayilari sifira esitlenir.
Boylece a; (i =0,1,2,...,,n) katsayilar1 ve w ya bagl bir cebirsel denklem

olusturulur.

Adim 3. Elde edilen bu denklem sistemi ¢oziilerek a; (i = 0,1,2, ..., n) katsayilar1 ve

w elde edilir.

Adim 4. (2.16) denkleminin genel ¢éziimleri

tanh(6w), u=-1

coth(bw), u=-1
tan(dw), u=1
—cot(fw), u=1

¢ = (2.18)
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seklinde oldugundan a;, w ve (2.18), (2.17) de yazilirsa istenen soliton ve periyodik

coziimler elde edilmis olur.

2.3.4. Kompleks tanh yontemi

Yontem kompleks fazli hareketli dalga denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmek igin
ortaya atilmistir. Bunu yapmak icin iki basit ansatz Onerilerek kiibik Scrodinger
denkleminin hareketli ve duragan dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Temelde diger

hiperbolik yontemler gibi calismasina karsilik, farkli olarak bu yontemde ele alinan

nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemin

u(x, t) = u(i§) = Xj—o a, tanh(ig) (2.19)

seklindeki ¢oztimleri aranmaktadir. Burada ¢ = kx — wt, k dalga sayisi, w/k dalga

hizi ve i =+v—1 dir. Ayrica diger yontemlerdeki gibi dengeleme prosediirii ile

belirlenen s belirli bir pozitif tamsay1 ve ag, a4, ..., ag belirlenebilen parametrelerdir.
2.3.5. (G'/G)-a¢ihim metodu

x ve t degiskenlerine bagli bir u = u(x, t) fonksiyonu igin

P(u, Up, Uy, Upp, Uy ) =0 (2.20)
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi verilsin. P, u nun ve kismi
tiirevlerinin bir polinomu olsun. (G'/G)-agihm metodunun kullanimindaki temel

adimlar su sekilde verilebilir:

Adim 1. Bagimsiz x ve t degiskenleri tek bir degisken olarak ¢ = x — V't seklinde
birlestirilir. u(x, t) = u(¢) olarak kabul edilip (2.20) denklemi u = u(¢) i¢in

Pu,—Vu,u,V¥u',..) =0 (2.21)

seklinde adi tiirevli diferansiyel denkleme doniistiiriiliir.
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Adim 2. G = G(§) foksiyonu ikinci mertebeden lineer
G +AG +uG =0 (2.22)

adi tiirevli diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii olmak tizere (2.21) denkleminin

¢Ozlimleri

G' m
w) =an (3) +- (2:23)
seklinde verilen G'/G nin bir polinomunu gergeklesin. Burada «,,,, ..., A ve u daha
sonra belirlenecek olan sabitlerdir. m pozitif tamsayisi yine (2.21) denklemindeki en
yiilksek mertebeden tiirevli terimler ile nonlineer terimler arasinda kurulacak

dengeleme prosediirii ile belirlenir.

Adim 3. (2.23) esitligi (2.21) de yazilip (2.22) kullanilir ve elde edilen polinom
G'/G nin kuvvetlerine gore diizenlenir. Polinomun katsayilari sifira esitlenerek elde

edilen denklem sisteminden a,, ..., 4,V ve u elde edilir.

Admm 4. a,,,..,A,V ve u katsayilarinin elde edilebildigini kabul ederek, (2.22)
denklemin genel ¢oziimleri de iyi bilindiginden «a,,,..,4,V ve u ile (2.22)
denkleminin genel ¢oziimleri (2.23) polinomunda yazildiginda (2.20) nonlineer kismi

tiirevli diferansiyel yayilim denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmis olur.



BOLUM 3. LINEER OLMAYAN SOBOLEYV TURU KISMi
TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Tamim 3.1. Sobolev denklemi terimi Rus literatiiriinde en biiyiik mertebeden terimi
zamana ve boyuta bagl olan kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in kullanilmig

[52] ve bu denklemler ilk kez Rus matematikgi Sobolev tarafindan galisilmistir [53].

Ornek 3.1. Pochhammer—Chree denklemi olarak bilinen

Upe — Uyxer — (au o ,Bug + eus)xx =0 (31)

denklemi Sobolev tiirii denklemdir. Dikkat edilirse denklemin en yiiksek mertebeden

terimi olan u,,;; zamana ve boyuta bagl tiirevleri barindirmaktadir.

Bu denklemler bircok fiziksel olguyu agiklamakta, matematik ve fizigin bir¢ok
alaninda ortaya g¢ikmaktadir. Kil konsolidesini, baz1 ortamlardaki 1s1 transferini,
catlamig bir materyaldeki homojen sivi akisini ve baska birgok fiziksel modeli
aciklamak i¢in kullanilmaktadir [54-59]. Son yillarda Sobolev tiirii denklemlerle
ilgili hatirt sayilir olglide inceleme yapilmig ve bu incelemeler halen devam
etmektedir. Bu g¢alismalara ornek vermek gerekirse; Yarigrup (Semigroup) teori
Sobolev tiirden singiiler denklemler teorisine uygulanmis [60], bu denklemlerin non-
invertible operatorler altinda incelemesi yapilmistir [61]. Dejenere olmus Sobolev
tirii denklemler incelenmis [62], Sobolev tiirii denklem sistemleri ile ilgili bir¢cok
onemli sonug elde edilmistir [55]. Iginde bir disipasyon terim barindiran lineer
olmayan ve lokal olmayan Sobolev tiirii denklemler i¢in bir Cauchy problemi ele
almmis, denklemin asimptotik davranisi incelenmistir [63]. Sobolev tiirii
denklemlerin ¢oziilebilirligi [64] ve iki nonlineerligi olan denklemler incelenmis
[65], monotonik nonlineerlige sahip denklemler aragtirilmistir [66]. [67] ve [68] de

Sobolev tipten denklemlerin smirli ¢oziimlerinin global varligi ispatlanmis ve
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¢ozlimlerin blow-up etkileri kesfedilmistir. Bircok konvektiv tiirden Sobolev
denklemin Cauchy probleminin ¢éziimlerinin asimptotik davraniglari genis zamanda

incelenmistir ve 6nemli bulgular elde edilmistir [69-80].
Tamm 3.2. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden tiirevli

teriminde zamana bagl tiirev sadece bir tane ise bu denkleme pseudoparabolik

denklem denir.
Bu tanimdan da anlasilacagi gibi pseudoparabolik denklemler Sobolev tiirii
denklemlerin 6zel bir durumudur. Pseudoparabolik denklem tanimi olarak asagidaki

gibi bir tanim da yapilabilir.

Tammm 3.3 L[.] ile n. mertebeden bir lineer operatér, M|[.] ile m. mertebeden bir

lineer operator gosterilsin.

Llul + M[u;] =0 (3.2)

denkleminde eger m <n ise denklem metaparabolik, m >n ise denklem

pseudoparabolik adini alir [81].

Ornek 3.2. Rosenau-Burgers denklemi olarak bilinen

Upsxxt T U — AUy +uPu, =0 (3.3)
besinci bertebeden kismi tiirevli diferansiyel denkleminde bulunan en yiiksek
mertebeden u,,,,; terimi sadece bir tane zamana bagh tiirev igerdiginden bu

denklem pseudoparabolik denklemdir.

Bu ¢alismada tanh-coth yontemi kullanilarak asagidaki denklemler ig¢in hareketli

dalga ¢oziimleri arastirilacaktir.
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3.1. Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine-Burgers (BBMPB) Denklemi

Pseudoparabolik denklem tiirlerinden biri olan genellestirilmis Benjamin-Bona-

Mahony-Burgers (BBMB) denklemi

U — Uyye — AUy T YU, + f(u)x =0 (34)
olarak ifade edilmektedir. Denklemde u(x,t), yatay x yoniinde akan sivinin hizini
gostermektedir. a pozitif sabit , y herhangi bir real sabittir. f(u) fonksiyonu ise C*-

diizgiin nonlineer fonksiyondur.

Bu denklemde a =0, y =1 ve f(u), =uu, alindiginda Peregrine [82] ve

Benjamin ve ¢alisma arkadaglari tarafindan 6nerilen [83] ve oldukga iyi bilinen

Uy + Uy +u, +uu, =0 (3.5)

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi olusur. Eger denklemde daha genel bir durum

olarak 6, 8 # 0 olmak iizere f(u), = Ouu, + Bu,,, alinirsa

Up — Uyt — AUy + YU, + 0uuy, + Ly, =0 (3.6)

denklemi elde edilir. Bu denkleme Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine-Burgers
(BBMPB) denklemi denir.

3.2. Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (OBBMB) Denklemi

(3.6) denkleminde 8 = 0 alinmasi durumunda elde edilen

Up — Uyyr — AUy +yuU, +0uu, =0 (3.7)
denklemi Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (OBBMB) denklemi olarak

bilinir. Bu nonlineer, bir boyutlu pseudoparabolik denklem Ox ekseni boyunca

yayilan yilizey dalgalarmi tamimlamakla beraber, denklemde bulunan au,, terimi
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viskoziti terimi olarak adlandirilmaktadir [84,85]. Literatiirde bu denklem ayrintili
olarak ele alinmig, denklemin katli (multiple) soliton ¢oziimleri ters sagilim (inverse
scattering) yontemi kullanilarak elde edilmistir [86-91].

3.3. Bir boyutlu Oskolkov Denklemi

Sikistirilamaz vizkoelastik Kelvin-Voight sivisinin dinamigini agiklayan
A-AVDHu, =aV?u—(u-Vu—-"ip+f, V-u=0 (3.8)
Oskolkov sisteminin tek boyutlu bir analogu olan bu denklem

Up — Ay — AUy, +uu, =0 (3.9
seklinde verilir. Denklemdeki A pozitif ya da negatif olabilir [92,93].

3.4. Genellestirilmis Hyperelastic-Rod Dalga Denklemi

Bu denklem ilk kez Coclite ve ¢alisma arkadaslar tarafindan matematiksel fizikteki
birgok 6nemli fiziksel olguyu ifade etmek maksadiyla verilmistir [94]. Ayrica ayni
caligmada disipatif ¢Ozlimlerin global varligi da saptanmistir. Genellestirilmis
hyperelastic-rod dalga denklemi a, 8, 6 ve y sabitler olmak {izere bu ¢alismada

Up — Uyyr + QU + 2BuU, + 30UU, — YU Uy — Ullyyy = 0 (3.10)
sekli ile ele alinacaktir.

Diger taraftan bu denklem, bircok calismaya konu olan ¢ok 6nemli denklemleri de
icermektedir. Ornegin; B = 3/2,6 = 0,y = 2 i¢in Camassa-Holm (CH) denklemi

olarak bilinen

Up — Uy + QU + 3UU, — 2U Uy — Ulyyy = 0 (3.11)
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denklemi bunlardan biridir. Denklemde u, x yoniinde yayilan sivinin hizi1 ve a bir
sabittir. Camassa-Holm denklemi [95-96] da calisilmis ve bu denklemin agik
(explicit) hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmistir [97]. Bunlara ek olarak Wazwaz

bu denklemin bagka formlarinin soliter dalga ¢éziimlerini gelistirmistir [98].
B = 2,0 =0,y = 3 igin denklem Degasperis-Procesi (DP) denklemi denilen
Up — Uy + QU + AUty — U Uy — Ullyyy, =0 (3.12)
denklemine indirgenir. Yapilan yeni caligmalar gostermistir ki CH ve DP

denklemleri kisa yiizey dalgalarinin dinamigini tanimlamak i¢in kullanilabilir [99-

101].
a=1=30=0,y =3 igin (3.10) denklemi

Up — Upye + Uy +UU — 3U U — Uy, =0 (3.13)

seklinde Fornberg-Whitham (FW) denklemi olarak bilinen nonlineer denkleme

dontigiir. FW denklemi dalga kirilmasinin kualitatif incelemesini yapmak amaciyla

1 4
kullanilmistir. Bu tipteki bir denklemin u(x,t) = Ae_5|x_§t| seklindeki bir peaked
soliter dalga ¢oziimii Fornberg ve Whitham tarafindan elde edilmistir [102-103].

3.5. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denklemi

u=u(xt),x € cR"t=>0,n ve a sifirdan farkli sabitler olmak iizere

u; — nlu; — adu = f(x,u, Vu) (3.14)
formundaki kismi tiirevli diferansiyel denklemler matematik ve fizigin bir ¢ok
alaninda ortaya c¢ikmaktadir. Denklemde A4, x degiskenine bagli Laplace

operatoriidiir. Bu denklemin ¢ok 6nemli bir 6zel durumu Benjamin-Bona-Mahony-

Burgers (BBMB) denklemi olarak bilinen
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Uyt + U — QU + (1T +Wu, =0 (3.15)

denklemidir. Bu denklem suda kiiciik genlikte bulunan tek yonlii uzun dalgalar

incelemek i¢in olusturulan bir modeldir [104]. Bu denklem c¢ok iyi bilinen

Uppy + U — Uy +Uuu, =0 (3.16)

KdV denklemine bir alternatif olarak Onerilmistir. BBMB denklemi bir¢ok bilim
insan1 tarafindan ele alinmig bu denklemlerle ilgili ¢ok Onemli sonuglar elde

edilmistir [105-109].

3.6. Genelestirilmis Benjamin-Bona-Mahony-Burgers Denklemi

Genellestirlmis Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemi

Uyt + Up — AUy + ﬁux i g(u)x =0 (317)

seklinde verilir. a pozitif sabit, # € R ve g(u) ise nonlineer C* —diizgiin (smooth)
bir fonksiyondur. au,, disipatif terimdir ve denklem yariklarda olusan su
dalgalarinin yayilmasini agiklamaktadir. Ayrica bu denklem [110] da ele alinmis ve
Lie’nin klasik metodu kullanilarak yeni soliton, kink, antikink, kompakton ve Wadati

coziimler elde edilmistir.

Denklem, ilk olarak g(u), = uu,,a = 0 ve § = 1 parametreleri ile Peregrine [111]
ve Benjamin, Bona, Mahony [104] tarafindan ortaya atilmistir. Bundan baska olarak,
Benjamin, Bona ve Mahony bu denklemi ayni1 parametrelerle alternatif regiiler uzun
dalga denklemi olarak onermistir. Wazwaz, sin — cos ve tanh — coth yontemlerini
kullanarak denklemin g(u), = uu,, g(w), = W"),,gw), = (™), igin soliton ve

hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmistir [112].

Khaled, Momani ve Alawneh Adomian’in ayristirma metodu kullanarak BBMB
denkleminin agik ve niimerik ¢6ziimlerini elde etmislerdir [113]. Tari ve Ganji

varyasyonel iterasyon ve homotopy perturbasyon yontemlerini kullanarak g(u) =
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u?/2 igin denklemin yaklasik agik ¢oziimlerini bulmus [114], ayni denklemin genel
soliter ve periyodik ¢oztimlerini E1-Wakil, Abdou ve Hendi exp-fonksiyon metodu
kullanarak elde etmislerdir [115].

3.7. Benney-Luke Denklemi

Bu 6nemli denklem

Uy — Uy + AUyxxy — buxxtt + U Uy + Zuxuxt =0 (318)

seklinde ifade edilir. Denklemde bulunan a ve b pozitif tamsayilart a — b = 0 —
1/3 kosulunu saglayan tamsayilardir. Boyutu olmayan ¢ parametresi Bond Sayisi
olarak adlandirilmaktadir ve yiizey geriliminin oldugu bir ortamda bulunan iki yonlii
su dalgasmin yayilimi ile ilgili bir parametredir [116]. Ik olarak Benney ve Luke
tarafindan Onerilen bu denklem [117] sonralar1 Pego ve Quintero tarafindan kiigiik
genlikli uzun su dalgalarin1 ¢alisirken tekrar ele alinmistir. Pego ve Quintero yiizey
geriliminin olmasit durumunda olusan dalgalarin yayilimimin bu denklemle ifade
edilebildigini gostermistir [118]. Bu denklemle ilgili birgok calisma mevcuttur.
Ornegin; bu denklemin kararlilik analizi [116, 119], Cauchy problemi [120-122],
¢oziimlerinin varligi ve analitikligi [123], dinamik sistem metodu ile elde edilen

hareketli dalga ¢oziimleri [124] bunlardan bazilaridir.

3.8. Yiiksek Mertebeden Gelistirilmis Boussinesq Denklemi

Schneider ve Wayne ylizey gerilimin olmadig1 durumlarda su dalgasi probleminin iki
KdV denkleminden olusan sistemle tanimlanabilece§ini gosterdiler [125]. Ayrica
ayni ¢aligmada Schneider ve Wayne, bir Boussinesq denklem sinifin1 yiizey gerilimi
olan bir ortam i¢in model olarak kullandilar. Kullandiklar1 denklem, yiiksek

mertebeden gelistirilmis Boussinesq denklemi olarak adlandirilan

“Uxxxxte + Uyt — Ugt + Uyex + HUUysn + (uz)xx =0 (319)
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seklindeki denklemdir. Denklemde x,t,u € R ve u(x,t) € R dir. Duruk ve galisma

arkadaglari
_ﬁuxxxxtt T Upgrr — Upe T Uyy + (g(u))xx = O,X ERt> 0 (320)

Cauchy probleminin tanimliligini arastirmis ve belirli sartlar altinda bu Cauchy
probleminin global olarak iyi tanimli oldugunu gostermislerdir [126]. Bununla
birlikte, baska arastirmacilar tarafindan (3.19) denkleminden daha diisiik mertebeli
bircok gelistirilmis Boussinesq denklem tiirii arastirllmis ve bu denklemlerin tam
¢oztiimleri exp-fonksiyon yontemi [127], modifiye edilmis extended tanh-fonksiyon
yontemi [128], sin-cos yontemi [129], gelistirilmis G'/G-Agilim yontemi [129],
standart tanh ve gelistirilmis tanh yontemi [130] gibi yontemler kullanilarak elde

edilmistir.
3.9. Sobolev Tiirii Denklem Sistemleri

f ve g bilinen nonlineer fonksiyonlar, u(x, t) ve w(x, t) bilinmeyen fonksiyonlar ve

a bir sabit olmak lizere

Uy — azuxxtt — Uy = f(u' W)xx' X € ]R, t> O'
(3.21)

Wit — azwxxtt — Wyx = g(u; W)xxf x €ER, t>0,

Sobolev denklem sistemi Toda lattice modelde iki yonli dalga yayilimim
tanimlamak i¢in kullanilmistir. Godefroy, bu denklem sistemini belirli sartlar altinda
bir Cauchy problemi olarak ele almis ve sonlu zamanda bu Cauchy problemin blow-
up ¢Ozlimiiniin oldugunu gostermistir [131]. Wang ve Li bu sistemi bir Cauchy
problemi olarak ele alarak global bir ¢oziimiin varligmi ve tekligini konveks
yontemleri kullanarak gostermistir [132]. Yine bu sisteme ait bir Cauchy problemi
N. Duruk, H. A. Erbay, ve A. Erkip tarafindan ele alinmis, H* X H®, s > 1/2
Sobolev uzayinda global sonlu zaman blow-up ¢oziimlerin varliginin kosullar
saptanmistir [133]. Bu sistemle ilgili daha fazla detay icin [133] teki referansa
bakilabilir.
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Chen ve Zhang genellestirilmis IMBq denklem sistemi olarak bilinen
utt _Auxx - Buxxtt == m(W)xx, 0 < X < ll, t > 0,

(3.22)
Wi — BWogy = W)y, X ER0<x <, t>0,
sistemini bir sinir deger problemi olarak ele aldilar. Sistemde wu(x,t) ve w(x,t)
bilinmeyen fonksiyonlar, A,B > 0 sabitler, m ve n ise verilen nonlineer
fonksiyonlardir. Yaptiklar1 ¢alismada Chen ve Zhang bu denklem sisteminin global
genel bir ¢oziimiiniin varlik ve tekligini gosterdiler [134].

3.9.1. Rosenau denklem sistemi

Rosenau yogun lattice sistemin nasil tanimlanabilecegi problemini

1
Uy = (u + 2auvv)xx + = Uxxtt s
12
(3.23)

1
th = (ZW + BWZ + (luz)xx + waxtt,

sistemini kullanarak ele aldi. a, 3 > 0 olmak {izere Rosenau bu denklem sisteminin

yogun lattice dinamiklerini ¢alismak i¢in uygun bir ara¢ olduguna da isaret etti [135].
3.9.2. Christiansen denklem sistemi

Christiansen

p B? B p 2
Eutt = .Buxx - T(uz)xx + E(Wz)xx + aﬁuxxtt

(3.24)
p 2

p
E Wy = ﬁ(uw)xx + a E Wiextt
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denklem sistemini kullanarak yeni bir Toda lattice model ileri siirdii. Boyuna ve
enine gerilmelerin farkli mertebeleri igin (3.24) sistemi ile beraber birgok denklem
sistemini continuum limit de dahil olmak tizere bir¢ok durumda elde etti. Yukaridaki
denklem sistemini de bu boyuna ve enine gerilmeleri ifade etmek i¢in kullanildi.
Sistemde [ and 1/b modelin karakteristigi, f bunlarin orani (yani 8 = Lb), p lineer
kiitle yogunlugu ve a > 0 da bir sabittir. Ayrica Christiansen, (3.24) denklem

sisteminin niimerik ve hareketli dalga ¢coziimlerini de elde etmistir [136].

3.9.3. Turitzyn denklem sistemi

1
Uy = PlUyy — %(uz)xx + E(Wz)xx + azuxxtt '
(3.25)

Wee = (UW)yx + AP Wi

cift IBq deklem sistemini Turitzyn ele alarak analiz etti ve bu denklem sisteminin
¢cozlimiinlin varligin1 ve blow-up ¢oziime sahip oldugunu gosterdi. Ayrica Turitzyn,
bu modelin ¢6kmesindeki gerekli kosullar1 da ortaya koydu [137].

3.9.4. Pego-Smereka-Weinstein denklem sistemi

Pego, Smereka ve Weinstein

Uty = Uyxx — ﬂ(uz)xx + (Wz)xx + Usete

(3.26)
Wit = Wiy + 2(uW) e + Wiser s
Sobolev denklem sisteminin soliter dalga ¢éziimlerinin kararliligini calistilar [138].
Bu denklem sistemi bir kiibik kafeste olusan zayif nonlineer titremelerin bir
modelidir.

3.9.5. Fan-Tian denklem sistemi

Fan ve Tian, Christiansen’in kullandig1 modeli gelistirerek,
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_k
2

B

(uz)xx + E (Wz)xx + azuxxtt

Uy = Plyy
(3.27)

Wi = Y(Uw)y, + P(Wz)xx + azwxxtt

denklem sistemi ile ifade edilen ve Toda yogun lattice modeli olarak adlandirilan
modeli ortaya attilar. Ayrica sistemin kompakton, multi-kompakton ¢oziimlerini
sin — cos yontemi kullanarak arastirdirdilar, peakon ¢ozlimlerini elde ettiler.
Bunlara ek olarak sistemin 6zel bir durumunun soliter dalga ¢éziimlerini improved

sin — cos ve improved sinh — cosh yontemlerini kullanarak buldular [139].



BOLUM 4. LINEER OLMAYAN SOBOLEV TURU KISMi
TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
TANH-COTH YONTEMI ILE COZUMU

Bu boliimde, 3. boliimde bahsedilen ve genel fiziksel uygulama alanlar1 verilen
Sobolev tiirli denklemlerin tanh-coth yontemi kullanilarak elde edilen ¢oziimlerine
yer verilecektir. Uzun matematiksel islemlerin iistesinden gelebilmek i¢in Maple ve

Scientific Work Place paket programlari kullanilmistir.

4.1. Benjamin — Bona — Mahony — Peregrine - Burgers (BBMPB) Denkleminin

Coziimii

Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine-Burgers (BBMPB) denklemi « pozitif sabit, 8, y

ve B sifirdan farkli reel sabitler olmak iizere
Uy — Uyyr — AUy + YUy + UL, + LUy, =0 (4.1)

seklinde ifade edilmektedir. Integral sabiti sifir kabul edilerek & = x — Vt dalga
degiskeni yardimiyla denklem

(=V + U —al’ +§U2 +(WV+pRU =0 (4.2)

seklinde adi tiirevli bir diferansiyel denkleme doniisiir. (4.2) de U? ile U" terimleri

dengelenirse M = 2 olur. Tanh-coth yontemi Y = tanh(ué) olmak tizere

Uué) =SOY) = Yicoar Y + Xic b Y7F (4.3)
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sonlu seri agilimi seklindeki ¢6ziimleri verir. (4.3), (4.2) de yazilip denklem Y nin

kuvvetlerine gore diizenlendiginde

Ye:
Y7
Ye:
Y®:
v

Y3:
Y?:
yt:
Y°:

a2%0 + 12Vayu® + 12a,u* = 0

2a1a,0 + 4a,au + 4Vau® + 4a.fu* =0

2a,y + a,%0 — 2Va, + 2a0a,0 + 2a,au — 16Va,u® — 16a,fu* = 0

2a,y — 2Vaq + 2b1a,0 + 2a,a40 — 4a,ap — 4Vau® — 4a.fu* =0

2a0y + ao?0 — 2Vay + 2b1a16 + 2b,a,0 — 2biau — 2a,au + 4Vb,u®
+ 4Vayu® + 4b,fu* + 4afu* =0

2b.y — 2Vby + 2b1a00 + 2b,a.0 — 4b,au — 4Vbiu® — 4b,fu* = 0

2b,y + b1?0 — 2Vb, + 2b,a00 + 2biap — 16Vbu* — 16b,8u* = 0

2b1b,0 + 4byap + 4Vb,u* + 4bfu* =0

b226 + 12Vbou? + 12b,842 = 0

denklem sistemi ele edilir. Maple kullanilirsa asagidaki gibi onsekiz adet ¢oziim

bulunur :
-y —B y+pB -y—8
ayg = 0 , A1 = 9 ,az—b1=b2—O,V=—[)), = a
-y —B y+pB
= = , :b :b :O,V:— , =
Qg a, 9 a; 1 2 B, u oa
-y —B y+pB -y —B
Gy = —p— by = TR b, =0,V =-B,u= e
-y —B -y —B y+B
Gy = — ,a1 =0a; =by =0,b; = ) V=—Lpu= 2
-y —B -y —B y+pB
ag = 9 ,a1 = 20 ,az—b2=0,b1=—W,V=—ﬂ,
_V+PB
”_



Qo

4

apg =

|4

apg =

V_

apg =

V_

apg =

|4

Qg

-y —B Yy + Y+
= 9 Jal_a2=b2=OPbI=TPV:_ﬁuu=_ Za
_ —10yp—-10Bp+a _ 12ap _ bau b = b =0
- 2000 Y A

15~ BH 5y 458+ ./25y7 +50yB + 25[7 — 24a’
— T M7 24a

_ 3(-10yp—10fp+a)  12ap  bau b b =0
20u6 =TTy T T =0 =0,
_TBR =5y —5p+\/25y2 + 50y + 2557 + 24a?
w " 24a
_ —10yu—-10Bpu—a _ 12au _ bau o
20u6 = g ‘T g1 Th=0
_ 10K _ 5y — 5B +/25y% + 50y + 2542 — 24a’
w F 24a
_ 3(—10yp—10Bp—a)  12au  6au b b =0
20u6 4= g 'R T gg 1T =l

T o _ S+ 5B £ J25y7+ S0y + 2557 + 24a”

U 24«
_ —10yu—-10Bu+a g =0 b = 12au b, = 6au
2016 yap =az =U,b1 = tg ‘72T T 5g
7o~ BH 5y +5B+./2577 + 50y + 2552 — 24a”
T T 24a
_ 3(—10yp —10Bu + a) 12au 6au

;a1:a2:0,b1:—

—— by = ——,
2000 50 ' ° 50

L P o TSV =58 257 T S0F + 2507+ 74

)

7 24«

46
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3(—=10yu — 10Bu — a) 12au bau
ag = 20#9 ,a1:a2=0,b1=—?, Zzg’
Vz—f—o—ﬁu . 5y + 58 + /2572 + 50y + 2587 + 24a?
1 ’ 24«
_ “Wyu-10fp-a _ o, __L2au  _ Gau
% = 2016 TR =R = T 0 T g
vz‘f_o‘ﬁﬂ j = T3~ S EV25y% + 50yf + 2567 - 24a?
1 ’ 24«
_3(=20yp—-20Bu-a) . 12apu _p, 3ok
o = 80u0 T IE T g R = =
a
yo _w PH . 3 ~5y — 58 £ /25y% + 50yB + 2552 — 24a?
1 ’ 48a
_ 4(-Syu—-5Bu—a)  12ap 3ap
% = 1646 T T e T T e
V:—;—O—Bu , 5y + 58 + /25y% + 50yB + 2552 + 24a?
1 ’ 48«
Y 3(—20yu —208u + a) o = =_12““ @ = =_&ﬂ
0 8040 T s T s
a
Vzg—ﬁu § = 5y + 58 +y/25y2 + 50yB + 2552 — 24a?
u 48a
_ —20yu—20Bu+a —p = 12ap  3au
% = 1616 S T T
a
Vzg—ﬁll“u:—5y—5ﬁi\/25y2+50yﬁ+25,82+24a2

U 48a
Bu elde edilen katsayilara gore denklemin ¢oziimleri sirasiyla

—V—ﬁ+y+ﬁ

,t) =
uy (x, 1) 9 0

tanhu(x — Vt)
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—y — +
u,(x,t) = ]/9 F _7 7 ﬁtanh,u(x —Vt)
—y — + +
us(x,t) = ]/6 F + Vzeﬁ tanhu(x — Vt) + Vzeﬁ cothu(x — Vt)
—y - +
uy(x, t) = VQ B _Y 7 p cothu(x — Vt)
—y - + +
us(x, t) = y—F _Y p tanhu(x — Vt) — r+p cothu(x — Vt)
0 0 20
—y — +
ug(x, t) = ]/6 F + Y 7 F cothu(x — Vt)
—10yu —10fu+a 12« 6a
u;(x,t) = VMZOHHIBﬂ - g,u tanhu(x — Vt) — S—:tanhz,u(x —-Vt)
3(—10yu —10fu+ « 12 6
ug(x, t) = ( yuZO,uB Puta) — 59# tanhu(x — Vt) — S—:tanhz,u(x —Vt)
—10yu —10fu —a 12« 6a
ug(x, t) = VMZOHHIBM - 9'u tanhu(x — Vt) + S—:tanhzy(x - Vt)
a 3a
. cothu(x —Vt) — T'ucothzu(x —Vt)
3(=10yu —10Bu —a) 12au 6au
= — hu(x — ——tanh? —
uq(x, t) 20,10 =g tanhu(x — Vt) + o tanh“u(x — Vt)
—10yu —10fu+a 12« 6a
uy1(x,t) = YﬂZOyeﬁM —— Hu cothu(x —Vt) — S—:COchﬂ(x —Vt)
3(—10yu —10Bu+ a) 12au 6au
= — hu(x — — ——coth? —
Uy (x,t) 201 =g cothu(x — Vt) =g coth“u(x —Vt)
3(—10yu —10Bu —a) 12au 6au
= — hu(x — —— coth? —
uy3(x, t) 20,10 g cothu(x —Vt) + g coth“u(x —Vt)
—10yu —10fu —a 12« 6a
U (x,t) = Y#ZO,uBB‘u — 59” cothu(x — Vt) + 5—:coth2u(x —Vt)
3(—=20yu — 20Bu —a) 12au 3au
= — hu(x — ——tanh? —
uys(x, t) 80,10 =g tanhu(x — Vt) + =p tanh“u(x — Vt)
2ap thu(x — Vt) + Sau th?u(x — Vt)
g cothu(x =g cothu(x
4(=5yu—-5fu—a) 12a 3a
U (x, t) = ( )’ll16#9,3/i ) — 59“ tanhu(x — Vt) + (5—:) tanh?u(x — Vt)

L2QU ot — V) + 2K
59 0K 56

coth?u(x — Vt)
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3(—20yu—20Bu+a) 12a 3a
(—20yu Put ) — 'utanh,u(x —-Vt) — —'utanhz,u(x - Vo)

tr (0, 8) = 80,0 50 50
— 1?3” cothu(x — Vt) — 3;%cothz,u(x —Vt)

ug(x, t) = 20 ;Zgﬁﬂ e 1;6;# tanhu(x — Vt) — EZ%tanhz,u(x —-Vt)
— 1;;[# cothu(x — Vt) — 3;%cothz,u(x —Vt)

seklinde elde edilir.

4.2. Oskolkov — Benjamin — Bona — Mahony - Burgers (OBBMB) Denkleminin

Coziimii
U — Uy — AUy, + YU, + 0uu, =0 (4.4

olarak bilinen Oskolkov-Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (OBBMB) denkleminde
a pozitif sabit, 0 ise sifirdan farkli bir reel sabittir. & = x — Vt kullanilir ve integral
sabitinin sifir oldugu kabul edilip integral alinirsa bu kismi tiirevli diferansiyel

denklem
A ' "
(-V+U+ () U2 —al' +VU" =0 (4.5)

seklinde adi tiirevli bir diferansiyel denkleme doniismiis olur. (4.5) denkleminde

ikinci ve son terimler dengelenirse M = 2 elde edilir. Tanh-coth yonteme gore

Uué) =SO) = Yicoar Y + Xic b Y7F (4.6)

seklinde ¢oziimler aranacagindan Y = tanh(u¢) oldugu goz oniine alinip (4.6) serisi

(4.5) te yazilip olusan denklem Y nin kuvvetlerine gore diizenlenirse

Y8: a,%0 + 12Va,u* =0
Y7 : 2a,a,0 + 4azau + 4Vau® =0
Y®: 2a,y + a.%0 — 2Va, + 2a0a,0 + 2a,au — 16Va,u® = 0



Y®: 2a:y — 2Vaq + 2b1a,60 + 2a0a.0 — 4azap — 4Vau® = 0

Y*: 2a0y + ao’0 — 2Vao + 2b1a.6 + 2b,a,60 — 2biap — 2a,au + 4Vb,u?
+4Vau* =0

Y3: 2byy — 2Vby + 2b1aoB + 2b,a.0 — 4byau — 4Vb,u* = 0

Y% : 2byy + b1%0 — 2Vb, + 2b,a00 + 2brau — 16Vbu* = 0

Y': 2b1b,0 + 4byau + 4Vbu* = 0

Y%: by%0 + 12Vbou® = 0

seklinde cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse

katsayilar su sekilde bulunur :

—10yu + a 12au 6au a
:—’ :——, :—_’b :b :O’V:_’
% 2000 M 56 2 59 '01 T 2 10
_ 5y +25y2 — 24qa?
H= 24a
3(-10yu + a) 12apu 6au
W= 20w M7 T E 2T T T
a —5y £ 25y? + 24a?
V = JU =
10u 24«
—10yu — « 12au 6au a
= -, = — , = ‘b :b :O'V:——’
o 2000 '™ 59 2T 59 1T 2 101
—5y + 25y2 — 24a?
- 24a
3(—10yu — @) 12au 6au
©T 20w M7 s T s TR0
a 5y ++/25y2 + 24a?
V = —— U=
10 24a
—10yu + a 12« 6a a
ag = i ,a1 =a, =0,b; = — a 'uV=

50



5y +4/25y2 — 24a?
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24«
3(—10yu + a) 12au 6au
I T T
a —5y + 25y2 + 24a?
V = U=
10u 24a
3(—10yu — a) 12au 6au
T T T
o« _ 5y +25y% + 24qa?
BEEETI i 24a
—10yu — «a 12au 6au a
= -, — :0,b = — ,b :—’V———,
% 2000 T ® 1 50’72~ 59 10
_ =5y £/25y% — 24q?
= 240
3(—20yu — @) 12au 3au
W= "goug U Th =T =h =
o« _ =5y £/25y% — 24qa?
V=—s—u=
20u 48a
_4(=Syp—a) = 12au . 3Bau - a
= T eug M TNT TTsg T2 T 50 T Ty
_ 5y +25y2 + 24a?
= 48a
3(—20yu + a) 12au 3au
W= "goug U ThT T 2 Th =5
a 5y +1/25y2 — 24a?
V = U=
20 48a
o —20yu+a 12au 3au a
= —,a] = 1:——’a2=b2=——’ =—,
1616 56 56 20
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_ =5y £ /25y + 24a?

H= 48

Bulunan bu katsayilara gore denklemin tam ¢oziimleri su sekildedir:

—10yu —10fu+a 12« 6a
e bu il tanhu(x — Vt) — —'utanhz,u(x —Vt)

w8 = 20110 56 50
3(—10yu —108u + 12a 6
uy(x,t) = ( YMZO,uH P ) — 59” tanhu(x — Vt) — S—éutanhzu(x —Vt)
_ —10yp—-10Bp—a 12au bau )
us(x, t) = 20,0 =g tanhu(x — Vt) + ﬁtanh ulx —Vt)
12« 3a
. s cothu(x — Vt) — Tﬂcothz/x(x —Vt)
3(—10yu—10fu—a) 12« 6a
us(x,t) = ( y'uZOyH B ) — 59,11 tanhu(x — Vt) + S—:tanhzy(x —-Vt)
_ —10yu—10Bu+a 12au 6au )
us(x, t) = 20,0 - cothu(x —Vt) — gcoth ulx —Vt)
3(—10yu—10fu+a) 12« 6a
ug(x, t) = ( y'uZOyH P ) - 5‘9# cothu(x —Vt) — S—:COthzu(x —Vt)
3(—10yu—10fu—a) 12« 6a
u;(x,t) = ( y'uZOyH B ) — 59,11 cothu(x —Vt) + S—:COthzﬂ(x —Vt)
_ —10yu—10Bu—a 12au 6au )
ug(x, t) = 20,18 =g cothu(x —Vt) + gcoth ulx —Vt)
3(—20yu —20fu — «a 12 3a
ug(x, t) = ( VMBO,uH B ) — 56# tanhu(x — Vt) + 5—:tanh2y(x - Vt)
12au 3au )
~ g cothu(x —Vt) + gcoth ulx —Vt)
4(—=5yu —5Bu —a) 12au 3au )
uo(x, t) = 160 =g tanhu(x — Vt) + gtanh ulx —=Vt)
12« 3a
— SHM cothu(x — Vt) + 5—:coth2u(x —Vt)
3(=20yu —20Bu+a) 12au 3au 5
u(x,t) = 8040 =g tanhu(x — Vt) — gtanh ulx —Vt)
12«

u 3au
h —Vt) ——— 2 -V
o cothu(x t) g coth“u(x t)
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—20yu —20Bu+a 12au 3au
- tanhu(x — Vt) — ——tanh?u(x — Vt
160 =g anhu(x — Vt) =g anh“u(x — Vt)

12au 3au )
=g cothu(x —Vt) — gcoth ulx —=Vt)

up(x,t) =

4.3. Bir Boyutlu Oskolkov Denkleminin Coziimii
Bu denklem
Up — Ay — AUy, + Uy, =0 4.7)

seklinde verilen bir pseudoparabolik denklemdir. Denklemde bulunan A ve a reel
sabitlerdir. & = x — V't kullanilarak elde edilen adi diferansiyel denklemde integral

sabiti sifir kabul edilerek integral alinirsa
—VU+AU" —aU' +5U% =0 (4.8)

adi diferansiyel denklemi olusur. Denklemde U2 ile U” dengelenirse M = 2 bulunur.

Bu durumda
Uué) =S) =Ticoar Y + iy b YF (4.9)

seklindeki ¢coziimler aranmalidir. Y = tanh(ué) oldugu goz oniine alinip (4.9) serisi
(4.8) de yazilirsa Y ye gore bir cebirsel denklem olusur. Bu denklem Y nin

kuvvetlerine gore diizenlenip katsayilar sifira esitlenirse

Y8: ay? + 12Aau’ =0

Y7 : 4aAp® + 4azap + 2a.a, = 0

Y®: a.®+ 2aau — 16a,Au* — 2Va, + 2apa, = 0

Y®: 2bia, — 4azap — 2Va, — da Ap? + 2aqa, = 0

Y*: 2biay, — 2Vag + 2b,a; + ag® — 2biau — 2a,ap + 4bAu® + 4aAu* =0
Y3: 2biag — 4byau — 2Vby — 4b Au® + 2b,a, = 0

Y2 : bi% + 2abyu — 16b,Au* — 2Vb, + 2braq = 0
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Y1 : 4‘b1/1‘l,lz + 4‘b2a‘l,l + 2b1b2 =0
Yo : b22 + 121b2[12 =0

seklinde bir denklem sistemi olusur. Bu denklem sistemi Maple yardimiyla ¢oziiliirse

katsayilar asagidaki gibi belirlenmis olur:

_9a2 B 6> B 3a2b—b—OV 6a’ _
= 50T TR T Tt TR TN T T 102

B 3a? B 6a’ B 3a2b b —0y - 6a’ o«
Q= T M T TR T Tt T 2TV T o T 0
_9a2 _6a2 B 3a2b_b Y 6a’ o«
Q= M T T T T2 TN o b T T

B 3a? _60(2 r 3a2b 4w . 6a? o«
Q= T M TR T Tt TR TR T T kT T 0
_9a2 B —Ob—6a2b— 3a2V 6a’ o«
Q= T RTON T2 T 7o T st T T 10

B 3a? B —Ob—6a2 b2 SaZV_ 6a? o«
Q= Ty T RTUN T T T T Tt T T 1o
B 3a? B 3a? B 3a? b = 3a? - 3a?
Y= T4 T T2 T TTo0 ™t T T 252772 T T Toox
V= 6a’ I

252 T 202

B 9q? B 3a? B 3a? b = 3a? - 3a? . 60>
W T50 M T T2 T TTo0 ™ T T 2522 T T10020 " T T 252
_ a
H=%01

B 3a? _3a2 B 3a? . _30{2 b= 3a? V_6a2
W= Torr M T 5T TTo077 T 252772 T T 10027 T 25X
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_ a
H="%01

B 9q? _3a2 B 3a? . _3a2 b = 3a? Ve 6>
Y= T M T 2T TToo’ ™t T 25202 T T1000” " T T 2520
_ 04
H="%01

_9a2 -0 = 6a2b_ 3azv_6a2 o«
T e Y-y R Y-y R Ty R TV

B 3a? e —0p = 6a2b_ SaZV_ 6a’ o«
G= "oy T RTNNT o T oV T s T 1o

Bu katsayilara bagli olarak denklemin hareketli dalga ¢Oziimleri siras1 ile su

sekildedir:

2 6a? 3a? 5
u(x, t) = 7 mtanhu(x —-Vt) — Etanh ulx —Vt)
30>  6a? 3a? ,
u,(x,t) = 551" ﬁtanhu(x —-Vt) — mtanh ulx —Vt)
a’?  6a’ 3a? 5
us(x,t) = 551 + ﬁtanhu(x —-Vt) — mtanh u(x —Vt)
2 6a? 3a? ,
us(x,t) = 551 + ﬁtanhu(x —-Vt) — mtanh ulx —Vt)
9a? 6a? 3a? ,
us(x, t) = 551 + ﬁcothu(x —-Vt) — mcoth ulx —Vt)
30> 6a’ 3a?
ug(x, t) = — TR mcoth,u(x —Vt) — mcothzu(x —Vt)
3a®> 3a? 3a? 5
u;(x,t) = Tor ﬁtanhu(x —-Vt) — 1004 tanh“u(x — Vt)
2 3¢2
— ﬁcoth,u(x —Vt) — 007 coth?u(x — Vt)
9a? 3a? 3a? 5
ug(x, t) = S0l ﬁtanh,u(x —-Vt) — 1004 tanh“u(x — Vt)
2 2

cothu(x — Vt) — coth?u(x — Vt)

251 1002
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a’ 3a? 3a?
Ug(x,t) = —— + —tanhu(x — Vt) — tanh?u(x — Vt)
? 104 ' 252 1004
3a? 3a?
——cothu(x — Vt) — th?u(x — V't
+251c0 ulx —Vt) T002 ° ulx —Vt)
9a? 3a? 3a?
= ——— +——tanhu(x — Vt) — hZu(x — Vit
uqo(x, t) 50/1+25/1 anhu(x — Vt) 1()()/,ltan ulx —Vt)
3a? 3a?
——cothu(x — Vt) — th?u(x — V't
+251c0 ulx —Vt) 7002 ° ulx —Vt)
( t)—ga2 « thu(x — Vt) 3¢ th’u(x — Vt)
16 ) =551 7 257 COMHY 25 MY
3a? 6a? 3a?
= -2 — —cothu(x — Vt) — — coth?u(x —
Uy, (x,t) E7 25/1c0t ulx —Vt) 25/1cot ulx —=Vt)

4.4. Genellestirilmis Hyperelastic-Hod Dalga Denkleminin Coziimii

Denklem

Up — Uyyr + QU + 2Bul, + 30U Uy, — YU Uy — Uy, = 0 (4.10)
seklinde verilen bir pseudoparabolik denklemdir. «a, 8 ve y sabitler olmakla beraber
0 sifirdan farkli bir sabittir. Daha 6nce yapildigi gibi dalga degiskeni olan & = x —
V't yardimiyla (4.10) kismi tiirevli diferansiyel denklemi

—VU +VU" +aU +2BUU +30U%U —yUU" —UU" =0 (4.11)
seklinde adi tiirevli bir diferansiyel denkleme doniisiir. Integral sabitinin sifir oldugu

kabul edilip bir kez integral alinip diizenlenirse (4.11) adi tiirevli diferansiyel

denklemi
(-V+U+VU" +pU+0U3 =W -UU" =0 (4.12)

denklemine doniisiir. (4.12) denkleminde U ve UU" terimlerinin dengelenmesi

sonucunda M = 2 bulunacagindan tanh-coth yontemi geregi
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Uug) =S(¥) = Xicoa Y* + X5 b Y7° (4.13)

seklindeki sonlu seri ¢oziimler aranir. (4.13) serisi (4.12) denkleminde yazilip elde

edilen polinom Y nin katsayilarina gore diizenlenip katsayilar sifira esitlenirse

Y12 a,20 — 4ay?u® — 2a%yu* =0
Y : 3a,a,%0 — 6a.a,u% — 2a,a,ypu = 0
Y10 8a,%u® — 3a.u* + 2a,%B — a*yu® + 8ay’yu® + 12Va,u® + 6aya,>0
+ 6a,%a,0 — 12a0a,u* = 0
Y?: a0 + 2aqa,6 + 2Va,u® + 3b,a,%0 — 8biasu® — 2a0a.4* + 6aa,u”
+ 6a0a1a,0 + 2bia,yu® + 4aayu =0
Y8: 2a.%u* + 2a,a + 2a.%B — 2Va, + 4aga.f + 2a.*yu® — 4a*yu® — 16Va,u?
— 6bia pu? + 6b,a,%0 — 24bya,u* + 6a,a.%0 + 6a,°a,6
+ 16a¢a,u® + 12b1a1a,0 + 2biayu® + 8bayu? = 0
Y : aia —Vay + 2bia.p + 2a0a.8 — 2Vau® + 3b1a.%0 + 14bia,u® — 6b,a u®
+ 3a0%a10 + 2apa,4* + 6b1aoa,0 + 6b,a,a,0 — 4b a,yu?
+ 2bya yp? — 2a.a,yu> = 0
Y®: b %u® + aPu® + 2a0a + 2a0°0 + 2a0°B — 2Vao + 4bia.f + 4bya,f
— b2yu? — a*yu® + 4Vbyu* + 4Va,u® + 6b,a4,%0 + 6b,%a,0
+ 12biau?* — 4byaou® + 48byau? — 4agau® + 12bagaq0
+ 12b,a0a,0 — 4biayu® — 16b,a,yu* = 0
Y>: by — Vby + 2byaoff + 2bsa: — 2Vb.u? + 3b1ae?6 + 3b1%a46 + 2b,aou?
— 6b,axu’ + 14bya,u? + 6b1b,a20 + 6byaea.0 — 2b by u?
+ 2biazyu? — 4byayu? =0
Y*: 2by2u® + 2bya + 2b4*B — 2Vb, + 4byaof + 2b*yu* — 4by*yu? — 16Vb,u?
+ 6b1%ae0 + 6b,ay%0 — 6biau* + 16b,aeu® + 6b,%a,0
— 24b,a,u* + 12b1ba46 + 2biayu® + 8b,ayu® = 0
Y3: bi30 + 2b.1b,B + 2Vbyu?* + 6b1bopu? — 2biaou® + 3b,%a.0 — 8b,a u”
+ 6b1ba00 + 4b1byu? + 2byayu® = 0
Y% : 8b,%u? — 3b2u* + 2b,%B — b1*yu® + 8by*yu* + 12Vh,u® + 6b,*b,0
+ 6b,%ae0 — 12byaou®* = 0
Y': 3b1b,%0 — 6b1bou* — 2b1byu* =0
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YO : by30 — 4by%u? — 2b%yu* =0

Elde edilen bu denklem sisteminin ti¢ farkli ¢6ziim kiimesi vardir.

Birinci ¢oziim kiimesi:

ao = (—8yu® + 12 — 8u® — 40Bu* + 50y°u* + 180a — 80u*B? — 16By>u?

— 88ulyB? + 24B% + 32yB* + 28yP + 26y*u® + 14y>*B* + 330ay
+ 36B0a + 180ay? — 24B*y*u®* + 208y u* — 68u*ypB + 23By*

+ 24u*0a + 120y + 30B0ay — 24u*0ay? + 6B0ay>

— 12y3u0a + 8By*u? + 30ay® + 30y*u? + 2B8%y° + By* + 6y°u?
+ 8B8y%)/{20(—12y* — 8y — 2% — 30a — 78 — 8y* — 2y*

+ 24By*u* + ABY3uP + 44Uty B + 246U — 2 + 34y*u? + 14y3 1P

+ 2y*u® + 34ypu® + 12u* — 4yB% — 2y*B* + 30ay® — 16y

— 138y* — 4py*)}

a; =by =b;=0,a, = (2.‘12(2 +v))/6

V = —(—8yu® + 4B — 8u® + 8Bu* + 50y3u* + 180a + 16u>B* + 76By>*u®

251

+1

+ 402y p* — 4B% — 883 — 18yp? + 26y*u* — 20y*B* — 1253

+ 330ay + 24B0a + 180ay® + 32B*y*u* + 52By3u® + 44u*yp

— 13By* + 24u*0a + 12u*0ay + 36B0ay — 24u*0ay* + 12B0ay?
— 12y3u%0a + 12Bu*y* + 30ay® + 8y u?B? + 30y*u? — 6p%u3

= 3py* + 6y°u* — 12By° — 4y*B°)/ {60 (=2y° + 2y*u* — 6y°

+ 12y%u? — 4By* + 4ABy*u* — 6y + 30ay — 9yB — 2yB% + 22yu?
+ 20p%up — 78 — 2% — 30a + 12u* + 24pu* — 2)}

T 42 +3y+2)

<—(2V2 +6y+4) (-2 -2 — 48 — 3y — 2yp

+ (4—16B +12u + 168% + 13y% + 6y3 + y* + 16yB% — 32y

1

L
+ 4y2B% — 20B8y% — 4By3 — 480 — 720ay — 249ay2)5))2
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3 +1
42 +3y+2)
+ (4—16B +12u + 16B% + 13y% + 6y3 + y* + 16yB% — 32y

1

2
+ 4y2B% — 208y? — 4By3 — 480 — 720ay — 249ay2)5))2

2 <(2y2+6y+4)(2+y2+4ﬁ+3y+2yﬁ

Ikinci ¢6ziim kiimesi:

ao = (—8yu® + 128 — 8u® — 40Bu* + 50y°u* + 180a — 80u*B? — 16By>u?
— 88U’y f? + 24p% + 32yB* + 28y + 26y*u* + 14y*B* + 330ay
+ 36B0a + 180ay? — 24[*y*u* + 2068y u? — 68uypB + 23Ly>
+ 24u%0a + 12u*0ay + 30B0ay — 24u*0ay? + 6B0ay?
— 12y3u0a + 8By*u? + 30ay® + 30y*u? + 2B8%y° + By* + 6y°u?
+ 8By%)/{20(—12y* — 8y — 2% — 30a — 7B — 8y® — 2y*
+ 24By*u* + ABY3uP + 44uPy B + 24P — 2 + 34y*u? + 14y3 1P
+ 2y*u® + 34yu® + 12u* — 4yB* — 2y*B* + 30ay® — 16yp
— 138y* — 4By*)}

a;=a,=by=0,b, = (2u*Q2+7y))/0

V = —(—8yu® + 4B — 8u® + 8Bu* + 50y3u® + 180a + 16u*B* + 76y u?
+ 40u*yp* — 4B% — 8B3 — 18yB* + 26y*u* — 20y%p* — 12yB3
+ 330ay + 24B0a + 180ay® + 32B*y*u* + 52By3u® + 44u*yp
— 13By* + 24u*0a + 12u*0ay + 36B0ay — 24u*0ay* + 12B0ay?
— 12y3u*0a + 12Bu*y* + 30ay® + 8y u?B? + 30y*u? — 6p%u3
—3py* + 6y°u* — 12py° — 4y*B°) /{60 (=2y° + 2y*u* — 6y°
+ 12y%u? — 4By* + 4ABy*u* — 6y + 30ay — 9yB — 2yB% + 22yu?
+ 20p2upB — 76 — 2B% — 30a + 12u* + 24Pu* — 2)}
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W= L —(2)/2+6V+4)(—2—V2—4B—3)/—2)/B
Y742 +3y+2)
+ (4—16B +12u + 16B% + 13y% + 6y3 + y* + 16yB% — 32y
1
L
+ 4y2B% — 208y? — 4By3 — 480 — 720ay — 249ay2)5))2
Uy = £1 (2y2+6y+4)(2+y2+4ﬁ+3y+2yﬁ
2742+ 3y +2)

+ (4 —16F +12u + 16B2% + 13y + 6y3 + y* + 16yB?% — 32y

1

1N\2
+ 4y2B% — 20B8y?% — 4By3 — 480 — 720ay — 249ay2)z))

Ugiincii ¢6ztiim kiimesi:

ao = (—8yu*+ 3B — 8u? — 40Bu* + 50y°u* + (9/2)0a — 80u*B* — 16By*u?
— 88u’yp* + 6% + 8yB* + 7yf + 26y°u* + (7/2)y*B?
+ ((33)/4)0ay + 9B0a — 24B%*y*u* + 20By>u* — 68u>yp
+ ((23)/4)By?* + 24u*0a + 12u*0ay + ((15)/2)BOay
— 24420ay? + (3/2)BOay? — 12y3u6a + 8Fy*u* + (3/4)6ay?
+30y*2 + (1/2)B%y° + (1/8)By* + 6y°u* + 28y*) /{6(=2
+ 16By3u* + 176u*yp — 12y* — 8y — 30a — 23* — 8y® — 2y*
— 7B + 48u* + 96By*u* + 30ay? — 16yB — 13By* — 4By>® — 4yp?
— 2y%B% + 136y%u* + 56y°3u® + 8y*u® + 136yu® + 96u*)}

a; =b;=0,a,=b, = (2.“2(2 +v)/9)
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V = —(=32y1% + 48 — 3202 + 328 + 2007342 + 180 + 641287 + 3048y %12
+ 160u%yB% — 4B% — 8B° — 18yB* + 104y*u® — 20y*B* — 12yB3
+ 330ay + 24B0a + 180ay? + 128B%y*u* + 208Ly3u*
+ 176p%yB — 13By* + 96u*0a + 48u*bay + 36B0ay — 96u*Oay?
+ 12B0ay?* — 48y u*0a + 48Buy* + 30ay® + 32y3u*p>
+ 120y*u* — 62%u® — 3By* + 24y°u* — 12By°3
— 4y°B°)/{(608y°u* — 2y° — 6y* + 48y*u* — 4By* + 16By*u°
— 6y + 30ay — 9y — 2yB* + 88yu* + 80u*up — 78 — 2p* — 30«
+ 4842 + 96817 — 2))

+1
= — —Q2y*+6y+4)(-2—-y* -4 -3y -2
e 8(y2+3y+2)< (2y* + 6y )( v —4B -3y —2yB
+ (4—16B +12u + 168% + 13y% + 6y3 + y* + 16yB% — 32y
1
e
+ 4y2B2 — 208y? — 4By> — 480 — 720ay — 249ay2)5))2
1y = 1 @y? + 6y +4) (2+ 7%+ 46 + 3y +2yB
27 8(2+3y+2)

+ (4—16B +12u + 168% + 13y% + 6y3 + y* + 16yB% — 32y

1

Lk
+ 4y%p? — 20B8y?% — 4By>3 — 480a — 7260ay — 249ay2)5))2

Bu katsayilar sirasiyla kullanilirsa denklemin ii¢ adet analitik ¢oziimii

2u(2 +
u (x,t) = ay + %tanhzu(x —Vt)
2u(2 +
u,(x,t) = ay + %cothzu(x —Vt)
2u(2 + 2u(2 +
uz(x,t) = ay + %tanhzu(x —Vt) + %cothzy(x —Vt)

seklinde elde edilmis olur.
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4.5. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin Coziimii
a pozitif bir sabit olmak tizere BBMB denklemi
Uyt + U — AU, + (1 +wu, =0 (4.14)

seklinde ifade edilmektedir. & = x — V't dalga doniisiimii ile denklem
(-V+DU+VU" —alU' +5U2 =0 (4.15)

adi tiirevli diferansiyel denklemine doniisiir. Ikinci ve son terimlerin dengelenmesi

ile M = 2 olarak bulunacagindan
U =S) =Ticoar Y* + Xio1 b Y (4.16)

seklindeki seri ¢ozlimlere odaklanmak gerekir. (4.16), (4.15) te yazilip Y ye baglh

olarak elde edilen denklemin katsayilar1 sifira esitlendiginde

Y8: 12Vula, + a2 =0

Y7 : AVap® + daau + 2a.a, = 0

Y®: —16Va,u® + 2aua, + a.* + 2a, — 2Va, + 2apa, = 0

Y®: —4Vaq,u® — 4aau + 2a, — 2Va, + 2bqa, + 2apa; = 0

Y*: 2a0— 2Vag + 2biay + 2b,a, + ao® + 4Vub, + 4Vuta, — 2aub, — 2aua,
=0

Y3: —4Vbu? — 4abyu + 2b; — 2Vby + 2b1ag + 2ba; = 0

Y% : —16Vb,u® + 2aub, + b1* + 2b, — 2Vb, + 2byae = 0

Y': 4Vbiu® + 4abyu + 2b1b, = 0

Y% : b2+ 12Vu?bh, =0

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin Maple yardimiyla

elde edilen dokuz adet ¢oziimii



3a—30u 12au 6au
W e MT T T T T
_ —5++25 + 24a?
= 240
a—10u 12au 6au
ag = W,al =—T,a2 —T,b1=0,b2
5+ V25 — 24a? 25
n= ,a? < >
24« T 24
a—20u 12au 3au
aO:—16,u ,a1 =by =— 5 » a2 275 V=
_ =5+ V25 + 24a?
= 48a
3a —60u 12au
aO=W,a1=b1=— 5 ,a2=b2=—v,V—
5+ V25 — 24a? 25
n= ya? < —
48« T 24
3a —30u 12au 3au
W e MTh T T @ T T kT
_ =5+ V25 + 24a?
H= 240
a—10u 12au 6au
apg = W,al :a2:0,b1:— 5 ,bz _T
54 V25 — 24a? 25
l’l: Pa2<_
24a T 24
a—10u 12au 6au
ap = W'al:aZ:O,bl:_T' ZI—T
5-v25-24a* , 25
U= At =

24« T 24

a
=0,V ="

104

a

)

_m,

a
104
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3a—60u 12au 3au a

W= Tgop T T e = oV =gy
5—+V25 — 24a? 25
u= Jat < —
48a 24

a—10u 12au 6bau a

apg = 20/,[, , a1 = — 5 ,az——T,bl—b2=O,V—m,
_5—\/25—24a2 , 25
H= 240 =7

seklinde bulunur. Bu katsayilar yardimiyla denkleme ait dokuz tam ¢6ziim

3a—30u 12au 6au )
u(x, t) = 201 - tanhu(x — Vt) — Ttanh ulx —Vt)
a—10 12« 6«
U, (x, t) = 200 - 5 i tanhu(x — Vt) — Tutanhzu(x —Vt)
a—20 12« 3a
us(x,t) = Ton & o tanhu(x — Vt) — T'utanhzu(x —-Vt)
12« 3a
- 5 cothu(x — Vt) — T”cothz/x(x —Vt)
3a — 60 12a 3a
us(x, t) = 80% H_ z o tanhu(x — Vt) — T'utanhzy(x —Vt)
12au 3au )
- cothu(x —Vt) — T)coth ulx =Vt)
3a—30u 12au 3au 5
us(x, t) = 201 - tanhu(x — Vt) — Ttanh ulx —Vt)
12au 6au 5
- cothu(x —Vt) — Tcoth ulx =Vt)
a—10 12« 6a
ug(x,t) = 200 k_ 5 o cothu(x — Vt) — T'ucothzu(x —Vt)
a—10 12« 6a
u;(x,t) = 208 g z s cothu(x —Vt) — T'ucothzu(x —-Vt)
3a—60u 12au 3au 5
ug(x, t) = 804 - tanhu(x — Vt) — ?tanh ulx —Vt)
12«

3a
s cothu(x — Vt) — ?'ucothzy(x —Vt)

64
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a—10 12« 6a
204 £_ = 'utanhu(x —Vt) — Tutanhzu(x —Vt)

Ug(x, t) =

seklinde bulunmus olur.
4.6. Genelestirilmis Benjamin-Bona-Mahony-Burger Denkleminin Coziimii
Uy + U — QU + Bu, + (g(W) =0 (4.17)

seklinde verien denkleme Genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony-Burger denklemi

denir. g(u) i¢in alinan her fonksiyon i¢in yeni bir BBMB denklemi olusacaktir. Bu
2 3
calismada sirasiyla g(u) = uu,, g(u) = u? ve g(u) = u? icin elde edilen BBMB

denklemlerinin tanh — coth ¢6ziimleri verilecektir.

4.6.1. g(u) = uu, alindiginda olusan BBMB denklemi

& = x — Vit degiskeni yardimiyla kismi tiirevli diferansiyel denklem
—VU+VU" —aU +BU+UU =0 (4.18)

seklinde adi tiirevli denkleme doniisiir. (4.18) de U'' ile UU’ terimleri dengelenirse

M = 1 olarak elde edileceginden tanh-coth yontemi geregi
Uus) = S(Y) = Njmo @ Y* + Ximy by Y° (4.19)

seklindeki sonlu seri ¢oziimler aranmalidir. (4.19) ansatz1 (4.18) adi diferansiyel

denkleminde yazilirsa

Y®: pa®—2Vuta, =0,

Y®: pa,a — paga, =0,

Y*: a.f + pa* —Va, — 2Vuta, =0,

Y3: aof — Vao — paia — ubia + paga, + paeh, = 0,
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YZ : blﬁ + [lblz — Vb1 - ZV[lzbl = O,
Yl : ,lela - ,Llaobl = 0,
YO: 2Vu?b, — ub,? =0,

seklinde cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6zimii u serbest

parametre olmak iizere
aps, = Q, a, = 0, b1 = Zﬂﬁ,
aps, = Q, a, = 2,uﬁ, b1 = O,

aO = q, a1=2ﬂﬁl b1=2.uﬁ; V=ﬁ'

seklindedir. Bu katsayilara bagli olarak denklemin tam ¢oziimleri
u(x,t) = a+ 2upf cothu(x — gt),
Uy (x, t) = a+ 2up tanh u(x — Bt),

us(x, t) = a+ 2up tanh u(x — ft) + 2up coth u(x — Bt),

seklinde elde edilmis olur.

2
46.2. g(u) = u? alindiginda olusan BBMB denklemi

& =x —Vt kullanildiginda olusan adi tiirevli diferansiyel denklemin integrali

integral sabiti sifir kabul edilerek alinirsa
V=pU-VU" +al +5U%=0 (4.20)

denklemi olusacaktir. 1Ikinci ve son terimlerin dengelenmesi ile M = 2 olur. Bu

durumda

Uus) =S(Y) = Xicoa Y + X5 1 b Y7° (4.21)

ansatzi yardimiyla



Y8

Y3:
Y?:
yt:
YOo:
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:a?? —12Vu*a® =0,
Y7 :
Y :
YS:
Y*:

AVap?* + daau — 2a.a, = 0,

16Va,u® — 2aua, + a.* + 2Va, — 2Ba, + 2aqa, = 0,

AVa,u® + 4aazu + 2Va, — 2Bay + 2bqa; + 2aea, = 0,

2Vaog — 2Bag + 2byay + 2b,a, + ag® — 4VuPb, — 4Vuta, + 2aub, + 2aua,
=0,

4Vbiu? + 4abyu + 2Vby — 28by + 2byag + 2bya, = 0,

16Vbo® — 2apiby + by? + 2Vby — 28by + 2baag = 0,

AVbiu® + 4ab,u — 2b1b, = 0,

bo? — 12Vi2h, =0,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii olarak Maple asagidaki

gibi dokuz farkli reel ¢oziim verir:

ayg =

apg =

apg =

apg =

10up —a 12au 6bau a
= W,al =T,a2 :—,bl :bz :O,V:—,

5 10u
58 +/25B82 — 24a? a? - 25

24a 'B2 T 24

10up — a 12au bau a
20 T s T T gy

58 —/258% — 24a? a? - 25

24a 'B2 T 24

_ 30up —3a _ 12au _ bau
200 M T 5 T

—5B8 + /252 + 24a?

24«a

by =by =0,V = —
yvugp — U — Y, _10‘111

20uB — a 12au 3au a
S e uTh TS o sh= V=g

—5B +/25p% + 24a?

48«




60up — 3a 12au 3au a
a0=—80u 14y = by =— ,az = by z ,V=ﬁ,
_ 5B ++/258% — 24a? a? - 25
H= 48a B2 =24
60up — 3a 12au 3au a
W= "goy uThEg ==V =o0

58 —+/25B% — 24a? a®? 25
p= <

48a 'B2 T 24
30up — 3a 12au 6au a
aO=T,a1=a2=O,b1= c '2=T'V=m'
_ —5B ++/25p8% + 24a?
H= 240
10uf —«a 12au 6au a
R T T A T
_ 5B ++/258% — 24a? o y 25
H= 24a B2 =24
10uf —«a 12au 6au a
R T T A T

58 —+/25B% — 24a? a? 25
p= <

24«

'B?

=24
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Bu ¢ozlimler yardimiyla kismi tiirevli diferansiyel denklemin analitik ¢oziimleri

asagidaki gibi elde edilir:

u (x, t) =

6a
anhu(x — Vt) + T'utanhzy(x —Vt)

6au 5
anhu(x —Vt) + ?tanh ulx —Vt)

10uB —a 12au
20u 5 t

10uB —a 12au
20u 5 t

30uB —3a 12au
20u 5

6au 5
tanhu(x — Vt) + Ttanh ulx —Vt)



20uf —a 12a 3a
1B 'utanh,u(x —Vt) + —'utanhz,u(x —Vt)

wbnt) = ——+— 5
+ 125au cothu(x —Vt) + &% coth?u(x — Vt)

us(x,t) = 60H§0; 3a + 125au tanhu(x — Vt) + %tanhzu(x —Vt)
+ 12ap cothu(x — Vt) + &%cothzu(x —Vt)

ug(x, t) = 60”50; 3 + 125au tanhu(x — Vt) + E’w$tanh2,u(x - Vt)
+ 125au cothu(x — Vt) + &% coth?u(x — Vt)

u; (x,t) = 30,11230; 3a + 125au cothu(x — Vt) + &%cothzu(x —Vt)

ug(x, t) = 10'[;[3[: 75 125au cothu(x —Vt) + &%cothzu(x —Vt)

ug(x, t) = 10up —a | 12ap cothu(x —Vt) + %cothzu(x - Vt)

20u +5 5

3
46.3. glu) = u? alindiginda olusan BBMB denklemi
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& = x — V't dalga degiskeni yardimiyla elde edilen adi tiirevli diferansiyel denklem

—3VU +3VU" —3aU +3BU+U3=0

(4.22)

seklindedir. M tamsayisimn bulunabilmesi ic¢in (4.22) de U"” ve U? terimleri

dengelenir ve M =1 bulunur. Tanh-coth yonteme gore aranan ¢oziimler

tanhpé olmak lizere

Ue) =SY) = Yico @ Y* + Xioy b Y°

Y =

(4.23)

formundadir. (4.23) ansatzi (4.22) denkleminde yazilirsa Y ye gore bir cebirsel denk-

lemi elde edilir. Bu denklemin katsayilari sifira esitlenirse

Y: al+6Vau>=0
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Y® : 3aga.?+ 3aua,; =0

Y*: 3a,6 + 3ao%a, + 3a:%b, — 3Va, — 6Vau®> = 0

Y3 : 3aof — 3Vae + ao® — 3a,apu — 3b.ap + 6asa1b, = 0
Y% : 3b,B + 3ae’by + 3a:b12 — 3Vhy — 6Vbu? =0

Y1: 3aobh,? + 3aub, =0

YO: b3+ 6Vbu?=0

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin reel ¢ozlimleri

S}
N

> < = i¢in

R
@ | o

4a(B + ua) 3B ++/9B% — 8a?
ao = \/“ﬂ;al=0'b1=—\/ale=W'ﬂ=_ 8a ’

u>0
4a(B + pa) 3B ++/9B% — 8a?
= — , zo’b = ,V:—’ — — :
Qo ap, ay 1= aH @ — 2uf H 8a
u>0
da(—p + pa)
= —/—ap,a; =0,b; = /—ap,V = ———-—F——,
Qo ap, aq 1 au 3(a + 2uB)
3B +/9B% — 8a?
p= <0
8a
4a(=p + pa)
= J—au,ay =0,by =—/—auV=—————"7"—
Qo ap, ay 1 ap 3(a + 2uB)
3B +/9B% — 8a?
H= 8a H<0

4a(=p + pa)

G = T = b= 0V = R
38 +./9B2 — 8a?
p= Y
8a

<0




4a(—f + ua)

a = g = —/Zanb = 0V =~ e
3B + /9% — 8a?
l’t:

8a ’

u<o

4a(B + ua) 3B ++/9B% — 8a?
a = Jap,a; = —Ja =0V = e T 8a '

u>0
Jaby =0,V 4a(B + pa) 3B +/9B8% — 8a?
ap = —yau,a = /au,b =0,V =——"F7"—""-, U= — )
3(a —2up) 8a
u>0

[—2 2
ayp = /—2au,ay = by = — a‘u,V: Bau

2 3(a—12uB)
_3p +./982 — 8a? &
# 16a H

= — /=2 , =b= -2 ,V=_—'
ap 1/ au, aq 1 2 au 3(a — 12#3)

36 + /982 — 8a?
p= M

<0
16a
J2apu 8a’u
= 2 ) =h, = — ’V: :
o = 2 3(a + 12u8)
38 + /9B% — 8a?
= - ,u>0
16a
- 3 _ _ \2au - 8a’u
Go= ARG =0 =T Y S 3t 12up)
3B ++/9B% — 8a? >0
= - ,’LL

16a

71
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seklindedir. Elde edilen bu katsayilarin sirasi ile kullanilmast sonucunda denklemin

tanh-coth formdaki tam ¢oztimleri

u(x, t) = \/a_,u - \/a_ucothu(x - Vt)
uy(x,t) = —\/a_/,t + \/a_,ucothu(x —Vt)
us(x,t) = —/—au + /—aucothu(x — Vt)
Uqs(x, t) = \/——au — \/—_aucothu(x —Vt)
us(x,t) = —\/—_a,u + \/——autanhu(x - Vt)
us(x, t) = \/——au — \/—_autanhu(x - Vt)
u,(x,t) = \/—_au — \/—_a,utanh/,t(x - Vt)
ug(x,t) = —\/—_a,u S \/—_a,utanhu(x - V)

V—2a J—2a
Uo(x,t) =/ —2au — 'utanhu(x —-Vt) — & cothu(x —Vt)

2 2

Uyo(x, t) = —/—2au — - tanh,u(x -Vt) - — cothu(x —Vt)

U (x,t) =/ 2au — = tanhu(x -Vt) — ——— coth,u(x —-Vt)
V2« V2«
U (x,t) = —/2au + —'utanhu(x -Vt) + T'ucothu(x —Vt)

2

seklinde elde edilir.

4.7. Benney-Luke Denkleminin Coziimii

Daha once de ifade edildigi gibi Benney-Luke denklemi

U = Uy T QlUeer — DUseyer + Uiy + 2Us Uy = 0 (4.24)
seklindedir. ¢ parametresi Bond Sayisi olarak adlandirilmakta, a ve b pozitif
tamsayilar1 arasinda a —b = o0 — 1/3 iliskisi vardir.  Denklemi tanh — coth

yontemi yardimiyla ¢ozmek igin daha once de yapildigi gibi u(x,t) = U(ué) icin
dalga degiskeni & = x — V't yardimiyla (4.24) Benney-Luke denklemi
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(V2= DU" + (a—bVHU"" —3VU'U" =0 (4.25)

seklinde adi tiirevli bir diferansiyel denkleme doniisiir. M nin elde edilebilmesi igin
(4.25) te U"" ve U'U" terimleri dengelenirse M =1 elde edilir. Yonteme gore

aranacak ¢oziimler
Ug) = S¥) = Tkmoai Y* + Zhma b Y ° (4.26)

seklinde olacaktir. (4.26) sonlu serisi (4.25) te yazildiginda olusan denklem Y nin
kuvvetlerine gore diizenlenirse ao, a1, b, Ve V katsayilarina bagl asagidaki denklem

sistemi elde edilecektir:

Y10 : —24bViau* + 24Va*ud + 24aa.u* = 0

Y?: 18Vaeau® =0

Y8 : —40bVZau* — 2V%aqu® + 36Va.u® — 12bVau® + 40aau* + 2a,u* = 0
Y7 : 24Vagau® =0

Y®: —16bVZau* — 2V*au® + 12Va*u® — 12bVau® + 16aau* + 2a,u4*> = 0
Y®: 6Vagau® + 6Vaehu® =0

Y*: —16bV?bu* — 2V?bu* + 12Vb,*u® — 12a,Vbu® + 16abu* + 2bu®> = 0
Y3: 24Vaehu® =0

Y% : —40bV?bu* — 2V?bu?® + 36Vb,2u® — 12a,Vbu® + 40abu* + 2bu* = 0
Y': 18Vaehu® =0

Y?: 24Vb,*u® + 24ab,u* — 24V2bbiu* =0

Maple yardimiyla bu sistemin ¢oziimii u Serbest parametre olmak iizere

_ (—a+bu . |2pfa+1

_V(2y2b+1)'v_ - /2u2b+1

apg = bl :0,a1

4 —0h = (—a+b)u . |2pfa+1
=M =0T yoepr ) T T 2+ 1
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0w b = (—a+b)u S 8ula+1
=DM =N T yEepr 1) T L 8uh + 1

seklindedir. Bu katsayilar yardimiyla Benney-Luke denkleminin hareketli dalga

¢oziimleri

2u’b +1 (—a+b)u 2u? a+1
t) = / tanh
w (%, 0) 2u2a+1<2u2b+1 anhul| X+ |5 a1t
2ub+ 1 ((—a+ b)u 2u? a+1
t) = th
w (% 0) /2u2a+1<2y2b+1 cothu| x+ |5 7 +1t

(ut) = 8u’b+1[((—a+b)u A - 8u? a+1
usot) = JeZa v\ zi2b+1 ) P\ Xt gzt
8u?b +1 (—a+b),u 8u? a+1
h
4 /8u2a+1<2u2b+1 cothu| x+ | 71t

seklinde elde edilmis olur.

4.8. Yiiksek Mertebeden Gelistirilmis Boussinesq Denkleminin Coziimii

—QUyxxxee T Buxxtt — Uge T Uy + UUyyyx T (uz)xx =0 (427)
seklinde verilen denkleme gelistirilmis Boussinesq denklemi denir. Denklemde a ve
B sifirdan farkli reel sabitlerdir. u(x,t) = U(ué) dalga transformasyonu ile beraber
¢ =x—Vt dalga degiskeni kullanilirsa yukaridaki kismi tiirevli diferansiyel

denklem

—aV*U"" + BVAU" + (1 —-VHU+U*=0 (4.28)



75

seklinde bir adi tiirevli diferansiyel denkleme doniisiir. (4.28) denkleminde birinci ve
son terimlerin dengelenmesi sonucunda M = 4 bulunacagindan tanh — coth yontemi

geregi

Uus) = S(Y) = Yo ar Y + X1 b Y° (4.29)

seklindeki sonlu seri ¢oziimlerin aranmasi gerekir. (4.29) sonlu serisi (4.28) adi
turevli dlfel’anSIye| denkleminde yaledlglnda Ao, A1, Ao, a3,a4,b1, bz,b?,, b4.,/l ve V

katsayilarina bagli asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:

Y16: a,% — 840V2%aau* = 0

Y1: 2a,a; — 360V2azau* = 0

Y 2a,a, + as® + 20V2a,fu? + 2080V%asau* — 120V%aau* = 0

YB3 : 2asa, + 2asa; + 12V?aspu® + 816Vazau* — 24V2aau* = 0

Y12 240aV?a,u* + 6BVau® — 1696a,aViu* — 32a,fV?u? — aV? + a,” + aq
+ 2a4a¢ + 2aza, =0

Y : a; — V?az + 2a4b, + 2asa¢ + 2a4,a, — 18V?azfu* — 576Vazau®
+ 2V2a,fu® + 40V?aau* = 0

Y0: a, —V?a, + 2asb, + 2bias + 2aa; + a? + 12V:a,fu* + 480V aau
— 8V2a,pu? — 136V2aau* = 0

Y?: a, — V?a, + 2a4bs + 2b,as + 2bya, + 2a0a, + 6Vazfu* + 120V?azau®
— 2V2a,fu? — 16V%aau* = 0

Y®: ag— V?ag+ 2asbs + 2bsas + 2b,ay + 2bya, + ag® — 24V:asau®
+ 2V2b,Bu? + 16V?bau* — 24V2bsau* + 2VZa,fu® + 16Vaau*
+ 16V?byau* — 24V?b,au* + 2VZa,pu® + 16Vaau* = 0

Y7 : by —V?by + 2bsas + 2biag + 2boay + 2bsa, — 2V2b fu? — 16V2b au®
+ 6V2b3Bu? + 120V2bsau* = 0

Y®: b, —V?b, + 2byao + 2bsa, + 2bsa, + b1? — 8V?b,fu* — 136V?bau
+ 12V2b,Bu? + 480V2b,au* = 0

Y®: by — V?bs + 2b1b, + 2bsag + 2bsay + 2V2b,fu* + 40V2b au* — 18V2bsfu?
— 576V?bzau* =0
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Y*: 240aV?bu* + 6BV2bou® — 1696b,aV?u* — 32b,V?u* — baV? + by* + by
+ 2b1bs + 2bsay =0

Y3 : 2bibs + 2bybs — 24V?biau* + 12V2bsfu? + 816V2bsau* = 0

Y% : 2bybs + b3* — 120V2b,au* + 20V?byfu® + 2080V2bau* = 0

Y': 2bsb, — 360V?bsau* = 0

Y°: b, —840V?bau* =0

Bu sistemin ¢oziimii

o 1058° _ —105p?
%= =5 3682 + 169a)’ ™ T —368% + 1694
by=by=hs=b, =0V = + > L |BF
a = a p— = - = = ) - o ’ll = _— —
. W Y J—187247 + 169 26 «
33p2 —105p372 10552
ayg =

2(3682 + 169a)" ™ T 3682 + 169a’ “* T 2(368% + 169a)’

by=b,=b;=b, =0,V = + 13 M
A1 = A = = = = =0, = T U= T— |—
S J18721%8 + 169 26 «a
B 10582 _ —105p? B 10582
%= 33682 + 169a)’ 2 T 3682 + 169’ * ~ 2(—36[82 + 169a)
by =by; =0,V = + 13 L |13

A1 = Ar» = A = Ay = = =0, = T U=T— |—

tome e e T J—187212F + 169 26 «a

332 —105p2 10542

apg =

2(36B2 + 169a)’ 2~ 3682 + 169a’ * ~ 2(3682 + 169a)’

13 1 (138

i 'l’l - =
J1872u2p + 169 26, «a

a1=a2=a3=a4=b1=b3=O,V =

3153° = —1055%
= 16(—3682 + 169a)’ * T "2 T 8(=36B% + 169a)’
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= b, = 10567 =a3=b, =bh; =0
4 =D =3y C36B2 + 169a)’ 1 - BTN TB D
13 1 13
v = LB

+ U= T
J—7488u%p + 169 52 a

B —2615° . —105p%
% = 16(3682 + 169a)’ ¥ T 72 T 8(3682 + 169a)’
= b, = 10567 =a3=b, =b; =0
=P = 30362 + 169a)’ T BT ITB TN
13 1 13
v = LB

+ U=t
/7488128 + 169 52 «a

seklindedir. Bu katsayilar kullanilirsa denklemin tam ¢oziimleri asagidaki gibi elde

edilmis olur:

10582
2(—36ﬁ2-k169a)>

— anhu ( x
—366% + 169a J—187242B + 169

33p2
2(36324—169a)>

(o e
— | =——=————|tanh”u| x
366% + 169a J187212B + 169

+ (g iwm) ¥ (o))
263662 +1690)) "\ J1872u2B + 169

10542
2(—36324—169a)>

R
- coth“u ( x
—36p2 + 169a J—187212B + 169

* (e rrem) (o))
2(-36p% + 1690)) " J—1872u2B + 169

u(x, t) = <

u,(x,t) = <

us(x, t) = <
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3387
2(3682 + 169a)>

(e )4 (4% () )
—\=—=—————)coth“u| x
3642 + 169« V1872u%p + 169

+ ( 10557 )coth4 (x ¥ < 13 > t)
2(36p% + 169a) : J187212F + 169

us(x,t) = (

B 31542
”5C“t)"(16(—36324-169a)>
(s £ 75 ot (< ))
8(—366% + 169a) J- 7488y23-+169
~ (e remm) =on (< )
8(—36p% + 169a) J- 488uzﬁ—k169
(szsep v eom) oo )
32(—36p% + 169a) 7488u2ﬁ-+169
+ 10547 coth*u [ x t
32(—36p% + 169a) ‘J 7488u2ﬁ-+169
B 2612
u6C%t)____<16(36ﬁ24-169a)>
~ (s 7o) oo )
8(366% + 169a) J7488MZB—F169

~ (s 7o) = (= )
8(368% + 169a) ) ‘J7488u2ﬁ-+169
< 10542

32(36324-169a)>tanhﬂ1< < 7488y23-+169>t>

—+

R Y S
co
32367 + 169a)) " F \/7488;123 T 169

+

4.9. Sobolev Tiirii Denklem Sistemlerinin Coziimii

Tanh — coth yontemi, Sobolev tiirii denklem sistemlerinin ¢oziimiinde de etkin ve
kolay bir sekilde kullanilabilir. Coziim yontemi diger denklemlerde oldugu gibi dnce
bir ansatz belirleme ve sonra da bu ansatzda yer alan tiim katsayilarin Maple gibi bir

hesaplama programi yardimiyla elde edilmesi mantigima dayanir. Denklem
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sistemlerinde sistemi olusturan birden fazla denklem olacaktir. Bu denklemlerin ayn1
anda tek bir denklem gibi ¢oziimii yapilarak asil denklemin ¢oziimi elde edilir.
Yontemin Sobolev tiirii denklem sistemlerinin tam ¢oziimlerini elde etmede nasil

kullanildig1 birkag tane Sobolev tiirii denklem sistemi iizerinde anlatilacaktir.
4.9.1. Rosenau denklem sisteminin ¢6ziimii

Rosenau tarafindan ortaya atilan bu Sobolev tiiri denklem sistemi,

a, pozitif reel sabitler olmak lizere

1
Uy = (U 2auw),, + ﬁumt,
(4.30)

1
th = (ZW + ﬂWz + (luz)xx + waxttr

seklinde ifade edilmektedir. & = x — Vt dalga degiskeni kullanilir ve her iki

denklemde de iki kez integral alinip denklem diizenlenirse

"

12(V? = 1)U — 24aUW —V?U =0
(4.31)

"

12(V2 = 2)W — 128W? — 12aU? = V?W =0

seklinde bir adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Daha 6nce de oldugu
gibi olusan integral sabitleri sifir kabul edilmistir. (4.31) adi tiirevli diferansiyel

denkleminin

Uwe) =SW) =Xiloar Y + X1 b Y7°

(4.32)
W) =S¥) =Xk Y + Xk=1 dp Y7
seklinde seri ¢oziimleri oldugu kabul edilsin. (4.31) de V2U" ile UW ve V2W" ile

U? dengelenirse



M+2 = M+N,
2M = N+2
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seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢ozimi M = N = 2

oldugundan tanh — coth yontemine gore aranan seri ¢oziimler

Uug) =S(¥) = Xicoa Y* + X5 b Y7°

W) =S) =i Y + Xk d Y F

(4.33)

seklindedir. (4.33) deki her iki seri (4.31) denklem sistemindeki her iki denklemde

yerine yazilirsa ag, @4, @z, by, bo, Co, €1,C2,d1,d2, V Ve u ye bagh bir denklem elde

edilecektir. Bu denklemin ¢6ziimii

o a®  3Jap(v*-3V2+2)  B4+4a 3B
Go= "3 %= 402 'CO_Ba(a—ﬁ)'Cz_Ba(a—/j)'
6 38(—3B + 4a
V= ,HZ\/B( d ),a1:b1:b2:C1:d1:d2:0;
[—6u2 + 18 =30 + 4a
, 9B8%2(2a — ) 3JaB(V* —3V2 + 2)
ap = —2b%a; = y 02 = »Co
1024a3b?(a — B)> 16a2
_ —38+8a _( 3B ) 4. =
"~ 16a(a — ﬁ)'cz ~\32a(a—-pB)) 2
6 VPOS —12a
V= yH = BOF ),a1=b1=C1=d1=0.
J24u? + 18 —6p + 8a
20 9B*Qa—p) _ 3yaB(V*—-3V2+2)
T = 3% = 1024a3p2(a — )2’ 2 T 16a2 rco
_ —p+8a _ -3p g =
-~ 16a(a — ,8)'62 T 32a(a—-B) 7T 2
6 38(—38 + 4a
V = :\/ﬁ( ﬁ )a 1:C1:d1:0,

= ———, U , =
[—24u2 + 18 —6f + 8« t
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—9p"(2a — B) 3Jap(VE—3V2+2)  —3B+4a
Ao = , Ay = ,Co = s
64a3a’(a — B)? 402 8a(a—p)
__ 3% ,___ 6
8“(05_,8), /6M2+18,
JBOB = 12a)
u = ﬁ_3g+4a ,a1=b;=b,=c;=d,=d,=0

seklindedir. Bu katsayilar yardimiyla (4.30) denklem sisteminin tam ¢6ziimleri

_\/aﬁ(V“ —3V2+2)

u(x,t) = 122
3JaB(V* —3V2 + 2) V3B(=38 + 4a)
* 4a? rnh’ < 236 + 4a ) (x
()
—6u% + 18 )
4
") =)
3B J3B(=3 + 4a) 6
~ 8a(a—p) tanh* ( -38 + 4a ><x - < [Z6u? + 18> t)
3 V4 —3V2 42
uz(x; t) = \/aﬁ( 82 i )
98°(2a — B) . hz\/ﬁ(9ﬁ—12a) B 6 .
1024ab2@— )2 —6f+8a \ \ 242+ 18
N 3Jap(Vt — 231/2 +2) coth? JB(9B — 12a) <x
16a —6f + 8«

()
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_ —38+8a
"0 et =)
+ b tanh? = pOB — 12a) <x - (—6 > t)
32a(a —pB) —6f + 8a \24u? + 18
+ __3F coth? pOF — 120) (x - (—6 ) t)
32a(a — B) —6f + 8« \24u? + 18
vV —3V2 +2
usz(x,t) = \/a,B( Sa2 +2)
98%2(2a — ) a2 V3B(=38 + 4a) . 6t
1024a3b%(a — B)? —6f + 8a J—24u? + 18
3JaBf (V4 —3V2 +2) J3B(=3B + 4a)
* 16a? e — <x
6t
NE o 18)'
_ —p+8a
"0 = Tata— )
e TS
32a(a —p) —6p + 8a J—24u% + 18
e BT (5 )
32a(a—p) —68 + 8a J—24u? + 18
—9B°2a - B)
ua(x 0) = 64a3a’(a — )2
N 3Jaf (V4 —3V2 +2) a2 JB(9B — 12a) L 6t
4a? —3B +4a Jouz+ 18/
_ 3B +4a 3B JBOOB — 12a) 6
we(x, t) = 8a(a—p) + 8a(a —p) tanh? 35T aa <x — <—6,u2 +_18> t>

seklinde elde edilmis olur.
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4.9.2. Christiansen denklem sisteminin ¢oziimii

p B? B p 2
Eutt = ,Buxx - 7(u2)xx + E(Wz)xx + aﬁuxxtt

(4.34)
E 2

p
Wy = Buw)y, + EE Wixte

seklinde ifade edilen bu denklem sisteminde a ve g pozitif reel sabitlerdir. § = x —

V't dalga degiskeni yardimiyla bu kismi tiirevli diferansiyel denklemler

12(aB — pVA)U — 6aB?U? + 6afW? + pl>V2U" =0,
(4.35)

"

12aBUW + pl?V2W  —12pVW =0

seklinde adi tiirevli denklemlere doniisiir. Dengeleme prosediiriine gore, —6af*U?

ile pl?V2U" ve 12aBUW ile pl?V*W'" terimleri dengelenirse

2M = M + 2,
2N = M+N

denklem sistemi ve bu denklem sisteminin ¢éziimiinden de M = N = 2 olarak elde

edilir. Bu M ve N degerlerine gore

Ue) =S$1(Y) = Xicoar Y + X b Y7°
(4.36)
W(ué) = S,(Y) = Xicocr YE + X dp YF

seklinde sonlu seri ¢oziimler aranmalidir. (4.36) sonlu serileri (4.35) adi tiirevli
diferansiyel denklem sisteminde yazilirsa Y ye bagli bir denklem olusacaktir. Bu
denklemin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile elde edilen tiim cebirsel denklemler

ayn1 anda ¢oziiliirse katsayilar



apg = ; a2=_—1 b2=a2 d2=+—ﬁ+2 C2=_d2
B+1’ 26+ 1)’ ’ 28+ 1)’ ’

V3pap(B+1) V3

B+ AT T hEe=a=4=0

1 _ 3B _ _ 38/ + 2
=g ® _6ﬁ2+14,8+8’b2 =z, dy = i2(3ﬁ+4)(ﬁ+1)’
J15paB(212u2 + 96 + 15) J—B(158 + 12)
C = —dz,V = =

P22 +98+15) HT T Gpral

a1=b1=C0=C1=d1=0,

4—-p 3B —c? A 98
Q=TT v = =5 ,0=x1T
A+ T ap+ 10T 3 T T 61247 + 368 + 18

_V3pap(=3+ 1243 B3P +6)

T ) B ) TR
36 + 4 —38 s 98
Qy =——<,0; = ——,Cg = —C,C, = *
CTaB+D) P T A+ U T T T [Tel2 + 366 + 18
V=\/3pa,8(3+12u2) =\/3,8(,8+2)a=b e —d—d—0
p(3 + 1242) H G+ aTh=h=a=a=a=0
_ p+8 __ 36 _2dy
R T ) R T () K T
4 =+ 9B V_\/—3paﬁ(—3+4lzu2)
2 T8 2472 + 36f + 18 p(=3+412u2)
_JBGEr®
U= 2(ﬂ+2)l ,al—bl—Cl—dl—O,
3(8 +8) —38
T ) R T ) K A
9 3paf (3 + 41242
d, = + B v V3paB( D)

T8 /241247 + 368 + 18’ p(3 +4l2u?)

84
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_VBBB+6)

= 2(8 + 2)1 a4 =by=c¢c;=d; =0

seklinde elde edilecektir. Bu katsayilara bagli olarak denklem sisteminin tam

cOziimleri sirasi ile asagidaki gibi olur:

1 1 V3 J3paB (B +1)
WD = T 726+ D tanh27<x BEEVICES)) t)
1B BeaBGA D)
2B6+D T T\ T T 3pB+D )
. 3paB(f + 1)
Wl(x’t)‘+2(ﬁ+1) ( 3p(B + 1) t)
w/,8+ coth 2\/— y \/Spaﬁ(ﬁ+1)t
G+ l 3p(B + 1)
1
uz(x,t) _'8—+1
3B k2 J—=B(158 + 12)
T 14p 48 GB+4l  \~

J15paB(212u% + 9B + 15) >
T QB2 +95+15) ¢

3 g2y P58 +12)
TR ¥ 145 18" GB+Hl  \*

J15paB (212u% + 98 + 15) )
 p(2124% + 98 + 15)




wo(x,t) = +

J15paB (2122 + 9B + 15) >
T QY95+ 15) ¢

38/B + 2

36./B + 2 canl? J—B(158 + 12) .
2B +4)(B+1) (58 + 4)1

TG+ B+ D

J15paB(212u% + 9B + 15) >
~ p(22u2 + 9B + 15)

J—=B(156 + 12)
e\

_ 4-p 3B V=BBB+6)(  =3paB(=3+2u?)
wnt) =yt 1 P T o (x T (=3 + D)
® 38
Wi t) =+ 2./612u7 + 36f + 18
N 9 ,V—BBp +6)
+ 0 (AN ey
2,/612u% + 36 + 18 (B +2)1
V—=3paB(=3 + 2u?) )
e
_3+4 38 V3BB+2) [ 3pap(3+12u?)
us(2,t) = 4B+1) 4B+ 1tanhz W(x  pB+12u2) t>'
- 9
wilx.t) =+ 2./—61242 + 368 + 18
N 9 ,V3B(B +2)
T nh* — | x
2,/—612u? + 368 + 18 B+ 2!
V3paB (3 + 12u?) )
TG
8
us (6 8) = 85[%:— D
L 3B VPGB +6)(  -3paB(=3+ 4%
16(B+ 1) 2(B + 2)1 p(—3 + 412u?)
L 3B V=BGBB+6)(  -3paB(=3+41%u*)
16(B+ 1) 2(B + 2)1 p(=3 + 412u?)

)
)
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_ 38
wsloD) =2 424027 + 360 + 18
N 9% ,V—BBB+6)
T anh* ——— | x
8241212 + 36 + 18 2(p+2)1

V=3paB(=3 + 41%u?) >
T 3 ar

i cothz YPGB+ (x

+
8\/241%u% + 36 + 18 2B +2)1

V—3paB(=3 + 42u?) >
T (3 ar)

_3(6+8) 38 VBBE+6)(  \3pap(3+4l2u?)
Ut = g " Te 1 D P 25 + D (x BT EWYERE) t)
38 2VBBBHO) ([ 3paBB+4H)
168+ D" 2+ \* 7 p(3raz) )
we(x, t) =+ %k

4,/—2412p2 + 368 + 18

9B cn? JB@BB +6) (x

T
8\ —2412u? + 36p + 18 2(p +2)1

V3paB (3 + 412u?) )
 p(B+4%u?) ‘

oF coth? = BBh+6) (x

+
8\ —2412% + 36f + 18 208+ 21

V3paB (3 + 412u?) )
TG+

4.9.3. Turitzyn denklem sisteminin ¢6ziimii

a ve [ pozitif sabitler olmak iizere bu denklem sistemi Turitzyn tarafindan

B 1
Uy = ﬁuxx - E(uz)xx + E(Wz)xx + azuxxtt
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(4.37)
Wi = (UW)yy + Wiy
seklinde verilmistir. §¢ = x — V't dalga degiskeni ile bu denklem sistemi
2(V2 = QU + BU? — pW? —2a2V2U" =0,

(4.38)

VW — UW — a&?V*W'" =0

seklinde adi tlirevli lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemine doniisiir.
(4.38) de BW? ile 2a*V*U" ve V2W" ile UW arasinda dengeleme prosediirii
isletilirse ¢oziim olarak diisiiniilen iki serinin en biiyiik tsleri olan N ve M dogal

sayilar1 arasinda

2N=M+2,
2+N=M+N

seklinde bir denklem sistemi elde edilecektir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii

M = N = 2 oldugundan aranan ¢éziimler

Uué) = S1(Y) = Xhoa Y + X5 b YF
(4.39)
W) =S,(Y) =Yg Y + X5, d, Y75

seklindeki sonlu seri c¢oOziimlerdir. (4.39) serisi, (4.38) de yazilirsa ag, a4, a,
by, by, co,C1,C2,dq,dz, V ve u bilinmeyenlerine bagli bir cebirsel denklem sistemi

olusur. Bu sistemin tiim ¢ézlimleri asagidaki gibidir:

_pBB+8) —3p? 5
T+ T 16+ 1) 2
13 —4V*— 412 4+ 2B2 + 4P - JB(16a%u? + 1)
2 16 T 16a?u?4+1

= Qy,Co = —2dy, ¢z = d,




Ao =

2

_ VBB +2)

~4a(gr2) M

0=

Cy =

T 2a(B+2) N7

Qo = —F—F—7———

Cy, =

Ag =

d2=

|4

Ao =

V=

_VB(B+2)

“4a(Br2) T
B(B +8)

8B +1) T 1608 + 1)

bl_Cl—dl—O

3/32 2d,
=z Co = Tlcz =d,,

+3,/—4V* — 4V2 + 262 + 48 . J-B(16a?u? —1)

16

BB -4

T 16a?u? -1

=b1=C1=d1=0,

SBZ Co

G DTG

+3,/—4V* —4V2 + 282 + 48 V= J—B(4a?u? —1)

4

_ VBB +2)

BBB+4)

4B+ T A+

) )

4au? —1

b bz—C]_ d1—d2—0

_3,32

Co = —Cp

4

_VBB+2)

~2a8+2) " =bi=

+3,/—4V* —4V2 + 282 + 48 v JB4a?u? + 1)

) )

4a’u? +1

bz—Cl—dl—d2=O,

33

= 2032

+7ﬁ+4)1b2 = Ay, C2 = —dy,

+1
+3,/—42V4p — 58V4 — 2V23 — 12012 + 1203)
8 )

_/58(8a?u?+38+5) BB +4)

8a’u’?+3B+5

—B

JBB+D -

T T ES

38+ 'H T 2a

HE a4 T

b, = az,¢c; = —d3,d; =

D

1
,a1=by=co=c;=d, =0

)
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Bu katsayilar (4.39) sonlu serilerinde yerine yazilirsa denklemin tam c¢oziimleri

asagidaki gibi elde edilir:

0 e D) _BBp+8) 387 hz‘/ﬁ(ﬁ”) _ JB(6a%? +1),

1O =30 7D 166+ ™ @B+ \* 7 TeaZz +1

_ 3 VBB HD( YB(6atuP+ 1)
16(8 + 1) 4a(f + 2) 16a2u? +1 ’

wn G 1) = ¥F3,/—4V* — 4;/2 +2B% + 4B
N 3/—4V4 —4V2 4+ 252 + 4p 2 VBB +2) JB(16a%u? + 1)
+ 16 P () ) G T A E
N 3/—4V4 —4V2 4+ 262 + 4p 2 VBB +2) JB(16a%u? + 1)
+ 16 o G r )\ T Te@z+1 L)

B(B+8) 3B \/—,8(,8+2)( J-B(16a%u? — 1) )

L) =gt G+ D™ 1aG 1 2 Toa?i® — 1

L 3B thz\/—ﬁ(ﬁ+2) (x J-B(16a2? —1))

168+ 1" 4a(B+2) 16a2u? — 1

J—AVE—4V2 + 282 + 4B

WZ(x: t) = i 8
3/—4Vi—4vZ+2p2+4 BB+ 2)( J-BA6a2u? — 1) )
+ tanh* ——| x —
16 4a(f +2) 16a?u? —1

+3\/—4V4—4V2+2ﬁ2 + 4B 2,/—/3(/3+2)<x J-B16a%u? — 1) )

th
16 OB+ 2) 16a2u2 — 1

—-B(B-4)  3p° 2\/—ﬁ(ﬁ+2)<x J=B(4a?u? = 1) )

W) =2y TG P G ) 4a?p? — 1
_\/ 4V% — 4V2 4+ 22 + 48
4

+3J—4V4—4V2+232+4ﬁ w/—ﬁ(ﬁ+2)<x J-B4azu? —1) >

tanh
+ 4 A28+ 2) 4a?p? — 1

ws(x, t) =
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me: t)_ﬁ(3ﬁ+4)_ 37 tnhz\/ﬁ(ﬁ-l_z) _\/ﬁ(4a2u2+1)t
PEU TG 2B+D N 2aB+) " 42z + 1
Wi ) = TV AV A 257 4 4P

4

N 3y —4V* —4V2 + 22 + 4 2 BB +2) VB (4a?u? + 1)
+ 4 B+ \ T aadrr1 ¢

342 2 J-BGB+4) (x _ /5B(8a%u? + 3B +5) t)

TG+ 7+ 5 ™ Z2aGE ) 8022 + 38 + 5

i 2V BGB+H (- 5B(8a’u +3F +5)
+2(3ﬁ2+7ﬁ+4)C°t 2a58+4) \* 7 8aZu2+38+5 )
W5(x, t)

_3/—42V*3 —58V* —2V2E — 120V2 + 1208 /-8 +4) (
=F tanh X
8 2a(58 + 4)
J58(8a%u? + 3B +5) )
T 82+ 38+5 ¢
3/—42V*p —58V* —2V26 —120V2 + 1208 ,/-B(5A +4) <
+ coth* ——— | x
8 2a(58 + 4)
J58(8a2u? + 3B +5) )
~ 8a?u?+3B+5 t)
B B -1 V3B(B +1)
(o8 =5 T g D e (7) ( ‘m—mt)
B -1 V3B(B+1)
S (Z) (x T3+ D) t)'
_VI9V2+6 ~1 J3 1
we(x, t) = F 5 * tanh? (Z) (x — % t)

N NCYZE oth? (—1) (x IRECER t)

-2 2a 3(B+ 1)
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4.9.4. Pego-Smereka-Weinstein denklem sisteminin ¢6ziimii

Bu denklem sistemi § pozitif reel sabit olmak iizere

Uy = Uyxx — .B(uz)xx + (Wz)xx + Ut
(4.40)

Wi = Wiy + 2(UW) 1 + Wi

seklinde ifade edilmektedir. Bu kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemini adi
tirevli bir denklem sistemine doniistirmek icin & = x — Vt dalga degiskeni

kullanilirsa

"

V2-—1DU+BU*-W?2-V2U =0
(4.41)
(V2—DW —2UW - V*W" =0

seklindeki adi tiirevli denklem sistemi olusacaktir. Sistemde W? ile U"" ve UW ile

W' dengelenirse ¢6ziim olarak diisiiniilen serilerin en biiyiik kuvvetlerinden olusan

2N=M+2
M+N=N+2

iki bilinmeyenli denklem sistemi ve sistemin ¢oziimii olarak ta M = N = 2 elde

edilecektir. Tanh — coth yontemine gore aranan ¢oziimler

Ue) =S$1(Y) = Yicoa Y + 2o b Y7°
(4.42)
Wué) =S,Y)=Yicoc Y + Yoy di Y5

seklinde olmalidir. Bu sonlu seriler (4.41) adi tiirevli diferansiyel denklem
sisteminde yazilip olusan ifade Y nin terimlerine gore diizenlenip katsayilar sifira

esitlenirse cebirsel bir denklem sistemi elde edilecektir. Bu sistemin ¢6ziimii
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—2u? —3u? 2d,

p _i3(V+1)(V—1)‘/,8+2 . 1

2 ,ap =by=¢=d; =0,
16 J16u? +1
—6‘112 3/12
W= Tga @ = ga o e = 2=
+3(V + 1)V —1)/B + 2 1
16 “16pZ + 1
,le —3‘[12 —Cy 1

)

=—’ =—, = V —
O 1 T 21T 3 11

_ +3(V+ 1)V —1)/B +2

&) 4 a4 =by=by=c;=dy =d; =

e TR RS SR

0 4,[12—1’ 4 4,[12—1, 0 2 _4H2+1’
+3(V+ 1)V —1)/B +2

Cp = 2 ,a1=b1=b2=c1=d1=d2=
—3u? 3u? 1

WEgEor T g e= TRV = —4uZ+ 1
+3(V+ 1)V —1)/B +2

d, = 2 4 =a; =b;=c¢c=c,=d; =

seklindedir. Bu katsayilara bagli olarak kismi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin

tam ¢oziimleri agagidaki gibidir:

2u? 3u? 1
u (x,t) = a H__ tanh? U <x _—— t)

C16p2+1 16p2+1 [16u% + 1
3u? 1
——COth2 X ——t ],
16u? +1 ”( J16p? +1 )
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LVADV-1yE+2
8

Wl(th)z—
3V + DV =1DJB + 2 1
+ ( )( ) :8 tanhz,u<x——t>
16 Vi6u? +1
3(V+ 1DV —-1JB +2 1
+ ( )( ) :8 COch,Ll(x_—t)
16 Vi6ur +1
(x,t) ou” 3 tanh? ! t
= — n R
U2 X l6p? —1 16;12—15l g —1l6u® +1

3u?

1
+ —————coth?u <x ——t>'
16pu2 — 1 —1l6p? +1
3WV+1DV-1){yB+2

wy(x, t) =+ 8
3(V+1)(V—1)\/ﬁ+ tanh®u < _;Q

16

L 3(V+ 1)V - 1)\/,8 + 2c0th2,u (x_;t>

16

2 32 1

U u 2
_ _ tanh -t
us(x,0) MEF1 M1 M<x \/4u2+1)
_(V+1)(V—1)\/ﬁ+

L3+ 1)(V4— DB+2 e <x

ws(x, t) =

1
-t
Jaur +1 )

(x,t) = S S
Uy(X, 1) = 42 —1 " 42 —1 anh-fi| x \/m '
3(V + DV -1),/p+2

wy(x, t) = 4
3(V+ DV — DB +2 !
+ Z tanh?u <x - —m t)
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(x,t) = 3 + 3 th? ! t
us(x,t) = 42 =1 4/12—1C0 ulx 1 ,

(e = T 3(V + 1)(V4— 1./B + 2

3(V+1)(V—-1)/p+2 1
+ 4 COchM <X —\/ﬁt>

4.9.5. Fan-Tian denklem sisteminin ¢oziimii

Fan ve Tian tarafindan kullanilan bu model,

B

B
Uy = PlUyy — E(uz)xx + E(Wz)xx + azuxxtt

(4.43)

Wi = y(uw),, + P(Wz)xx + azwxxtt

seklindedir. Sistemde «, 5,y ve p pozitif sabitlerdir. Daha 6nce de yapildig1 gibi
& = x — Vt dalga degiskeni bu kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemini
(2V2 = 2B)U + BU? — BW? — 2a?V3U" =0

(4.44)
VEW —yUW — pW? — a*V2W" =0

adi tiirevli denklem sistemine doniistiirir. Dengeleme prosediirii geregi en biiyiik

kuvvetler arasinda

2ZM =M+ N
2ZN=M+N

denklem sistemi ve sistemin ¢éziimiinden M = N = 2 elde edilir. Bunun sonucu

olarak

Ue) =S$1(Y) =Xicoar Y + X b Y7°



96

(4.45)
W) =S,(Y) =Xi—gcr Y* + Tjoy dp Y °

seklindeki seri ¢6ziimlerle ilgilenmek gerekir. (4.45) teki sonlu seriler (4.44) teki adi
tirevli diferansiyel denklem sisteminde yazilip katsayilar sifira esitlenirse asagidaki

gibi iki ¢oziim takimi elde edilir:

ao = ((—B(8pc2f®y — 8By*pc: — 18p°B* + 24Pp’c, + 12B%y* — 16y°pc,
+ 24p°cyy — 3yB°))/(4(—8Bp’cay — 4p°y*c: — 4B°pPcy + 3p°B°
+3p%yB? + 4py*c, + 4%y pcz + 8By’ pea — 35%y* — 3Y°B2))),

az = ((—(4pcaf + 4c2py — 362)) /4y (1 + B)))

co = ((B(p*B?cz +v?caf? + Beay® + 2y*p?cs + 3yp*Be. — (3/2)pB%Y
— (3/9)pB*))/(—8Bp’cay — 4p°yPc: — 4B*p3c, + 3p*[° + 3p*yB?
+4py*c; + 4B%y*pc; + 8By pe; — 3%y — 3y°B%),

%)

_ 3(=Bp +=p*B% + 4y3B — 4y?V* — 4y3V2 + 2B%y% — 4p?yB + 4p?V* + 4p?V?y)
- 4(y2 - p?)

y_VBG?—1)  -pQy+p)

4a2p? —1 = 202y +pB) ’

a1=b1=b2=C1=d1=d2=0

ao = ((B(6pc2B?y + 10By°pea + (3/2)p*B* + 2Bp’c2 + 36%y* + 4y°pc,
+2p%cay + (9/4)vB°))/(—=8Bp cay — 4p°y*c2 — 4B°pPc, — 3p°B°
— 3p%yB? + 4py*cs + 4B%y*pc, + 8By pey + 38%y7 + 3y°B)),

az = ((—(4pcap + 4c2py + 38%)/(4y (1 + B))),

co = ((B(=3p*B%cz — 3y*caf? — 3Bcay® — 6y*pPca — 9yp?Bc, — (9/2)pB%y
— (9/9pB*)/(—8Bp*c2y — 4p°y*c, — 4B%p°c, — 3p*B° — 3p*y
+4py*c, + 4B%y?pc, + 8By pey + 3B%y* + 3Y°B2)),

%)

3 +3(Bp +/—p2B% + 4y3B — 4y2V* — 4y3V2 + 2822 — Ap2y B + 4p2V* + 4p2V2y)
- 4(y* — p?) ’

_VBUat2+1) PRy + )

, = -, :b :b: :d :d :0
4a’p® +1 K 22y + B) M=h=n=a ! 2

|4
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Bu ¢6ziim takimlart kullanilarak kismi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin aranan

¢oziimleri

us(x, t) = ((—B(8pc2B?y — 8By pc, — 18p?B* + 24fp°c, + 128%y* — 16y°pc,
+24p°coy — 3yB°))/(4(=8Bp°cay — 4p°yPca — 4B%pPca + 3p* B3
+3p%yB? + 4py*cs + 4B%y’pes + 8By *pe, — 35%y* — 3y°B2)))
— (((4pca + 4capy — 387))/(4y (1 + B)))tanh?(V(=B 2y
+B)))/ a2y + B)))(x — (V(~B(4a?® — 1))/ (4a** — 1))0),
wi(x, t) = ((B(p*B*cz + v?c2fp® + Beay® + 2y*pPcs + 3yp?fea — (3/2)pB%y
— (3/9)pB*))/(—8Bp’czy — 4p’yPc: — 4B*p3ca + 3p*B° + 3p*yB?
+4py*c, + 4B%y?pc; + 8By pe; — 3B%y* — 3y°B*)) £ (B(—Bp
+V(=p*B* + 4y°B — 4y*V* — 4y°V? + 2B%y* — 4p*yp + 4p*V*
+ 4p°V?y)))/(4(¥* — p»)))tanh®(V(=B Ry + B)))/(2a(2y
+ B (x — (V(=B(4a*y® — 1))/ (4a’® — D)D),

uz(x,t) = ((B(6pczp?y + 10By*pe + (3/2)p*B* + 2Bp’cs + 3B%Y* + 4y°pc;
+2p%c2y + (9/D)YB°))/(—8Bp°cay — 4p°y?c, — 4B%p c, — 3p°B°
— 3p%yp* + 4py*cs + 4B%y*pc, + 8By pey + 3B%y* + 3y°B))
— (((4pcaB + 4capy + 36%))/(4y (1 + B)))tanh?(V(B(2y
+£)))/ a2y + B))(x — (V(B(4a®? + 1))/ (4a*u® + 1))D),
wa(x, t) = ((B(—3p*B?cz — 3y*c2fp? — 3Bczy® — 6y°p*c2 — Iyp?Be;
= (9/2)pB% — (9/9)pB°))/(=8Bp°cay — 4p°y?c, — 4B*p°c,
— 3p*B° = 3p*yB* + 4py”c; + 4B*y*pcz + 8By pcs + 3%y
+3Y°8%) £ (BB + V(=p*F* + 4y°B — 4y*V* — 4%V + 2B%y°
— 4p%yB + 4p*V* + 4p*Vy)))/(4(y? — p?))tanh?*(V(B(2y
+ B/ Ra(2y + B))(x — (V(B(4a*y® + 1)) /(4a’i* + 1))t)

olarak elde edilmis olur.



BOLUM 5. MAPLE VE SCIENTIFIC WORK PLACE
PROGRAMLARININ SOBOLEV TURU KISMi
TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERINDE KULLANIMI

Tanh — coth yontemi kullanilirken oldukg¢a karmasik olan ve ¢ok fazla vakit alan
cebirsel iglemlerin iistesinden gelebilmek icin Maple ve Mathematica gibi sembolik
yazilimlar etkin bir sekilde kullanilmaktadir. Bu programlar gerek bircok
bilinmeyenden olusan denklem sistemlerinin kisa bir silirede tam olarak
¢oziilebilmesinde gerekse ¢oziim oldugu disiinlilen bir fonksiyonun ger¢ekten
¢6ziim olup-olmadiginin anlasilabilmesinde 6nemli derecede rol oynar. Bu ¢alismada
genel olarak Maple ve Scientific Work Place programlar1 beraber kullanildigindan bu
programlarin denklem c¢oziimlerinde nasil kullanildigi oldukg¢a iyi bilinen bir
denklem ve bir denklem sistemi iizerinden anlatilacaktir. Bu tiir islemler igin sik¢a

basvurulan Mathematica programinin kullanim1 da benzer sekilde yapilabilir.

5.1. Burgers-Fisher (BF) Denkleminin Coziimii

Iyi bilinen bu nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklem

Uy +uu, —u; =u(l —u) (5.1)

seklinde ifade edilmektedir. Bu denklem Maple ve Scientific Work Place programlari

yardimi ile asagidaki adimlar takip edilerek ¢oziiliir:

Adim 1. u(x,t) = u(¢),& = x — Vt dalga doniisiimii ile kismi tiirevli diferansiyel
nonlineer (5.1) Burgers-Fisher (BF) denklemi
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Vu' +uu' +u" +u(l—u)=0 (5.2)

seklinde adi tiirevli bir diferansiyel denkleme doniisiir. Eger bu adi tiirevli denklemin
asikar olmayan c¢oziimleri elde edilebilirse kismi tirevli diferansiyel denklem de
¢oziilebilir. Bu ylizden oOncelikli olarak (5.2) adi tiirevli denkleminin ¢dziimlerine

odaklanmak gerekir.

Adim 2. (5.2) denkleminin

Uug) = S(¥) = Xiloae Y* + Xhg b Y (5.3)
seklinde bir ¢oziimii oldugu kabul edilsin. (5.3) serisi (5.2) de yazildiginda
dengeleme prosediirii geregi en yliksek mertebeden lineer ve nonlineer terimler olan

uu' ve u" terimlerinin esit olmasi gerektiginden bu terimlerin esitlenmesi ile

M+M+1=M+2 ve buradan M =1 olur. Demek ki aranan ¢oziimler (eger

varsa)
U =S¥) = Yo Y* + Tim1 b Y (5.4)
seklindedir.

Admm 3. u(x,t) =u(é) =S5%),§ = x —Vt, Y = tanh(ué) oldugundan tiirevler

_ dUu Ly du
(5.5)
U’ = @ _ 2(1-Y?) ZYdU+(1 YZ)dZU
—aez M dy dy?

seklinde olusturulur. Denklemde ikinci mertebeden daha yiiksek tiirevler

olmadigindan bu tiirevler elde edilmemistir.

Adim 4. M = 1 oldugundan tanh — coth yontemi geregi
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u=Y}_oa, Y*+3¥i b Y *=ay+a,Y + blé (5.6)

seklindeki sonlu seri ¢oziimler arandigindan, Scientific Work Place programinda
(5.6) serisi ile beraber (5.5) tiirevleri (5.2) adi tiirevli denkleminde yazilarak
compute-simplify komutlart ¢alistirilirsa bir polinom elde edilecektir. Sonrasinda
siras1 ile compute-polynomials-collect segilir. Bu se¢imin ardindan program hangi
degiskene gore polinomu diizenleyecegini soracaktir. Polinom Y ye gore

diizenlendiginde Y nin kuvvetlerine gore diizenlenmis

(ua,* — 2u*a)Y® + (a,? + Vuay + pagay) Y° + (2aea, — ay — pa,® +
2ﬂ2a1)y4 + (aoz — Qo+ 2a1b1 - V‘Llal — V,lel — UApAq — ‘Llaobl) Y3 + (2a0b1 —
b1 - ,lelz + 2ﬂ2b1)yz + (b12 + V‘lel + ‘Llaobl) Y + (,lelz - Zﬂzbl)

polinomu elde edilecektir. Bu polinomun katsayilarindan olusan denklem sistemi
Scientific Work Place, denklem c¢oziimlerinde yeterli olmadigindan Maple
yardimiyla ¢oziilir. Bunun i¢in Maple programinda dsolve komutu kullanilir.

Kolaylik olmasi agisindan ay = X, a;=Y, b1=z demek yerinde olacaktir. Bu katsayilar
>dsolve({y"2*pu-2%y*pu 2=0,y" 2+ V*y*px*y*u=0,2*y*p"2-y-y  2*p+2*x*y=0,
2%Y*Z-X+X"2-VH¥y*u-V*z* p-x *y*u-x*z*u=0,2*z* u2-z-z"2* u+2 *x*z=0,

ZA2+V*Z*},H‘X*Z*].,L:O,ZAz*l.,L-z*Z*},l/\zz()} D [X7YaZ:V7u]);

seklinde yazilir ve Maple calistirilirsa agikar olmayan ¢éziimler

1 5 1
agp —E,al =—,b1 =O,V= —E,,LI=Z
1 1 5 1
aO_EJal_Olbl_EJV__E;M_Z
1 1 1 5 1
Qo —Elal =Z'b1 =Z'V= —E,H=§

seklinde elde edilir.
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Adim 5. Bu katsayilar (5.6) sonlu serisinde yerine yazilirsa Burgers-Fisher (BF)

denkleminin aranan tam ¢oziimleri

( t)—1_1+t h 1( 42 _

uq (x, =5 an 4x Et)
1[ 1 5

uz(x,t)=§ 1 + coth Z(X+§t)

( t)—1_2+t h 1( +5t) + coth 1( +5t)
uz(x, =2 an8x2 co 8x2

seklinde elde edilmis olur.

Adim 6. Elde edilen fonksiyonlarin gergekten (5.1) denklemini saglayip-
saglamadiklar1 kontrol edilmelidir. Bu kontrolii yapmak i¢in Scientific Work Place
programinin yardimina basvurulur. Bunun igin (5.1) denkleminde u yerine bu
fonksiyonlar yazilip compute-simplify komutlar1 siras1 ile galistirilir. Eger sifir
bulunuyorsa fonksiyonlar denklemi sagliyor demektir. Fakat bazi durumlarda
fonksiyonlar denklemin ¢oziimii oldugu halde sifir sonucu elde edilemeyebilir. Bu
durumda fonksiyonlar, (5.1) denkleminde yazilip sifira esitlenir ve check equality
komutu ¢alistirilir. Eger sonug true ise ¢6ziim denkleme aittir, eger sonug false ise
¢ozlim denkleme ait degildir. Ancak burada belirtmek gerekir ki, yukarida bahsedilen
adimlar dikkatle yapilmis ve asikar olmayan ¢oziimler elde edilebilmis ise check
equality komutu sonrasinda sonucun false ¢ikmasi diisiik bir olasiliktir. Bagka bir
ifade ile bulunan fonksiyonlar biiyiik bir olasilikla ¢oziimleri aranan kismi tiirevli

diferansiyel denkleme aittir.
5.2. Gelistirilmis Boussinesq Denklem Sisteminin Coziimii
Uyt — Ut T Uyy T+ (uW)xx =0

(5.7)

Wyxet — Wyt + Wix + (uw)xx =0
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kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi Gelistirilmis Boussinesq denklem sistemi
olarak bilinir. Bu denklem sistemi Maple ve Scientific Work Place programlari

yardimi ile agsagidaki adimlar takip edilerek ¢oziiliir:
Adim 1. u(x,t) = u(é),& = x — Vt dalga doniisiimii ile (5.7) deki nonlineer kismi

tiirevli diferansiyel denklemler

"

ViU —ViU+U+UW =0

(5.8)

"

VAW —V*W+W+UW =0

seklinde adi tlirevli diferansiyel denklemlere doniistir.

Adim 2. (5.8) denklemlerinin

Uué) =S1(V) = Xioan Y + X0 b Y7F
(5.9)

Wué) =S,(Y) = X0 a Y + Xk b YF

seklinde ¢6ziimlerinin oldugu kabul edilsin. (5.9) serileri (5.8) de yazildiginda
dengeleme prosediirii geregi en yliksek mertebeden lineer ve nonlineer terimler olan
V2U" ile UW ve V2W' ile UW terimlerinin dengelenmesi ile 2M = M + N,
2N = M + N denklem sistemi ve bu denklem sisteminin ¢oziimii olarak M = N = 2

bulunur. Demek ki aranan ¢oziimler (eger varsa)

Ue) =SY) = Yicoa Y + Yo b Y°
(5.10)

W) =S¥) =Xi—oa Y* + i1 b Y
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seklindedir.

Admm 3. u(x,t) =U(E),w(x,t)=W(&) & =x—Vt, Y =tanh(ué) oldugundan

tirevler
. dU du
_av _ _yn &
U == rld-Y)%
. dw dw
_aw _ _y &Y
W= = +d-YD35y
(5.11)
. d*U du d*u
_2 Y 20 vy ov Y _yy 2
=gz = 10 Y)< 2v —+(1 Y)dY2>
we =W _ 2(1-Y?) vy (1-Y%) )
~gez K dy dy?

seklinde olusturulur.

Adim 4. Scientific Work Place programinda (5.10) serilerinin her ikisi ile beraber
(5.11) tiirevleri (5.8) adi tiirevli denklem sisteminde yazilarak bir 6nceki baslikta
bahsedilen komutlar ¢alistirilir. Sonugta ag, a4, az, by, bz, co, €1, €2, d1,d2, V Ve u ye
bagli cebirsel bir denklem sistemi elde edilir Maple yardimiyla bu denklem

sisteminin ¢6ziimleri elde edilir.

Adim 5. Bir 6nceki adimda elde edilen katsayilar (5.10) da verilen sonlu serilerde
yerine yazilirsa (5.7) Gelistirilmis Boussinesq denklem sisteminin tam ¢6ziimleri

elde edilmis olur. Ornegin bu ¢dziimlerden biri
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4u?

wbe ) = —1g 711
—————{tanh?u(x ¥ ——
lop® +1 Ji6uz +1
+ coth?u (x $;>}
J16uz +1

4p?

)= ————
W) =~ Ter v 1

6° {t h? ( F ‘ >
— ————tanh“u| x + ———==
lop® +1 J16p? +1
— t
+ coth?u <x +—>}
J16u? +1

seklindedir.

Adim 6. Elde edilen fonksiyonlarin ger¢ekten (5.7) denklem sistemine ait olup-
olmadiklar1 yine bir dnceki baslikta anlatilan sekilde, elde edilen her iki ¢oziim her

iki denklemde yazilmak suretiyle kontrol edilmelidir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada baz1 Sobolev tiirii lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler
ele alinmis, ele alinan bu denklemlerin tam ¢oziimleri tanh — coth yontemle elde
edilmistir. Elde edilen c¢ok sayida ¢6zlim, yontemin ne kadar etkin oldugunu

gostermektedir.

Ikinci béliimde bahsedilen diger hiperbolik yontemler kullanilarak ayni denklemler

tekrar ¢oziiliip burada elde edilen ¢6ziimler ile kiyaslama yapilabilir.

Burada ele alinmayan Sobolev tiirli denklemlerin ¢oziimleri gerek tanh — coth

yontem ile gerekse diger hiperbolik yontemler kullanilarak aragtirilabilir.
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