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OZET

Anabhtar kelimeler: M-spotty, MacWilliams 6zdesligi, Matris kodlar

Genis bir kullanim alanina sahip olan hata kontrol kodlari, son yillarda bilgisayar ve
iletisim sistemlerindeki giivenilirligi arttirma adina birinci derecede Onem
kazanmistir. Bu baglamda, bilgisayar hafiza sistemlerindeki giivenirliligi arttirmak
icin hata kontrol kodlarinin bir sinifi olan m-spotty parca hata kontrol kodlar1 inga
edilmistir. M-spotty par¢a hata kontrol kodlar1 sayesinde yiiksek yogunluklu yari
iletken RAM yongalar1 giiclii elektromanyetik dalgalar, radyoaktif pargaciklar ya da
kozmik parcaciklardan dolay1r meydana gelen ardisik hatalar etkili bir sekilde tespit
edilebilmekte veya diizeltilebilmektedir. Ilk olarak, Hamming metrigi kullanilarak
m-spotty parca hata kontrol kodlari insa edilmistir. Bu calismada ise m-spotty
Rosenbloom-Tsfasman metrigi adi verilen yeni bir metrik tanimlanarak m-spotty
par¢a hata kontrol kodlari ile bazi ¢alismalar yapilmaktadir. Bu ¢aligmalar, m-spotty
Rosenbloom-Tsfasman agirlik sayacglari igin MacWilliams 6zdesliklerinin elde
edilmesi ve matris kodlart ile m-spotty Rosenbloom-Tsfasman agirliginin
iliskilendirilmesi ¢alismasidir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, cebirsel yapilarin 6zellikleri ile
ilgili tanimlar ve teoremler, lineer kodlarin yapisi, m-spotty parca hata kontrol
kodlar1 ve MacWilliams 6zdesligi hakkinda bilgi verilmektedir.

Ikinci béliimde, sonlu cisimler iizerinde m-spotty parca hata kontrol kodlar1 igin
yapilmis ¢aligmalar tizerinde durulmaktadir.

Ucgiincii ve dérdiincii boliimlerde, yeni tanimlanan m-spotty Rosenbloom-Tsfasman
metrigine gore farkli cebirsel yapilar ele alinarak, m-spotty Rosenbloom-Tsfasman

agirlik sayaglar icin MacWilliams 6zdeslikleri elde edilmektedir.

Besinci boliimde, m-spotty Rosenbloom-Tsfasman agirligi ile matris kodlari
iliskilendirilmektedir.

Altinct ve son boliim, sonug ve Oneriler kismindan olusmustur.



THE MACWILLIAMS IDENTITIES FOR M-SPOTTY
ROSENBLOOM-TSFASMAN WEIGHT ENUMERATOR

SUMMARY

Key Words: M-spotty, MacWilliams identity, Array codes

Error control codes have extensively been applied to semiconductor memories using
high density RAM chips with wide Input/Output data. High density semiconductor
RAM chips with wide Input/Output, e.g., with 8-bit or 16-bit Input/Output data, have
become popular in recent years. However, these semiconductor memories are highly
vulnerable to multiple random bit errors when they are exposed to strong
electromagnetic waves, radio active particles, or energetic cosmic particles. These
multiple random bit errors, typically 2- or 3-bit errors, are usually confined to a byte
region because RAM chips, each of which corresponds to a byte having length b
bits, are physically independent. These errors can be effectively corrected or detected
by m-spotty byte error control codes. Firstly, m-spotty byte error control codes have
been characterized by the m-spotty Hamming distance. This study defines a new
distance function, called m-spotty Rosenbloom-Tsfasman distance, of the m-spotty
byte error control codes. Morever, this study proposes a MacWilliams type identity
for m-spotty Rosenbloom-Tsfasman weight enumerators via the new distance
function, which is a metric. However, it is shown that there exists a relationship
between array codes and the m-spotty Rosenbloom-Tsfasman weight.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, some basic definitions and
theorems related to algebraic structures, some information about linear codes, m-

spotty byte error control codes and MacWilliams identity are given.

The second chapter presents a survey of the m-spotty byte error control codes over
finite fields.

In the third and fourth chapters, the MacWilliams identity for m-spotty Rosenbloom-
Tsfasman weight enumerators over some algebraic structures is obtained.

In the fifth chapter, the array codes having the m-spotty Rosenbloom-Tsfasman
weight are introduced.

In the sixth and the last chapter, the conclusion and possible directions for future
work are given.

Xi



BOLUM 1. GIRIS

Hata kontrol kodlari {izerinde yapilan calismalar biiyiik dl¢ciide modern cebrin zengin
cebirsel yapilarina dayanmaktadir. Birtakim 6nemli ve kullanish kodlar sonlu cisim
ve sonlu halkalarin cebirsel yapilart temel alinarak insa edilmektedir. Bu yiizden bu
bolimde hem ileriki bolimlerin daha anlasilir olabilmesi hem de kullanish
gereksinimlere uygun olan kodlar1 inga etmek icin gerekli olan temel kodlar ve
cebirsel yapilar ele alinmaktadir. Bu boliimdeki bilgiler temel seviye diizeyinde olup
cebirsel yapilar ile ilgili daha genis bilgiler [1-3] nolu kaynaklarda, kodlama teorisi
ile ilgili daha genis bilgiler [4-9] nolu kaynaklarda bulunabilir.

1.1. Cebirsel Yapilar ve Ozellikleri

Bu kisimda, kodlama teorisinde yapilan onemli calismalarda ele alinan cebirsel

yapilar ve ozellikleri islenmektedir.

Tanmm 1.1.1. [1] G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*)

cebirsel yapis1 asagidaki dort aksiyomu sagliyorsa G grup olarak adlandirilir:

(Gl) Kapalilik. Va,b e G i¢in c=a*be G dir.

G2) Birlesme. Va,b,c € G i¢in a * (b *c) = (a *b) *c dir.

1 1 1

e G vardrr.

(G2)
(G3) Birim eleman. Va € G igin, a*e = e*a = a olacak sekilde e € G vardur.
(G4) =a

G4) Ters eleman. Va € G icin, a*a” *a = e olacak sekilde a~
G kiimesi (Gl) ve (GZ) aksiyomlarini sagliyorsa yari grup, (Gl), (G2) ve (G3)
aksiyomlarmi1 sagliyorsa monoid olarak adlandirilir. Ayrica, Va,be G igin

a*b=>b=a sartin1 saglayan bir grup degismeli grup adin1 almaktadir. Her grupta

birim eleman tek oldugu gibi gruptaki her elemanin tersi de tektir.



Tanim 1.1.2. [1] Sonlu grubun eleman sayis1 grubun mertebesi olarak adlandirilir ve
|G| ile gosterilir. (G,*) ve (H,A) iki grup ve f:G —> H bir fonksiyon olsun.
Va,beG ig¢in f(axb)=f(a)Af(b) ise f fonksiyonuna G grubundan H
grubuna bir homomorfizma denir. Ayn1 zamanda f birebir ve Orten bir

homomorfizma ise f* izomorfizma olarak adlandirilir.

Eger G ve H gruplart arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar

denir ve G = H ile gosterilir.

Tanim 1.1.3. [1] G bir grup ve H, G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger H, G grubundaki isleme gore kendi basina bir grup ise H kiimesine G
grubunun bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. Eger H kiimesi G grubunun
bir alt kiimesi ve G grubunda verilen isleme gore kapali ise A kiimesi, G grubunun

bir alt grubudur.

(;arpma(-) olsun. (R,+,-) cebirsel yapis1 asagidaki {i¢ aksiyomu sagliyorsa R halka
olarak adlandirilir:

(Rl) (R,+) bir degismeli bir gruptur.

(R2) Carpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.

(R3) Carpma isleminin toplama islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma o6zellikleri
vardir. Yani,

Ya,b,c € R igin a-(b+c) =a-b+a-c ve (a+b)-c:a-c+b-c

dir.

Halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir elemani denir ve 0,
ile gosterilir. Halkanin ¢arpma islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger
carpma islemine gore de etkisiz eleman varsa boyle bir halkaya birimli halka denir ve

bu etkisiz elemana da halkanin birim elemani denir ve 1, ile gosterilir [1].



Tanmm 1.1.5. [1] R bir halka ve =1 cR olsun. [ alt kiimesi asagidaki iki

aksiyomu sagliyorsa / ideal olarak adlandirilir:

(1 1) Toplama islemine gére / kiimesi R halkasinin alt grubudur.

(I12) Vsel ve VreR igin srel ve rsel du.

asagidaki ii¢ aksiyomu sagliyorsa F' cisim olarak adlandirilir:

(F1) F kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

(F 2) Carpma islemine gore kapalidir ve sifirdan farkli elemanlarin kiimesi ¢arpma
islemine gore degismeli bir gruptur.

(F 3) F kiimesinin her elemani i¢in ¢arpma isleminin toplama islemi iizerine

dagilma 6zelligi vardir.

Sonlu elemanli bir cisim sonlu cisim veya Galois cismi olarak adlandirilir. ¢

elemanli bir cisim £, olarak gosterilir.

Tanmm 1.1.7. [1] F bir cisim ve Sc F olsun. S kiimesi kendi basmma F

cismindeki islemlere gore bir cisim ise S kiimesine /' cisminin bir alt cismi denir.

p asal bir say1 olmak lzere, F, sonlu cismi F, sonlu cisminin bir alt cismi ise ¢

sayist, p sayisinin bir kuvvetidir.

Tamm 1.1.8. [1] p asal bir tamsay1 olmak lizere, p elemanli F, sonlu cismi asal
bir cisim olarak adlandirilir. F), asal cisminin genislemesi p” elemanli ise F, asal

cisminin m inci dereceden genislemesi olan Fp sonlu cisim olarak

m

tanimlanmaktadir.

m elemanh Z, = {0,1,2,...,m—1} tamsayilar kiimesi bir halkadir. Eger m asal bir

tamsay1 ise Z, halkasi cisimdir. p asal bir tamsayr olmak lizere Z,, F, asal



cismidir. p sayismin asal bir tamsayr olmasi tamsayilar halkasi ile cisimler

arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Jois fuases 15 fo Kkatsayilart F, sonlu cisminin elemanlar, indisler ve kuvvetler
negatif olmayan tamsayilar olmak tizere, F, sonlu cismi lizerinde bir polinom

asagidaki gibi ifade edilir:
f(x)= f X"+ X" +.+ fix+ /.

f,_, sifirdan farkli olmak iizere, f(x) polinomunda n—1 sayisiun alabildigi en

biiylik degere f (X) polinomunun derecesi denir ve degf (x) ile gosterilir. En biiyiik

dereceli polinom teriminin katsayisina polinomun bagkatsayisi denir. Eger bas

katsayr f , =1 ise polinom monik polinom olarak adlandirilir. Polinomlarda bilinen

toplama ve ¢arpma iglemlerine gore F, Uzerindeki polinomlarin kiimesi bir halkadir
ve bu halka polinom halkasi olarak adlandirilir. Polinom halkasindan alinan f (x) ve

g (x) polinomlart i¢in toplama islemi asagidaki gibi tanimlanir:

£(x)+g(x)= 2(}2 rg)x

1

Toplamin derecesi bu iki polinomun derecelerinden daha biiyiik degildir. Polinom

halkasinda iki polinom c¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir:

((c))= X[ S,

i

b(x)-q(x)=a(x) olacak sekilde bir q(x) polinomu varsa b(X) polinomu a(x)

polinomunun bir ¢arpanidir veya a (x) polinomu b (x) polinomu tarafindan boliiniir.



Tamm 1.1.9. [1] «, F, sonlu cisminin keyfi bir elemani olmak tzere, sadece «

veya p(x) tarafindan boliinen bir p(x) polinomu indirgenemez polinom olarak

adlandirilir.

Tamm 1.1.10. [1] F cismi lizerinde derecesi sifirdan farkli monik p(x) polinomu
icin, mod p(X) polinomlar halkasi, polinomlar iizerinde bilinen toplama ve ¢arpma

islemlerine gore p(x) polinomunun derecesinden daha kiigiik derecesi olan biitiin

polinomlarin kiimesi olarak tanimlanir.

Teorem 1.1.1. [1] p(x) polinomunun m inci dereceden monik indirgenemez bir
polinom olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F, iizerinde mod p(x) polinomlar

halkasinin Fq , cisim genislemesi olmasidir.

Ornek 1.1.1. F, {izerinde ikinci dereceden indirgenemez p(x) = x” +x+1 polinomu

alinirsa £, = {0, Lx,x+ 1} elde edilir. Toplama ve ¢arpim tablolar1 asagidaki gibidir:

+ 0 1 x x+1 0 1 x x+I
0 0 1 x+1 0O 0 O 0 0

1 1 0 x+1 1 0 1 x x+l1
X x x+1 0 1 x 0 x x+1 1
x+1 x+1 x 1 0 x+1 0 x+1 1 X

Tamm 1.1.11. [1] (Sonlu cisim elemanlarinin polinom gosterimi) F, tizerinde m
inci dereceden mod p(x) polinomlar halkasina sifir elemanini ekleyerek Fpm sonlu

cisminin elemanlar1 elde edilir. Bu gosterim sekli sonlu cisim elemanlarinin polinom

gosterimi olarak bilinir.

Tamm 1.1.12. [1] (Sonlu cisim elemanlarmin vektér gosterimi) «, F, tizerinde m

inci dereceden indirgenemez p(x) polinomu tarafindan iiretilen Fpm sonlu cisminin



bir elemani olsun. Eger p(a)=0 ise bu takdirde & elemani p(x) polinomunun bir
kokiidiir. Bu ylizden Fpm sonlu cisminin her elemam1 « kullanilarak ifade edilebilir.
Yani, her eleman derecesi m—1 veya daha kiiciik olan & polinomlari ile gosterilir.
r, sonlu cisminin bir eleman1 p, @""' +p, ,a" > +..+ p,a’ + p,a+ p, polinomu
ile gosterilsin. Bu takdirde bu polinomun katsayilarindan olusan vektor, £, lizerinde

m uzunluga sahip ( DPorts Porzses Pas D1 po) ile gosterilir. Bu gosterim sonlu cisim

elemanlarinin vektor gosterimi olarak adlandirilir.

Ornek 1.1.2. F, iizerinde p(x)=x*+x+1 polinomu tarafindan iiretilen F,, sonlu
cisminin elemanlariin kiimesi {0,1,a,a+l} dir. Bu kiimenin her bir elemam
strastyla F, iizerinde uzunlugu iki olan {(0,0),(O,l),(l,O),(l,l)} vektorlerle ifade

edilir.

Tamim 1.1.13. [1] (Sonlu cisim elemanlarinin kuvvet gosterimi) & € F, olmak tizere,
F, sonlu cisminin sifir elemani digindaki tim elemanlar1 « elemaninin bir kuvveti
olarak ifade edilebiliyorsa « elemani F, sonlu cisminin primitif elemani olarak

adlandirilir. Bu gosterime sonlu cisim elemanlarinin kuvvet gosterimi denir.

Ornek 1.1.3. F, sonlu cisminde 3'=3,3=2 3 =6 3"=4,3 =5 3=1
oldugundan 3 elemani F, sonlu cisminin primitif elemamdir. p(x)=x’+x+1

tarafindan tiretilen F; sonlu cismi i¢in o =x primitif eleman1 kullanilarak F; sonlu

cisminin elemanlar1 asagidaki gibi elde edilir:

a’=x"+x+1,

=% o’ =x"+1,

(04
(04 :x+1, a7:1:a0.
(04



Ornek 1.1.4. p(x) = x* + x+1 tarafindan iiretilen F,, sonlu cisminin her elemani

icin  polinom, vektér ve kuvvet gosterimleri Tablo 1.1°deki gibidir.

p(a)=a'+a+1=0 olsun. Bu taktirde & = +1 dir. Bu sonugtan F,, sonlu cismi

insa edilir. £, sonlu cisminin bazi elemanlar1 asagidaki gibidir:

o =aat=a(a+l)=a’ +a,
a’ =a'at =(a+l).(a+1)=a’+],
a=aatat =a(a+1)(a2+1)=a4+a3 +a’ +a,

=(a+1)+0:3 +a’+a=a’ +a’ +1.
Tablo 1.1. p(x) = x* +x+1 tarafindan iiretilen F,, sonlu cisminin elemanlarinin gésterimi

Kuvvet gosterimi  Polinom gosterimi ~ Vektor gdsterimi

0 0 (0000)
1 1 (1000)
a a (0100)
a’ a’ (0010)
a’ o’ (0001)
a l+a (1100)
o a+a’ (0110)
a a’+a’ (0011)
a’ l+a+a’ (1101)
a* l+a’ (1010)
a’ a+a’ (0101)
a" l+a+a’ (1110)
a" a+a’+a’ (0111)
a’ l+a+a’ +a’ (1111)
a” l+a’ +a’ (1011)
at l+a’ (1001)



1.2. Lineer Kodlar

Bu kisimda lineer kodlar ile ilgili temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlar
arasinda vektor uzayr veya modiil ile lineer kod arasindaki iligki, lirete¢ ve eslik
denetim matrisleri, bir kodun minimum uzakligi ve minimum uzaklig1 sayesinde

kodun hata tespit ve diizeltme kabiliyeti yer almaktadir.

Tanim 1.2.1. [2] (Vektor uzay1 ve alt uzay) F cismi iizerinde elemanlar1 vektorler

olan V' kiimesi asagidaki bes aksiyomu sagliyorsa vektor uzayi olarak adlandirilir:

Vl) V' kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.
) VYeceF ve VveV igin cvelV dir.

) VYce F ve Yu,veV igin c(u+v) =cu+cy dir.

) Ya,be F ve VveV igin (a+b)v= av+by dir.

VS) Ya,be F ve VveV igin (ab)v=a(bv), lv=v ve Ov=0 dur.

Vektor uzay1 kodlama teorisinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tanim 1.2.2. [2] (Alt uzay) F cismi iizerinde V' vektdr uzaymin bir S alt kiimesi

vektor uzayinin biitlin aksiyomlarini sagliyorsa S kiimesi alt uzay olarak adlandirilir.

S kiimesinin V' vektor uzaymin bir alt uzayr olup olmadigin1 kontrol etmek i¢in

asagida verilen aksiyomlar1 kontrol etmek yeterlidir:

(Sl) Yu,ve S i¢cin u+vesS dir.

(SZ) VeceF ve YveS igin cve S dir.

¢, skalerler ( yani cisim elemanlar1) olmak tizere, k£ tane v,,v,,...,v, vektoriin lineer

birlesimi

u=cyv, +c,v,+..+cv,



seklindedir [2].

Tanim 1.2.3. [2] (Lineer Bagimlilik ve Bagimsizlik) V' vektér uzaymin bir

{v1 Vs Vg } alt kiimesi verilsin.
ey ey, +otcey, =0

olacak bi¢imde en az biri sifirdan farkl olan c,c,,...,c, sayilar1 varsa {vl,vz,...,vk}

kiimesi lineer bagimlidir denir. Lineer bagimli olmayan kiimeye lineer bagimsiz
kiime denir. Lineer bagimsiz bir kiimede elemanlarin herhangi biri diger elemanlarin

lineer birlesimi olarak yazilamaz.

Tanim 1.24. [2] E= {vl,vz,...,vk} olsun. Sp(E), E kiimesinin biitiin lineer
birlesimlerinin kiimesi olmak tizere, Sp(E ) uzaymna E kiimesinin gerdigi (iirettigi)

alt uzay denir. £ kiimesine de, Sp(E) alt uzaymun bir iireteci denir.

Eger E kiimesi V' vektor uzaym geriyorsa, V' vektor uzayindaki lineer bagimsiz
olan her kiime en fazla k tane vektore sahip olabilir. Bu da & vektor tarafindan
gerilen bir vektdr uzayinda en fazla & tane lineer bagimsiz vektor olabilecegini

gostermektedir. Bu ylizden & tane lineer bagimsiz v,,v,,...,v, vektorleri V' vektor
uzayimni geriyorsa k, V' vektdr uzaymin boyutu olarak adlandirilir ve {vl,vz,...,vk}

kiimesi V' vektdr uzayinin bazidir. k& boyutlu bir uzayda, baz tam olarak k& tane
vektorden olusmaktadir ve bu vektorler lineer bagimsizdir. Eger V', k& boyutlu bir
vektor uzayi ise k tane lineer bagimsiz vektorlerin herhangi bir kiimesi V' vektor

uzayinin bir bazidir [2].

q

Tamm 1.2.5. [2] (g Carpim) F ={(v1,v2,...,vn):vl. qu} olmak tizere F,', F,
sonlu cismi lizerinde tanimli bir vektor uzayr olsun. f: F'xF' — F, bigiminde,

(u,v) deki degeri (u,v> ile gosterilen ve asagidaki dort aksiyomu dogrulayan bir f
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fonksiyonuna F,' iizerinde taniml bir i¢ ¢arpim denir. Vektor uzayi tizerinde bir i¢
carpim varsa bu vektor uzayina i¢ ¢carpim uzayi denir.
(P1) Yu,v,we F' i¢in <u +v, w> = <u, w> +<v, w> dir.
P2) Vu,v,we F;" i¢in (u v+w> < > <u,w> dir.
0= v=0 dr.

( {
(P3) Vu e F] igin <u v>
( > 0< u=0 dir.

P4) VveF, igin (u,v

Tanim 1.2.6. [2] (Diklik) V' i¢ g¢arpim uzayinda <u,v>:0 ise u vektord, v

vektoriine diktir (veya ortogonaldir) denir.

Tanmm 1.2.7. [2] (Modiil) R bir halka olsun. M kiimesi asagida verilen dort

aksiyomu sagliyorsa M kiimesine R halkasi ilizerinde sol modiil denir:
(M1) M kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

(M2) VmeM ve Vr,seR i¢in (r+s)m=rm+sm dur.

(M3) VmeM ve Vr,s € R igin (rs)m = r(sm) dir.
(M4)

M4) VYm,ne M ve Vr e R igin r(m+n):rm+rn dir.

Eger R halkasi birimli bir halka ise asagidaki ek aksiyom da saglanir:
(MS) Vme M icin lm=m dir.

Tanim 1.2.7°de verilen “sol” ifadesi halkanin elemanlarinin sol taraftan ¢arpildigini
gosterir. Eger halkanin elemanlar “sag” taraftan ¢arpiliyorsa sag modiil tanimi elde

edilir.

Tanim 1.2.8. [2] (Alt modiil) M, R iizerinde bir modiil ve N, M modiiliiniin bir
alt grubu olsun. V¥ € R ve Vne N i¢in rne N ise N, M modiiliiniin alt modiili

olarak adlandirilir.
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Tanimm 1.2.9. [4] (Lineer Kod) V(n,q): F, n uzunlugunda ve g elemanli sonlu
bir cisim tizerinde tanimlanmig bir vektdr uzayi olsun. V(n,q) vektor uzaymnin C

alt kiimesi alt uzay ise bu takdirde C kiimesine lineer kod denir. Benzer bicimde R

bir halka olmak iizere, C kiimesi n bilesenli R" nin bir alt modiilii ise C kiimesine

lineer kod denir. C kodunun elemanlar1 da kodsoz olarak adlandirilir.

F, sonlu cismi lzerinde tanimli C lineer kodundan alinan k tane wy,w,...,w,
kodsozlerinin lineer birlesimi lineer kodun tanimindan F, sonlu cismi tizerinde C
lineer kodunun bir elemanidir. Eger w,,w,,...,w, , kodsozleri lineer bagimsiz ise
{wo,wl,...,wk_l} , C lineer kodunun bir bazidir. Bazda bulunan & tane kodséz C

lineer kodun boyutu olur. Eger C lineer kodunun boyutu % ise o zaman C lineer

kodu bir [n, k|- kodu olarak gosterilir.

Tamm 1.2.10. [4] (Ureteg Matris) C bir lineer [n,k]- kodu olsun. Satirlart C

kodunun baz vektorlerinden olusan 4 xn boyutlu G matrisine, C kodunun iireteg

matrisi denir.

Eger G matrisi C kodunun lirete¢ matrisi ise C kodunun kodsézleri, G matrisinin

satirlarinin lineer birlesimidir. Yani,
C= {xG|x € V(k,q)}
seklindedir.

Tanim 1.2.11. [4] (Standart Form) C bir lineer [n, k|- kodu olsun. Herhangi bir &
koordinat yeri verilsin. Bu yerler tizerinde C lineer koduna denk olan ilk & siitunu

birim matristen olusan iirete¢ matrisine sahip bir kod vardir. G = <I P | A) bi¢gimindeki

bir ilirete¢ matrisine standart formdadir denir.
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Burada /,, k£ boyutundaki birim matrisi temsil eder. Her lineer kodun, standart

formda bir tirete¢ matrisi vardir. k£ xn tipindeki bir lirete¢ matris standart formda ise
bu kod ilk £ koordinatlarinda sistematiktir. Bu ise kodlama ve dekodlama islemlerini

kolaylastirir.

Tanim 1.2.12. [4] (Dik Tiimleyen) C bir lineer [n, k|- kodu olsun.

Ct= {y € V(n,q)‘(y,x> =0,Vx € C}
seklinde tanimlanan C* koduna lineer kodun dik tiimleyeni denir.

Tanim 1.2.13. [4] (Eslik Denetim Matrisi) C kodunun iirete¢ matrisi G = <Ik|A)

olmak lizere; GH' = 0 sartinm1 saglayan H = (—AT ‘Infk) matrisine C kodunun eslik

denetim matrisi denir.

n—1

Tamm 1.2.14. [4] Bir u :(uo,ul,...,u ) vektoriiniin sifirdan farkli elemanlarinin

sayist u vektoriiniin Hamming agirhigini verir ve w(u) ile gosterilir.

Tamm 1.2.15. [4] u ve v vektorleri arasindaki Hamming uzakligi d(u,v) ile

gosterilir. Agirlik ile uzaklik arasindaki iliski asagidaki gibidir:

d(u,v):w(u—v):w(v—u)

=u ve v vektorlerinin farkli bilesenlerinin sayisi

Hamming uzaklik asagidaki aksiyomlar1 sagladigindan bir metriktir [4]:

(HD1) u#v i¢in d(u,v)>0 ve u=v igin d(u,v)=0 du.
(HD2) d(u,v)=d(v,u) du.

(HD3) d(u,v)+d(v, w) > d(u,w) dir.
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Hamming uzaklik ile Hamming agirlik bir kodun hata kontrol kapasitesi hakkinda

bilgi vermektedir. v kodsozii iletildiginde alinan hatali s6z » ise v ve r arasindaki

Hamming uzaklik yani d(v,r) hatalarin sayisina esittir. e=r—v hata vektoriiniin

Hamming agirlig1 yani w(e) hatalarin sayisin verir.

Tammm 1.2.16. [4] C kodunun elemanlart olan farkli kodsodzler arasindaki

uzakliklarin en kiigiigiine C kodunun minimum uzaklig1 denir.

C kodunun minimum uzaklig d (C ) ile gosterilirse,

d(C)=min{d(x,y)

X,y € C,xry}
dir.

Eger C lineer kodunun minimum uzakhigr 4 ise C lineer kodu bir [n,k,d ]— kodu

olarak gosterilir.

Tanim 1.2.17. [4] C kodunun elemanlar1 olan kodsé6zlerin sifirdan farkli agirliklarin

en kii¢iigiine C kodunun minimum agirlig1 denir ve w(C ) ile gosterilir.

Teorem 1.2.1. [4] C lineer bir kod ise d(C):w(C) dir. Yani, lineer bir kodun

minimum uzaklig1 minimum agirligina esittir.

Bir kodun minimum Hamming uzakligt kodun hata kontrol kapasitesinin

belirlenmesi i¢in 6nemli bir parametredir.

Teorem 1.2.2. [4] C kodunun #-hata tespit eden kod olmasi igin gerek ve yeter sart
d(C)>t+1 olmasidr.
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Teorem 1.2.3. [4] C kodunun minimum uzakhigi d(C)=d ise C kodu en fazla

¢ — 2 =1 hata diizeltebilir.

Sekil 1.2, Teorem 1.2.2 ve Teorem 1.2.3 ifadelerini sekil olarak gostermektedir.

@ Kodséz (AB)
O Hatah séz
{Dazeltilebilir)

A Hatah siiz
(Diizeltilemez ama tespit edilebilit)

I:Irmina t+d+1
(d2 1)

Ditzeltilebilir alan

Tespit edilebilir alan

Sekil 1.2. Kodsozlerin hata kabiliyet durumlarinin kiirelerle gosterimi

1.3. M-Spotty Parca (Byte) Hata Diizelten Kodlar

Bilgisayar hafiza ve iletisim sistemlerindeki giivenilirligi arttirma adina hata kontrol
kodlar1 uygulama acisindan birinci derecede dnem kazanmustir. Ozellikle, bilgisayar
hafiza sistemlerindeki gilivenirliligi artirmak ic¢in hata kontrol kodlarinin bir sinifi
olan parc¢a (byte) hata kontrol kodlar1 kullanilmaktadir [10]. Bu tiir bilgisayar hafiza
sistemlerinde parga ad1 verilen b -bit giris/¢ikis genisligindeki RAM yongalari (chip)
islev yapmaktadir. RAM yongalar1 4, 8, 16, 32 veya daha biyiik giris/cikis
genisligine sahip iken son zamanlarda yiiksek hizli hafiza sistemlerinde 8, 16 veya 32
bit (b=8, 16 veya32) giris/cikis genisligine sahip yiiksek yogunluklu RAM
yongalar1 kullanis agisindan daha popiiler hale gelmistir. Biiyiik kapasiteli hafiza
sistemlerinde kullanilan bu RAM yongalari, yiiksek elektromanyetik dalgalar,
radyoaktif pargaciklar ya da kuvvetli kozmik pargaciklara maruz kaldiklarinda bu

yongalarda bir¢ok gelisiglizel hata bitleri meydana gelmektedir. Bu hata bitlerini
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kontrol etmek amaciyla, ikili (binary) kodlar i¢in spotty parca hatasi adinda yeni bir
par¢a hatasi tanimlanmistir. Bu tip hatalar lizerinde calisilan kod sinifi spotty parca

hata kontrol kodlar1 adin1 almaktadir [11].

Bilgisayarlar ikili diizene sahip sayilarla calismaktadir. ikili diizendeki her bir
rakama (0 yada 1) bit denir. Dolayisiyla ikili diizendeki her basamak bir bittir.
Asagidaki say1 8 basamak dolayisiyla da 8 bit uzunlugundadir. Onluk sistemde 155

sayisina esittir.

(10011011), =155.

Bir anlam ifade eden en kiiciik sayisal veri miktarina parca (byte) denir. 8 bitten

olusan ikili say1 kiimesidir. Yukaridaki (1 001101 1) , sayist 1 par¢a uzunlugundadir.

Tamim 1.3.1. [12] (Spotty parca hatasi veya ¢/b-hatasi) 1<¢<bh olmak fizere,
gelisigiizel bir b -bit parcasinda meydana gelen ¢-bit hatasi spotty parga hata veya
t / b-hata olarak adlandirilir.

Iki gesit spotty parga hatas1 bulunmaktadir. Bunlardan biri bir parca icerisindeki s-

spotty parca hatasi, digeri de bir parga igerisinde bulunan m-spotty par¢a hatasidir.

Tanim 1.3.2. [13] (S-spotty parca hatas1) Bir parca icerisindeki gelisigiizel meydana

gelen 7-bit hata s-spotty parca hatasi olarak adlandirilir. Yani, bir par¢a igerisinde

hatali bitlerin maksimum sayisi #(<b) sayisini asmaz.

Tanim 1.3.3. [14] (M-spotty parga hatas1) Bir parca igerisinde en az bir ¢/b-hata

varsa m-spotty parca hatasi olarak adlandirilir. Yani, bir parga igerisinde hatal

bitlerin maksimum sayis1 t(S b) sayisini asabilir.

Bir pargadaki hata bitlerinin sayist g ise bu pargadaki 7 /b -hatalarinin sayisi fq / t—|
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ile bulunur. Burada I_x_|, X sayisina esit veya bliylik tamsayilarin en kiigiginii

vermektedir.

Tanim 1.3.4. [14] (u# m-spotty par¢a hatasi) Hatali sézdeki biitiin parcalardaki
spotty parca hatalarinin sayisinin toplami g ise bu hata x4 m-spotty parca hatasi

olarak adlandirilir. Bilgisayar sistemlerinde yiiksek enerjili parcaciklar RAM

yongasinin belirli bir bolimiinii vurdugunda m-spotty par¢a hatas1 meydana gelebilir.

Ornek 1.3.1. Sekil 1.3’te N =40 uzunlugunda n=5 parcadan olusan ve her
parcada 8 bit bulunan bir s6z bulunmaktadir. Sekil 1.3(a), 1.3(b) ve 1.3(c), t=2 ve
b=8 olmak tizere iiclii 2/8-hatalar1 iceren hatali sozlere birer Ornek teskil
etmektedir. Sekil 1.3(a) da, s6zde {i¢ hatali par¢a bulunmaktadir ve bu pargalarin her
biri birli 2/8-hata bulundurmaktadir. Yani, her par¢adaki hatali bitlerin maksimum
sayist ¢t =2 bit sayisim1 agmamaktadir. Ayrica bu sz liclii s-spotty parca hatasi

icermektedir. Sekil 1.3(b) de, ikinci parga ii¢ tane bit hatasi bulundurmaktadir.
|_3/ t_| :|_3/ 2_| =2 oldugundan, bu parcada ikili 2/8-hatasi bulunmaktadir. Diger

hatali pargada birli 2 /8 -hatas1 var oldugundan toplam 2 /8 -hata sayis1 tigtiir ve {i¢lii

2/8-hatast olarak adlandirilir. Sekil 1.3(c) de, igciincii parca bes bit hata
bulundurmaktadir. [5/ ﬂ =[5/ 2—| =3 oldugundan, soz ti¢lii 2/8-hata icermektedir.

Yani, Sekil 1.3 miimkiin olan biitiin ti¢lii m-spotty 2 /8 -hatalarin1 géstermektedir.

00000000[10000100
parca: b=8 hit
Sioz: N=40 bt (n=5 parca)
(a) Ug pargada brrki 2/8 - hata

DO0000000 ] 00000010 ] 00001001 ]

[DGDC"JCDL‘ 10140100

(b} Bir pargada birli 2/8 - hata
Dhger parpada ikili 2/8 - hata

vooooono|ooloo100]0oco0000]

[00000000] 00000000

10101101 ]oocooa10]ooo0o000]

(c) Bir parcada tichi 2/8 - hata

Sekil 1.3. ¢ =2 ve b =8 olmak iizere {i¢lii m-spotty parca hatalarin1 gosteren durumlar
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1.4. Agirhk Sayaclarn

Agirlik sayaclari, daha sonra iizerinde durulacak olan MacWilliams 6zdesligi i¢in

oldukca 6nemli bir yere sahiptir.

Tanmm 14.1 [15] C, (n,M ) parametrelerine sahip herhangi bir kod olsun.

k=0,1,...,n i¢cin 4,, k agirhkl kodsozlerin sayisim1 belirtmek tizere C kodunun

agirlik sayaci

olarak ifade edilmektedir. Burada (4, ), , dizisi, C kodunun agirhik dagilim olarak

adlandirlir.
We(x,y)= Z Ax'y"
k=0

homojen polinomu da C kodunun agirlik sayacini belirtmektedir.

Ornek 1.4.1. (n,M ):(3,4) parametrelerine sahip F, sonlu cismi iizerinde
C:{OOO,IO0,0IO,IIO} kodu i¢in Cl:{OO0,00I} olup C ve C' kodlart igin

agirlik sayaglari sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

3
Wc(z):ZAkzk =1+2z+2°,

k=
w.. (z) = ZAksz =1+z.

0
3
k=0
MacWilliams 06zdesliginin ispatinin daha anlasilir olmasi i¢in MacWilliams
0zdesliginin 6ncesinde karakter yapisi, konu ile ilgili grup cebri ve grup cebrinin bir

elemaninin doniistimii ile ilgili konular ele alinacaktir.
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1.4.1. Karakterler

Tanim 1.4.1.1. [15] (Karakter) (G,+) bir grup ve (C—{O},-) kompleks sayilarin

carpimsal grubu olsun. y:G —> C— {0} homomorfizmasi varsa y, G grubunun bir

karakteri olarak adlandirilir. y homomorfizma oldugundan her g,4 € G igin,
2(g+h)=x(g) x(h) ve 2(0)=1

dir. Her g € G i¢in ;(( g) =1 ise y 0zel olarak G grubunun temel karakteri olarak

adlandirilir.

Teorem 1.4.1.1. [15] G bir grup ve y, G grubunun bir karakteri olsun. Bu taktirde,

2. x(g)=

geCG

|G| y temel karakter ise,
0  y temel karakter degil ise,

dir.

Tanim 1.4.1.1°de G toplamsal grubu F, sonlu cismi olsun. y: F, — (C—{O} olacak
sekilde (Fw+) grubu iizerinde temel karakter olmasin. u e V(n,q) olmak tizere,
Cc V(n,q) lineer kodu ic¢cin y, :C— (C—{O} fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanabilir:
X, (c) = ;(((C,u» = ;((clu1 +c,u, +...+cnvn) )

Burada, ¢=(c,,¢,,...¢,) ve u=(u,u,,..,u,) seklindedir. I¢ carpim ozellikleri ve
%, 1¢in verilen tanim kullanilarak y, fonksiyonunun C kodu i¢in karakter oldugu

asagidaki gibi gosterilebilir:
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Teorem 1.4.1.2. [15] y, :C—>C —{0} karakterinin temel karakter olabilmesi igin

gerek ve yeter sart u € C* olmasidur.

Bundan sonra y, karakteri, temel olmayan karakter olarak ele alinacaktir.

Sonug 1.4.1.1. [15] C =¥ (n,q) lineer kod olsun. Bu taktirde u € V' (n,q) igin,

WAGEE

ceC

é‘ueCL

dir. Burada 6 _ ., asagidaki gibi tanimlanir:

5 = 1 ueC*
ueC 0 ue CJ_.
1.4.2. Grup cebri

Tanim 1.4.2.1. [15] (Grup Cebri) F bir cisim, G de - islemine gdre bir grup olmak

iizere; F cisminden katsayilt G grubunun sonlu sayida elemanlarinin biitiin lineer

birlesimlerinin kiimesi F [G] grup cebri olarak adlandirilir ve i=1,2...,n i¢in

ae€lF, g G olmak lizere F [G] grup cebrinin elemanlar1 asagidaki gibi

gosterilebilir:
ag +a,g,+..+a,g,.

F [G], F izerinde asagida verilen toplama, ¢arpma ve skalerle ¢carpma islemine

gore bir cebirdir:
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(GC) Zagg+2bgg: Z(ag +bg)g,

geG geG geG
e (e o8] 3 et
geG heG 2€G,heG

(GC3) a skaler olmak iizere, a(ZaggJ:Z(aag)g.

geCG geCG

Tanim 1.4.2.1°de tanimlanan grup cebrinde G =V (n,q) ve F =C kompleks sayilar

kiimesi olarak alinirsa; (CV(n,q) nin elemanlari,

seklinde olan biitiin formel toplamlarin kiimesi olmak tizere, asagida verilen toplama,

skalerle carpma ve carpma islemlerine goére bir grup cebridir:

1) D et + D Br= D (a,+B)t,

xeV(n,q) xeV(n.,q) xeV(n,q)
(2) B skaler olmak iizere, S8 Z at = Z (B-a,)t,
xeV(n.,q) xeV(n.q)
(3) ( > axt"][ > ﬂxt-"]= > (aB)rr =Y ( > axﬂy}z :
er(n,q) er(n,q) er(n,q),er(n,q) zeV(n,q) xt+y=z

Dolayistyla (CV(n,q), C kompleks sayilar lizerinde V(n,q) grubunun grup cebri

olarak adlandirilir [15].

Grup cebrinin elemanlarina karakterler agagidaki gibi uygulanabilir:
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Tanim 1.4.2.2. [15] (Grup cebri elemanlarinin déniisiimii) CV (n,q) grup cebrinin

bir elemant g(7)= Y, a,* olsun.

xeV(n.,q)

g(t)= > (g

xeV(n.,q)

ile verilen ifade g elemaninin doniisiimii olarak adlandirilir.

CV(n,q) grup cebrinin her bir g(t)= Z o t* eleman i¢in, formel toplamlar

xeV(n.,q)

kullanarak g nin agirlik sayacini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Wg (Z) = z Otxzw(x) = Z£ ’zkaxJzk :kZ_(;Aka .

xeV(n.,q) k=0 \ w(x)=

Eger Cc V(n, q) bir kod ve g, (t) = Ztc C kodunun bir iirete¢ fonksiyonu ise bu

ceC

taktirde 4, , C kodunun agirlik dagilimini verir.

g nin :é doniistimiiniin agirlik sayaci benzer sekilde asagidaki gibidir:

1.4.3. MacWilliams 6zdesligi

Kodlama teorisinin en énemli sonug¢larindan biri MacWilliams 6zdesligidir. 1962°de
Florence Jessie MacWilliams tarafindan elde edilen bu 6zdeslik kodlama teorisinde
cok genis capta uygulama alan1 bulmustur. Yaygin olarak kullanilmasinin en énemli
sebebi, C lineer kodunun agirlik sayact ile C kodunun dik tiimleyeni olan C*

kodunun agirlik sayaci arasinda elde edilen iliskidir. Bu kodlarin agirlik sayaclari
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aracilifiyla elde edilen 6zdeslige de MacWilliams 6zdesligi denir. Bu 6zdeslikte

herhangi C lineer kodunun agirlik sayacinin C lineer kodunun dik timleyeni olan

C* kodunun agirlik sayacindan elde edilebilecegi ifade edilmektedir.

Teorem 1.4.3.1. [15] (MacWilliams Ozdesligi) g, (CV(n,q) grup cebrinin bir

elemani olsun. Bu taktirde,

elde edilir. x=(x1,x2,...,xn) ve y=(y1,y2,...,yn) alinirsa, x, =0 ise w( ) 0 ve

x, =1 ise w(x,)=1 oldugundan,

Z Z(<x’y>)ZW(x) Z z(x1y1 +X,), +...+ xnyn)Zw(xl)+w(x2)+-~*w(xn)

er(n,q) er(n q)

3 33 () )= ) (o))

X EF Xy EF X, EF

LeFZ ()2 ][ZF:Z (x0,)2 } [ZF:;( (x,)z }
Mz

elde edilir. Eger y, =0 ise,
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Z ;((xyl.)zw(x) = z ;((O) 20 = z P :1+(q—l)z

xqu xeF;I xqu

elde edilir. Eger y, # 0 ise, Teorem 1.4.1.1°den dolay1

>ox() 2 =14 x ()2 =2 =12

xqu x#0 xqu

dir. Bu yiizden,

> x(Goy)) 2 =(1-2)" (14 (g _l)z)n—w(.v)

xeV(n,q)

elde edilir. Elde edilen esitlik W, (s) ifadesinde yerine yazilirsa,

elde edilir.

Teorem 1.4.3.2. [15] C c V(n,q) lineer kod ise bu taktirde éc = |C| g di.

Sonug 1.4.3.1. [15] (Lineer kodlar i¢in MacWilliams 6zdesligi) C =¥ (n,q) lineer

kod ve C*, C lineer kodunun dik tiimleyeni olsun. Bu taktirde,
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v -]

duir.

Ornek 1.4.3.1. C= {000,111} lineer kodunu ele alalim. Bu taktirde g. (t) lireteg

fonksiyonu asagidaki gibidir:

000 111

ge(1)=1" +1

X, er(n,2) icin <x, y>er oldugundan, temel karakter olmayacak sekilde y

karakteri agagidaki alinabilir:
aeF, i¢in y(a)=(-1)".

Yani,

dir. Bu takdirde;

X (gc) = (_1)<000,x> + (_1)<111,x>

olacak sekilde asagidaki degerler elde edilir:

Zow (26) = (1) "+ ()" =141 =2,
Zon (&)= (- 1)000001 +(- 1)111001 = ( 1)=0,
Zoo (g0) = (=)™ + (1) = ( 1)=o,
2o (80)= (=) 4 ()" =11=2,
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Zioo (g0) = (1) + (1) = ( 1)=o,
Zon(8)= ()™ + ()" = 1122,
2o (8e)= ()" + (= 1)”1”0 =1+1=2,
Zin(8)= ()" + ()" = ( )=0.

ge(t)= D x(ge)t' =20+ 20" +21 + 21"

xeV(n,2)
elde edilir.

Teorem 1.4.3.2°den g, (¢)=¢""+""+¢* +¢"" yani C*={000,011,101,110} dik

tiimleyeni bulunur.

Verilen Ornekte kiiciik bir kod ele alindigindan bu kodun agirlik sayacinin

MacWilliams = 6zdesligi ile bulunmasi etkili bir yol degildir. F, uzerinde

olabildigince biiylik bir k& parametresine sahip bir kod i¢in esitligi kullanmak yerinde

olacaktir. Ornegin, k parametresi (n - k) ’dan oldukga biiylik ise bu durumda kodun

dik tiimleyeninin agirlik sayacini bulmak daha kolay olacaktir. Dolayisiyla, buradan

kodun agirlik sayacini hesaplamak ¢ok daha verimlidir.

MacWilliams 06zdesligi, kodun agirlik sayaci ile dik tiimleyeninin agirlik sayaci
arasinda gec¢is saglamasinin yani sira, en onemli uygulamalarindan biri de lineer

programlama siniridir [ 15]. Lineer programlama sinir1 kisaca sdyle 6zetlenebilir:

Bir kod ii¢ 6nemli parametreye sahiptir. Bunlar; uzunluk », minimum uzaklik d ve
kodun eleman sayis1 M dir. Bu parametreler degistik¢e kodun hizi artmakta veya
azalmaktadir. Herhangi bir kodun baska bir koddan daha hizli olup olmadigim
belirlemek i¢in kodlarin bu parametrelerini karsilastirmak gerekir. Karsilagtirilacak
her kod i¢in bu parametrelerden n ve d ayni degerleri aldigi zaman M iizerinde

karsilastirmalar yapilabilir. Bir kodun igerdigi kodséz sayisi ne kadar ¢ok olursa
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iletisim o kadar ¢ok yonlii olacaktir. Dolayisiyla M nin sabitlenmeyen parametre
olmasindaki neden budur. Bu noktada kodlama teorisinin en temel problemi ortaya
cikmaktadir. “Uzunlugu ve minimum uzaklig: bilinen bir kod en fazla ka¢ kodsoz
bulundurabilir?” sorusudur. M nin bulunmasi i¢in belirlenen bir cok yontem ortaya
atilmistir ama bilinen en yetkin teknik Philippe Delsarte’in Lineer Programlama
yontemidir. Delsarte, bu yontemde sonlu cisimler iizerinde minimum uzaklikli
kodlarin kodsodz sayist i¢in sinirlarin belirlenmesi islemini bir lineer programlama
problemi olarak ele almistir. Bu yontem, agirlik sayaglarinin ve MacWilliams

teoreminin ispatinda verilen tekniklerin kullanilmasi ile ispatlanmaktadir [5], [15].

Agirlik sayaglarinin ve MacWilliams 6zdesliginin diger bir énemli uygulamasi 6z

dual olan kodlar iizerinde de goriilmektedir. Oz dual olan kodlar C =C" sartim
saglayan lineer kodlardir. Oz dual olan kodlarin en énemli dzelligi Teorem 1.4.3.3 ile
verilmektedir. Bu teoremde 6z dual olan kodlarin baz1 6zel kodlarin agirlik sayaglari

ile temsil edilebilecegi sonucuna varilmaktadir.

[8,4,4] parametrelerine sahip Hamming kodun agirlik sayaci ve [24,12,8]

parametrelerine sahip Golay kodun agirlik sayaclar sirasiyla asagidaki gibidir:

w, (x,y) =x"+14x*y* +y° |

W (x,) = x* +759x"°y* +2576x'2 12 +759x° ' + 2.

Asagidaki teorem c¢ift uzunluga sahip 6z dual olan kodlarin agirlik sayaglarini

karakterize etmektedir.

Teorem 1.4.3.3. [5] (Gleason Teoremi) Her cift uzunluga sahip 6z dual olan kodun

Wy (x,9) =W, (x,y)
42

agirhk sayact W, (x,y) ve W;(x,y)= =x'y’ (x4 -y )4

polinomlarinin bir F [x, y] lineer toplamidir.
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Ayni zamanda C, F, sonlu cismi lizerinde 6z dual olan bir kod ise W (x, y) agirhik

sayaci agagida verilen MacWilliams doniistimii altinda sabit kalir:

G =)

C kodunun agirlik sayaci ile bu kodun MacWilliams doniisiimii ayn1 ise bu kod
formel 6z dual kod olarak adlandirilir. Oz dual olan kodlar icin agirlik sayaclari

arasindaki iliski [ 16] nolu kaynakta ayrintili olarak bulunabilir.

Agirlik sayaclan ile ilgili birgok uygulamayi literatiirde bulmak miimkiindiir. Bu
tezde de m-spotty Rosenbloon-Tsfasman agirlik sayaclari icin MacWilliams

0zdesliginin bir uygulamasi sunulacaktir.



BOLUM 2. SONLU CiSIMLER UZERINDE M-SPOTTY
HAMMING AGIRLIK SAYACI iCIN MACWILLIAMS
OZDESLIKLERIi

Degisen ve gelisen cagimizda, hayatin hemen her alaninda kullanilan bilgisayarlarin
daha hizli, daha giivenilir ve bilgiyi daha iyi saklama, daha iyi iletme ve daha fazla
bilgi depolama amaci ile bir¢cok arastirmaci bilgisayarlarin donanimi iizerinde yeni
teknikler gelistirmeye g¢alismaktadir. Bilgisayar donanim sistemlerinin 6nemli bir
kismin1 olusturan RAM yongalar1 4-bit girig/cikis genisligindeki bilgisayar hafiza
sistemlerinde bit hata kontrol kodlar1 ile kullanilmistir[17]. Son zamanlarda, 1989°da
kullanilan bu RAM yongalar1 yerini 8, 16, 32-bit giris/¢ikis genisligindeki yliksek
yogunluklu RAM yongalarina birakmigtir. Bu yiiksek yogunluklu RAM yongalari
yiiksek yogunluklu alanlara, radyoaktif parcaciklara, vb. gibi durumlara maruz
kaldiklarinda bu yongalarda birgok gelisi giizel hata bitleri meydana gelmektedir.
Dolayisiyla yiiksek yogunluklu RAM yongalarinda hatalar1 daha iyi kontrol etmek
amaciyla s-spotty par¢a hatasi yerini hatalar1 daha iyi kontrol eden ikili kodlar i¢in
Hamming metrigi baz alinarak elde edilen m-spotty parca hatasina birakmistir [14].
Daha sonrasinda yeni tanimlanan m-spotty parca hatasi aracilifiyla m-spotty agirlig
ve uzakligl tanimlanmis ve bu tanimlamalardan yararlanilarak verilen kod i¢in agirlik
sayaclar1 belirlenmis ve tanimlanan bu agirlik sayaglari ile kodun kendisi ve dik

tlimleyeni arasinda 6nemli bir iligki olan MacWilliams 6zdesligi elde edilmistir [12].

M-spotty kavrami, Hamming uzaklig1 ve Lee uzaklig1 kullanilarak iki farkli sekilde
tanimlanmistir. Bu uzakliklar aracilifiyla yeni uzakliklar inga edilmis ve sirasiyla m-
spotty uzaklik ve m-spotty Lee uzaklik adin1 almistir. Tanimlanan bu uzakliklar
sayesinde agirlik sayaclari ifade edilmis ve MacWilliams 6zdeslikleri ispat edilmistir
[12,18].

Suzuki ve Fujiwara tarafindan, F, sonlu cismi ve F, sonlu geniglemesi tizerinde

Hamming metrigine gore agirlik sayaclar1 kullanilarak MacWilliams 6zdesliginin
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elde edilmesi calismasi, ayn1 zamanda bu tezin ¢ikis noktasini olugturmustur [12].
Daha sonra, Siap tarafindan m-spotty Lee metrik tanimi yapilmistir ve bu ¢alismada
m-spotty Lee agirligi ve uzakligi, m-spotty Lee agirlik sayaclari ve m-spotty Lee
agirlik sayaglart igin MacWilliams 06zdesligi ispat edilmistir [18]. [12] nolu
calismanin genellestirilmis hali, Ozen ve Siap tarafindan ispatlanmis ve bu galismada

g=p" ve p asal bir say1 olmak iizere F, sonlu cismi lizerinde m-spotty agirlik

sayaglart icin MacWilliams 6zdesligi elde edilmistir [19].

Bu tezde, Rosenbloom-Tsfasman metrigi aracilifiyla m-spotty Rosenbloom-
Tsfasman ad1 verilen yeni bir metrik insa edilmektedir ve bu metrik sayesinde farkli

cebirsel yapilar lizerinde MacWilliams 6zdeslikleri elde edilmektedir.

Tezin ¢ikis noktasi olan “MacWilliams identity for m-spotty weight enumerator” adli
[12] nolu calismada verilen temel tanim ve teoremler, tanimlanan agirlik sayacina

gore elde edilen MacWilliams 6zdesligi asagidaki gibidir:

Tanim 2.1. [12] e, F, lizerinde bir hata vektorii olsun. 0<i<n—-1 olmak iizere e,

e hata vektoriinlin i inci pargasini temsil etsin. e hata vektoriindeki ¢/ b -hatalarinin

sayist yada m-spotty Hamming agirligi

WM(e):"jWH(ﬂ:z.

i=0 t

dir. Burada wy, (¢;), e, vektdriiniin F, iizerinde Hamming agirligim gostermektedir.

Eger w,, (e) =1 ise, bu tip hatalar / m-spotty parca hatasi olarak adlandirilir.

Eger t=b ise, w,, (e) asagidaki gibi ifade edilir:

WM(e):fijlfﬂ:z.

1
i=0
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Burada,

dir.

Bu takdirde w,, (e) , e hata vektoriindeki hatali parcalarin sayis1 demektir. Yani,
t=b ise m-spotty agirhign F, iizerinde Hamming agirhima esittir. Eger =1 ise,

Wy, (e) asagidaki gibi ifade edilir:

(=5 5 ).

1
i=0 i=0

Bu takdirde w,, (e), e hata vektoriindeki hatal bitlerin sayisi demektir. Yani, m-

spotty agirligi F, sonlu cismi iizerinde Hamming agirligina esittir.

Tamm 2.2. [12] u ve v kodsdzleri igin, m-spotty uzaklik fonksiyonu d,, (u,v)
asagidaki gibi tanimlanir:

d, (uv)zZlVM‘l

Burada d,, (u,,v,), F, iizerinde u ve v kodsdzlerinin i inci pargalari arasindaki

Hamming uzakligin1 gostermektedir.

Eger t=b ise bu fonksiyon F, {izerinde Hamming uzakligina esittir. Ayrica, eger
t =1 ise bu fonksiyon F, sonlu cismi iizerinde Hamming uzakligina esittir.

Teorem 2.1. [12] M-spotty uzakligi bir metriktir. Yani, Tanim 2.2’de verilen uzaklik

fonksiyonu asagida verilen metrik aksiyomlarini saglar:

1) u#v igind,, (u,v)>0,
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u=v i¢in d,, (u,v)=0.
i) d,, (u,v)=d,, (v.u).

i) d,, (u,v)SdM (u,c)+dM (c,v).

Ispat: i) d,, uzaklik fonksiyonu F, iizerinde bir metrik oldugundan u # v iken en az
bir i i¢in u, #v, olacagindan d, (u,,v,)>0 dir. Dolayisiyla d,, (u,v)>0 oldugu
goriiliir. Eger u =v ise, her i i¢in u, =v, olacagindan d,, (ui,vi) =0 dir. Dolayistyla
d, (u,v) =0 oldugu goriiliir.

ii) d,; uzaklik fonksiyonu F, iizerinde bir metrik oldugundan d,, (u,,v,)=d,, (v,.u,)

27

esitligi saglanir. Buradan,

elde edilir.

iii) Hamming uzakligi d,, F, ftzerinde d, (u,v,)<d, (u,.c,)+d,(c,v,)

esitsizligini saglar. Bu yiizden 7 € Z" oldugundan i =0,1,2,...,n—1 igin,

dy (u;:v,) 4y (”wci)_’_ dy ()

t t t

yazilabilir. Buradan,

t t t

. d, (ui,cl.)_‘_i_lrdH (ci,vi)—l

{dﬁ (ui,vi)—‘g d, (ui,cl.)_i_ d, (ci,vi)‘l

t t
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elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin i =0 dan n—1 e kadar toplam1 alinirsa
dy (u,v)<d, (u,c)+d, (c,v)
esitsizligi elde edilir.

Tamm 2.3. [12] C kodunun minimum m-spotty uzaklik fonksiyonu d, asagidaki

gibi tanimlanir:

d= gr,iierng (u,v).
u#v

Tanum 2.4. [12] C, b parcgalarin bir n kat1 olan N =nb uzunlugunda bir kod olsun.

V(nb,Z), F, sonlu cismi lizerinde tanimli bir vektdr uzayr olsun. u,ve V(nb,2)

vektorlerinin i¢ carpimi asagidaki gibi tanimlanar:

Burada <ul.,vl.>: U, ;v » 4; ve v, pargalarinin i¢ garpimini ve u; ; Ve v,

Lt i,J

ise u,

ve v, parcalarinin j inci bitlerini gdstermektedir.

Herhangi bir u kodsozii i¢in, «; (u) Hamming agirligi j olan parcalarin sayisini
gostersin. Bu taktirde, «,(u),, (u),...a, (u) sayilarnn toplami, kodun parca
saylsini Verir. (ao(u),al(u),...,ab (1)) Hamming agirlik dagiim vektdrii olmak

iizere, bu dagilim vektori wu kodsozii igin tek tiirli belirlenir. A(

2,2 ,...,ab) ’
(ao,al,...,ab) Hamming agirhk dagilim vektoriine sahip kodsozlerin sayisini

gostermektedir.
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Ornek 2.1. b =4 olmak iizere, u = (0001 1010 1100 0000 1111 Ol 10) olsun.
Bu takdirde (040,051 NN a4) = (1,1, 3,0, 1) dir ve A(1,1,3,o,1) , Hamming agirlik dagilim

vektori (1,1,3,0,1) olan kodsozleri gdstermektedir.

Tamm 2.5. [12] W Zz (v) polinomuna m-spotty par¢a hata kontrol C

ueC

kodunun agirlik sayaci denir.

Ornek 2.2. b=4 ve t =2 olmak iizere, C lineer kodu asagidaki gibi verilsin:

C:{OOOO 0000 0000,1000 1100 0101,0100 0111 1100,1100 1011 1111}.

Kodsozlerin C lineer kodunun m-spotty agirlik sayacinin terimlerine katkisi

asagidaki gibidir:

. =(0000 0000 0000) — z*?HTOZIIORT 0
,=(1000 1100 0101) — "HPHE2I_ o3

2

2

0100 0111 1010) — Z/V2F¥2HE2T 2 o4
1100 1011 1111) — Z¥HPH = 22,

2

Dolayistyla C lineer kodunun m-spotty agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

WC(Z)=I+Z3 +zt+ 2
Tanim 2.5°de verilen C kodunun agirlik sayaci, (ao,al,...,ab) Hamming agirlik

dagilimina sahip kodsdzlerin sayisi olan A(%ﬂI ’’’’ @) ile asagidaki gibi yorumlanabilir:

b a;
W, (z)= z ao sy H( Wﬂ),

(0.1 ,.np) J=0

QO 5] s p 20
ap+aep+.tap=n
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b
z degiskenin kuvveti olan Z|_ j/t_l.aj ifadesi kodsozlin m-spotty agirligini
j=

vermektedir [12].

Ornek 2.3. Omek 2.2°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu igin
Hamming agirhik dagilim kodsoézleri sayisini belirleyelim. C lineer kodu igin

Hamming agirlik dagilim vektorleri asagidaki gibidir:

(3,0,0,0,0),
(0,1,2,0,0),
(0,1,1,1,0),
(

0,0,1,1,1).

, =(0000 0000 0000) — (o, 0,0,,05,0,)=
,=(1000 1100 0101) — ( a,)
,=(0100 0111 1010) — (a0, 0,,05,0,) =
,=(1100 1011 1111) - ( )=

Q,,0,0,,0,,0,

Qy,0,0,,0,,0,

Dolayisiyla Hamming agirlik dagilim kodsozleri sayist su sekildedir:

A(3,0,0,0,0) A(o,l,z,o,o) A(o,l,l,l,o) A(o,o,l,l,l)
1 1

1 1

Buradan agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

W, (Z) =4 (30000 ( [0/2] )3 ( [1/2] )0 (Zrz/ﬂ )0 (ZB/Z] )0 (2(4/21 )0
+A(o 1,2,0,0 ( [921 )0 (zﬂm )1 (ZD/Z] )2 (2(3/21 )0 (2(4/21 )0
+A(0,1,1,1,o) (2[0/2] )0 (2[1/2] )1 (Z[z/z] )1 (2[3/21 )1 2[4/21 )0

(
+A(o 0,L,1,1) (Z[Om )0 (Zﬂm )0 (ZfZ/ﬂ )1 (Zﬁ/ﬂ )1 (2[4/21 )1

=1+z2+z'+ 2.

Ornek 2.2°de elde edilen agirlik sayaci ile ayn1 oldugu gériilebilir.
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Teorem 2.2. [12] (MacWilliams Ozdesligi) C, b parcalarin bir n kat1 olan N = nb

uzunlugunda bir kod olsun. C kodunun agirhik sayaci W, (z) ile dik tiimleyeninin

agirhik sayact W, (z) arasinda asagidaki gibi bir bagint1 vardir:

g=3 S L) e serion(()-ove )=

(a0.a1 »-ap)

a0 ,a s tp=0 ) ,a] st >0
aptart.tap=n aptay+.tap=n

0zdesligi saglanir.

Ornek 2.4. Omek 2.2°de verilen C lineer kodu i¢in MacWilliams &zdesliginin
saglandigim gosterelim. {lk énce C* lineer kodunun agirlik sayacini bulalim. Bunun

i¢cin C* kodunun elemanlar1 olan kodsozleri tespit etmek gerekir.

C* kodunun agirlik sayaci, bilgisayar programi araciligi ile Tanim 2.5 kullanilarak

asagidaki gibi elde edilir:

w . (Z) =14+62z+752>+340z° +375z* +1982° +29z°.

C

Kodun kendisi ile dik tiimleyenin arasindaki bagintiyr elde etmek i¢in Hamming
agirlik dagilim kodsoz sayisina ve g polinomlarmin hesaplanmasima gerek vardur.
Bu 6rnek igin Hamming agirlik dagilim kodsdz sayist Ornek 2.3 de elde edilmistir.

g’ polinomlari ise asagidaki gibi elde edilir:



gg(z)=1+102+522,
glz(z):1+22—322,
g5(2)=1—22+22,
gf(z):1—22+22,
gj(z)=1+22—322.

Elde edilen sonuglar Teorem 2.2’de yerine yazilirsa,

4
e(2)=2" Y A 1)

(ag.a1.a2 .a3,24) J

{z(] .{z] L ,a3,a420
aptataptaztas=3

A(30000)(g0 (2)) + A0 (& (2))(2(2))
H| Al NN
A1 ( z) )( )( Z)

(1+lOz+522)3+(1+22—322)(1—2Z+22)2
=% +(1+2z—322)(1—22+22)(1—2Z+22)

+(1—22+22)(1—22+22)1+22—322
=14+6z+752>+340z> +375z* +198z° +29z°

bulunur. Bu da 6zdesligin saglandigini gosterir.
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BOLUM 3. M-SPOTTY ROSENBLOOM-TSFASMAN AGIRLIK
SAYACI iCIN MACWILLIAMS OZDESLIKLERI -1

Bu boliimde, m-spotty parca hata kontrol kodlari, Rosenbloom-Tsfasman (kisaca RT)
metrigi baz alinarak yeni bir metrik olarak tanimladigimiz m-spotty RT (MRT)
metrigi ile karakterize edilmektedir. Bu metrik ile birlikte m-spotty RT agirlik, m-
spotty RT uzaklik, m-spotty RT agirlik sayaci tanimlar1 verilmektedir. Bu sayede m-
spotty parc¢a hata kontrol kodu ve dik tiimleyeni i¢in bu kodlarin m-spotty RT agirlik

sayagclar1 arasinda 6nemli bir bagint1 olan MacWilliams 6zdesligi elde edilmektedir.

Bu boliimdeki ¢aligmalar, oncelikle F, sonlu cismi iizerinde daha sonra daha genel

olan F, sonlu cismi tizerinde yapilmaktadir.
3.1. F, Sonlu Cismi Uzerinde Tanim ve Teoremler

Tanmm 3.1.1. [20] F, sonlu bir cisim, V(n,2) =F)", F, lzerinde n uzunlugundaki

biitiin vektorlerin kiimesi ve C <V (n,2) olsun. ¢=(¢,c,....c,)€C kodsdziiniin

RT agirhg,

max{i:c, 20} , c=#0

O A

olarak tanimlanir. c,veC i¢in d,; (c,v)=wRT (c—v) seklinde tanimlanan d
fonksiyonuna ¢ ve v kodsozlerinin RT uzakligi denir. Ayrica d,, uzakhk

fonksiyonu, F, iizerinde bir metriktir.
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Tanmm 3.1.2. e bir hata vektorii olsun. 0<i<n-1 olmak lizere e, e hata

vektoriiniin i inci pargasini temsil etsin. e hata vektoriindeki ¢ /b -hatalarinin sayist

dir. Burada w,, (el.) , e, hata vektoriiniin F, lizerinde RT agirligin1 gostermektedir.

Sonug 3.1.1. Eger ¢ =b alinirsa, w,,, (e) asagidaki gibi ifade edilir:

elde edilir. Bu takdirde w,,; (e), e hata vektoriindeki hatali pargalarin sayisi

demektir. Yani, ¢ =b ise m-spotty RT agirhgt F, iizerinde RT agirligina esittir.

Sonug 3.1.2. Eger 1 =1 ise, w,, (e) asagidaki gibi ifade edilir:

Yani, m-spotty RT agirlif1 F, sonlu cismi tizerinde RT agirligina esittir.

Ornek 3.1.1. »=8 ve ¢ =2 olmak iizere e hata vektdrii asagidaki gibi verilsin:
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e:(00110011 01000100 01100110 OlOlOOOO)esz.

e., e hata vektoriiniin i inci parcasini gostermek lizere e hata vektoriiniin pargalari

asagidaki gibidir:

(00110011),
(01000100),
(01100110),
(01010000).

€
€
€
€

Burada i =0,1,2,3 icin e, € Fz8 dir.

e, parcalarinin RT agirlhig: sirasiyla,

Wer (eo) =38,
Wer (e1 ) =0,
Wer (ez) =7,
Wer (e3) =4

edilir;
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Tanmm 3.1.3. C m-spotty parca hata kontrol kodunun u# ve v kodsoézleri i¢in, m-

spotty RT uzaklik fonksiyonu
n—1 d u,, Vi
Ay (u,v) = Z{M—l '

dir. Burada d,; (ui,v.), F, tuzerinde u ve v kodsozlerinin i inci pargalar

1

arasindaki RT uzakligin1 gostermektedir. C kodunun minimum m-spotty RT

uzakligi

d = minu,veC dMRT (M,V)

u#v

seklindedir.

u ve v arasindaki m-spotty RT uzaklig1 ile # —v nin m-spotty RT agirlig1 arasinda

asagidaki gibi bir iligki vardir:

| d ey (u;,v,
dyer (W)=Z M—l
i=0

Teorem 3.1.1. M-spotty RT uzakligi bir metriktir. Yani, Tanim 3.1.3’te verilen

uzaklik fonksiyonu asagida verilen metrik aksiyomlarini saglar:

1) u#v igin dMRT(u,v)>0,
u=v igin dMRT(u,v)=O.
1) d,r (u,v)szRT (V,u).

1) d,pr (u,v) <d,pr (u,c) +d,er (c,v) .
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Ispat: i) d,, uzaklik fonksiyonu F, {izerinde bir metrik oldugundan u #v iken en
az bir i i¢in u, #v, olacagindan d,, (ul.,vl.)>0 dir. Dolayisiyla d,,, (u,v)>0
oldugu goriiliir. Eger u =v ise, biitlin 7 ler i¢in u, =v, olacagindan d,, (u v) 0

270

dir. Dolayisiyla d,; (u,v) =0 oldugu goriiliir.

i) d,, uzakhk fonksiyonu F, izerinde bir metrik oldugundan

dpr (u;,v,) = dyy (v,,u;) dir. Buradan,

e ( "[ il ””vW:"TM}dMT(V )

i=0 i=0 t
elde edilir.

iii) RT uzakh@ dy,, F, ilizerinde dp, (u;,v,)<dpy (u;,¢,)+dyr (c,,v;) esitsizligini
saglar. Bu yiizden ¢ € Z" oldugundan i =0,1,2,...,n—1 igin,

dRT(u Vl) < dRT(ul’Ct)+dRT(cl’vt)

t t t

yazilabilir. Buradan,

[t [dele) ()]

t t t
< _dRT (”ncz)—‘_i_lrdm (ci’vi)—‘
t t

elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi i =0 dan n—1 e kadar toplami alinirsa

d ey (u v) <d,r (u,c)+ dypr (c,v)
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esitsizligi elde edilir.

Ornek 3.1.2. »=8 ve t =3 olmak iizere u ve v kodsozleri asagidaki gibi verilsin:

u =(10000000 11110100),

v =(01010001 OOOOIOIO).

Bu takdirde pargalarin RT uzakliklari

er (#4555 ) = d gz (10000000,01010001)
er (4,7, ) = dy (11110100,00001010) =

d 8,
d 7

dir. Dolayisiyla u ve v kodsozleri arasindaki m-spotty RT uzakligi

:FIRT (zoio)};dm (?’ﬂ
s
~343=6

dir.

Tanim 3.1.4. b parca uzunlugunu, n parca sayisini ve N verilen uzayin

elemanlarinin uzunlugunu gostermek lizere N =nb esitligi saglansin. (nb, 2) =F"

vektor uzayi icin c,veV(nb,Z) olmak tlizere u ve v elemanlarinin i¢ ¢arpimi

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
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bh—1
Burada, <C,~,Vi> = Zc(i,j)v(i’bfﬁl) , ¢, ve v, elemanlarinin i¢ ¢arpimlarini, ayrica i)
j=0

ve v, sirastyla ¢, ve v, elemanlarmin j inci bitlerini gostermektedir.

Ornek 3.1.3. =8 olmak iizere, V(16,2) vektor uzayinda u ve v elemanlari

¢=(10000000 11110100),

v =(01010001 OOOOIOIO)

olsun. u ve v elemanlarinin i¢ ¢arpimi asagidaki gibi hesaplanir:

1
<c,v>:;<cl.,vi>
CoaVo>+<CpV1>
+0

Il
—_ =~

Tanim 3.1.5. [5] f, F,' lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

Hadamard fonksiyonu olan ? asagidaki gibi tanimlanir:

ceF} olmak iizere f(c)= 3 (-1)*" £ ()

veF,

dir.
On Teorem 3.1.1. [5] Eger C bir ikili [n,k]-kodu ise,

> f(c)=|%27(0)

ceC

dir.
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MacWilliams 6zdesliginin ispatinda 6nemli bir yer tutan Hadamard fonksiyonunu

belirlemede kolaylik saglamasi agisindan asagidaki B, kiimeleri tanimlanmaktadir.
Tamm 3.1.6. V' (n,2) bir vektor uzay1 olsun.
P = {v eV (n,2):degv(x)= k}

olmak {izere, V(n,2) uzaymin bir ayrisimi1 B, kiimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

1={0,1,2,...n} igin,

V(n,2)=UPk ve i# jig¢in PNP =0

kel

saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
F, ={00..00,10..00}

oldugundan B, ={00..00} ve B, ={10..00} kiimeleri i¢gin B, =P UPF, ifadesi

kullanilacaktir.

3.2. F, Sonlu Cismi Uzerinde Hadamard Fonksiyonunun insa Edilmesi

f (c) = z (—l)<c’v> f (v) Hadamard fonksiyonu olmak iizere,

n
veF,

5= % ()"

n
veF,

kismini ele alalim. Tanim 3.1.6°da verilen P, kiimeleri ile o ifadesi asagidaki gibi

yazilabilir:
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¢ sabit bir eleman ve ¢=(c;,ChusCossCosCoy) sV =(VosVisVaseos Vaiss Vaias Vot )

olmak tizere,

5= () =T DT () e T ()

very veh, veR veP, veP,

elde edilir. Esitligin ilk toplam1 olan Z (—1)<c’v> icin Tanim 3.1.6’da F, kiimesi i¢in

veR,

bahsi gecen durum goz Oniine alinarak toplam asagidaki gibi iki toplam olarak ifade

edilebilir:

> ()= 2 )Y ()

* c
veh veR, veR,

Dolayisiyla ¢ asagidaki son halini alir:

S= Z (_1)<c,v> + z (_1)<c,v> + z(_1)<c,v> + Z(_1)<c,v> - Z (_1)<w>.

* -
veR, veR veR veP, veP,

o toplamindaki her toplam asagidaki gibi siralansin:

ST s

*
veFR,

> () -,

c
veR

Z (_1)<C’v> -

veR

Z (_1)<C’v> - 5

veP,
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i) ve B, oldugundan, v=(00..00) dir. Tanim 3.1.4’te verilen i¢ ¢arpim goz dniine

alinarak, <c,v> =0 bulunur. Dolayisiyla, S, =1 elde edilir.
Sonug 3.2.1. S; ={1, v=(00.00).

ii) ve P," oldugundan, v= (10..00) dir. Tanim 3.1.4’te verilen i¢ ¢arpim g6z Oniine

alinarak, (c,v> =c,, bulunur. ¢, , € F, oldugundan ¢, , =0 veya ¢, , =1 degerini

n-1

alir. Eger ¢, , =0 1se §, =1, eger ¢, , =1 ise §, =—1 elde edilir.

1, ¢
Sonu¢ 3.2.2. S :{ !
—_ . C

iii) ve B, oldugundan v #0 olmak iizere v(x)=v,+wx seklindedir. Bu yiizden

<c, v> =v,c, , +vc,_, bulunur. I¢ carpim S, *de yerine yazilirsa,

Sl — Z';(_l)<c’v> — ZP;(_I)VOCHH)IC’H — Z[;(_I)VOCH (_1)"1%72
= 2 ()" 2 ()= 2 ()T ()
0 “j:ioz Yo &L =

(-1 (0

n-2°"n-1

elde edilir. (c c ) ikilisi i¢in dort farkli durum vardir. Bu durumlar asagida

verilen Sonug 3.2.3 ile 6zetlenmektedir:

Sonug¢ 3.2.3. S, =
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iv) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’ seklindedir. Bu

yiizden <c, v> =v,c, , +VC, , +V,c, , bulunur. ¢ garpim S, de yerine yazilirsa,

Sz — (_ 1 )<C"’> — Z (_ 1 )V()cnfl VG2 T2, 3 — Z (_ 1 )V(Jcnfl (_ 1)"1%72 (_ 1 )vlcnd

veP, veP, veP,
_ 2 (_1)"0%4 2 (_1)"1%72 2 (_1)"2%73 _ 2 (_1)"0%71 2 (_1)"15'%22 (_1)%73
voeF, v eF, v,eF, voeF, v eF, vy =1
v, #0

= (0

elde edilir. (c,;,c,,,c,,) Uelisi i¢in sekiz farkli durum vardir. Bu durumlar

asagida verilen Sonug 3.2.4 ile 6zetlenmektedir:

4, (ChssConsCoy ) = (0, 0,0)
Sonu¢ 3.2.4. S, =<-4,  (¢,;,¢,5,¢,,)=(1,0,0)

0, diger durumlarda.

v) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’+v;x’ seklindedir.
Bu yiizden <c, v> =V,C, | TVC, , +V,C, 5 +V5c, , bulunur. I¢ carpim S, ’de yerine

yazilirsa,

veh veP,

— ] (_l)voc 1 ( l)vlc,,,z (_l)vzc’",3 ( 1)\;36"7

= (_l)v"c”" Z (_I)VICH Z (_1)"2%4 Z (_1)V3Cn—4
voeF, ek, v,€F, “2 igz

SDICIAEDNCIED WD AT
Vo€, veF, vyeF, Vo=l

= (=1 (0 (1) () (1) + (1) ) (1)

elde edilir. (c,_,,c, 5,¢,.,,¢, ) dortliisii i¢in onalt: farkli durum vardir. Bu durumlar

asagida verilen Sonug 3.2.5 ile 6zetlenmektedir:
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8’ (Cn—4 2 cn—3 ’ Cn—Z 2 cn—l ) = (O’ O’ O’ 0)
Sonu¢ 3.2.5. S, =<-8,  (¢,.4,¢, 3¢, .6, ) =(1,0,0,0)

0, diger durumlarda.

S,, S, §, ve S, durumlar incelendiginde diger durumlar ig¢inde benzer bir genel

sonuc¢ elde edilebilir. Daha sonra ispati verilecek bu genel durumlar asagidaki

gibidir:

2 (€t oot ) = (0,0,0,...,0)
Somug 3.2.6. 5, ={-2",  (C, (1€ k5Cy )€y ) = (1,0,0,...,0)

0,  diger durumlarda.

Sonug 3.2.6 asagidaki gibi de yorumlanabilir:

Sonu¢ 3.2.6 veya Sonu¢ 3.2.7 asagidaki On Teorem 3.2.1 ile ifade edilip

ispatlanacaktir. Asagida verilen On Teorem 3.2.1, bir b parcasi i¢in ifade edilecektir.

On Teorem 3.2.1. ¢=(cy,Cp,esCyy ),V = (Vs VooV ) €F) Ve Wy (¢) =, olmak

iizere sabit bir £ degeri i¢in,

2k, j<b—k
S(k, j)= 3 (1)) ={-2%, j=b—k
vl 0, j>b—*.

dir.

Ispat: c,ve F ve w, (c) =, olsun. Bu takdirde,
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S (k, ]) — Z (_1)<"’V> — Z (_1)%71"0 FCh I FCp3Vy FoF Cp V2 Cp Vi TCh k1 Vi

= (1 ()0 () (1 () o (1) )1

elde edilir. S (k, i ) i¢in li¢ farkli durum s6z konusudur:

1) Eger ¢,, , =1 ve c¢ elemaninin son k& tane bileseni sifir ise, (yani

CoisChpsiseresCy3sCprsCyy ) b takdirde j=wy, (c)=b—k ve S(k,;j)=-2" bulunur.

i1) Eger ¢, , , =0 ve c¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, bu takdirde

J=Wgr (c)<b—k ve S(k,j)=2" bulunur.

iii) Eger ¢ elemaninin son £ tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkl ise,

bu takdirde j=wy, (c)>b—k ve S(k,;)=0 bulunur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tamm 3.2.1. f(c)= > (—1)<c’v> f(v) Hadamard fonksiyonunda f(v)= £l e (/]

n
veF,

alinirsa, 7(0) = z (—1)<c’v> PR seklinde tanimlanir.

n
veF,

3 b . . .
On Teorem 3.2.2. c=(c,,¢;,.s6,) Ve v=(vy, V..V, ), F’ nin iki elemam ve

W (€)= j olsun. Bu takdirde,

3 (=1 =145(0,/)+S(1, ) +..+ S (-1, )

b
veF,

dur.
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Ispat:

Z(_1)<c,v> _ Z (_1)<c,v>+ Z (_1)<c,v>+ Z (_1)<c,v>+m+ Z (_1< )

veF} degv=0 degv=0 degv=1 degv=h-1
v=0 v#£0 veFZb verb
c,v
—1+Z Z )< >+...+Z(—l< )
VEPO veR vePh,

=1+S5(0,/)+S(Lj)+..+S(b-1, ).

On Teorem 3.2.3. c=(cy,¢p ¢y, )V =V VooV )€ F, Ve Wy ()= olsun.

Bu takdirde, Hadamard fonksiyonu

Fe)= 2 (=) 0=yl (z)

b
veF,

b—
dir. Burada, V ) Z Jj [Ger1)/e] dir.
k=0

Ispat: On Teorem 3.2.2’yi kullanarak,

Z(_1)< [MRT )l _ Z (c.v) [o/q+ Z [1/[1

VEFZb degv=0 degv=0
v=0 v£0
2
FY () S ()
degv=1 degv=>b-1
veF2 ver
2, b,
St ) 3 ()
vefg* veR vebh,

= 1+S(0 j)2" +S(1,])ZW +...+S(b—1,j)z”/”

_1+ZS . k+1/z] ] (Z)

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.
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3.3. F, Sonlu Cismi Uzerinde M-spotty RT Agirlik Sayaci i¢in MacWilliams

Ozdesligi

a, =‘{i:wRT (¢)=j, 1<i< n}‘ olsun. Yani, ¢, bir kodsozde 0<;<h olmak

tizere, RT agirhigr j olan parcalarin sayisidir. «,,¢,,...,a, toplamlar1 pargalardaki

b
kod uzunluguna esittir. Yani, 20@ =n dir. RT agirhik dagilim vektorii olan
J=0

(ao,al,...,ab), bir ¢ kodsoz igin tek tiirlii belirlenir. Bu taktirde, ¢ kodso6ziiniin m-

spotty RT agirligi,
b
Wi (€)= 2 [ J/t e,
J=0

olarak ifade edilir. A(ao,al,...,ab)’ (ao,al,...,ab) RT agirlik dagilim vektoriine sahip

kodsdzlerin say1sini gostersin. Ornegin, b=3 olmak uzere,

(111 011 010 101 000 100) kodsoziinii ele alalim. Kodsoziin RT agirlik dagilim
vektorii (o, ,0,,0;)=(1,1,1,3) dir. Bu yiizden, Ay, sayist RT agurlik dagilim

vektori (l, 1, 1,3) olan kodsozlerin sayisini verir.

Tanim 3.3.1. C m-spotty parca hata kontrol kodu i¢in agirlik sayaci asagidaki gibi

tanimlanir;

WC (Z) — ZZWMRT(C) .

ceC

A( ty) parametresini kullanarak, W, (Z) agirlik sayaci asagidaki gibi de ifade

edilebilir:
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b . a;
We(z)= Z Ay ah)H(ZDM) -

(.00t J=0
,0 ,....,0, 20
ay+oy+..tay=n

b
Burada, z nin iissii olan ifade Z|_ j/t_|.aj , kodsozlin m-spotty RT agirligini

Jj=0

gosterir. Ayrica, Z toplam semboli, ay, Q... 0, 20 ve

0>™"1
(.00t
gy, 5...,0, 20
ag+ay+. o =n

ay+a, +..+a,=n sartlarmi saglayan bitin (,,,...,a,) lerin iizerinden

toplamin1 gosterir.
Ornek 3.3.1. =4 ve t =2 olmak iizere, C lineer kodu asagidaki gibi verilsin:

C:{OOOO 0000 0000,1000 1100 0101,0100 0111 1100,1100 1011 1111}.

Kodsozlerin C lineer kodunun agirlik sayacina katkisi agagidaki gibidir:

(0000 0000 0000) —> ZI*2HTOZIOT - 20
(1000 1100 0101) — z/"PFHIT - 24,

0100 0111 1010) — I PZHI¥2HI= 55,

G
)
G
¢, =(1100 1011 1111) — Z?FIRRIT = 9,

Dolayisiyla 12 uzunlugunda C lineer kodunun m-spotty RT agirlik sayaci

Wc(z):1+z4+225

seklindedir.

Ornek 3.3.2. Ornek 3.3.1 de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu igin
RT agirlik dagilim kodsozleri sayisini belirleyelim. C lineer kodu i¢in RT agirlik
dagilim vektorleri asagidaki gibidir:
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¢, =(0000 0000 0000) — (a,.c,a,,05,a,)=(3,0,0,0,0),
¢, =(1000 1100 0101) — (ey.a,,2,,a;,a,)=(0,1,1,0,1),
=(0100 0111 1010) — (ey.a,.a,,a;,a,)=(0,0,1,1,1),

=(1100 1011 1111) — (a,.a,0,,a;,a,)=(0,0,1,0,2).

Dolayistyla RT agirlik dagilim kodsozleri sayist su sekildedir:

A

(3,0,0,0,0) A(o,1,1,o,1) A(o,o,l,l,l) A(O,O,I,O,Z)

1 1 1 1

Buradan agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

AG RV EL )3( 2] )O(Zrzm )0 (4 )0 (# )o
+ Ao (2 ( [0/2] )O( [1/2] )1 (2[2/21 )1 (Zp/ﬂ )o (z“/ﬂ )1
00 (2 )" (Zﬁ/ﬂ )0 (Zfz/ﬂ )1 (Zp/ﬂ )1 (z“/ﬂ )1
+Aoor00) (Zfo/ﬂ )0 (Zﬁ/ﬂ )0 (Zr 221 )1 (Zp/ﬂ )0 (z“/ﬂ )2

=1+z"+22°.
Ornek 3.3.1 de elde edilen agirlik sayaci ile ayn1 oldugu goriilebilir.

Asagidaki teorem, C kodunun agirlik sayaci olan W, (z) ile kodun dik tiimleyeni

olan C* kodunun agirlik sayaci olan w. (z) arasindaki iligkiyi vermektedir:

Teorem 3.3.1. C lineer kod olsun. C kodu ile dik tiimleyen kodun m-spotty RT
agirlik sayaglar arasindaki bagint1 asagidaki gibidir:

a.

W.(z)= Y A ahlil(“/”)j:i 2 A ﬁ( (2)) -

(@@ 5 j=0 |C (@001 52) J=0
a,0 ..., 0, 20 ), 5.0, 20
ay+oy+..+oy=n ag+ay+..+a,=n
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Ispat: Tamm 3.1.5’te, f(v)= Hz[w”(v")/ ‘I alalm. Bu takdirde,

i=1

f(c): z (_1)<C’V>HZ[WRT(Vi)/t—’

veFy? i=1

_ (_1)<cl,vl>+<c2,v2>+...+<cn,v">ll‘[ZfWRT(VI_)/t-l
IR z(n o )

V| EFZ vy EFZ v, er

=H£ 5 (o) et /ﬂ}

i=l \ v,eF?

elde edilir. Burada, Y (—1)<c"’v"> "0 Sonucu sabit olarak alinan ¢, kodsdziiniin

vierb
agirlhigl olan wy, (C,-) agirhigma baghdir. Sabit olarak aliman ¢, vektoriiniin RT

agirhigimm wy, (¢ ) j oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, On Teorem 3.2.3’ten

Z (_1)<Ci’vi> Z[WRT(Vi)/t—’ — Vj(t) (Z)

b
vieFy

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7(0) fonksiyonu asagidaki gibidir:

Elde edilen son esitlik

Zf

ceC

Zf(v) |

veCt

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik saglanir:
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Dolayisiyla, C kodunun m-spotty RT agirlik sayaci ile dik tiimleyeninin m-spotty
RT agirlik sayaci arasindaki bagint1 asagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmis

olur.

a;

L TR AR Ty
Z A(ao,al,...,ab)]:[(z ) —E Z) A(ao,al ..... a,,)H(V_i (Z)) .

(0@ 5-enstp)) j=0 (s soenrty j=0
gy, 5.0, 20 a0 5.5 0 20
aytay+.tay=n ay+ay+.ta,=n

Ornek 3.3.3. =4 ve ¢ =2 olmak iizere,

S O o =
S O = O
S = O O
- o o O
S O = o=
[ e i T
S O = =
[ e
S O o O
_ O = O
S O o O
—_ == O
. e
S = = O
S = O =
_ = = O

uzunlugu 16 olan ikili C lineer kodunun iirete¢ matrisi olsun. C lineer kodu ile dik

tiimleyeni C* kodunun m-spotty RT agirlik sayaglarini hesaplayalim. Bunun icin her

iki kodun kodsozlerini tespit etmek gerekir. C lineer kodunun kodsozleri Tablo

3.1°de goriilmektedir. C* kodunun kodsozleri bilgisayar programi kullanilarak elde

edilmistir ve kodlarin m-spotty RT agirlik sayaglari sirasiyla asagidaki gibidir:

WC(Z)=1+2Z4+225+226+3Z7+628,

/4

CL

(Z) =14+2z+92>+352° +132z" +3882° +950z° +1284z" +1296z*.

C kodundaki kodsozlerin RT agirlik dagilim vektorleri ve b=4 ve ¢=2
degerlerine karsilik gelen V_I.(z) ifadeleri, ana teoremi uygulamak ve gerekli islemleri

yapmak i¢in Tablo 3.1°de verilmistir. Teorem 3.3.1 ve Tablo 3.1 kullanilarak,



Wci(z)z|L z

A(“o 0,0 03,0l ) ﬁ ( VJ(Z) (Z))

ayta to,+ay+ay=4 Jj=0

a:

J

=14z+92> +352° +132z* +3882° +950z° +1284z" +1296Z°

elde edilir.

Tablo 3.1. Kodsozler ve kodsozlere karsilik gelen terimler

Kodsozler-1

0000000000000000

1000111100001010

0100101001010101

0001010101011001
1100010101011111

( )
( )
( )
(0010000100011111)
( )
( )
( )

1010111000010101

Kodsozler-2
1001101001010011
0110101101001010
0101111100001100

0011010001000110

1101000000000110
0111111000010011
1011101101001100

1111000100011001

( )
( )
( )
( )
(1110010001000000)
( )
( )
( )
( )
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RT agirlik dagilim vektorleri  Karsilik gelen Vj(z) ifadeleri

(4,0,0,0,0)
(1,1,0,1,1)
(0,0,1,1,2)
)

(
(0,0,0,0,4)
(

=
=
N
J—‘
98]

0,0,1,0,3)

(0,0,0,2,2)

RT agirlik dagilim vektorleri  Karsilik gelen V/

0,0,0,1,3

( )
(0,0,1,2,1)
( )
(0,0,2,1,1)
( )
( )

)

(0,0,0,1,

(O8]

(0,0,2,0,2)
( )

0,0,0,0,4

(%)

(VO(2) ) (1/1(2) ) (1/3(2) (V4(2) )

(2

J

) ifadeleri
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Tablo 3.1’de kullanilan Vj(z) polinomlar1 On Teorem 3.2.3 kullanilarak asagidaki

gibi elde edilmistir:
VO(Z) (Z) =1+3z+122°, Vl(z) (Z) = VZ(Z) (Z) =1+3z-4z", V3(2) (Z) = V4(2) (Z) =1-z.
34. Fq Sonlu Cismi Uzerinde Tamim ve Teoremler

Bu kisimda ele alman tanim ve teoremler, Kisim 3.1°de F, sonlu cismi iizerinde

verilen tamim ve teoremlerin £ sonlu cismi iizerine bir genellemesidir.

Tamm 3.4.1. [20] RT uzakligi, F, sonlu cismi tizerinde bir metriktir ve F, sonlu

cismi tizerinde agagidaki gibi tanimlanir:

F, sonlu bir cisim, V(n,q)=E]", F, iizerinde n uzunlugundaki biitiin vektorlerin

kiimesi ve C V(n,q) olsun. ¢ = (cl,cz,...,cn) € C kodsoziiniin RT agirligi,

max{i:cl.;tO} , ¢#0

()= TR 20 et

olarak tanimlanir. c¢,ve C igin d,;, (c,v) = Wer (c - v) dir.

dy; uzakligl, F, sonlu cismi lizerinde bir metrik oldugundan Tanim 3.1.2 ve Tanim

3.1.3 F, sonlu cismine uyarlanabilir.

Tamm 3.4.2. w,, (el.), e, hata vektorinin £, tzerinde RT agirhgini gostermek

lizere Wy, (e), m-spotty RT agirhgi F, iizerinde asagidaki gibi tammlanir:
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Benzer sekilde, d,;(u,,v,), F, iizerinde wu ve v kodsdzlerinin i inci pargalar

arasindaki RT uzakligim gostermek iizere, d,,, (u,v) fonksiyonu F, iizerinde

asagidaki gibi tanimlanir:

C kodunun minimum m-spotty RT uzaklig1

d = minu,veC dMRT (M,V)

u#v

seklindedir. Aym zamanda F, Uzerinde verilen d,,, (u,v) fonksiyonu bir metrik

belirtir.

Tanim 3.4.3. b parca uzunlugunu, n parga sayisini ve N verilen uzayin

elemanlarinin ~ uzunlugunu  gostermek tlizere N =nb  ecsitligi  saglansin.

V(nb,q) = F;b vektor uzayi icin c,v e V(nb,q) olmak tizere u ve v elemanlarinin

i¢c ¢arpimi agagidaki gibi tanimlanmaktadir:

1
i=0 i=0 \_j=0

n—1 n— b-1
(o= Sfer) =3 et |

bh—1
Burada, <C,~,V,-> = ZC(i’j)v(i’bfjH) , ¢, ve v, elemanlarinin i¢ ¢arpimlarini, ayrica i)
j=0

ve v, sirastyla ¢, ve v, elemanlarin j inci bitlerini gostermektedir.

Tamm 3.4.4. [5S] f, F; lzerinde tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun

Hadamard fonksiyonu olan 7 asagidaki gibi tanimlanir:
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ceF, olmak tizere,

F(e)=2Z x((e)) ()

n
veF;I

dir. Burada, y F, iizerinde temel olmayan bir karakterdir.

Tamm 3.4.5. [S] p asal ve g=p"” olmak lizere, o elemani F, sonlu cisminin bir

primitif elemani olsun. £, sonlu cisminin bir S eleman g, € F, olmak lizere,

B=B+Ba+pa’ +.+p5, a""

tek tiirlii olarak yazilabilir. Sabit alinan bir S =( Bos Bseees ﬂm_l) eleman1 i¢in her
y=(y0,y1,...,ym_1) € F, olmak tzere F, Tlzerinde kompleks degerli karakter

fonksiyonu y, asagidaki gibi tanimlanur:

Zﬂ (,Y) — aﬂ(ﬂ’m—l+ﬂﬂm—2+"'+ﬂm—IYO .

Burada & =e**? dur.

Ornek 3.4.1. b=8 ve t =3 olmak iizere e hata vektdrii asagidaki gibi verilsin:

e :(00210040 21341100 41133112) e F*.

e,, e hata vektoriinlin i inci pargasini gostermek lizere e hata vektoriiniin pargalari

asagidaki gibidir:

¢, =(00210040),
¢, =(21341100),
e, =(41133112).



60

Burada i =0,1,2 igin e, € F, dir.

e, pargalarinin RT agirhigi,

bulunur. Dolayisiyla, e hata vektoriiniin m-spotty RT agirligr asagidaki gibi elde

edilir;

Ornek 3.4.2. h=8 ve t=2 olmak iizere u,veF,° kodsdzleri asagidaki gibi

verilsin:

u=(21002100 11112102),

v =(11210200 20001010).

Bu takdirde pargalarin RT uzakliklari

dr (15, ) = dr (21002100,11210200) = 6,
dpy (4, v, ) =dp, (11112102,20001010) =8

olarak elde edilir. Dolayisiyla u ve v kodsozleri arasindaki m-spotty RT uzakligi
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:{dﬂ(ZO’VO)}—C]RT(?’VIW
sHEH
—344=7

dir.

F, sonlu cismi iizerinde Hadamard fonksiyonunu belirlemede kolaylik saglayan P,

kiimeleri F, sonlu cismi Uizerine de benzer sekilde asagidaki gibi genellestirilebilir:
Tamm 3.4.6. V (n,q) bir vektdr uzay1 olsun.
P, = {v eV (n,q):degv(x)= k}

olmak iizere, V(n,q) uzaymin bir ayrnisimi F, kiimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

I={0,1,2,...n} i¢in,
V(n,g)=UP, vei=#jigin PNP =0
kel

saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
P, = {v € F :degv(x)= O}

oldugundan P, ={00..00} ve P, = {v €F:degv(x)=0 ve v#0 } kiimeleri igin

P = P0 U P0 ifadesi kullanilacaktir.
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3.5. F, Sonlu Cismi Uzerinde Hadamard Fonksiyonunun Insa Edilmesi

Tanim 3.4.4 ve Tanim 3.4.5 kullanilarak,

Fe)= 2 x({ev) £ (v)

n
vqu

Hadamard fonksiyonunun

5= 2 2((ev))

n
vqu

kismi karakterize edilecektir. Tanim 3.4.6’da verilen P, kiimeleri ile o, ifadesi

asagidaki gibi yazilabilir:

¢ sabit bir eleman ve c:(co,cl,...,cn_3,cn_2,cn_1),v=(vo,vl,vz,...,vn_3,vn_2,vn_l)

olmak tizere,

6 =2, 2((e) =2 2((em)+ 2 2 ((em)+ 2 x((em)+.t 2 x((ev))

n
ng;I veR, veR veP, veP,

elde edilir. Esitligin ilk toplami olan Z Z(<C= v>) toplam1 i¢in Tanim 3.4.6’da F,

veR,

kiimesi i¢in bahsi gegen durum g6z Oniine alinarak toplam asagidaki gibi iki toplam

olarak ifade edilebilir:

2 x((ev)=2 2({ew)+ 2 2({e).-

* et
veh, veh veR

Dolayisiyla o, toplami asagidaki gibi son halini alir:

6 =2, x((ev)+ 2 2({en)+ X x((en)+ 2 2((ev)) +t 2 x({ev))

d o
veR, veR velR veP, veb,_,
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o, toplamindaki her toplam asagidaki gibi siralansin:

2 x(ler) > S,
Saler) > s
21(<c,v>) > 5
Saller) » s,

Z){((c,v» —) Snll.

i) ve P, oldugundan, v:(OO..OO) dir. Dolayisiyla, (c,v>=0 bulunur. Buradan

Sy =1 elde edilir.
Sonug 3.5.1. S; ={1, v=(00..00)..

ii) veR olsun. v=v,€F,—{0} oldugundan (c,v)=v,c,, bulunur. ¢, €F,

oldugundan, ¢, , elemanmnin durumu iki farkl sekilde ele alinabilir:

Eger ¢, , =0 ise,

Sozzl(<0=V>)= Z X (V) = Z x(0)=g-1

vePO** voqu—{O} voeF;I—{O}
elde edilir.

Eger ¢, , #0 ise, Teorem 1.4.1.1 kullanilarak,

So=2 2({e))= X x(wen)= 2 x(a)=-1

vePO“ voqu—{O} aqu—{O}



64

elde edilir.

Sonu¢ 3.5.2. S, :{ q-1, ¢
_1,

iii) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx seklindedir. Bu yiizden

<c,v> =v,c, , +vc, , bulunur.

S, = ZZ«C V>) ZZ v0n1+vlcn2 ZZ V0n1 v1n2)

veR veR veR
_szonlzlvlnz
voEk, v ek,
vl¢0

elde edilir. (c, ,,c,,) ikilisi i¢in ¢* tane farkli durum vardir. Bu durumlar asagida

verilen Sonug 3.5.3 ile 6zetlenmektedir:

Sonug 3.5.3.
q(q-1), (€25€,1) = (0,0)
g @ (¢,2-¢,1)=(a,0) vea e F, {0}
L 0, (cn_z,cn_l)z(b,c) Vebqu,cqu—{O},

iv) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x> seklindedir. Bu

ylizden (c,v> =v,C, | + V¢, , +V,c, , bulunur. I¢ garpim S, de yerine yazilirsa,

Sz = Z z(<c’ V>) = Z Z(vocn—l + Vlcn—2 + V26n—3)
veP, veP,
=ZZ V0n1 V1 nZ)Z(VZCn—3)
veP,
= Z Z(Vocn-l) Z Z(vlcn—2) Z Z(Vzcn—3)
VOEEI v qu vy qu

v, 20
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elde edilir. (c, 5,¢,,,c, ) Ueliisii i¢in ¢° tane farkli durum vardir. Bu durumlar

asagida verilen Sonug 3.5.4 ile 6zetlenmektedir:

Sonu¢ 3.5.4.

q2 (q - 1): (C,,,pcn,zsc,,,l) = (0, 0,0)
S, = -q°, (cn_3,c c )=(a,0,0) VeaeF4—{O}

n-29°"n-1

0, diger durumlarda.

v) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’+v;x’ seklindedir.
Bu yiizden (c,v> =v,c,, +vc, , +v,c, 5 +Vv,c, , bulunur. Elde edilen degerler S, de

yerine yazilirsa,

Sy = Z (_1)<c’v> = Z Z(vocn—l TVIC, 5 TVC, 5t V3Cn—4)

vepR veR

- Z X (VOCn—l ) X (Vlcn—Z ) Z(vzcn—3 )Z(V3Cn—4 )

vePR

= Z Z(Vocnfl) Z z(vlcn72) Z Z(VZCn—3) Z Z(V3cn74)

voqu vlqu vzqu v3qu
v3 20

elde edilir. (c C, 4,C,_»,C ) dortliisii i¢in ¢* tane farkli durum vardir. Bu

n—4°~n-3%"n-2°"n-1

durumlar agagida verilen Sonug 3.5.5 ile 6zetlenmektedir:

Sonug 3.5.5.

q3 (q_l)’ (cn74ﬁcn73’cn7290n71):(0709090)
S, = -, (c C,_,C,_,,C )=(a,0,0,0) Veae[*;—{O}

n-4°"n-3°"n-2°"n-1

0, diger durumlarda.

S,, S, S, ve S; durumlart g6z Oniine alindiginda diger durumlar i¢inde benzer bir

genel sonug elde edilebilir. Daha sonra ispati verilecek bu genel durumlar asagidaki

gibidir:



66

Sonug 3.5.6.

¢ (4-1)s (€ e CrioCy o) =(0,0,0,...,0)

S, =1, (cn_(k+l),cn_k,cn_(k_l),...,cn_l ) =(a,0,0,...,0) ve a € F, —{0}

0, diger durumlarda.

Sonug 3.5.6 asagidaki gibi de yorumlanabilir:

Sonu¢ 3.5.6 veya Sonu¢ 3.5.7 asagidaki On Teorem 3.5.1 ile ifade edilip

ispatlanacaktir. Asagida verilen On Teorem 3.5.1, bir b parcasi i¢in ifade edilecektir.

On Teorem 3.5.1. ¢=(c;,¢;,.¢, 1),V = (Voo VooV ) EF) Ve Wy (c)=/ olmak

iizere sabit bir £ degeri i¢in,

qk(q—l), j<b-k
(k)= 3 2{{ew)) = =" i=b-k
vl 0, j>b—k.

dir.

Ispat: c,ve Ff V€ Wpr (c) = j olsun. Bu takdirde,
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/) = Z )((<C, v>) = Z Z(cb—l Vot G o+ 63V, et 6 Vi T 6 Vi T 6 )

veF, veh,

(; x(¢,v J(; x(60m ](; (¢, 5v, )J
(VZ £ cb Vi1 J( z z(ch—k—lvk)]

0#v, €F,
elde edilir. S* (k, i ) i¢in li¢ farkli durum s6z konusudur:

1) Eger ¢, , qu—{O} ve c¢ elemaninin son £ tane bileseni sifir ise, (yani
CoisCppaisesCh3sCyrsCpy) bu takdirde j=wy, (c)=b-k ve S'(k,j)=—¢"

bulunur.

i) Eger ¢, ,, =0 ve c¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, bu takdirde

j:wRT(c)<b—k ve S7 (k,j)z(q—l)qk bulunur.

ii1) Eger ¢ elemaninin son k& tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkli ise,

bu takdirde j=wy, (c¢)>b—k ve S/(k,j)=0 bulunur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tamm 3.5.1. )=>" Z(<C’ v>) ) Hadamard fonksiyonunda f(v)= 2l mar O]

veF

alinirsa, f z ;(((c v>) [ (/1] sekline doniistir.

veF

3 b . . .
On Teorem 3.5.2. ¢=(cy,¢;,....¢, ;) ve v=(Vy, V5.0V, ), F,” nin iki eleman: ve

Wer (€)= j olsun. Bu takdirde,

D x({ev))=1+87(0,/)+ 8 (L j)+..+ 8 (b-1,)

b
vqu
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i

Ispat:

2allen)= 2 alen)r 2 xllen)+ 2 2llen)) s 2 xller)
B e Taletes £ alle)

=1+87(0,/)+S (L, j)+..+ 8" (b-1, ).

On Teorem 3.5.3. c=(¢y,¢50sCy 1 )5V = (Voo VisenVypy ) EFy Ve Wep (€)= olsun.

Bu takdirde,

F(e)= % z((em) " =pi (2)

b
vqu

b—1
dir. Burada, Vj(q”) (z)=1+ Z S?(k, j) AET g,

k=0

Ispat: On Teorem 3.5.2’yi kullanarak,

S 2(e) 2= 3 p(le) e 3 a(fer)

veF) devg:v():O devg:():o
+ Z l(<C,V>)Z|_2/t-| +...+ Z /}/’(<C,V>)Zl_b/t-|
degv=l1 degv=>b-1
vqub vqub
=1+ Z Z(<C,V>)Z|—l/t-l +ZZ(<C,V>)Z|—2/[| +...+ Z Z(<C,V>)Z|—b/t_l
vep,” veR veh,

=1+57(0, /) 2" T4 87 (1, /)27 T4 87 (b1, ) 2]

bh—1
=14 87 (k, ) AT =y ()
k=0

J

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.
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3.6. F, Sonlu Cismi Uzerinde M-spotty RT Agirhk Sayaci icin MacWilliams

Ozdesligi
F, sonlu cismi iizerinde m-spotty RT agirlik sayaglari i¢in MacWilliams 6zdesligi

kisminda verilen gosterimler ve tanimlar, bu kisimda da benzer bigimde

kullanilabilir.

Ornek 3.6.1. b=4 ve t=2 olmak iizere, F, sonlu cismi iizerinde C lineer kodu

asagidaki gibi verilsin:

10000 0000, 1020 2121,0120 1011,1110 0102, 2010 1212,
10210 2022, 2220 0201, 2100 2220, 1200 1110 '

Kodsozlerin C lineer kodunun agirlik sayacina katkisi agagidaki gibidir:

21021 _ Lo

¢, =(0000 0000) —> ,
¢, =(1020 2121) — ZPHI =
¢, =(0120 1011) — ZPPH¥ = 4
¢, =(1110 0102) — PPH#T= 24
¢, =(2010 1212) — AVPHPT= 54
¢, =(0210 2022) — VT = g4
¢, =(2220 0201) — ZVPHIZ
¢ =(2100 2220) — PRI
¢, = (1200 1110) — 7RI =22,

Dolayistyla C lineer kodunun agirlik sayaci

W, (z) =1+22° +62*

dir.
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Ornek 3.6.2. Ornek 3.6.1 de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu igin

RT agirlik dagilim kodsozleri sayisini belirleyelim. C lineer kodu i¢in RT agirlik
dagilim vektorleri asagidaki gibidir:

. =(0000 0000) — (a,a.0,,a;,a,)=(2,0,0,0,0),
, =(1020 2121) — (ag.a,0,,05,0,)=(0,0,0,1,1),
,=(0120 1011) (a0, 05,0, )=(0,0,0,1,1),
, =(1110 0102) (2., a,,05,0,)=(0,0,0,1,1),
s =(2010 1212) (o 05,05,0,)=(0,0,0,1,1),
5 =(0210 2022) (0,0,0,1,1),
2= ( )
s =( )
o= )

(. a,,0,,05,0,

2220 0201 (0,0,0,1,1),
2100 2220 (0,0,1,1,0),
( )

- a,)=
- (ap.0,0,,a,,a,)=
- )=
- )=

(
(. a,,0,,05,0,
(

2100 2220 a,,a,,a,,0,,a, 0,0,1,1,0).

Dolayistyla RT agirlik dagilim kodsdzleri sayist su sekildedir:

A A A

(2,0,0,0,0) (0,0,1,1,0)  %(0,0,0,,1)

1 2 6

Buradan agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

/4 (Z):A

(2,0,0,0,0)

+A(O,O,l,l,o ( Wﬂ) ( 121 )0 ( [2/2] )1 (Zﬁ/ﬂ) (2[4/2] )0
+A(o,o,o,l,l ( (2] )0 ( 21 )0 (ZD/Z] )0 (Zh/ﬂ )1 (2[4/2] )1

=142z° +62z*.

(1 2( 2] 0( 2] "(Zfs/ﬂ )"(me )"
1

Ornek 3.6.1°de elde edilen agirlik sayaci ile ayn1 oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem, F, sonlu cismi lzerinde m-spotty agirlik sayaglari igin  C
kodunun agirlik sayaci olan W, (z) ile kodun dik tiimleyeni olan C* kodunun

agirhik sayaci olan W, (z) arasindaki iliskiyi vermektedir:
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Teorem 3.6.1. C lineer kod olsun. C m-spotty parca hata kontrol kodu ile dik
tiimleyen kodu i¢in MRT agirlik sayaglari arasindaki iligki su sekildedir:

b f/ﬂ a; 1 b
We(z)= 2 Aeaa l_!( ") 1 Y A 11(

(@0, 02ty) J (0.0t ety ) J

ao,al,...,abZO 0,0 5.ty 20
ay+oy+..+ay= ag+oy ..ty =

Ispat: Tamm 3.4.5’te, f(v)= Hz[w’”(v")/ ‘I alahm. Bu takdirde,

i=1

Z Z({e V>)HZ“” o

= Z Z(<C1=V1> <CZ’V2>+"'+<C;19V,1>)ﬁ ZfWRT(V,')/t—l
= z Z(<01>V1>)Z(<Cz,V2>)...Z(<cn,Vn>)HZ[WRr(w)/t]
veF”h |
-3 5% [[Talens )
- ﬁ{ z Z(<Ci,vi>)Z[WRT(Vi)/’]}
i=l v,»qu}7

elde edilir. Burada, Z ;((<cl.,vi>)z[w’”(v")/ I sonucu sabit olarak alinan ¢, kodsoziiniin

v,»eF;I}7
agirhigl olan wy, (cl.) agirhigina baghdir. Kabul edelim ki sabit olarak alinan c,

vektoriiniin RT agirlit wy; (¢;)=j olsun. Bu takdirde, On Teorem 3.5.3’ten

Z Z(<ci,vi>)ZI_WRT(V,')/I—l — Vj(q,t) (Z)

b
v,eF,

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7(0) fonksiyonu asagidaki gibidir:
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b

F(e)=T1(r""(=))".

J=0

Elde edilen son esitlik

> f(V)=|%Z7(C)

ceC

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki bagint1 elde edilir:

Dolayisiyla, C kodunun MRT agirlik sayact ile dik tiimleyeninin MRT agirlik sayaci

arasindaki bagint1 asagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmais olur.

(.02t Jj=0
), 5., 0,20 a0 5.0, 20
ag+ay+..+a,=n ag+oy+..+a,=n

Ornek 3.6.3. Ornek 3.6.1°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu ile
dik tiimleyeni C* kodunun m-spotty RT agirlik sayaglarini hesaplayalim. C lineer

kodunun kodsdzleri Ornek 3.6.1 de ve C* kodunun kodsézleri bilgisayar programi
kullanilarak elde edilmistir. C lineer kodunun agirlik sayact Ornek 3.6.1°de elde
edilmis olup asagidaki gibidir:

Wc(z)=1+2z3+6z4.

C* kodunun m-spotty RT agirlik sayact

W (Z) =1+2z+20z* +130z° +576z*

C
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elde edilir.

Teorem 3.6.1°in uygulanabilmesi i¢cin C kodundaki kodsoézlerin RT agirlik dagilim

vektorlerinin sayisin1t ve b=4 ve t=2 degerlerine karsilik gelen V_I.(M) ifadelerini

hesaplamak gerekir. C kodundaki kodsozlerin RT agirlik dagilim vektorleri sayisi
Ormek 3.6.2 de hesaplanmistir. Burada h=4 ve t=2 degerlerine karsilik gelen

V].(3’2) ifadelerini hesaplayalim. Ana teoremin elde edilmesi i¢in gerekli olan V].(3’2)

polinomlari %(3’2),1/2(3’2),1/3(3’2) ve V4(3’2) seklindedir. Bu polinomlar On Teorem 3.5.3

kullanilarak hesaplanir ve asagidaki gibi elde edilir:

v 1418247222,
v =1482-922,
V3(3’2)=1 -z,

V4(3’2) =1-z.

Teorem 3.6.1°de elde edilen degerler yerine yazilirsa,

a;

gty +on +ay+ay=4 Jj=0

1 4
VVCL (Z) = |_ z A(ao,al,az,a3,a4)H(I/J(2) (Z))

S (G N CRRERER)

:é(9+18z+18022 +11702° +5184z4)

=1+2z+20z" +130z° +576z"

bulunur. Dolayisiyla kod ile dik tiimleyeni arasindaki 6zdeslik saglanmis oldugu

goriiliir.



BOLUM 4. M-SPOTTY ROSENBLOOM-TSFASMAN AGIRLIK
SAYACI iCIN MACWILLIAMS OZDESLIKLERI - 11

Bu béliimde, m-spotty RT ile ilgili tanimlar ve teoremler ilk dnce u* =0 olmak

tizere F,+ufF, halkasi iizerinde verilecektir. F, +ufF, lizerinde tanimlanan agirlik

sayaglart yardimiyla C lineer kodu ile dik tiimleyeni arasinda MacWilliams

ozdesligi elde edilecektir. Daha sonra F, +ufF, halkas: i¢in elde edilen sonuglar

F,+uF, halkasi Uzerine genellestirilecek ve bu halka tizerinde MacWilliams
0zdesligi elde edilecektir. Daha sonraki kisimlarda, sirasiyla Fz[u]/ (us) ve

F, [u] / (us) cebirsel yapilar iizerinde tanimlar ve teoremler, bu halkalar {izerinde

MacWilliams 6zdesligini elde etmek icin verilecektir. Bu halkalar sonlu Galois
teorisinin bir kopyasini igeren dogal genellemelerdir ve son zamanlarda Kodlama

teorisi aragtirmalari lizerinde yogun ¢alismalar yapilmaktadir.

4.1. R, =F, +uF, Halkasi Uzerinde Tanim ve Teoremler
Tanim 4.1.1. [21] »” = 0 olmak iizere, R, = {O, Lu,l +u} dir.

R, halkas1 bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gére bir halkadir. Ayrica, u”> =0

olmak tlizere F, [u]/(uz) =R, dir.

On Teorem 4.1.1. [21] R, halkasi temel ideal halkasidir. Yani halkadaki idealler tek

bir eleman tarafindan tretilir.

On Teorem 4.1.2. [21] R, halkasimnin idealleri,
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(0)={0}. (u)={0.u} ve (1)=&,
dir.

Tanim 4.1.2. [22] R, iizerinde uzunlugu n olan bir C lineer kod, R, in R, - alt

modiilu olarak adlandirilir.

Bolim 3’te £, ve F, sonlu cisimleri Uizerinde tanimlanan m-spotty RT agirhigi, R,

halkasi tizerinde asagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 4.1.3. e € R} olmak iizere, e bir hata vektorii olsun. 0<i<n-1 i¢gin ¢, e

hata vektoriiniin i inci parcasini temsil etsin. e hata vektoriindeki #/b -hatalarinin

sayi1sl

() 5|4

=0 t

dir. Burada w,, (el.) , e, hata vektoriiniin R, tizerinde RT agirligini1 gostermektedir.

Benzer bi¢imde, m-spotty RT uzakhigni R, halkasi ilizerine asagidaki gibi

genellestirilebilir:

Tanim 4.1.4. C m-spotty parca hata kontrol kodunun u# ve v kodsoézleri i¢in, m-

spotty RT uzaklik fonksiyonu

dir. Burada d; (u,,v,), R, iizerinde u ve v kodsdzlerinin i inci pargalari

arasindaki RT uzakligin1 gostermektedir. Uzaklik fonksiyonu d,,; (u,v), R,

uzerinde bir metrik belirtir.
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Tanim 4.1.5. b parca uzunlugunu, n parga sayisini ve N verilen uzayin

elemanlarinin uzunlugunu gostermek iizere N =nb esitligi saglansin. R)” modiilii

igin ¢,ve R)” olmak iizere u ve v elemanlarinin i¢ carpimi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

bh-1
Burada, <C,~,Vi> = Zc(i,j)v(i’bfﬁl) , ¢, ve v, elemanlarinin i¢ ¢arpimlarini, ayrica i)
j=0

ve vV, sirastyla ¢, ve v, elemanlarinin j inci bitlerini gostermektedir.

Hadamard fonksiyonu, R, halkasi i¢in asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 4.1.6. f, R} {lizerinde tanimhi bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun

Hadamard fonksiyonu olan ? asagidaki gibi tanimlanir:

¢ € R olmak iizere,

F(e)=2 z((e)) £ (v)

veR)

dir. Burada y, R, lizerinde karakter fonksiyonunu temsil etmektedir. Bu karakter

fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir:

Tamm 4.1.7. u”> =0 olmak {izere, R, halkasi igin y karakter fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

R, toplamsal bir grup ve (C—{O} kompleks sayilar kiimesi ¢arpimsal bir grup i¢in

7 (R +) > ((C -{0} ,-) olmak iizere,
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x(a+ub)=(-1)"

dir. Verilen y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmasidir. Gergekten,

Va+ub,c+ud € R, igin,

;(((a+ub)+(c+ud))=;(((a+c)+u(b+d))

) a+c b+d

) a+b c+d

(-
(-
(=) (1)
x

(a b);((c+ud).

oldugundan y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmadir.

Ornek 4.1.1. »=16 ve t =3 olmak iizere e hata vektorii asagidaki gibi verilsin:

32
5 -

(001+u100u01+ul+u010000
T 1+u01+u1+4000011200000

e., e hata vektoriiniin i inci parcasini gostermek ilizere e hata vektoriiniin pargalari

asagidaki gibidir:

—(001+u100u 01+u 141 01000 0),
¢ =(14+u 01+u 144 000011100000 ).

Burada i =0,1 igin e, € R’ dir.

e, parcalarinin RT agirhigi,
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bulunur. Dolayisiyla, e hata vektoriiniin m-spotty RT agirligr asagidaki gibi elde

edilir;

Ornek 4.1.2. h=8 ve t=2 olmak iizere u,ve R kodsdzleri asagidaki gibi

verilsin:

u=(ul+u00110u 11111+ul+u 00),

v:(1+uu110u00 1111001+u1+u).

Bu takdirde pargalarin RT uzakliklari

RT(uO,vO):dRT(u 1+ 00110u,l+uullOu 00)28,

d
Ay (1) =y (1111140 1420 0,1 1110 0 14+u 1+u)=8

olarak elde edilir. Dolayisiyla u ve v kodsozleri arasindaki m-spotty RT uzakligi

FRT(ZONO)LCIRT(?:V])W



79

dir.

Boliim 2°de farkli cebirsel yapilar igin tanimlanan B, kiimeleri R, halkasi {izerinde

de benzer sekilde asagidaki gibi tanimlanabilir:
Tanim 4.1.8. R} modiilii icin
P = {v € R} :degv(x)= k}

olmak iizere, R} modiiliiniin bir ayrisim1 £, kiimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

1={0,1,2,...n} i¢in,
RI=UP vei#j ig:inPl.mP/. =
kel ’

saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
P, = {v €R) :degv(x)= O}

oldugundan P, ={00..00} ve P ={u0..00, 1+u0...00, 10...00} kiimeleri i¢in

P = P0 U P0 ifadesi kullanilacaktir.

4.2. R, =F, +uF, Halkas1 Uzerinde Hadamard Fonksiyonunun insa Edilmesi

Tanim 4.1.6°da verilen

F(e)= 2 x((e)) ()

veR;
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Hadamard fonksiyonu Tanim 4.1.8’de verilen A, kiimeleri ile asagidaki gibi

karakterize edilebilir:

¢ sabit bir eleman olmak iizere,
c= (CO’CI 500C, 35C, 5,C ) V= (VO’VI s VsV, 35V, 05V, )

olsun. Bu takdirde P, kiimeleri kullanilarak

2 2({ev) =2 2({en))+ 2 x({em)+ 2 2 ((ev)) +oat 2 2((ev)

veR" vel, veR, veP, veb,

elde edilir. £, kiimesinin elemanlar1 kullanilarak elde edilen toplam, Tanim 4.1.8’de

P, kiimesi i¢in bahsi gecen durum g6z oniine alinarak asagidaki gibi yazilabilir:

2 x((ev)=2 x((en)+ 2 2((ev)).

d -
veR veR) veR,

Son iki esitlik birlestirilirse,

2 2((e))= 2 2((ew)+ 2 z((ev))+ 2 2((ev)

veR" veR, veR, veR
+> x({ev))+.+ X x((ev)).
veP, veP, |

elde edilir. Her bir toplam asagidaki gibi verilsin:

Véz((c,v» -
2 x({ev) - 5,
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2 2({ev) =S,

veP,

i) veP, oldugundan, v=(00.00) dir. Dolayisiyla, <c,v>=0 bulunur. Buradan

S, =1 elde edilir.
Sonug 4.2.1. S; ={1, v=(00..00)..

i1) vePO** olsun. ve{lO..OO, 10..00, 1+u0..00} yani v, e{l, u, 1+u} dir. Bu
durumda i¢ ¢arpimin alacagi deger (c,v>=vocn_1 dir. I¢ ¢arpim toplamda yerine

yazilirsa,

So = Z Z(<C=V>): Z Z(vocnfl):z(cn71)+x(ucn71)+Z((1+u)cn71)

VEP()** vOERZ—{O}

elde edilir. ¢, € R, oldugundan, c,, elemaninin durumunu asagidaki gibi

n

irdeleyebiliriz:
Eger ¢, , =0 ise,

S, = 7(0)+ 7(0)+ 7(0)=3
elde edilir.

Eger ¢, , =1 ise, Tanim 4.1.7 kullanilarak,
So=x(1)+x(u)+x(1+u)=-1
elde edilir.

Eger ¢, , =u ise, Tanim 4.1.7 kullanilarak,



So=x(u)+x(0)+ x(u)=-1

elde edilir. Son olarak eger ¢, |, =1+u ise,

Sy =x(1+u)+x(u)+x(1)=-1
elde edilir.

n—1

-1, ¢

Sonu¢ 4.2.2. §, = {

n—1

3, ¢ ,=0

#0.
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iii) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx seklindedir. Bu yiizden

(c, v> =v,c, , +vc,, bulunur. Buradan,

S, = Z 75(<c’ V>) = Z Z(v€,r) Z x(ve,)

veR) VER, W ER,
v #0

=(;((0)+;((ucn71)+;((CH)+;(((1+u)cn71))(;{(cnfz)%r;((ucnfz)+;(((1+u)cn72 ))

elde edilir. (cn_z,cn_l) ikilisi i¢in 16 tane farkli durum vardir. Bu durumlar asagidaki

gibidir:
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(cn_z,cnl) (0, )—)S =0,
(cn_z,cn_l) (0,1+u)—>S =0,
(cn_z,cn_l) (1,1)—>S =0,
(cnfz,cnfl) (u 1)—>S =0,
(cnfz,cnfl) (1+u 1)—>S =0,
(cnfz,cnfl) (u,u) > S, =0,
(cnfz,cnfl) (I+u,l+u)—> S, =0,
(cn_z,cnl) (ul+u)—>S1:0,
(cn_z,cnl) (1+u, u)—>S1:0,
(cn_z,cn 1) (1 u) -85, =0,
(cn_z,cnl) (11+u)—>S1=0.

Bu durumlar Sonug 4.2.3 ile 6zetlenmektedir:

Sonugc 4.2.3.
3.22, (Cnfzicnfl) = (O’O)
S = -2, (Cn_z,cn_l):(a,O) vea e R, —{0}
1 0, (Q,—Zacn_]):(b,C) VebERz,CERz—{O}.

iv) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’ seklindedir. Bu

yiizden <c v> =v,c, , +v, , +V,c, , bulunur. Buradan,

S, = Z Z(<C,V>) = Z Z(Vocnfl) z Z(vlcth) z Z(Vzcns)

n
VER) VoER, vieR, V,E€R,
v, %0

=(2(0)+ 7(ue, ) + (1) + 2((1+w)e, )

(;((O)+;((cn_2)+;((ucn_2)+;(((1+u)cn_2 ))(;{(CH)+;((ucn_3)+;(((1+u)cn_3))

elde edilir. (¢, ,c,,.c,,) ikilisi i¢in 4° tane farkli durum vardir. Bu durumlarin

bazilar1 asagidaki gibidir:
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0,0,0) > S, =3.2%,
1,0,0) > S, = -2*,

(
(
(#,0,0) > S, = 2%,
(
(0
(1

n3’ n2’ nl

C

n— n2’ -1

141,0,0) > S, =-2°,
L1)—> S, =0,
Lu)—> S, =0.

C

n— n2’ -1

C

n— n2’ -1

(c )=
( 1)
(cn3, RPNy
( 1) =
( 1) =
(¢ 1)

n 32 n 2’
Bu durumlarin genel hali Sonug 4.2.4 ile 6zetlenmektedir:

Sonuc 4.2.4.

3.2%, (cn_3,cn 55C, 1) (0 0 O)
S, =4-2°%, (cn73,cn72,cn71) = (a,0,0) veacR, - {O}

0, diger durumlarda.

v) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’+v,x’ seklindedir.

Bu yiizden <c, v> =v,c, , +v, , +V,c, ,+Vv,c, , bulunur. Buradan,

S, = Z x(voC,r) Z x(ve,) Z x(v:6,5) Z x(vse,4)

VoeR, VieR, V,E€R, V3 egz
Z(O)-’_z( ;12) l(“cn—z)
+ Z((l +u)e,, )

:(){(0)+Z(Cn_1)+Z(”Cn_l)"')(((l"'”)cn_l))

;((O)+;((CH)+;((ucn_3)+;(((l+u)cn_3)(;((cn_l)+;((ucn_1)+;(((l+u)cn_l))

elde edilir. (c,,,¢,;.¢,5.¢,,) ikilisi i¢in 4* tane farkli durum vardir. Bu

durumlarin bazilar1 asagidaki gibidir:

(cn74,cn73,cn 5, C ) (0 0,0, 0)—>S =3.2°,
(cn—4’cn—3’cn 2 n 1) (1 0 0 O)_>S __2
(cn74,cn73,cn72,cn71) = (u,0,0,0) — S, =-2°,
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(1+u,0,0,0)—>S3 =-2°,
(O,l,l,u)—)S3 =0,
(l,l,u,l+u)—>S3 =0.

(cn—4 s cn—3 s cn—2 s Cn—l )
(cn—4 > cn—3 > cn—2 > Cn—l )

(cn—4 b cn—3 H cn—Z s Cn—l )

Bu durumlarin genel hali Sonug 4.2.5 ile 6zetlenmektedir:

Sonugc 4.2.5.

3.2%, (cn74,cn73,cn72,cn71) = (0, 0, 0,0)
S, =1-2°, (0,1_4,0,1_3,cn_z,cn_1 ) = (a,O, 0,0) veaeR, - {O}

0, diger durumlarda.

S,, S, S, ve S; durumlar1 g6z Oniine alindiginda diger durumlar i¢inde benzer bir

genel sonug elde edilebilir. Bu genel sonug asagida Sonug 4.2.6. ile verilmektedir:

Sonugc 4.2.6.

32%, (€ ey CukrCogoorysCur ) = (0,0,0,...,0)
S, = 2%, (cnf(kﬂ),cnfk,cnf(kfl),..,,cnfl) = (a,0,0,...,O) vea e R, — {O}

0, diger durumlarda.

Sonug 4.2.6, Kisim 4.2°de verilen diger tiim sonuglara bakildiginda agagidaki gibi de

yorumlanabilir:

3.2%, WRT(C)<I’l—k
Sonuc¢ 4.2.7. S, ={-2%, Wer(c)=n—k
0, W (€)>n—k.

Sonug 4.2.6 veya Sonu¢ 4.2.7 asagidaki On Teorem 4.2.1 ile ifade edilip daha
sonrasinda ispat1 verilecektir. Asagida verilen On Teorem 4.2.1, bir b parcasi igin

yapilan islemleri ifade etmektedir.
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On Teorem 4.2.1. ¢ =(c,,¢p,.s¢y 1),V =(Vg, VsV ) ERY Ve Wy ()= olmak

iizere sabit bir £ degeri i¢in,

3.0%, j<b—k
S =X 2lle) =12, j=b-k
veh 0, j>b-*k.

dur.

Ispat: c,ve R ve w,, (c) = j olsun. Bu takdirde,

S(k,j) = Z Z(<05V>) = Z Z(quvo TG VTGVt G Vi 6 Ve T Cb—k—lvk)

elde edilir. S (k, i ) i¢in {li¢ farkli durum s6z konusudur:

1) Eger ¢, , , €R, —{0} ve c¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, (yani
CoisCppsisesCh3sCprsCyy) bu takdirde j=wy (c)=b-k ve S(k,j)=-2*

bulunur.

i) Eger ¢, ,, =0 ve c¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, bu takdirde

J=wer (¢)<b—k ve S(k,j)=3.2* bulunur.

ii1) Eger ¢ elemaninin son k& tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkli ise,

bu takdirde j=w;, (c)>b—k ve S(k,;j)=0 bulunur.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Tamim 4.2.1. )= x({c,v)) f (v) Hadamard fonksiyonunda f(v)= 2l e (/]

veR;

alinirsa, £ (c )=>. Z(<C’ v>) Puer (T sekline doniisiir.

veR;

3 b . . .
On Teorem 4.2.2. ¢=(¢,,¢,,....¢, ;) ve v=(vy, ...y, ), R, nin iki elemani ve

W (€)= j olsun. Bu takdirde,

> x((ev))=1+8(0,/)+S(Lj)+...+S(b—1,)

o

Ispat:

5 elleah)= 3 alee T all)s 2 allon)=e 3 a(es)
S e Bl Sl

:1+S(O,j)+S(l,])+...+S(b—1,]).

On Teorem 4.2.3. ¢ =(c),¢,.sC, )V =(Vgo VooV, ) R, Ve Wyp ()= olsun.

Bu takdirde,

=3 2({em) M =v(z)

veRf
! k 1
dir. Burada, V”’ z j T dir,
k=0

Ispat: On Teorem 4.2.2’yi kullanarak,



S 2((e) 8 = 3 ()T 3 l{en))

veR) degv=0

v=0

degv=0
v#0

+ 3 2({e) T4+ Y 2((ev))

degv=1
veRé’

degv=b-1
veRé’

=1+ Z z((c,v})z“ﬂ +Z}((<C,V>)Zr2ﬂ

x
veR

veR

tot Y ;(((cy})z”’/q

veh

=1+5(0,/) 2" +5(1,7) 27+ ..+ 5 (b1, )"

b-1
=143 S (k, j) 2T =0 (2)
k=0

J

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.
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43. R, =F,+uF, Halkasi Uzerinde M-spotty RT Agirhik Sayaci igin

MacWilliams Ozdesligi

Boéliim 3’te F, sonlu cismi lizerinde m-spotty RT agirlik sayaglar1 igin MacWilliams

0zdesligi kisminda verilen gosterimler ve tanimlar, bu kisimda da kullanilabilir.

Ornek 4.3.1. h=2 ve t=2 olmak iizere, R, halkas: iizerinde C lineer kodu

asagidaki gibi verilsin:

vu uu,l+u 0 0l+u,l+uu ul+u

C_{oo 00,0u u0,10 Ol,luul,MOOu,}

Kodsozlerin C lineer kodunun agirlik sayacina katkisi agagidaki gibidir:

g}
5]
I
—_ T~~~
=
<
<
(=)
SN~—"

o e _

)
lu ul) — LA

00 00) — 7120

L M

9



cs = (uO Ou) s VR o z°,

Cs = (uu uu) — YR z°,

c, = (1+u0 01+u) — ¥ =z,
=(1+uu ul+u) — AR 2

Dolayisiyla C lineer kodunun agirlik sayact

W, (Z) =1+7z7

dur.
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Ornek 4.3.2. Ornek 4.3.1°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu igin

RT agirlik dagilim kodsézleri sayisini belirleyelim. C lineer kodu i¢in RT agirlik

dagilim vektorleri asagidaki gibidir:

¢, =(00 OO) - (ao,al,a2)=(200)
(

=(1+u0 0l+u) — (ao,al,a) (0,1,1),

=(1+uu u1+u) - (ao,al,az) (O, )

Dolayistyla RT agirlik dagilim kodsdzleri sayist su sekildedir:

AZOO 011 A(OOZ
1 4 3

Buradan agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:
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We(2)= 400 (Z(Om )2 (ZW )O (me )O + Ao (ZW 7l )O (z“/ 2] )l (Zfz/ﬂ )1
A (T ()

=1+72%.
Ornek 4.3.1°de elde edilen agirlik sayaci ile ayn1 oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem, u” =0 olmak {izere R, halkasi iizerinde tanimlanan m-spotty RT

agirlik sayaglari icin MacWilliams 6zdesligini vermektedir.

Teorem 4.3.1. C lineer kod olsun. C m-spotty parc¢a hata kontrol kodu ile dik
tiimleyen kodu i¢in m-spotty RT agirlik sayaglart arasindaki iliski su sekildedir:

w.. (Z)= Z ao ety ﬁ( [/M) |é Z aoal ..... a) ﬁ( )

(s seenrty) j=0 (@02 52 j=0
a0 5., 0,20 g, 0 sy 20
dy+oy+..+ay=n ay+a+..+ay=n

Ispat: Tanim 4.2.1°de, f(v)= HZ[WRT(Vi)/ I alalim. Bu takdirde,
i=1

veR) i
= z Z(<cl’v1>+<CZ’V2>+'“+<%V,,>)H [wer ()]
veRy ]
= ZR;bz(<61’VI>)z(<cz’V2>)mz(<c”’vn>)]i[ [wer(v)/t]

-3 33 (a1

veR: v,eRl v, erRl \ i=l

[ Z Al

i=1 vieRé7
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elde edilir. Burada, ) Z(<Ci V. >)Z[W’”(V" /1 sonucu sabit olarak alinan ¢, kodsoziiniin

vieRé7
agirhigr olan wy, (cl.) agirhigina baghdir. Kabul edelim ki sabit olarak alinan c,

vektoriiniin RT agirhig wRT( ) j olsun. Bu takdirde, On Teorem 4.2.3’ten

> z({ew))2 0 =v0(z)

v eRé7

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7(0) fonksiyonu asagidaki gibidir:

Elde edilen son esitlik asagidaki esitlikte yerine yazilirsa,

Zf

ceC

Zf(v) |

veCt

elde edilir. Bu takdirde, asagidaki iliski elde edilir:

Dolayisiyla, C kodunun MRT agirlik sayact ile dik tiimleyeninin m-spotty RT

agirlik sayaci arasindaki bagint1 asagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

o s (G B

(T j=0 (|
Ay, 5. 0 20 a0l 5.y 0 20
ag+oy+..+ay=n Ay +ay+.. 4+ =n

100
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Ornek 4.3.3. Ornek 4.3.1°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu ile
dik tiimleyeni C* kodunun m-spotty RT agirlik sayaglarini hesaplayalim. C lineer

kodunun kodsézleri Ornek 4.3.1°de ve C* kodunun kodsdzleri ise asagida
verilmektedir. C lineer kodunun agirhik sayact Ornek 4.3.1°de elde edilmis olup
asagidaki gibidir:

WC(Z):1+7ZZ.

C* kodunun kodsdzleri Tanim 4.1.5°de verilen i¢ garpima gore asagidaki gibidir:

00 00, 10 01, u0 0u, l+u 0 01+u,
0110, 1111, ul lu, l+ul 11+u,

Owu uO, lu ul, uu uu, l+uu ul+u,

CL—01+M 1+u 0, wu uo, 01 1u, 00 0w,

u0 00, ul 10, Ou uu, 10 01+u,
I+u 0 01, 11 11+u, lu ul+u, I+ul 11,

l+uwu ul, 11+u 1+ul+u l1+ul+u 1+ul, ul+u 1+u O,
Ol+u 1+uu, ul+u l1+u u, I11+u 1+ul, I+ul+ul+ul+u

Elde edilen dik tiimleyenin agirlik sayaci

WL(Z)=1+2Z+2922

C
bulunur.

Teorem 4.3.1°in uygulanabilmesi i¢in C kodundaki kodsézlerin RT agirlik dagilim
vektorlerinin sayisint ve b=2 ve t=2 degerlerine karsilik gelen Vj(z) ifadelerini
hesaplamak gerekir. C' kodundaki kodso6zlerinin RT agirlik dagilim vektorleri sayisi

Ornek 4.3.2°de hesaplanmistir. Burada 5 =2 ve ¢t =2 degerlerine karsilik gelen V].(Z)

ifadelerini hesaplayalim. V_I.(z) polinomlar1 On Teorem 4.3.3 kullanilarak asagidaki

gibi elde edilir:
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Teorem 4.3.1°de V_I.(z) polinomlar1 ve RT dagilim vektorleri sayilar1 yerine yazilirsa,

a;

WcL<z>=|% Y A I1(720)

2
oy +ay+a, =2 Jj=0

GRS CRIEE ]
= %(8 +162+23227)

=142z+292%

elde edilir. Dolayisiyla kod ile dik tiimleyeni arasindaki 6zdeslik saglanmig oldugu

goriiliir.

Asagidaki kisimda, u”> =0 olmak iizere R, = F, +uF, halkasmin bir genellemesi
olan u*=0 olmak iizere F, +uF, halkasi i¢in MacWilliams ozdesligi elde

edilecektir.

44. R €= FCI + qu Halkasi1 Uzerinde Tanim ve Teoremler

Bu kisimda p asal bir tam say1 ve g=p” olacak sekilde u° =0 olmak iizere

R, = Fpm + qum halkas1 tizerinde tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 4.4.1. [21] u* =0 olmak iizere, R, ={a+bu:a,bqu} dir. R, halkasi

bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.
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On Teorem 4.4.1. [21] R, halkasi temel ideal halkasidir. Halkanin idealleri tek bir

eleman tarafindan tretilir. Halkanin ideali [ = (a) ise bu idealin elemanlart / = aR :

ile ifade edilir.

On Teorem 4.4.2.[21] R , halkasinin idealleri,

(0)={0}, (u) ve (1)=R,
dir.

Tamm 4.4.2. [15] Teorem 1.4.1.1, R halkasimin idealleri igin asagidaki gibi

yorumlanabilir:

x karakter olmak tzere, R, halkasi ayn1 zamanda toplamsal bir grup oldugundan

yazilabilir.

Tamm 4.4.3. [22] R_ halkasi iizerinde uzunlugu n olan bir C lineer kod, R in

Rq -alt modili olarak adlandirilir.

Daha onceki boliimlerde farkli cebirsel yapilar {izerinde tanimlanan m-spotty RT
agirligl, m-spotty RT uzakligi, i¢ carpim, Hadamard fonksiyonu ve Hadamard

fonksiyonunun ingasi i¢in gereken kiimeler benzer bi¢imde bu kisimda R, halkasi

i¢in de aynen tanimlanabilir. Bu kisimda sadece R, halkasi i¢in m-spotty RT agirligi,
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m-spotty RT uzakligi ve Hadamard fonksiyonunun ingasi i¢in gerekli olan kiimeler

tanimlanacaktir.

Tanmm 4.4.4. ec R; olmak tizere, e bir hata vektorii olsun. 0<i<n-1 i¢in e, e

hata vektoriiniin i inci parcasini temsil etsin. e hata vektoriindeki #/b-hatalarinin

sayi1sl

dir. Burada w,, (el.) , ¢; hata vektoriniin R, tizerinde RT agirhgini gostermektedir.

Benzer bigimde, m-spotty RT uzakhigi R~ halkasi Uzerine asagidaki gibi

genellestirilebilir:

Tanim 4.4.5. C m-spotty parca hata kontrol kodunun u# ve v kodsézleri i¢in, m-

spotty RT uzaklik fonksiyonu

i=0 t

dir. Burada d,; (u;,v,), R, tizerinde wu ve v kodsdzlerinin i inci pargalar

arasindaki RT uzakligin1 gostermektedir. Uzaklik fonksiyonu d,,; (u,v), R

q

uzerinde bir metrik belirtir.

Hadamard fonksiyonunun belirlenmesinde dnemli bir rol oynayan £, kiimeleri R,

halkasi iizerinde asagidaki gibi tanimlanabilir:
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Tamim 4.4.6. R} modiili i¢in
P = {v € R} :degv(x)= k}

olmak tizere, R} modilinin bir aynigimi F, kimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

1={0,1,2,..n} igin,
R! :kLeJ1P" vei#jigin ENP =0

saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
P, = {v € R} :degv(x)= 0}

oldugundan B, ={00..00} ve P, = {v € R} :degv(x)=0vev= 0} kiimeleri igin

P = P0 U P0 ifadesi kullanilacaktir.

4.5. R, =F, +uF, Halkasi Uzerinde Hadamard Fonksiyonunun Insa Edilmesi

Tamim 4.5.1. u” =0 olmak iizere, R, halkasi i¢in y karakter fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

R, toplamsal bir grup ve C—{O} kompleks sayilar kiimesi ¢arpimsal bir grup

oldugundan y : (Rq,+) - ((C —{0} ,-) olmak iizere a+ub € R, igin,

x(a+ub)=¢&"
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dir. Burada, &= dir. Verilen y karakter fonksiyonu bir grup

homomorfizmasidir. Gergekten, Va +ub,c +ud € R ’ i¢in,

;(((a+ub)+(c+ud))=;(((a+c)+u(b+d))

(a+c)+(b+d)

)
_ (é:)(a+b)+(c+d)
)

oldugundan y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmadir.

R, halkasi i¢in Hadamard fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

Fe)= 2 x((ev) 1 (v)-

n
ve Rq

Hadamard fonksiyonu Tanim 4.4.6°da verilen P, kiimeleri ile asagidaki gibi ifade
edilebilir:

¢ sabit bir eleman olmak iizere,
c= (CO7019"'3'Cn73bcn7290n71 ) ,V= (vo,vl,vz,...,vH,vH,vH)

olsun. Bu takdirde P, kiimeleri kullanilarak

2 x((ev)) =2 2({ev)+ 2 2 ({em)+ 2 2 ((ev)) +ot 2 2((ev))

VER; veR veR, veP, veb,

elde edilir. £, kiimesinin elemanlar1 kullanilarak elde edilen toplam, Tanim 4.4.6’da

P, kiimesi i¢in bahsi ge¢en durum goz oniine alinarak asagidaki gibi yazilabilir:
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2 x({ev) =2 x((em)+ 2 ().

- .
vehy vel veh,

Son iki esitlik birlestirilirse,

> 2({e) =2 x((ev)+ 2 2 ((ev))+ X x((e:v))

veRy veR, veR) veR
+> 2({(ev))+.+ X x((ev)):
veP, veP,

elde edilir. Her bir toplam asagidaki gibi verilsin:

2r(ler) > 5
Salen) > s
%Z;z(<c,v>) > 5
S aller) > 8,

2 2((ev) = S
B, kiimelerinin tanimini kullanarak her bir deger i¢in asagidaki durumlar elde edilir:

i) ve P, oldugundan, v=(00..00) dir. Dolayisiyla, (c,v>=0 bulunur. Buradan

S, =1 elde edilir.
Sonug 4.5.1. S; ={1, v=(00..00)..

ii) veP olsun. v=y,e R, - {0} oldugundan <c,v> =V,C

n—1

bulunur. ¢,  eR,

oldugundan, c, , elemanimin durumu iki farkli sekilde ele alinabilir:
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Eger ¢, , =0 ise,

So=2 x({ev)= 2 xwe)= X2 2(0)=(¢-1)g=4¢"-1

vePO** voeRq—{O} voeRq—{O}
elde edilir.

Eger ¢, , #0 ise ¢, , eleman: i¢in iki farkli inceleme durumu s6z konusudur. Eger

¢, €(u) ise, bu takdirde Tanim 4.4.2 kullamlarak

bulunur. Eger ¢, , € R, - {0} ve ¢, | & (u) ise, bu takdirde Tanim 4.4.2 kullanilarak

So= 2 x(we,)= 2 x(a)=-1
voeR, —{0} Zz(lfj)—{o}

elde edilir. ¢, , # 0 durumu i¢in S, = -1 bulunur.

So=2 2({e))= 2 x(wen)= 2 x(a)=-1

veR) voeF, —{0} aeF,—{0}
elde edilir.

Sonugc 4.5.2.

S, = q2 -1, ¢, =
-1, c
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iii) ve B, olduundan v #0 olmak iizere v(x)=v,+wx seklindedir. Bu yiizden

<c, v> =v,c,; +v,c,_, bulunur.

S, = ZZ«C V>):ZZ(Vocn—1+Vlcn 2 ZZ VoCo- 1 Vl - 2)

veR veR veR
:ZZVOnl ZZVInZ
VoER, VIER, -

elde edilir. (cn_z,cn_l) ikilisi i¢in ¢* tane farkli durum vardir. Bu durumlar asagida

verilen Sonug 4.5.3 ile 6zetlenmektedir:

Sonugc 4.5.3.
(QZ _l)qz’ (¢,20¢,4)=(0,0)
S = _qz) (cn_z,cn_l)z(a 0) VeaeR —{0}
0, (¢,05¢,)=(b,c) vebeR ,ce R —{0}.

iv) ve B, olduundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’ seklindedir. Bu

yiizden <c,v> =v,C,_; +V,¢,_, +Vv,c, 5 bulunur. Bu deger S, de yerine yazilirsa,

Sz - z Z(<C, V>) = Z Z(Vocn—l +Vlcn—2 + V2Cn—3)

veP, veP2

_z}( Vo€ nl Vl nz)Z(Vzcn—3)
veP,

= Z Z(vocn-l) Z Z(Vlcn—2) Z )((VZC,,_3)
VER, W ER, v ER, —{0}

elde edilir. (¢, ;,c, ,,c, ;) Ucliisii ¢° tane deger alir. Bu durumlar asagida verilen

Sonug 4.5.4 ile 6zetlenmektedir:
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Sonuc 4.5.4.

(q2 _1)q4, (¢,3:¢,2-¢,,) =(0,0,0)
S, =1-4", (cnfg,cnfz,cn,1)= (a,0,0) veaeR, _{o}

0, diger durumlarda.

v) ve P, oldugundan v, #0 olmak iizere v(x)=v,+vx+v,x’+vx’ seklindedir.

Bu yiizden <c,v>:vocn_l+vlcn_2+vzcn_3+v3cn_4 bulunur. Bu deger S, de yerine

yazilirsa,

S = z (_1)<C,v> = Z Z(Vocn—l TVIC,, TV,C, 5 +V3Cn—4)

veP vePR

= z Z(Vocnfl ) Z(vlcn—Z )Z (VZCn—3 )Z(V3Cn74 )
veP

= Z Z(Vocn—l) Z ;((vlcn_z) Z Z("zcn—a) Z{ }Z(V3Cn—4)
VER, ViER, vER, v3eR, —{0

elde edilir. (cn_4,cn_3,cn_2,cn_l) dortliisii ¢° tane deger alir. Bu durumlar asagida

verilen Sonug 4.5.5 ile 6zetlenmektedir:

Sonug 4.5.5.

(q2 - 1)q6, (€,4C135€,05¢, ) =(0,0,0,0)
S3 = _qéi (cn74,cn,3ac,,,2,cn,1 ) = (Cl, 0, 0, 0) vea e Rq — {O}

0, diger durumlarda.

Sy, S,, S, ve S, durumlar1 g6z oniine alindiginda diger durumlar ig¢inde benzer bir

genel sonug elde edilebilir. Daha sonra ispati verilecek bu genel durumlar asagidaki

gibidir:
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Sonugc 4.5.6.

(qz _l)qzk, (cn_(lm),cn_k,cn_(k_l),,.,,cn_1 ) = (0,0,0,...,0)
S, = _qzk’ (cn_(,m),cn_k,cn_(k_l),...,cn_1 ) = (a,0,0,...,O) veaeR, —{0}

0, diger durumlarda.

Sonug 4.5.6 asagidaki gibi de yorumlanabilir:

Sonugc 4.5.7.

(q2 —l)q”‘, W (€)<n—k

Sonu¢ 4.5.6 veya Sonu¢ 4.5.7 asagidaki On Teorem 4.5.1 ile ifade edilip

ispatlanacaktir. Asagida verilen On Teorem 4.5.1, bir b parcasi igin ifade edilecektir.

On Teorem 4.5.1. c:(co,cl,...,cb_l),v:(vo,vl,...,vb_l)eRé’ V€ Wpy (c):j olmak

lizere sabit bir £ degeri igin,

(qz—l)q“, j<b—-k

Sy (k. j) =2 2((ev)) =1-4™, j=b—k
i 0, i>b-k

dir.

Ispat: ¢,ve R} ve w,,(c) =, olsun. Bu takdirde,
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SR k J Z Z(<C V>) = Z Z(Ch-lvo TO M TGV TG Vi TG Vi T Ch—k—lvk)

veh, veh,

= (VOEZ};( Z(Ch-l"o )JLZR Z(Cb—zvl )](V; ;((chz )J
...[VZE;e }((Ch_kvk_] )J[OMZE:R Z(Ch—k—lvk )J

elde edilir. S (k, j) igin ii¢ farkli durum sdz konusudur:

1) Eger ¢, , eRq—{O} ve c¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, (yani
2k

CoopsChoparrsCp3sCyasCyy) DU takdirde j=wy (c)=b-k ve S (k,j)=—q

bulunur.

ii) Eger ¢, , , =0 ve c¢ elemanmnin son k& tane bileseni sifir ise, bu takdirde

J=Wer(¢)<b—k ve S (k,j):(qz—l)qzk bulunur.

iii) Eger ¢ elemaninin son £ tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkl ise,

bu takdirde j =wy, (c)>b—k ve S; (k,j)=0 bulunur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tanim 4.5.2. f(c )=>. ;(((c v>) ) Hadamard fonksiyonunda /' (v)= PR

veR

almirsa, f )=, ;(((c v>) Puer V] ekline déniisiir.

veR

I _ _ b e
On Teorem 4.5.2. c—(co,cl,...,cb_l) ve v—(vo,vl,...,vb_l), R nin iki elemani ve

Wy (¢) = olsun. Bu takdirde,

> x({e.v)=1+58(0,j)+S(L, j)+...+S(b-1,/)

b
veRq
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dir.

> . _ _ b . oy . o
Ispat: c¢=(cp,¢heny ) ve V=gV, R nin iki elemant ve wy, (c)—]

olsun. Bu takdirde asagidaki ifade elde edilir:

2 z((ew)= 20 2((em)+ 2 x(lem)+ 2 x({ew)+et 2 2({ev))

veR) degv=0 degv=0 degv=1 degv=b-1
v=0 v#0 veRb VER5
=1+ 2 2((ev)+ 2 x((e)) vt 20 2((ev)
VEPO veR veh, |

=1+58;(0,/)+S; (L j)+..+S; (b-1, ).

On Teorem 4.5.3. c=(co,cl,...,cb_l),v=(v0,v1,...,vb_l)eRj ve WRT(C)Zj olsun.

Bu takdirde,

f c)=2, Z(<C,V>)sz”(v)/q = Vj.(q”) (2)

b
veRq

b-1
dir. Burada, V_](‘” Z j [E/T gy

=

Ispat: On Teorem 4.5.2’yi kullanarak,

Z;{((c v>) [wer (/1] _ Z 1(<c,v>)zwq+ Z ;((<c,v>)zwq

veRr) deég:v():o de‘i;:O:O
+ Z )((<C,V>)Z|_2/Z_l +...+ Z /}/’(<C,V>)Zl_b/[-|
degv=1 degv=b-1
veRL}]7 veRg
=1+ 3, x({em) 2"+ X a((ev) 2 4k 3 ((e))
VEPOW veR veh

=1+5%(0, /)" +SR(1,j)z”/” +ot SE(b=1,7)2""]

1+ ZSR N _[(k+1)/e] V(q,t) (Z)

J

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.
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4.6. R, =F +uF, Halkas1 Uzerinde M-Spotty RT Agirhk Sayaci icin

MacWilliams Ozdesligi

Boéliim 3’te F, sonlu cismi lizerinde m-spotty RT agirlik sayaglar1 igin MacWilliams

0zdesligi kisminda verilen gosterimler ve tanimlar, bu kisimda da kullanilabilir.
Ornek 4.6.1. =3, t =2 ve u* =0 olmak iizere,

F,+uf; :{O, 1,2, u, 2u, 1+u, 2+u, 2+2u, l+2u}

halkas1 iizerinde C lineer kodunun {irete¢ matrisi asagidaki gibi verilsin:

G_100u02+u
o w0 wuo0u )

G lrete¢ matrisinin satirlarinin lineer birlesimi, C lineer kodunun asagidaki

kodsozlerini verir:

000000, 1200 00 2, uul0ul2+u,
u00002, 2000 00 u, 2200 u 0 1+u,

2uu 0 u 0 2u, OuOulu, u2u0 2u02+2u,
02u 0 2u 0 2u , 100u02+u, 1u0 2u 02+ 2u,
2u0001, 14400 u 02, 24+2u 00 2u 01,

2u2u 0 2u 00, 200 2u 01+ 2u, 24+u2u0 ull,
1+2uu 0 1+u 02, 24u 00 2u01+u, I1+u2u0 002+2u,
142000102+ 2u, 242u2u 0 u 01+ 2u, 1420 2u 0 1+2u 0 2 +u,

l+uu02u02+u, 24+uu0001+2u, 24+2uu0001+u.



106

Kodsozlerin C lineer kodunun agirlik sayacina katkisi agagidaki gibidir:

(000000) — V27150
(0u0u0u) — 2PHPI=z3
(0200 2u02u) — 2Pz
(100 u02+u) — ZVHPI=2
(1u0 2u02+2u) — 2APHPI=2
(

(

(

(

1200 002) — ZP2HPT- 2

200 2u01+2u) — PHPI=2
2u0001) — PHPRIZ 2
220 u0l+u) — 2PHPI=2
¢o=(u00002) — VM= z

(uu0u02+u) - 2[2/2%[3/2]:23,

G
G
G
Cy
Cs
G
G
G
G

¢, =
e, =(u2u02u02+2u) — APHPT=2

ey =(1+u00u02) — A7HPT=2
a=(1+uu02u02+u) — AR 2 3
es=(1+u2u0 002+2u) — zPHPI=2

e =(2+u00 2u01+u) — VHPI=2

¢, =(2+uu0 001+2u) — PHPI=2

s =(2+u2u0u0l) — MR 2

¢y =(2+2u00 21 01) — Z"HPT=2

ey =(2+2uu0 001+u) — APHPI=2

ey =(2+2u2u0 u01+2u) — M=
e, =(1+20 00 102+2u) — VIMPI=2

Cos =(1+2u u01l+u0 2) — YN =2z,

ey = (1420200 1420 02+u) — 2 PPHPI=23
¢ =(2u0000u) — PHPI=2

G =(2uu0u02u) — MR 2

¢y =(2u2u 0 2u00) — PHPTZ 2
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Dolayistyla C lineer kodunun agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

W, (z) =1+262".

Ornek 4.6.2. Ornek 4.3.1°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu igin

RT agirlik dagilim kodsézleri sayisini belirleyelim. C lineer kodu i¢in RT agirlik

dagilim vektorleri asagidaki gibidir:

Cio

=

C

000000) - (a.0,,,a,)=(2,0,0,0),
OuO uOu) - (ao,al,az,%):(0,0,l,l),
02u02u02u) > (a.a,0,,a,)=(0,0,11),
100 u02+u) - (ao,al,az,%):(o,l,o,l),

1200 002) - (ap.,a,,a,)=(0,0,1,1),

200 2u0142u) — (cp.apay.a)=(0,10,1),
2u0001) - (ap.a,a,,0a)=(0,0,11),
22u0u01+u) - (ao,al,az,a3)=(0,0,l,l),
(©u00002) - (ap.a,2,a)=(0,1,0,1),
uu0u02+u) - (ao,al,az,%):(0,0,l,l),
w2u0 2u02+2u) - (a.0,,a)=(0,0,11),
14400 u02) - (a)a,0,,a,)=(0,10,1),
l+uu0 2u02+u) - (ao,al,az,a3)=(0,0,l,l),
1+u2u0002+2u) — (a.c.a,a,)=(0,0,.1),
0,1,0,1),

=(
(
(
(
(luO 2u02+2u) > (ap0,0,,a)=(0,0,11),
(
(
=(
=(

24u00 2u01+u) - (a.0,0,,0;)=

(

=(

=(

=(

(

= (
(2+uu0 001+2u) - (ao,al,az,og) (0011)
=(2+u2u0u01) - (a.a.0,,a,)=(0,0,1,1),
=(2+2u 00 2u01) > (aya,0,,a,)=(0,1,0,1),
=(2+2uu0001+u) — (ao,al,az,%):(o 0,1,1),
—(242u2u0 u01+2u) — (a.a.a.a,)=(0,0,L1),
—(142000 102+2u) > (ap.a.a5.a,)=(0,1,0,1),
=(1+2uu01+u02) > (a.a,0,,a,)=(0,0,1,1),
—(1420 20 0 1420 0 2+u) — (@y.p.,.25)=(0,0,1,1),
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(2u00 OOu) — (ao,al,az,%) (0101)
:(2uu0 u022u) - (apa,a,,a,)=(0,0,11),
(2u 2u 0 2u00) - (ao,al,az,%):(0,0,l,l).

Dolayistyla RT agirlik dagilim kodsozleri sayist su sekildedir:

A A A

(2,0,0,0) (0,1,0,1)  “%(0,0,L,1)

1 8 18

Buradan agirlik sayaci asagidaki gibi elde edilir:

2000

Aoron (ZW 2] )0 ( V2] )‘ ( e ) (Zfs/ﬂ )1
Ao (B ) () )

=1+262".

_ (Zfom ’ (7 ’ (Zfzm )" (27 )"
0

Ornek 4.6.1°de elde edilen agirlik sayaci ile ayn1 oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem, u”> =0 olmak iizere F +uF halkas: {izerinde tanimlanan m-
g q q

spotty RT agirlik sayaglar icin MacWilliams 6zdesligini vermektedir.

Teorem 4.3.1. C lineer kod olsun. C m-spotty parca hata kontrol kodu ile dik
tiimleyen kodu i¢in m-spotty RT agirlik sayaglart arasindaki iliski su sekildedir:

Wo(z2)= Y Ao f[( W) |é > A ﬁ( (=)

(0+) seenrty) j=0 (@02 52 j=0
Ay, 5.0 20 g, 0 sy 20
ay+oy +...+ab7 n ay+a+..+ay=n

Ispat: Tamm 4.5.2°de, f(v)= H A0 alahim. Bu takdirde,

i=1
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—Z Z(<c1,v1> 1) El
_ ;z«cl,vl)) ((cz,v2>)...;((<cn,Vn>)ljz[wm(w)/ﬂ

-3 5 - 2 [Tetten) )

vleRq vzeRb v, eR?

i=1 veRb

_ H( > x({ev)) 2" RT<V,.)/,1}

elde edilir. Burada, ) ;(((Cl.,vl))sz”(v")/ I sonucu sabit olarak alman ¢, kodsoziiniin

vieRf]7
agirhigr olan wy, (cl.) agirhigina baghdir. Kabul edelim ki sabit olarak alinan c,

vektoriintin RT agirlig WRT( ) J olsun. Bu takdirde, On Teorem 4.4.3’ten

Y 2({eo))2 =i ()

v; eRh

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7(0) fonksiyonu asagidaki gibidir:

Elde edilen son esitlik asagidaki esitlikte yerine yazilirsa,

veCt

Zf

ceC

elde edilir. Bu takdirde, asagidaki iliski elde edilir:
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Dolayisiyla, C kodunun MRT agirlik sayact ile dik tiimleyeninin m-spotty RT

agirlik sayaci arasindaki bagint1 asagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

(2021 5-enstp)) j=0 |C| (e j=0
g, 5. 0 20 a0 5.y 0 20
ag+oy+..+ay=n do+ay+..+ay=n

Ornek 4.6.3. Ornek 4.6.1°de verilen C lineer kodunu ele alalim. C lineer kodu ile
dik tiimleyeni C* kodunun m-spotty RT agirlik sayaglarini hesaplayalim. C lineer

kodunun kodsédzleri Ornek 4.6.1°de ve C* kodunun kodsozleri ise asagida
verilmektedir. C lineer kodunun agirhik sayact Ornek 4.6.1°de elde edilmis olup

asagidaki gibidir:
/£ (Z) =1+262".

C* kodunun kodsdzlerinin agirlik sayaci C++ programi yardimiyla asagidaki gibi

bulunur:

WCL (Z) =1+28z+238z>+3864z° +15552z".

Teorem 4.6.1°in uygulanabilmesi i¢cin C kodundaki kodsozlerin RT agirlik dagilim

vektorlerinin sayisint ve b=3 ve t =2 degerlerine karsilik gelen Vf’z) ifadelerini

hesaplamak gerekir. C kodundaki kodsozlerinin RT agirlik dagilim vektorleri sayisi
Ornek 4.6.2°de hesaplanmistir. Burada b=3 ve t=2 degerlerine karsihk gelen

Vj(3’2) ifadelerini hesaplayalim. VJ.(3’2) polinomlar1 On Teorem 4.6.3 kullanilarak

asagidaki gibi elde edilir:
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Teorem 4.6.1°de VJ.(3’2) polinomlart ve RT dagilim vektorleri sayilari yerine yazilirsa,

1 o
WCL (Z):E Z 214(010,0!1,0!2’0‘3)

(797 ()
=g (1) () () s 21

= %(27 +756z +64262° +1043282° + 419904z )

3
J=0

=1+28z+238z" +3864z° +15552z*

elde edilir. Dolayisiyla kod ile dik tiimleyeni arasindaki 6zdesligin saglanmis oldugu

goriiliir.

Asagidaki kisimda, ilk 6nce u® =0 ve s>1 olmak lizere F, [u] / (us) halka yapis1

ile ilgili tanimlar verilecektir. Daha sonra bu halka iizerinde m-spotty RT agirlik ve
uzaklik tanimi yapilacaktir. Bu halka i¢in son olarak MacWilliams 6zdesligi elde

edilecektir.

47. R, =F, [u]/ (us) Halkas1 Uzerinde M-Spotty RT Agirhk Sayaci icin

MacWilliams Ozdesligi

Tamm 4.7.1. [21] s 21 pozitif bir tamsay1 olmak lizere R, =F, [u]/(us) bolim

halkasidir.

On Teorem 4.7.1. [21] R, halkasi temel ideal halkasidir. Yani halkadaki idealler

tek bir eleman tarafindan tretilir.
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On Teorem 4.7.2. [21] R, halkasinin idealleri,

seklinde olup (u) ideali R, halkasmin tek maksimal idealidir. Ayrica, (u)

maksimal ideali digindaki biitiin elemanlar ¢arpmaya gore tersleri vardir. v € R, | ise

— 2 s—1
V=V, FVU U Y U

olacak sekilde tek tiirlii belirli 0<i<s-1 i¢in v, € F, vardir. Dolayisiyla, v, # 0

olan elemanlar carpmaya gore tersleri vardir.

Teorem 4.7.1. [23] R, = F, +uF, +u’F, +..+u""'F, dir.

Tamm 4.7.2. [22] R, iizerinde uzunlugu 7 olan bir C lineer kod, R) in R, - alt

modiilu olarak adlandirilir.

Tamm 4.7.3. e € R} olmak iizere, e bir hata vektorii olsun. 0<i<n-1 i¢in ¢, e

hata vektoriiniin i inci parcasini temsil etsin. e hata vektoriindeki #/b-hatalarinin

[wmt(ef )l

dir. Burada wy, (e,), e hata vektoriiniin R, | iizerinde RT agirhgini gdstermektedir.

say1st

n—

Witrr (e) = ;

1
i=0

Tanim 4.7.4. C m-spotty parca hata kontrol kodunun u# ve v kodsézleri i¢in, m-

spotty RT uzaklik fonksiyonu

s

1
i=0 t
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dir. Burada d, (ui,vi), R, lizerinde u ve v kodsozlerinin i inci pargalari

arasindaki RT wuzaklhigmi gostermektedir. Uzakhik fonksiyonu d,,, (u,v), R

2,8

uzerinde bir metrik belirtir.

Tanim 4.7.5. b parca uzunlugunu, n parca sayisini ve N verilen uzayin

elemanlarinin uzunlugunu gostermek tizere N =nb esitligi saglansin. Rz"b; modiili

icin c,ve R;”; olmak tlizere u ve v elemanlarinin i¢ ¢arpimi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

bh—1
Burada, <C,~,V,-> = ZC(LJ.)V([.’HH) , ¢, ve v, elemanlarinin i¢ ¢arpimlarini, ayrica i)
j=0

ve Vi, sirastyla ¢, ve v, elemanlarinin j inci bitlerini gostermektedir.

Hadamard fonksiyonu, R, halkasi i¢in asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tanmim 4.7.6. v’ =0 olmak iizere, R, halkasii¢in y karakter fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

R, toplamsal bir grup ve (C—{O} kompleks sayilar kiimesi carpimsal bir grup

oldugundan y:(R,,,+)—>(C—{0},)) olmak iizere a,+au+..+a_u"" €R,,

2,82

igin,
=1 ag+a;+..+ag
;((a0+a1u+...+asflu )=(—1)

dir. Verilen y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmasidir. Gergekten,

\

Va, +au+..+a_u'" by +bu+..+b_u'" €R, icin,
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s—1
(GO +a1u +...+aHu )

= x((a, +b,)+(a, +b)u+..+(a,_ +b,_ )u'"
+(b0+b1u+...+bsflu*"“) (( o +by)+(a 1) ( ) )

1) (ag+by )+(ay+b; )+..+(a, +b, ;)

1) ag+ay+..+ag_y )+(by+b +..+b_)

(-
(-
( )a0+al+ +ay 1(_1)bo+b1+-~~+[754
x

(ao +au+..+a_u’ );((bo +bu+..+b_u'" )
oldugundan y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmadir.

Tanmmm 4.7.7. f, R} izerinde tamml bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun

Hadamard fonksiyonu olan 7 asagidaki gibi tanimlanir:

c € R} olmak iizere,

=2 x2({ev) (v

n
VeRy

dir.

Tamm 4.7.8. R} modiilii i¢in
P = {v €R;, :degv(x)= k}

olmak iizere, R} modiiliiniin bir ayngimi P, kiimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

1={0,1,2,..n} igin,

R}, =UPB vei#jigin PNP =
’ kel
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saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
P, = {v € R} :degv(x)= 0}

oldugundan P, ={00..00} ve B = {v € R} :degv(x)=0ve v= 0} kiimeleri igin

P, =P, UP" ifadesi kullanilacaktir.

On Teorem 4.7.3. ¢ = (co,c1 s Gy ),v = (vo,vl,...,vbfl) € Ré’js Ve Wp, (c) = j olmak

tizere sabit bir k£ degeri igin,

(2 -1)2%, j<b—k

Sy (k) =2 x({ev)) =1-2", i=b—k
= 0, i>b—k

duir.

Ispat: c,v e Rfjs V€ Wpr (c) = j olsun. Bu takdirde,

Szlis (k,j) = Z }((<C,V>) = Z Z(CHVO tC VTVt G Vi Y6 Ve TG )

:(V;: Z(Cblvo)J(vg Z(Cbzvl)](vg Z(Cb3V2)]
(V 7; ;((cbfkvk,1 )J(MZE; Z(cb—k—lvk )J

elde edilir. Sfj S (k, j ) i¢in ti¢ farkli durum s6z konusudur:
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i) Eger ¢, ,, €R,, —{0} ve ¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, (yani
CoisCppriseeesCh3sCy0sCypy) DU takdirde j=wy (c)=b-k ve S, (k,j)=-2"

bulunur.

ii) Eger ¢, , , =0 ve c¢ elemaninin son k& tane bileseni sifir ise, bu takdirde

J=wWer (c)<b—k ve S5 (k,j)= (25 - 1) 2" bulunur.

iii) Eger ¢ elemaninin son £ tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkl ise,

bu takdirde j=wy, (¢)>b—k ve S, (k,;j)=0 bulunur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tamm 4.7.9. f(c)= > Z((c,v» /(v) Hadamard fonksiyonunda,

VERZVI’X
f(v) = Z[WMRT(V)/’]

alinirsa, f(c) = Z((c,v})zh"”’”(v)/ d sekline doniisiir.

n
veszS

2 b .
On Teorem 4.7.4. ¢ =(co,cl,...,cb4) ve v =(v0,vl,...,vb4) , Ry, nin iki eleman ve

Wer (c) = j olsun. Bu takdirde,

> x({ev))=1+8(0,7)+S(Lj)+...+S(b-1,/)

b
veszS

dir.



117

ispat:
ZR;‘ 7{(ev) = degzv:_()z«c’v» +d;01(<c>v>)+de§1 x({e, v>)+...+deg;11(<c,v>)
- 1+VEZR);* Z((c,v})+§;((<c,v>)+...+2:§1 2((ew) 3

=1+87(0,/)+S;, (L j)+...+ 85, (b—1 ).

On Teorem 4.7.5. ¢ = (co,cl,...,cb_1 ),v = (vo,vl,...,vb_l) € R;”S Ve Wy (c) = j olsun.

Bu takdirde,

F(e)= 2 al{em) 1 =r) ()

VERS’S
b-1
dir. Burada, V_}.(z”) (z)=1+ ZS;S (k,j)zmﬂm dur.
=0

Ispat: On Teorem 4.7.4’ii kullanarak,

> z(<cyv>)szﬂ(v>/z1 =y Z(<c,v>)zro/r1 - Z«c’v»qu

veRé’_‘v devg:vO:O devgivozo
+ Z ;((<c,v>)z[2/q +..+ Z ;((<c,v>)z(b/ﬂ
degv=1 degv=b-1
veRgvS veRgv:
=1+ z ;((<c,v>)zwq + Z;{(<c,v>)zr2ﬂ +...+ Z ;((<c,v>)zwq
veRy" veR vel,

=1+88 (0,7) 2"+ 82 (1,/) 27+ ..+ SE (b-1,7) 2"

b-1
=143 % (k, j) 2" =y ()
k=0

J

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.

Asagidaki teorem, R,  halkasi lizerinde tanimlanan m-spotty RT agirlik sayaglari

icin MacWilliams 6zdesligini vermektedir.
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Teorem 4.7.2. C lineer kod olsun. C m-spotty par¢a hata kontrol kodu ile dik
tiimleyen kodu i¢in m-spotty RT agirlik sayaglart arasindaki iliski su sekildedir:

a;

Wo(z)= 2 Aoum) ﬁ( W)j=|% 2 Ao lj( () -

(@0, sty Jj (@@ 5-s ) Jj
ao,al,...,ahzo oy, ,...,a,,zO
aytoy+..ta ady+ay+..+a

0t b= ot b=

Ispat: Tamm 4.7.7°de, f(v)= Hz[w”(v")/ ‘I alalm. Bu takdirde,

i=1

Z 7({e V>)HZ e

= Z Z(<cl’vl>+<czav2>+---+<C,I,V’1>)ﬁZ[WRT(Vi)/’-'

= z Z(<C1aV1>)Z(<CZ,V2>)...Z(<C’I’vn>)HZfWRT(V,-)/t]
eR;}7 ]
I (s ETCRNIERER)

i=1 vieRfS

1] £ #le=|

elde edilir. Burada, Z z((cl.,vl))z[w’(r(v")/ ‘1 sonucu sabit olarak alinan ¢,

V[ERQ,.S
kodsoziiniin agirhg olan wy, (c;) agirligina baghdir. Kabul edelim ki sabit olarak

alman ¢, vektdrinin RT agirhigt wy, (c,)=, olsun. Bu takdirde, On Teorem

4.7.5’ten

> x((eav)) N =y ()

b
ViER;

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7(0) fonksiyonu asagidaki gibidir:
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1107 =)’

J=0

Elde edilen son esitlik asagidaki esitlikte yerine yazilirsa,

2, /()=

veCt |

L3 ()

ceC

elde edilir. Bu takdirde, asagidaki iliski elde edilir:

Dolayisiyla, C kodunun MRT agirlik sayaci ile dik tiimleyeninin m-spotty RT

agirlik sayaci arasindaki bagint1 asagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

N (L R D ST § (GO

(2021 5-enstp)) j=0 |C () -enrty))
g, 5. 0 20 a0 5.y 0 20
ay+oy+.+ay=n do+ay+..+ay=n

Asagidaki kisimda, F, [u] / (us) halkas1 lizerinde tanimlar ve teoremler, bu halka

iizerinde MacWilliams 6zdesligini elde etmek i¢in verilecektir.

48. R, =F, [u]/ (us) Halkas1 Uzerinde M-Spotty RT Agirhk Sayaa icin

MacWilliams Ozdesligi

On Teorem 4.8.1. [21] s>1 olmak iizere, R ... halkasi temel ideal halkasidir. Yani

halkadaki idealler tek bir eleman tarafindan tretilir. R  halkasinin idealleri,
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seklinde olup (u) ideali R, halkasmin tek maksimal idealidir. Ayrica, (u)

maksimal ideali digindaki biitiin elemanlar ¢arpmaya gore tersleri vardir. v e R_, ise

s—1

_ 2
V=V, tvu+vu +. v u

olacak sekilde tek tirlii belirli 0 <i<s-1 i¢in v, € F, vardir. Dolayisiyla, v, # 0

olan elemanlar carpmaya gore tersleri vardir.

Teorem 4.8.1.[23] R = F, +uF, +u’F, +..+u""F, du.

Tamm 4.8.1. [22] R Uzerinde uzunlugu n olan bir C lineer kod, R in R - alt

modiilu olarak adlandirilir.

Tamim 4.8.2. e € R olmak lizere, e bir hata vektorii olsun. 0<i<n-1 igin ¢, e

hata vektoriiniin i inci parcasini temsil etsin. e hata vektoriindeki #/b-hatalarinin

sayi1sl

dir. Burada w,, (el.) , ¢; hata vektoriniin R tizerinde RT agirhigini gostermektedir.

Tanim 4.8.3. C m-spotty parca hata kontrol kodunun u# ve v kodsoézleri i¢in, m-

spotty RT uzaklik fonksiyonu
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dir. Burada d,; (u,,v,), R, lUzerinde wu ve v kodsozlerinin i inci parcalari

arasindaki RT wuzaklhigmi gostermektedir. Uzakhik fonksiyonu d,,, (u,v), R

q.s

uzerinde bir metrik belirtir.

Tanim 4.8.4. b parca uzunlugunu, n parca sayisini ve N verilen uzayin

elemanlarinin uzunlugunu gostermek tizere N =nb esitligi saglansin. R{;’"\ modiili

i¢in c,veR;ﬁ olmak tlizere u# ve v elemanlarinin i¢ carpimi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

bh—1
Burada, <C,~,V,-> = ZC(i’j)v(i’bfjH) , ¢, ve v, elemanlarinin i¢ ¢arpimlarini, ayrica i)
j=0

ve Vv, sirastyla ¢, ve v, elemanlarinin j inci bitlerini gostermektedir.

Tamim 4.8.5. v’ =0 olmak tizere, R halkasii¢in y karakter fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

R, , toplamsal bir grup ve (C—{O} kompleks sayilar kiimesi carpimsal bir grup

oldugundan y : (R +) —(C—-{0},+) olmak iizere a,+au+...+a,_u'" €R, igin,

q,s?

;((a " ub) _ (é:)c(ﬁcﬁf..ﬁfcH

dir. Burada, &=e*? dir. Verilen jy karakter fonksiyonu bir grup
homomorfizmasidir. Gergekten, Va, +au+..+a_u'",by+bu+..+b_u"" R,

i¢in,
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s—1
(ao +a1u +...+CIS71M )

= y((a, +b,)+(a,+b)u+..+(a,_ +b,_ )u'"
+(b0+b1u+...+bsflu*"“) (( o +by)+(a 1) ( ) )

(é:) (ag+bo J+(ay+by )+t (agy +b,y)

(é:) (ag+ay+.+ag_ )+(by+by +..4b,_; )

(é:)ao+al+...+aS l( )b0+bl+ by,
;(( +au+..+a_u’ );((bo +b1u+...+b571us_l)

oldugundan y karakter fonksiyonu bir grup homomorfizmadir.

Hadamard fonksiyonu, R halkasi i¢in asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tamm 4.8.6. f, R’ flzerinde tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun

Hadamard fonksiyonu olan ? asagidaki gibi tanimlanir:

c e R}, olmak lizere,

=2 2({em) £ (v)

n
VER,

dir.

Tamm 4.8.7. R} modiili i¢in
P = {v €R! :degv(x)= k}

olmak tizere, R, modiliinin bir ayrigimi £ kiimeleri ile ifade edilebilir. Yani,

1={0,1,2,..n} igin,

R =kL€J[Pk vei#ji¢in PNP =0
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saglanir. Hadamard fonksiyonu insa edilirken derecesi sifir olan polinomlarin

olusturdugu P, kiimesi asagidaki gibi ifade edilecektir:
P, = {v €R’ :degv(x)= O}

oldugundan P, ={00..00} ve B = {v €R) :degv(x)=0ve v= 0} kiimeleri igin

P, =P, UP" ifadesi kullanilacaktir.

On Teorem 4.8.2. ¢ =(¢y,¢,...C, ),V =V, V5oV, ) ER) | Ve Wy (¢) = j olmak

s

tizere sabit bir k£ degeri i¢in,

(¢ -1)g*,  j<b-k
Szf,s(k’j)zzz(<cﬁv>): _qSkv j:b—k
< 0, i>bk

dir.

Ispat: c,v e R;’js V€ Wpr (c) = j olsun. Bu takdirde,

S{f’s (k,j) = Z z((c,v» = Z Z(CzHVo +Cp vt vy et G Vi, T 6V +cb7k71vk)

= (V;: | x(eyvs )](Vg | x(ey v, )J(vg | x(¢p3vs )}
(v; (¢ Vi )][o¢§e x(c v )]

elde edilir. S, (k, /) igin ii¢ farkli durum s6z konusudur:
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i) Eger ¢, , , €R —{0} ve ¢ elemaninin son k tane bileseni sifir ise, (yani
CyosChitrrCp3sCyasCyy ) bu takdirde j=wy, (c)=b—-k ve Sr (k,j)=-¢"

bulunur.

ii) Eger ¢, , , =0 ve c¢ elemaninin son k& tane bileseni sifir ise, bu takdirde

J=Wpr (c) <b—k ve Sﬁs (k,j) = (qs —l)qSk bulunur.

iii) Eger ¢ elemaninin son £ tane bileseninden en az biri sifir elemanindan farkl ise,

bu takdirde j=w;, (¢)>b—k ve S;S (k,j)=0 bulunur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tamm 4.8.8. f z Z(<C v>) ) Hadamard fonksiyonunda,

VER

alinirsa, £ (c Z Z(<C’ v>)z(w‘””(v)/ I' sekline doniisiir.

VER

2 _ _ b .
On Teorem 4.8.3. c-(co,cl,...,cbfl) ve v-(vo,vl,...,vbfl), Rq,s nin iki eleman1 ve

Wy (¢) = olsun. Bu takdirde,

> 2({ev))=1+5(0,/)+S(Lj)+..+S(b-1)

b
VER, ¢

dir.
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Ispat:
3 #le)= X xle)s 3 Alen) 3 2l 5 Ales)
-1+ 3 2lfen) T ;((<c,v>)+...+q:§l o)

=1+ 87 (0, /)+ S5 (L j)+...+8) (b-1,)).

On Teorem 4.8.4. ¢ =(c),¢;,.6, ),V = (Vgs VsV ) ER) Ve Wy (¢) =) olsun.

Bu takdirde,

(&)= 3 2({er)) M =r(2)

veRé’_X
b-1
dir. Burada, V) (z) =1+ S (k,j)z“k“)/ﬂ dir.
k=0

Ispat: On Teorem 4.8.3’ii kullanarak,

Z ;(((c,v>) w0 Z )(((c,v}) S0 Z Z(( c. v>)z[m

veR) deég:vo:o de‘i:O:O
+ Z Z(<C,V>)Z[2M +..+ Z Z(<C,V>)Z[b/ﬂ
degv=1 deg v=b-1
VERZ,: veRLI;y:
=1+ Z ;((<c, v>)z[m + Z}((<c,v>)zwﬂ +...+ Z ;((<c,v>)zwﬂ
veR," veR vel,

=1+88 (0,/) 2"+ 88 (1,7) 27T+ .+ 82 (-1, /)"

ok (i JED e
:1+ZSqﬂs(k,‘])z =V (Z)
k=0

J

sonucu elde edilir. Boylece Hadamard fonksiyonu elde edilmis olur.

Asagidaki teorem, R , halkasi Uzerinde m-spotty RT agirhik sayaglari igin

MacWilliams 6zdesligini vermektedir.
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Teorem 4.8.2. C lineer kod olsun. C m-spotty parca hata kontrol kodu ile dik
tiimleyen kodu i¢in m-spotty RT agirlik sayaglart arasindaki iliski su sekildedir:

a;

o J

b / J 1 b
1 t St
We(z)= 2 M) == Y4 vie(z)) -
C Q)0 sy ! |C (-1 oenrty)) J
(92 5o 061;)0 Jj=0 (a0.2 a~--,0q,>)0 J=0
QO e Uy > Q> QY reens Uy >
g ra o =n agrar b Aay=n

Ispat: Tamm 4.8.8°de, f(v)= Hz[w’”(v")/ ‘I alahm. Bu takdirde,

i=1

7(e)= X le)I]"

nb
VER,N

n

= Z Z(<C17V1>+ <CZ7V2> + ... +<cn ,V, >)HZ|—WRT(V1')/I-'

veR”bx i=1

= > 2({ev)) x((evy))x ((c,v, >)lj e ()]

veR;i

SIS | PIIER )
vleR;7 vzeR,}; vneR;’_X i=1

-T [ Z Z(<C,-,Vi>)z(w’"(v")/ﬂ}
i=1 \ veRr)

elde edilir. Burada, Y| ;(((Ci,vi>)sz”(v")/ ‘' sonucu sabit olarak alman ¢,

V.-ER.[;..c
kodsoziiniin agirligt olan w,, (ci) agirhgma baghdir. Sabit olarak almman ¢,
vektorlinlin RT agirhigt wy, (cl.) = j oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, On Teorem

4.8.4’ten

Z ){(<cl.,vi>)szm(v,v)/t] — I/j(q,t) (Z)

b
ViERq’X

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, 7 (c) fonksiyonu asagidaki gibidir:
yisty y g g
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b

F(e)=TI(r" (=)

J=0

a;

Elde edilen son esitlik asagidaki esitlikte yerine yazilirsa,

S F) =27 ()

veCt |C ceC

elde edilir. Bu takdirde, asagidaki iliski elde edilir:

Dolayisiyla, C kodunun MRT agirlik sayaci ile dik tiimleyeninin m-spotty RT

agirlik sayaci arasindaki baginti agagidaki gibi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur:

N b I_j/t_l J 3 1 b (q’t) )
Z A(ao,al ..... a,,)H(Z ) _E Z A(ao,al,...,ah)H(Vj (Z))

(.02t Jj=0
), 5., 0, 20 ), 5. 0, 20
ag+ay+..+a,=n ag+oy+..+a,=n




BOLUM 5. MATRIiS KODLAR VE M-SPOTTY ROSENBLOOM-
TSFASMAN AGIRLIGI

Bu bolimde matris lineer kodlarin kullanimima yonelik yeni bir yontem

sunulmaktadir. Halka iizerinde tanimli lineer kodlardan matris lineer kodlara bir ¢

fonksiyonu tanimlanmaktadir. Bu fonksiyonun goriintii kiimesi ile kodlama
onerilmektedir. Ayrica, matris lineer kodlarda parca hata tanimi verilmektedir.
Matrislerde tanimlanan parca hata kavrami ile halka iizerinde B6liim 4’te tanimlanan
par¢a hata kavramlariin ortiistiigii gosterilmektedir. Matris lineer kodlari ile yapilan
kodlama siirecinde meydana gelen hatalarin kontrolii ve diizeltilmesi ise halka
tizerindeki kodlara tasinarak gergeklestirilmektedir. Bu yaklasim sayesinde matris
linecer kodlarinda birgok ardisik hata halka kodlarinda daha kiiciik pargalarda
goriildiiglinde, hata diizeltme kabiliyeti bu yontem ile artirilmaktadir. Son olarak ise,
matris kodlarda dik tiimleyen kavrami yine halkalardaki kodlarda tanimlanan dik

timleyenin  goriintiisii  olarak ¢ -dik kavrami tanimlanarak verilmektedir.

Dolayistyla, diklik testi halkalardaki esi kullanilarak gergeklesir. Son olarak ise, C

ve C matris lineer kodlarinin eslerinin (¢ altindaki goriintiilerinin) ne zaman

birbirinin dik tiimleyeni olacag1 tespit edilmekte ve bu durumlara Ornek

verilmektedir.
5.1. Matris Kodlar

Hata kontrol kodlarinin bir sinifi olan matris kodlari, iletisim sistemlerinde ve bilgi
depolamayi saglayan sistemlerde genis bir kullanim alanina sahiptir [25-28]. Genis
kullanim alanina sahip olmalarinin énemli bir sebebi, blok yapilarinin avantaji ve
kolay kodlama ve dekodlamaya sahip olmalaridir. Matris kod kavrami ilk olarak
Elias tarafindan tanimlanmustir [29]. 1960°da gelistirilen ilk matris kodlar, iki
boyutlu satir ve siitun denetimlerine sahip dizin hiicrelerinden inga edilen Gilbert

kodlaridir [30]. Daha sonra 1965°te Neumann, Gilbert kodlar1 {izerinde diizeltilebilir
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ardisik uzunluklar i¢in sinir sartlart galigmasi yapmustir [31]. 1971°de Bahl ve Chien,
Neumann’in g¢aligmasi iizerinde diizeltmeler yaptiktan sonra Neumann tarafindan
elde edilen sonuclar1 yiiksek boyutlu Gilbert kodlar1 icin genellestirmistir [32].
Ayrica, Burton ve Weldon tarafindan da ardisik uzunluklar iizerine sinir sartlari
caligmalar1 yapilmistir [33]. Ardisik hata diizelten matris kodlarint olusturmak igin
Gilbert kodlariminin genellestirilmesi Farrel ve Hopkins’in c¢aligmalar1 sonucu elde
edilmistir [34]. Matris kodlar1 ile ardistk hata diizelten kodlar teorisinin
iligkilendirilmesi ile ilgili bir¢cok ¢alisma yapilmistir [35-41]. Matris kodlarinin kolay
bir kodlama ve dekodlamaya sahip olmasi uygulanabilirligini farkli alanlarda da
gostermektedir. Bunlardan bazilari, optik okuyucularda ve DNA hibridizasyonlarinda

matris kodlarinin uygulanmasidir [42,43].
Bu kisimda matris kodlar ile ilgili bazi tanimlar verilecektir.

Tamm 5.1.1. [2] R bir halka olmak iizere, elemanlar1 R halkasindan alinan m x n
tipindeki biitlin matrislerin kiimesi Mat, (R) ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanir:

Matmxn(R):{A:(a[j)a[jeR, 1<i<m, 1§jgn},

Tanim 5.1.2. [2] Matrislerde bilinen toplama islemi ve bir skalerle ¢arpma islemine

gore Mat,, (R) bir R -modiildiir.

Tammm 5.1.3. [24] C R -alt modiil olmak iizere, C C Mat,_, (R) ile verilen C

lineer kodu matris lineer kod olarak adlandirilir.

o =, . 1 0 I 1
Ornek 5.1.1. CC Mat,, (F,) matris lineer kodu, vl:[o 1] ve vzz[o 1]

vektorleri tarafindan iiretilen bir C kodu kisaca
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ile gosterilir.
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Bu takdirde C matris lineer kodunun kodsozleri, v, ve v, vektorlerinin lineer

toplamlari olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

6:{041\/1 +ao,v, oy, € Fv,v, € Mat,, (F3)}

C

matris lineer kodunun elemanlar1 asagidaki sekilde elde edilir:

Q, C matris lineer kodunun elemanlar (v, + a,v,)

1 0 1 1} (0 0
0 0 +0 =

0 1 0 1) (0 0

1 0 1 1 1 0
0 1 +0 =

0 1 0 1) (0 1

1 0 1 1 11
1 0 +1 =

0 1 0 1) (0 1]
i i 1 0 4 1 1) (21

o1 o1 (o2

1 0 11 20
0 2 +0 =

0 1 0 1 0 2

1 0 1 1 2 2
2 0 +2 =

0 1 0 1 0 2

1 0 11 0 1
1 2 +1 =

[O 1] 0 1 0 0

1 0 11 0 2
2 1 +2 =

0 1 0 1 0 0

1 0 11 1 2
2 2 +2 = .

0 1 0 1 0 1

Elde edilen C matris lineer kodunun elemanlari asagidaki gibidir:
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e e i Y

5.2. Matris Kodlar icin M-Spotty RT Agirh@ ve MacWilliams Ozdesligi

C matris lineer kodu icin parca hatasi, m-spotty parca kontrol kodlar1 i¢in verilen
parca hatalarina benzer bir bicimde genellestirilebilir. Ornegin, bir matris kods6z icin
m-spotty parca hatasi, Sekil 5.1°deki gibi ifade edilebilir. 3x6 tipindeki matris
kodsoziin (Sekil 5.1A) a,, bileseninde hata meydana geldigini (Sekil 5.1B) ve
hataya neden olan etkinin 6zelligine gore a,, bilesenin yakin komsuluklarinda da
degisiklige neden olabilecegi varsayilabilir. Bu degisiklik a,, bileseninin bulundugu

siitunda veya yakin siitunlarda meydana gelebilir. Bu komsuluklar, Sekil 5.1C’de

isaretlenmisgtir.

1 00110 1 00110 oo 1 1 0

010111 o o111 1lol 1 1 1

001111 0o 1111 01111
A

c

Sekil 5.1. Matris lineer kodlarda m-spotty parga hatasi

Bu tanim dikkatle incelendiginde, bir satirli matrisler durumu orijinal m-spotty parca

hatas1 tanimina denk gelmektedir.

Matris lineer kodlar i¢in m-spotty RT agirlig1 asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tamim 5.2.1. C bir matris lineer kod olsun. C matris lineer kodunun ¢ matris

kodsozii i¢in 1<i<b olmak lizere, 4, i inci siitunu gostermek lizere, RT agirlig

asagidaki gibi tanimlanabilir:

max{ A ;tO} cz0

S L A
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Bu takdirde, m-spotty RT agirligi onceki boliimlerdeki tanimlara benzer bigimde

asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tanim 5.2.2. E bir matris hata vektorii olsun. 0<i<n-1 olmak lizere E,, E
matris hata vektoriiniin i inci parcasini temsil etsin. £ matris hata vektoriindeki

¢t/ b-hatalarinin sayist w, (E ) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

v (£)- 3 25

i=0

Burada wj, (E,), E, matris hata vektoriiniin F, iizerinde RT agirhigim

gostermektedir.

Sonu¢ 5.2.1. [20] Mat, (R) uzayinda m =1 alinirsa, Tanim 5.2.2 siitunlar igin

tanimlanan RT agirligina esit olur.

Ornek 5.2.1. n=¢ =2 olsun.

101 0
E=
(1001}

matris hata vektoriiniin m-spotty RT agirlig1 asagidaki gibi elde edilir:

olmak tizere,
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bulunur.

Boliim 4’te yapilan ¢aligmalardan faydalanmak amaciyla, Sekil 5.1 ele alindiginda

her siitun &zel bir sonlu halkanin bir elemanina karsilik getirilebilir. Ornegin, Sekil

5.1C’de her siitun Boliim 4’te ele alinan F, [u] / (u3> sonlu halkasinin bir elemani ile
birebir eslestirilebilir. Bu esleme f:Mat,, (Fz) — F, [u] / (us) fonksiyonu

aracilifyla bir matris kodsoz ile £, [u] / <u3) sonlu halkasinin bir elemani olan

4
. 2
flla,||=a, +au+au

a,

seklinde tanimlanir. Bu durumda, yukarida verilen f fonksiyonu yardimiyla,
g:Mat,  (F,)— F, [u]/ <u3> olmak iizere Sekil 5.1C°de verilen matris kodsoz

asagidaki gibi resmedilir:

o o =
o = O
- o O

1 10
1 1 1= |Luu l+u+u’ I +u+u’u+u’|.
1 11

g fonksiyonunun tersi yukarida verilen eslemeye gore kolayca goriildiiglinden, bu

fonksiyon ¢ ile gdsterilecektir. Yani yukarida verilen eslemeye gore ¢ = g~ dir.
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Tamm 5.23. ¢=(¢,¢,,....C

n

) olmak tizere, Fq” [u] / (us) sonlu halkasmin bir

elemant olsun.c elemanina karsilik gelen matris elemani asagidaki gibi

tanimlanabilir:

_ 2 s-1
¢ =C +C11U+C12u +...+CLHu .

_ 2 s—1
Cy) =Cy +CZIM+C22L{ +...+CZ’S71M 5

¢, =c,+te ute,u +..+c, u'”
olsun. Bu taktirde,

(28 Fq" [“]/(”S ) — Mat,, (Fq) olmak tizere,

Cio Cyo Cho
i Gy Cut
c= (Cl,cz,...,cn) - (p(c) =
| Cls1 G50 - - - Cuo |

seklinde bir fonksiyon tanimlanabilir.

Asagidaki Ornek, yukarida tanimlanan ¢ fonksiyonu araciligiyla matris lineer
kodlar1 ile halka iizerindeki lineer kodlar arasinda yapilan esleme sonucunda
kodlama silirecinde meydana gelen hatalarin kontrolii ve diizeltilmesini
gostermektedir. Bu yaklagim sayesinde matris lineer kodlarinda bir¢ok ardisik hata
halka kodlarinda daha kiigiik parcalarda goriildiigiinde, hata diizeltme kabiliyeti bu

yontem ile artirilmaktadir.

Ornek 5.2.2. C, u” =0 olmak iizere F, +uF, halkasi iizerinde tamimli bir lineer

kod olsun. C lineer kodunun elemanlar1 asagidaki gibi verilsin:
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C:{OOOOOO,IOu11+uu,u00uu0,1+u0u1+u1u}.

b =t =2 olsun. Bu takdirde, C lineer kodunun minimum m-spotty RT uzakligi,

Wurr (C) =dypr (C) =3

dir. Yani, C lineer kodu agirlig1 1 olan biitlin hatalar diizeltir. m-spotty RT agirlig
g6z Oniine alindiginda agirlig1 1 olan hata vektor sayisi bir parca icin 15 dir. Bu hata

vektorleri sinif liderleri ele alinarak asagidaki gibi elde edilir:

100000+C:{100000,00u11+uu,1+u00uu0,u0u1+u1u},
010000+C:{010000,11u11+uu,u10uu0,1+u1u1+u1u},
u00000+C:{u00000,1+uOu11+uu,000uu0,10u1+u1u},
Ou0000+C:{0u0000,1uu11+uu,uu0uu0,1+uuu1+ulu},
1+u00000+C={1+uOOOOO,uOu11+uu,100uu0,00u1+u1u},

0144 000011+uull+uu,ul+uOuuo,
l+ul+uul+ulu ’

{IIOOO0,0lu11+uu,1+u10uu0,u1u1+u1u},
{luOOO0,0uu11+uu,1+uu0uu0,uuu1+u1u},

114200000 1+uull+uul+ul+uOuuol,
ul+uul+ulu ’

ulOOOO+C={u10000,1+u1u11+uu,010uu0,11u1+u1u},
uu0000+C={uu0000,1+uuu11+uu,0u0uu0,1uu1+u1u},
u1+u0000,1+u1+uu11+uu,01+u0uu0,}

01+20000+C

110000+C
lu0000+C

1142 0000+C

ul+u0000+C

Il+uul+ulu
1+u10000+C={1+u10000,u1u11+uu,110uu0,01u1+u1u},

1+quOOO+C:{1+quOOO,uuu11+u u,lu Ouu0,0uul+u lu},

l+ul+u0000ul+uull+uull+u Oqu,}

l+u 1+u0000+C =
Ol+uul+ulu

@ fonksiyonu yardimiyla, C lineer koduna karsilik gelen C matris lineer kodu

asagidaki gibidir:
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00 0O0OO O[[L OOT1T10
~[0000 0H001011}’
““loooooolftoort of

[100110“101101}

Tanim 5.2.2°de matris lineer kodlarda verilen m-spotty RT agirligina gore, C matris

lineer kodunun minimum m-spotty RT uzaklig1

Wyar (C) = dyer (C) =3

dir. Yani, C lineer kodu agirhigr 1 olan biitiin hatalar1 diizeltir. Ama C kodunun bir
b parcast i¢in agirhigi 1 olan hata vektor sayist bir parga i¢in 63 tiir. Bu sayede
matris lineer kodlarda bir¢cok ardisik hata halka kodlarinda daha kii¢iik pargalarda

goriildiigiinde, hata diizeltme kabiliyeti bu yontem ile arttirilabilir.

Onerme 5.2.1. C, F, [u] / (us) halkasi tlizerinde tanimli bir lineer kod ise bu taktirde

(/)(C ) =C, F,, lizerinde tanimli bir matris lineer koddur.

Ispat: ¢:F" [u]/ (u“')—)Matsxn(F ) olmak iizere; Tanim 5.2.1°de tanimlanan ¢

q

fonksiyonu bir lineer donilisim ve lineer doniislimiin goriintlisii bir alt uzay
oldugundan ¢(C)=C, Mat,, (F ) uzaymimn bir alt uzayidir. Yani ¢(C)=C, F,

q

uzerinde taniml1 bir matris lineer koddur.

Onerme 5.2.1°in tersi dogru degildir. Ornegin,

matrisi lineer kodu ele alalim. Bu matris lineer kodunu veren F, +uF, lizerinde

taniml1 C kodu asagidaki gibidir:
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C ={00,1u}.

Dolayisiyla, C kodu lineer bir kod degildir.

Onerme 5.2.1’in tersinin dogru olmamasi yani ters goriintiisii alindiginda

Fq [u] / (u‘) halkas1 Uzerinde tanimli her zaman bir lineer kod bulunamamasi

durumundan dolayr bundan sonra verilecek tanimlar ve teoremlerde C, F, [u] / (us)

iizerinde tanimli bir lineer kod olarak alinacaktir. Cilinkii yapilan ¢aligsmalarda lineer

kavrami 6nemli oldugundan ancak bu durum C kodunun lineer olmasini garanti

etmektedir.

F, [u] / (u‘) halkasinin cebirsel yapisinin bazi 6zellikleri ile ilgili tanimlar Bolim
4’te ele alinmisti. Burada, matris lineer kodlar ve F, [u] / (us) halkas1 tlizerindeki

lineer kodlar arasinda bir esleme yapilacagindan asagida F, [u]/ (u‘) halkasi

tizerinde lineer kodlarin iirete¢ polinomu ve eslik denetim matrisi ile ilgili tanimlar

verilecektir.

Teorem 5.2.1. [44] F, [u] / (u‘) halkasi iizerindeki sifirdan farkli bir C kodun iireteg

matrisi
—Ikl AIZ A13 Al,s—l Als 1
0 uly, udy . . . ud, , udy
0 O uzlk3 S M2A3,S_l u’ A,
G=
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seklindedir. Burada, [, matrisleri tipleri k, xk; olan birim matrisleri ve 0 ise ilgili

tipteki sifir matrisini temsil etmektedir. 4, ., 4 A, .., matrislerinin bilesenleri

JHL2 T2 L A+

F [u] / (u‘) halkasinin i¢indeki bir kopyasi olan R, halkasindandir. Ayrica, C

q

sky+(s—1)ky+..+k
kodun eleman sayst ¢** e gy,

Teorem 5.2.2. [45] Uygun permiitasyon islemleri yapildiktan sonra, u> =0 olmak

tizere F, +ufF, lizerinde tanimli sifirdan farkli bir C' lineer kodunun iirete¢ matrisi,

seklindedir. Burada, [, ve [, matrisleri sirasiyla k, xk, ve k, xk, tipindeki birim
matrisleri, 4 ve B matrisleri F, +uF, lizerinde matrisleri ve D matrisi ise F,

iizerinde matrisleri gdstermektedir. Ayrica, C lineer kodunun eleman sayis1 42%

dir.

Teorem 5.2.3. [46] u” =0 olmak iizere, F, +uF, iizerinde taniml sifirdan farkli bir

C lineer kodunun eslik denetim matrisi,

. B'+D'4 D' I .
| ud’ ul,
seklindedir.

Teorem 5.2.3’te verilen H eslik denetim matrisi, nokta i¢ ¢arpimi temel alinarak
elde edilmis bir matristir. Halbuki 6nceki boliimlerde temel alinan i¢ ¢arpim farkli
oldugundan parga sayisi bir olarak alinirsa H eslik denetim matrisinin satirlari farkli
olarak elde edilir. Asagidaki tanimlamayi1 verdikten sonra Onceki bdliimlerde

kullanilan i¢ carpima gére H eslik denetim matrisi elde edilebilir.
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Tamim 5.2.4. ¢ =(c,,¢,,¢5,...¢,_,¢, ) elemani i¢in ¢ elemanimn tersiniri

Cr :(cb,cbfl,...,cpcz,cl)
ile gosterilir.

Sonug¢ 5.2.2. u’ =0 olmak iizere, F, +uF, izerinde taniml sifirdan farkli bir C

lineer kodunun RT metrigine gore eslik denetim matrisi,

[®+pa D1, ),
ol (ud! ul, 0),

seklindedir.

Tamm 5.2.5. C, F, [u] / (us) tizerinde sifirdan farkl bir lineer kod ve C*, C lineer

kodun dik tiimleyeni olsun. (/)(Cl) =C  matris lineer koduna ¢(C)=C matris

lineer kodunun ¢ dik tiimleyeni denir.

Tanim 5.2.5’te verilen kodlar arasinda asagidaki gibi bir iliski kurulabilir:

C & C*
) )
~ ~1
C C .

Sekil 5.2. Kodlar ve dik tiimleyenleri arasindaki iliski

Sekil 5.2°de verilen kodlar ve dik tiimleyenleri arasindaki iliskiyi gosteren semada,
onceki boliimlerde verilen i¢ ¢arpima gore matris lineer kodlarin kendisi ve dik
tiimleyenleri arasinda dogrudan bir iliski kurulmasi miimkiin degildir. Bu yiizden,
matris lineer kodlar arasinda MacWilliams 06zdesligini elde etmek icin asagidaki

yontem kullanilabilir:
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F, [u] / (us) halkasi iizerinde verilen C lineer kodu ve dik tiimleyeni C*, Tanim

5.2.3’te tammlanan fonksiyon ile F, tzerindeki C ve C' matris lineer kodlarma

kargilik gelir. F, Uzerinde elde edilen C ve C matris lineer kodlar arasinda

MacWilliams 6zdesligini elde etme problemi, tanimlanan fonksiyon araciligiyla C

lineer kodu ve dik tlimleyeni arasindaki MacWilliams 06zdesligini elde etme

problemine doniislir. F

. [u] / (u‘) halkas1 tizerinde verilen bir lineer kodun dik

timleyeni arasindaki iligki Boliim 4°te elde edildiginden matris lineer kodlar igin

MacWilliams 6zdesligi elde edilmis olur.

Boliim 3 ve Bolim 4’te verilen i¢ ¢arpima gore, C matris lineer kodu verildiginde

@ -dik tiimleyeni olan C" matris lineer kodunu dogrudan elde etmek zor oldugundan

~ ~1 - TSP . g
asagida C ve C matris lineer kodlarinin ne zaman birbirinin dik tiimleyeni olacag:

tespit edilmektedir.

Onerme 5.2.2. 4 ve B, sirasiyla C ve C matris lineer kodlarmin elemanlari

olmak {izere asagidaki gibi verilsin:

A=[4.,4,,..,4], B=[B.B,,...B,] .

s

ie {1, 2,...S} olmak lizere, 4, ve B, ’ler A ve B matrisinin satirlarin1 gostermektedir.

« , nokta i¢ ¢carpimini géstermek lizere,
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kiimeleri i¢in C matris lineer kodunun dik tiimleyeni

c =D ND,N..ND,
ile bulunur.

Ispat: C, F, [u] / (us) tizerinde taniml1 bir lineer kod olsun. C*, C lineer kodunun

dik tiimleyeni ise bu takdirde her ¢ € C i¢in v e C*" olacak sekilde (c,v> =0 sartim

saglamalidir.

c=(c,¢,.06,), v=(",7,,...,v, ) olmak iizere,

_ 2 s—1 _ 2 s—1
¢ =C +CHH+CIZM +...+CI’S71H 5 Vi =V +vllu+vlzu +...+V1,S71u ,

_ 2 s—1 _ 2 s—1
C), =Cy +C211/l+C221/l +...+02,Hu , V, =V +v21u+v22u +...+V2’AHM 5

_ 2 s—1 _ 2 s—1
c, =Cy +Cnlu+cn2u +...+C’m71u 5 V, =V +anu+Vn2u +...+vn,Hu

seklinde olsun. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

<c, v> =cCoVp =0V, H G0V ot e,y
=A+B), +(A1 (B,), +4,+(B,), )u +(A1 (B,), +4(B,), + 4B, )u2 +
ot (A4(B), + A(B), +.t A (B, )u

R R



veE

c =D ND,N..ND,
elde edilir.

Ornegin,

~1 XX, X
C = DX, Xy, Xy, Xy, X, Xg € F
X, X X

. al a} = . .
olmak tizere; her e C i¢in
a, as as

D, {F € Mat, , (Fz) tayx, +a,x, +ax, = O} ,

D, = {F € Mat,, (F2 ) DX, +asx, +a,x; +a;x, +a,x; + a,x, = O}

: WL - . .
olacak sekilde D, D, kiimesi C matris lineer kiimesinin elemanlarim verir.
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Asagidaki 6rnek, verilen C matris lineer kodunun agirlik sayaci ile ¢ -dik tiimleyeni

olan C" matris lineer kodunun agirlik sayaci arasinda olan iliskiyi gostermektedir:

Ornek 5.2.3. b=2, t=2 ve u’ =0 olmak iizere, F, +uF, lizerinde lirete¢ matrisi
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1 0 0 1
G =
{O U u 0}

olan C lineer kodunu ele alalim. C' lineer kodunun elemanlar1 asagidaki gibidir:

G :(00 OO), Cs :(u0 Ou),
c, :(Ou u0), Co :(uu uut),
¢, =(10 01), ¢; =(1+u0 01+u),
c, :(lu ul), Cq :(1+uu ul +u).

¢: F u] / (uz) — Mat,,, (F,) fonksiyonu aracihigiyla i €{1,2,..8} olmak iizere her

¢, kodsozi, C matris lineer kodunun (p(ci) kodsozlerine karsilik gelir. C matris

lineer kodunun elemanlar1 agagidaki gibidir:

0 0 0O
¢ = (000 0) —>(p(cl)=0000,
0 0 0O
¢, = (0 u u 0) —)(p(cz)z()llo,
1 0 01
¢ = (10 01) —>(p(c3)=0000,
1 0 0 1
¢, = (1 uul) —>(p(c4):0110,
0 0 0O
cc = (u 00 u) —)(/)(05)21001,
0 0 0O
¢ = (u u u u ) —>(/)(cﬁ)—111 ,

¢, = ( 1+4u 0 0 14+u ) —)(/)(07):

—

- o o O
—_— =
I I e

—_
- o o O

¢ = ( 1+u u u l1+u ) —)(p(cg)={
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Dolayisiyla,

C={p(c).0(c).0(c;)mpl(c))

dir. C matris lineer kodu asagidaki gibi de ifade edilebilir:

C={a¢(cz)+b¢(c3)+c¢(cs):a,b,c,d 6172}.

C lineer kodunun C* dik tiimleyeni, dik tiimleyen tanimi kullanilarak asagidaki gibi

elde edilir:

Her ceC i¢in Onceki bolimlerde tanimlanan i¢ carpima gore <c,v>:0 sart1
saglanmalidir. Dolayisiyla, ¢ = (cll,c;,cj,cj) olmak iizere C* kodunun elemanlari

asagidaki sartlar1 saglar:

1 1
¢ +c¢; =0,

L 1
uc, +uc; =0.

Son esitlikleri saglayan C* kodunun ¢ = (cﬁ,czl,ci,cj) elemanlar1 asagidaki gibi

elde edilir:

00 00, 10 01, 0 I+u 1+u O, l+u 0 0 1,

0110, u0 0w, 0 14+u 14+u u, l+u u u 1,

Ou u0, 00 Ou, 1 14w 14+u 14w, 1+u 1 1 1,

u0 00, 10 01+u, 1 1+u 1+u 1, I+u 0 0 1+u,
1111, ul lu, u l+u l1+u u, I+u 1 1 1+u,

lu ul, WU U, u l+u 1+u O, l+u u u 1+u,

wu u0, 01 1u, 1 11 1+u, l+u 14+u 1+u 1,
ul 10, 0u uu, 1 u u l+u, I+u 14+u 1+u 1+u.



145

Bu takdirde, C** kodunun iirete¢ matrisi

Il
o o =
- o
- o
T O =

<
<

Benzer  sekilde,  ¢:F, [u] / (u2 ) — Mat,,, (F,)  fonksiyonu  araciligiyla
ie {1, 2,...,32} olmak iizere C* lineer kodunun her cil kodsozii, E'L matris lineer

kodunun (p(cil) kodsozlerine karsilik gelir. C matris lineer kodunun elemanlart

asagidaki gibidir:
0000
¢t = (000 0) —>(p(cll):{0 0 o 0},
0110
¢ = (0110) —><p(c;):{0 0 o 0},
0000
g = (0 uu 0) —)(p(cj)z{o - 0},

g = (0 l+u 1+u 0 ) —>(p(cll)=

1
oS O
—_ —
—_ =
oS O
| |

et = (u000) —)(p(cj)z{? g 8 g}
& = (l+u 0 0 1) —>(p(cj)=B g g 1)}
c7l = ( 14+u u u 1) —)(p(c7l)=E ? ? :)}
cSl = (0 1+u 14+u u ) —)(p(csl)={g 1 1 ﬂ,
g = (1001) —>(p(c§)=ﬁ)gg;}
¢t = (1111 %(P(%)ZFOELE}



1 u u

u u u

1)

0 )

u 110 )

—_—

I 1+u 1+u l1+u )

u l+u

1+u

1 1+u

1+u O

l+u 1

1+u u

11 1+u )

l+u u )

I+u )

l+u 1+u 1 )

l+u 1)

0 I+u )

1 I+u )

u l+u )

1

o P O O o o

1

I
— —_—

- o

—_ = S =

- o = O

_- o

S =2 o = = o = O

- o T O O = = o o= oo == ==

—_—

—_ o O = O O = -

— o "9 o~ mocoo— oo -0 T T @7 o= o o

[SE O —Y

- o o= o o = =

—_—

S
| I

- o = = e =
— S O o o

[a—

—__ = o
L 1

o
| I—

—_— = O
|

—_— =

- o = O

- o

S
1

L 1

9
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= (000 u) —)(p(cjg):{g 8 8 ﬂ
o= (100 1+u ) —>(p(cj9):ﬁ) g g ﬂ
o= (14w 11 1) —>(p(c;0)=B 1) :) :)}
cjl = (u l+u 1+u 0 ) —>(p(c3l1)={? 1 1 8},
¢y, = ( l+u l1+u l+u 1+u ) —)(p(c;)zﬁ 1 1 ﬂ

C" matris lineer kodu asagidaki gibi de ifade edilebilir:

C = {a(p(cj) +b(P(C3L ) + ccp(cgl ) + d(p(cﬁ7 ) + e(p(c;) :a,b,c,d,ec Fz} .
Tanim 5.2.2 g6z oniinde bulundurularak C matris lineer kodu ile ¢ -dik timleyeni

olan C matris lineer kodunun agirlik sayaglar1 asagidaki gibi elde edilir:

(Z) =147z,

WE
W (z)=1+2z+29z".
C

u> =0 olmak iizere F, +uF, sonlu halkasi iizerinde tammh C ve C* lineer

kodlarinin agirlik sayaclar asagidaki gibi elde edilir:

W, (z) =147z,
WCL (z) =142z+29z%

Elde edilen agirhk sayaglarindan, u>=0 olmak iizere F, +uF, sonlu halkast
iizerinde tammli C lineer kodu ile F, iizerinde tammh ¢(C)= C matris lineer

kodunun agirlik sayaclarinin ayni oldugu goriiliir. Benzer sekilde, F, +uF, sonlu
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halkasi iizerinde tammli C* lineer kodu ile F, iizerinde tanimli (p(C l) =C matris

lineer kodunun agirlik sayaglari birbirine esittir.

Agirlik sayaglari arasindaki bu esitlik, C ve C matris lineer kodlarinm agirlik

sayaclarm birbirine baglayan MacWilliams 6zdesliginin C ve C* lineer kodlarmin

agirlik sayaglarini birbirine baglayan MacWilliams 6zdesligi ile elde edilebilecegini
gosterir. Yani, C ve C* lineer kodlarmm agirlik sayaglarmi birbirine baglayan
MacWilliams 6zdesligi elde edilirse, C ve C matris lineer kodlarinm agirlik
sayaclarini birbirine baglayan MacWilliams 6zdesligi elde edilmis olur. Dolayisiyla,

ilk énce sonlu halka iizerinde tanimli C ve C™ lineer kodlarmin agirlik sayaclari

arasindaki iliskiyi veren MacWilliams 6zdesligini gostermek gerekir. Bolim 4’te
u®> =0 olmak iizere F, +uF, sonlu halkasi iizerinde tanimli lineer kodlarin kendisi

ve dik timleyeninin m-spotty RT agirlik sayaclari i¢in MacWilliams 6zdesligi elde

edilmisti. Teorem 4.3.1 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir:

V].(Z) polinomlar1 ve RT agirlik dagilim vektorleri asagidaki gibi elde edilir:

Vo(Z) (Z) =1+15z, A(z,o,o) A(O,l,l) A(o,o,z)
Vl(z) (z) =1-z, 1 4 3

Elde edilen bu polinomlar ve RT agirlik dagilim vektorleri Teorem 4.3.1°de yerine

yazilirsa asagidaki sonug elde edilir:

a;

1
WCL (Z) = E Z A(ao,al,az) (I/j(z) (Z))

2
ay+ay+a, =2 j=0

— é[([/o(z) )2 + 4([/1(2) )(Vz(z) ) n 3(1/2(2) ):|
= é(g +162 +23227)

=1+2z+29z°.
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Elde edilen bu sonug, F, +ufF, halkasi iizerinde tanimli C lineer kodu ile dik

timleyeni C* lineer kodunun m-spotty RT agirlik sayaclari i¢in MacWilliams

0zdesliginin saglandigini gosterir. Dolayisiyla, sonlu halkalar {izerinde tanimli lineer

kodlar yardimiyla C ve C matris lineer kodlarinin m-spotty RT agirlik sayaglar

icin MacWilliams 6zdesligi elde edilmis olur.

Asagidaki 6rnek, Onerme 5.2.2°nin bir uygulamasidir:

Ornek 5.2.4. Omek 5.2.3’teki verilen C matris lineer kodu i¢in Onerme 52.2’yi

kullanarak C" matris lineer kodunu elde edelim. Onerme 5.2.2 kullanilarak 6L
matris lineer kodunu tespit etmek oldukca zor bir istir. Ciinkii matris lineer kodun
boyutu arttikga Onerme 5.2.2°den dik tiimleyeninin elemanlarmi bulmak zorlasir.

Dolayisiyla, Sekil 5.2 de kodlar ve dik tiimleyenleri arasinda verilen iliskiden kodun

boyutu ¢ok biiyiikk oldugunda C matris lineer kodunun elemanlart sonlu halkalar

iizerinde tanimli C* lineer kodu yardimiyla daha kolay elde edilebilir.

Ornek 5.2.3’teki C matris lineer kodu asagidaki elemanlar tarafindan tretilir:
6—000010010000
Mo 1 1 o[jo oo o1 00 1]

1 1 1L 1L
[ N ~1
B= eC
c; ¢ ¢ G

~ ~1 -
olmak iizere, 4 ve B swrasiyla C ve C matris lineer kodlarinin elemanlar1 ve 4,
ve B, swrastyla 4 ve B matris elemanlarmin i inci satirlarini gostermek lizere,

Onerme 5.2.2 kullanilarak asagidaki D, ve D, kiimeleri elde edilir:
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G G G G

1 1 €L 1L
o ¢ ¢ C
_ 1 2 3 4 . 1 L
Dl—{[L T l}.cl +c4—0},

L €L 1

L1 11

¢ 6 & ¢ L, 1 L, 1 L, 1

D, = IL P70 et e =00 ey =065 ¢ =07,
s ¢ G G

Onerme 5.2.2’den D, N D, = C dir ve D, N D, =D, oldugundan D, = C elde

edilir.

ie {1, 2,...,8} i¢in cl.l € F, olmak lizere,

1 1 1
¢ +c, =0>¢ =cj,
1 1 1 1
¢+ =0>¢c =cf,
1 1 1 1
c; +eg =05 =c

L1
G G G

1 €1 1

sartlarin1 saglayan B =
¢ ¢ ¢ ¢

1
c ) )
“l} matris elemanlarimin Ornek 5.2.3’te
8
. ~1 o . C ~1 -
verilen C matris lineer kodu ile ayni oldugu goriiliir. Yukarida C  matris lineer
kodunun elemanlarini elde etme islemlerinden goriilecektir ki, matris lineer kodunun

boyutu biiyiidiik¢e islemler artacak ve elemanlarin tespiti zorlasacaktir.



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bilgisayar hafiza sistemlerinde 6énemli bir yere sahip olan ve hata kontrol kodlarinin
bir sinifi olan m-spotty parca hata kontrol kodlar1 i¢cin m-spotty Rosenbloom-
Tsfasman metrigi adi verilen yeni bir metrik tanimlanarak sonlu cebirsel yapilar
tizerinde MacWilliams 6zdeslikleri elde edilmistir. Ayrica, besinci boliimde m-spotty
Rosenbloom-Tsfasman metrigi ile matris kodlar arasinda bir iliski kurulmustur.
Kurulan bu iligki sayesinde, matris kodlarin hata diizeltme kabiliyetinin daha iyi

oldugu tespitine varilmistir.

lleriye doniik c¢alismalarda, iiciincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen
MacWilliams o6zdeslikleri, yeni metrikler tanimlanarak farkli cebirsel yapilar
tizerinde de elde edilebilir. Tanimlanan yeni metrikler ile besinci bolimde ele alinan

matris kodlar ile yeni tanimlanan m-spotty agirliklari arasinda bir iligki kurulabilir.
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