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ÖZET 

Anahtar Kelimeler: Yarı Öklid uzayı, Regle yüzey, Kesit e�rili�i, Yarı Öklidiyen 

Beltrami-Euler formülü, Yarı Öklidiyen Lamarle formülü, Yarı Öklidiyen Beltrami-

Meusnier formülü. 

Dört bölüm olarak hazırlanan bu çalı�manın birinci bölümü giri� kısmı olup, literatür 

hakkında bilgi verildi. �kinci bölümde yarı Öklid uzayı, yarı Riemann manifoldu, 

e�rilikler ve kesit e�rilikleri ile ilgili temel tanım ve teoremler verildi. Ayrıca, yarı 

Öklid uzayında yarı regle yüzeyler tanıtıldı. 

Üçüncü bölüm bu çalı�manın orijinal kısmını olu�turmaktadır. Bu bölümde 1n

vE
+ , 

( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında genelle�tirilmi� yarı regle yüzeylerin kesit 

e�rilikleri incelendi. Böylece yarı regle yüzeylerin I. ve II. tip yarı Öklidiyen 

Beltrami-Euler formülü, yarı Öklidiyen Lamarle formülü ve yarı Öklidiyen Beltrami-

Meusnier formülleri elde edildi. 

Son bölümde ise tüm çalı�manın geni� bir özeti yapıldı ve bundan sonra yapılacak 

ara�tırmalara yönelik öneride bulunuldu. 
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ON THE SECTIONAL CURVATURES OF GENERALIZED SEMI 

RULED SURFACES IN (((( ))))1n + −+ −+ −+ − DIMENSIONAL SEMI EUCLIDEAN 

SPACE, 1n
Ev

+

SUMMARY 

KEY WORDS: Semi Euclidean Space, Ruled Surface, Semi Euclidean Beltrami-Euler 

Formula, Semi Euclidean Lamarle Formula, Semi Euclidean Beltrami Meusnier Formula. 

This study consists of four parts. The first part is an introduction devoted to the literature 

knowledge. In the second part of this study fundamental definitions and theorems related to 

semi Euclidean space, semi Riemannian manifold, curvatures and sectional curvature are 

given. Moreover, in semi Euclidean space semi ruled surfaces are introduced.  

The third part is original part of this study. In this part the sectional curvatures of generalized 

semi ruled surfaces in ( )1n + − dimensional semi Euclidean space are investigated. Therefore, 

type I and type II semi Euclidean Beltrami Euler formula, semi Euclidean Lamarle formula 

and semi Euclidean Beltrami Meusnier formula of semi ruled surfaces are obtained. 

In the forth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion is 

proposed for investigations on the realm of sectional curvature of semi ruled surface. 



BÖLÜM 1. G�R��

Geometriye ait bilgileri ve yöntemlerini bilimsel bir anlayı� içinde sistemle�tiren 

Euclides’dir (M.Ö. 330-275). Euclides bildiklerini M.Ö. 300 yıllarında Elementler 

adlı kitabında toplamı�tır. Daha sonraki yıllarda, bu eserdeki konulara esas olan 

geometriye Öklid geometrisi denilmi�tir. 17. yy. ba�larına kadar, geometri daha çok 

cebirsel olmayan bir tarzda, yani Euclides’in sentetik yöntemi denilen bir yöntem 

olarak biliniyordu. Geometri, bu yöntem içinde, geometrik �ekillerin metrik 

özellikleri denen uzunluk, açı, alan, hacim v.b. gibi özellikleriyle ilgili olarak, çok 

sınırlı bir �ekilde kalmı�tır. Euclides’e ait temel geometri bilgileri, 19. yy. ba�larına 

kadar, Öklid dı�ı geometrilerin kurulmasına kadar önemini korumu�tur. 1854’te C. F. 

Gauss’un ö�rencisi olan B. Riemann, yüzeylerin esas geometrisi ile ilgili 

çalı�masında analiz metodlarını uyguladı ve böylece Öklid olmayan farklı bir 

geometri buldu. Sonra, Riemann’ın bu çalı�ması Einstien’ın izafiyet teorisi için temel 

te�kil etti.  

Diferensiyel geometride yarı Riemann manifoldu, Riemann manifoldunun bir 

genelle�tirilmi�idir. Ayrıca, Riemann’dan sonra adlandırılan bir çok matematiksel 

objeden birisidir. Riemann manifoldu ve yarı Riemann manifoldu arasındaki önemli 

fark metrik tensörün yarı Riemann manifoldu üzerinde pozitif tanımlı olmamasıdır. 

Riemann geometrisinde kesit e�rili�i, Riemann manifoldlarının e�rili�ini 

tanımlayabilmenin yollarından birisidir. ( )K Π  kesit e�rili�i, tanjant uzayının p 

noktasındaki 2−boyutlu Π  alt düzlemine ba�lıdır. Yüzeyin kesit e�rili�i, yüzeyin p 

noktasındaki tanjant düzleminin 2−boyutlu Π  alt düzleminin gauss e�rili�idir. 

Kısacası, e�rilik kavramı keyfi metrik uzayının yerel yapısını tanımlamanın bir 

yoludur. Ancak, matematikçiler önceleri bunun farkında olmamalarına ra�men, 

e�rili�i çalı�ıyorlardı. Bir yüzeyin Gauss anlamında e�rilik kavramı F. Gauss 

tarafından çalı�ılırken, diferensiyellenebilir manifoldlardaki e�rili�in kesin olarak 

tanımlanması ve daha genel anlamda tartı�ılması Riemann’ın tezi ile ba�ladı. 
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Riemann ve yarı Riemann manifoldları teorisinde, kovaryant türev terimi sıklıkla 

Levi-Civita koneksiyonu olarak kullanılır. Yerel koordinatlar sistemine göre bu 

koneksiyonun bile�enleri Christoffel sembolleri olarak adlandırılır. Aslında Levi-

Civita koneksiyonu E. B. Christoffel tarafından bulunmasına ra�men, T. Levi-

Civita’dan sonra adlandırıldı. 

L. Euler, yüzey ile yüzeyin normalini içeren düzlemin (normal düzlem) arakesiti olan 

normal e�risini göz önüne almı� ve böylece normal e�rilik ile asli e�rilikler 

arasındaki ba�ıntı olan Euler Teoremi (Euler e�rilik formülü) literatüre girmi�tir.  

Daha sonra Meusnier, yüzeyin normal düzlemi olmak zorunda olmayan (yüzeyin 

belli bir noktasından geçen ve bu noktada yüzeyin normali ile bir açı yapan) 

düzlemler ile yüzeyin arakesit e�rilerinin normal e�riliklerini hesaplamı� ve böylece 

önemli sonuçları ile bilinen Meusnier teoremi ilk olarak 1776 da J. B. Meusnier 

tarafından açıklanmı�tır. Meusnier teoremi, verilen bir p noktasında aynı te�ete 

(asimptotik do�rultu olmayan) sahip olan bütün e�rilerin, p noktasında e�rilik 

çemberleri bir küre üzerinde bulunurlar. Euler formülü, Lamarle formülü ve 

Meusnier formülü klasik yüzey teorisinden gelmektedir. Te�et kesit e�rilikleri için 

Beltrami formülü, te�et kesitinin kesit e�rili�ine uygulanmı� olmasına ra�men Euler 

formülü uygulanmamı�tır. 1976 yılında H. Frank ve O. Giering “Verallgemeinerte 

Regelflachen” ba�lıklı çalı�masında nE , n − boyutlu Öklid uzayında merkez regle 

yüzeyli genelle�tirilmi� regle yüzeyler için Euler formülünü her bir merkez noktada 

te�et kesitlerin kesit e�rili�i için uygulamı� ve bu formül Beltrami Euler formülü 

adını almı�tır. Ayrıca regle yüzeyin, te�et kesitinin da�ılma parametresi ile ba�ımlı 

oldu�una i�aret eden Lamarle formülü tanımlanmı�tır. Bu formüller kullanılarak 

herhangi te�et kesit düzleminin kesit e�rili�i için Beltrami Meusnier formülü 

verilmi�tir. 

Regle yüzeyler konusu, diferensiyel geometri ve kinematik teori tekniklerinin en 

uygun �ekilde kullanılabildi�i ara�tırma konulardan biri oldu�undan, 

matematikçilerin her zaman ilgi oda�ı olmu�tur. Bu yüzden, literatürde bu konu ile 

ilgili çok sayıda kaynak bulmak mümkündür. Regle yüzeylerin sınıflandırılması, 

dayanak e�risiyle ilgili özelliklere göre, regle yüzey ve yüzeyin üzerindeki e�rilik 
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çizgileri, geodezikleri, striksiyon çizgileri ve yüzeyin �ekil operatörü ve bunun 

cebirsel invaryantlarının incelenmesi, regle yüzeylerin açılabilirli�i, açılım 

uzunlukları, kapalı regle yüzeylerin incelenmesi gibi konular regle yüzeyler üzerine 

yapılan çalı�maların ba�ında gelmektedir. 

M. Juza 1962 yılında genelle�tirilmi� regle yüzeyleri çalı�mı�tır. Daha sonra bu 

çalı�maları H. Frank ve O. Giering’in çalı�maları izlemi�tir. Ülkemizde ise 1982 

yılında A. Sabuncuo�lu ve 1983 yılında M. Ergüt doktora tezlerinde genelle�tirilmi�

regle yüzeyleri çalı�tılar. 1983 yılında S. Kele� ve N. Kuruo�lu bu yapılan çalı�malar 

do�rultusunda n −  boyutlu Öklid uzayında regle yüzeylerin özelliklerini ve Massey 

Teoremini ifade etti. Yine, 1984’te A. Altın “Yüksek mertebeden regle yüzeyler” 

adlı doktora teziyle regle yüzeyler konusunu ele aldı. �lerleyen yıllarda regle 

yüzeyler konusu Lorentz uzayında da sık bir �ekilde çalı�ılmaya ba�landı. A. Turgut 

1995’de 3 − boyutlu Minkowski uzayında timelike ve spacelike regle yüzeyleri 

inceledi. Daha sonra, regle yüzeyler n − boyutlu Lorentz uzayına genelle�tirildi. 1995 

yılında M. Tosun “ 1
nIR , Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı 

genelle�tirilmi� timelike regle yüzeyler” ve �. Aydemir “ 1
nIR , Minkowski uzayında 

timelike do�rultman uzaylı genelle�tirilmi� timelike regle yüzeyler” ba�lıklı doktora 

tezleriyle genelle�tirilmi� regle yüzeyleri incelediler. Bu çalı�maların devamında 

1998 yılında da C. Ekici “Yarı Öklidiyen uzaylarda genelle�tirilmi� yarı regle 

yüzeyler” adlı doktora tezini yapmı�tır. 

Çalı�mamızda, 1n

vE + , ( )1n+ −boyutlu yarı Öklid uzayında genelle�tirilmi� yarı regle 

yüzeyin birinci temel formu ve metrik katsayıları hesaplanmı� ve bunlara ba�lı 

olarak Christoffel sembolleri ve Riemann-Christoffel e�rilikleri elde edilmi�tir. 

Böylece yarı regle yüzeyin kesit e�rilikleri hesap edilmi�tir. Bu yarı regle yüzeyin 

her bir noktasında nondejenere asli te�et kesitlerinin kesit e�rilikleri birinci temel 

formun matrisinin determinantı cinsinden elde edilmi�tir. Buna ek olarak her bir 

merkez noktada da nondejenere asli te�et kesitlerinin kesit e�rilikleri incelenmi� ve 

böylece genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin asli kesit e�rili�i ile asli da�ılma 

parametresi arasında ba�ıntı elde edilmi�tir. Ayrıca nondejenere asli ı�ın yüzeyi göz 

önüne alınarak bu yüzeyin kesit e�rili�i ile asli da�ılma parametresi arasındaki 

ba�ıntı ortaya konmu�tur. Genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin merkez noktasında 
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normal kesit e�rili�i ile asli kesit e�rilikleri arasındaki ba�ıntılar elde edilmi�tir. 

Ayrıca do�rultman uzaylı genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin herhangi te�et 

kesitlerinin e�rili�i ara�tırılmı�tır. 



BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

2. 1. Yarı Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. ,V  sonlu boyutlu reel vektör uzayı olmak üzere, 

    ,  :V V× →�

dönü�ümü, ,a b∀ ∈�  ve , ,u v w V∀ ∈
� � ��

 için  

) , ,i u v v u=
� � � �

  

) , , ,

, , ,

ii au bv w a u w b v w

u a v b w a u v b u w

+ = +

+ = +

� � �� � �� � ��

� � �� � � � ��

özelliklerini sa�lıyor ise  ,  ya V  vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer 

( 2 − lineer) form denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.2. V vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form  ,  olsun. Bu 

durumda, 

 )i u V∀ ∈
�

, 0u ≠
� �

 için , 0u u >
� �

 ise  ,  bilineer formu pozitif tanımlı, 

 )ii u V∀ ∈
�

, 0u ≠
� �

 için , 0u u <
� �

 ise  ,  bilineer formu negatif tanımlı, 

 )iii u V∀ ∈
�

 için , 0u u ≥
� �

 ise  ,  bilineer formu pozitif yarı tanımlı, 

 )iv u V∀ ∈
�

 için , 0u u ≤
� �

 ise  ,  bilineer formu negatif yarı tanımlı, 
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)v w V∀ ∈
��

 için , 0u w =
� ��

 iken 0u V= ∈
� �

 oluyorsa  ,  bilineer formuna 

nondejenere aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983). 

Teorem 2.1.3. Bir  ,  simetrik bilineer formu nondejeneredir gerek ve yeter �art 

 ,  nın herhangi bir baza göre ters matrisi vardır (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.4. Bir V vektör uzayı üzerinde  ,  nondejenere simetrik bilineer 

formuna V vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma ve ( ),  , V  ikilisine de skalar 

çarpımlı uzay denir (Ekici, 1998). 

Tanım 2.1.5. V , vektör uzayının bir alt uzayı W  olmak üzere { }W v V v W⊥ = ∈ ⊥
� �

olsun. W ⊥  altuzayına V  vektör uzayının dik altuzayı denir (O’Neill, 1983). 

Burada W ⊥  altuzayına W  uzayının ortogonal komplemanı diyemeyiz. Çünkü 

W W ⊥+  genellikle V  vektör uzayının tamamı de�ildir (O’Neill, 1983). 

Teorem 2.1.6. V skalar çarpım altuzayının bir alt uzayı W  olmak üzere 

    )i boyW boyW boyV⊥+ =

    ( ))ii W W
⊥⊥ =

dır (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.7. ( ), ,V bir skalar çarpım uzayı ve W  da V  nin bir altuzayı olsun. 

E�er W  üzerinde  ,  nondejenere ise W  altuzayına nondejenere altuzay aksi halde 

W  altuzayına dejenere altuzay denir (O’Neill, 1983).
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Teorem 2.1.8. V bir skalar çarpım uzayı ve W  da V  vektör uzayının bir altuzayı 

olsun. W  bir nondejenere altuzaydır gerek ve yeter �art V W W ⊥= +  dır (O’Neill, 

1983). 

Teorem 2.1.9. Bir { }0V ≠
�

 skalar çarpım uzayı bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill, 

1983). 

Tanım 2.1.10.  , , V  üzerinde simetrik bilineer form ve W  uzayı da V  vektör 

uzayının bir altuzayı olsun.  ,  dönü�ümünün W  üzerinde kısıtlanmı�ı  , W

olmak üzere 

 , :W W W× → �

negatif tanımlı olacak �ekilde en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna,  , 

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v  ile gösterilir. Bu durumda 

0 boyVν≤ ≤  dir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.11. M , ∞C  sınıfından manifold ve M üzerindeki vektör alanlarının 

uzayı ( )Mχ  olsun. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
, : ,

              , , , ,

M M C M

X Y X Y X Y

χ χ ∞× →

→ =

�

� � � � � �

�eklinde bir skalar çarpım fonksiyonu tanımlı ise M manifolduna Riemann 

manifoldu ve ,  ye de M  üzerinde bir metrik tensör denir. Bu metrik tensörün 

indeksine M  manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.12. M , ∞C  sınıfından bir manifold olmak üzere sabit indeksli ,

tensörü 
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)i 2 − lineer 

)ii Simetrik 

( ))iii X Mχ∀ ∈
���

 için , 0 0X Y Y= � =
��� �� ��

ise ( ),,M  ikilisine bir yarı Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.13. Bir M  yarı Riemann manifoldu üzerinde ,  metrik tensörünün 

indeksine yarı Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983). 

M , yarı Riemann manifoldunun indeksi ν  olmak üzere 0 boyn Mν≤ ≤ =  dir. Özel 

olarak 0=ν  ise M , bir Riemann manifoldu, 1=ν  ve 2≥n  ise M , bir Minkowski 

manifoldu adını alır (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.14. 1nE + , ( )1n + − boyutlu Öklid uzayı verilsin. n≤≤ν0  olmak üzere 

1

1 1

,
n

i i i i

i i

X Y x y x y
ν

ν

+

= = +

= − +� �
� �

metrik tensör ile birlikte seçilen uzay yarı Öklid uzayı olarak isimlendirilir ve 1nEν
+

ile gösterilir. Özel olarak 0ν = , 2≥n  ise 1 1
0
n nE E+ += , ( )1n + − boyutlu Öklid uzayı 

ve 1ν = , 2≥n  ise 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayı adını alır (O’Neill, 

1983). 

Tanım 2.1.15. ( ) 1
1 2 1, , , , n

n n vX x x x x E +
+= ∈

�
�  olsun. E�er 

   ) , 0i X X
→ →

>  veya 0X
→ →

=  ise X
→

 vektörüne spacelike vektör, 

  ) , 0ii X X <
� �

 ise X
→

 vektörüne timelike vektör,
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  ) , 0 ve 0iii X X X
→ → →

= ≠
�

 ise X
→

 vektörüne null vektör  

denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.1.16. 1n

vE + , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayı olsun. ( )1 1, , , ,n nX x x x +∀ =
�

�

( ) 1
1 1, , , n

n n vY y y y E +
+= ∈

��

� için 

   , 0X Y =
� �

           (2.1) 

ise X
�

 ve Y
�

 vektörleri yarı Öklid anlamda diktirler denir. 

Tanım 2.1.17. V , vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma  ,  olsun. X V∈
���

vektörünün normu  

   ,X X X=
��� ��� ���

     (2.2) 

ile tanımlanır (O’Neill, 1983). 

Teorem 2.1.18. 1n

vE + , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayı ve ( )1 2 1, , , ,n nX x x x x +=
�

�

1n

vE +∈ olmak üzere

) 0i X >
�

dır, 

) 0ii X X= ⇔
� �

bir null vektördür,

)iii X
�

 bir timelike vektör ise 
2

,X X X= −
� � �

 dir,

)iv X
�

 bir spacelike vektör ise 
2

,X X X=
� � �

dir  

(O’Neill, 1983). 
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Tanım 2.1.19. ( ),  , V  bir yarı Öklid uzayı ve W V⊂  bir altuzay olsun.  , W , W

altuzayı üzerine indirgenmi� metrik tensör olmak üzere 

)  , :Wi W W× →� pozitif tanımlı ise W  ya spacelike altuzay, 

)  , :Wii W W× →� 1− indeksli ve nondejenere ise W  ya timelike altuzay, 

)  , :Wiii W W× → � dejenere ise W  ya null altuzay denir (O’Neill, 1983). 

Teorem 2.1.20. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında, X

�
 ve Y

�
 pozitif 

(negatif) timelike vektörler olsun. Bu durumda 

,X Y X Y≤
� � � �

            (2.3) 

e�itsizli�i vardır. Bu e�itsizlikte e�itlik durumunun sa�lanması için gerek ve yeter 

�art X
�

 ve Y
�

 vektörlerinin lineer ba�ımlı olmasıdır (Ratcliffe, 1994).  

Teorem 2.1.21. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında, X

�
 ve Y

�
 pozitif 

(negatif) timelike vektörler olsun. Böylece 

   , coshX Y X Y θ= −
� � � �

    (2.4) 

olacak �ekilde bir tek 0θ ≥  reel sayısı vardır. θ  reel sayısı X
�

 ve Y
�

 timelike 

vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır (Ratcliffe, 1994). 

Teorem 2.1.22. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında, iki lineer ba�ımsız 

spacelike vektör X
�

 ve Y
�

 olsun. Bu takdirde a�a�ıdaki ifadeler birbirine denktir 

)i X
�

 ve Y
�

 vektörleri ,X Y X Y>
� � � �

 denklemini sa�lar, 

)ii X
�

 ve Y
�

 spacelike vektörleri tarafından gerilen V  altuzayı timelikedır, 



11 

)iii  Sırasıyla, X
�

 ve Y
�

 ye Lorentz anlamda ortogonal olan nH  nin, P  ve Q

hiperdüzlemleri ayrıktır (Ratcliffe, 1994). 

Teorem 2.1.23. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında, X

�
 ve Y

�
 spacelike 

vektörlerinin gerdikleri altuzay timelike ise ,X Y X Y>
� � � �

 e�itsizli�i vardır. 

Böylece, 

   , coshX Y X Y θ=
� � � �

    (2.5)         

olacak �ekilde bir tek 0θ >  reel sayısı vardır. θ  reel sayısı X
�

 ve Y
�

 spacelike 

vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır (Ratcliffe, 1994). 

Teorem 2.1.24. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında, X

�
 bir spacelike vektör 

ve Y
�

 timelike vektör ise 

   , sinhX Y X Y θ=
� � � �

    (2.6) 

olacak �ekilde bir tek 0θ >  reel sayısı vardır. Burada, θ  reel sayısı X
�

 spacelike 

vektörü ile Y
�

 timelike vektörü arasındaki hiperbolik açıdır (Ratcliffe, 1994). 

Tanım 2.1.25. 1n

vE +  yarı Öklid uzayı ve α  da 1n

vE +  de bir e�ri olsun. α  e�risinin hız 

vektörü α
���

 olmak üzere 

) , 0i α α <
� ��� ��

 ise α  timelike e�ri, 

) , 0ii α α >
� ��� ��

 veya 0α =
��� �

 ise α  spacelike e�ri, 

) , 0iii α α =
� ��� ��

 ve 0α ≠
��� �

 ise α  null e�ri 
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olarak isimlendirilir (O’Neill, 1983). 

2.2. Koneksiyonlar ve E�rilik 

Tanım 2.2.1. M , bir yarı Riemann manifoldu ve M  üzerinde vektör alanlarının 

uzayı ( )Mχ  olsun. ∀ X
�

, Y
�

, ( )MZ χ∈
�

 ve ( ),f C M∞∀ ∈ �  için 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( )
:

       , ,
X

D M M M

X Y D X Y D Y

χ χ χ× →

→ = �

� � � � �

operatörü, 

 D1) ( )X X X
D Y Z D Y D Z+ = +� � �

� � � �

 D2) 
X Y X Y

D Z D Z D Z
+

= +� � � �

� � �

 D3) 
f X X

D Y f D Y=� �

� �

 D4) ( ) [ ]
X X

D f Y X f Y f D Y= +� �

� � � �

özeliklerini sa�lıyorsa D  ye M  üzerinde koneksiyon YD
X

�
�  ye de Y

�
 vektör alanının 

X
�

 vektör alanına göre kovaryant türevi denir (Hacısaliho�lu, 1983). 

Tanım 2.2.2. M , bir yarı Riemann manifoldu ve M  üzerindeki koneksiyon D

olmak üzere ∀ X
�

, Y
�

, ( )MZ χ∈
�

 için 

 D5) ,
X Y

X Y D Y D X� � = −� �
� �

� � � �

 D6) , , ,
X X

X Y Z D Y Z Y D Z= +� �

� � � � � � �

özelikleri sa�lanıyorsa D  koneksiyonuna M  üzerinde Levi-Civita koneksiyonu 

denir (Hacısaliho�lu, 1983). 
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Tanım 2.2.3. M , bir yarı Riemann manifoldu ve M  nin her bir U  koordinat 

kom�ulu�u üzerinde yerel koordinat fonksiyonları nxxx ,,, 21 �  ve tanjant uzayının 

bazı { }1 2, , , n∂ ∂ ∂� , i

ix

∂
∂ =

∂
, 1 i n≤ ≤ , olsun. 

   ( ) k

k

k

ijji
D ∂Γ=∂ �∂  , nji ≤≤ ,1           (2.7)         

olmak üzere 

    : Ck

ij U
∞

Γ →�

k

ijΓ  fonksiyonları D  koneksiyonun Christoffel sembolleri olarak adlandırılır 

(O’Neill, 1983). 

, 0i j
� �∂ ∂ =� �  ve (D5) den ( ) ( )ij ji

DD ∂=∂ ∂∂  dir. Böylece, 

   k

ji

k

ij Γ=Γ              (2.8) 

dir (O’Neill, 1983). 

Önerme 2.2.4. U  üzerinde yerel koordinat fonksiyonları nxxx ,,, 21 �  ve tanjant 

uzayının bazı { }1 2, , , n∂ ∂ ∂� , öyle ki i

ix

∂
∂ =

∂
, 1 i n≤ ≤ , olsun. j j

j

W W= ∂�
���

 olmak 

üzere 

i

kk
j j ij j k

j k ji

W
D W W

x
∂

� � � �∂
∂ = + Γ ∂	 
 	 


∂� � � �
� � �    (2.9) 

dır. Burada k

ijΓ  Christoffel sembolleri 
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�




�

�

�
�
�

�

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=Γ

m m

ij

j

im

i

jmkmk

ij
x

g

x

g

x

g
g

2

1
  (Koszul e�itli�i)       (2.10) 

ile verilir. Ayrıca 
i

D∂ , i∂  yönündeki yarı Öklid anlamda kovaryant türev ve kmg  ise 

kmg  matrisinin ters matrisidir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.2.5. M , bir yarı Riemann manifoldu ve M  üzerinde Levi-Civita 

koneksiyonu D  olsun. 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ZRZYXRZYX

MMMMR

YX

�������
��=→

→××

,,,,

: χχχχ

,XY X Y Y X X Y
R Z D D Z D D Z D Z

� �� �
= − −� � � � � � � �

� � � �
         (2.11) 

�eklinde tanımlanan fonksiyon M  üzerinde 3. mertebeden bir kovaryant tensör 

alanıdır ve M  manifoldunun Riemann e�rilik tensörü olarak isimlendirilir 

(Hacısaliho�lu, 1983). 

Ayrıca x
�

, y
�

, ( )Pz T M∈
�

 olmak üzere 

        
( ) ( ):xy P P

xy

R T M T M

z R z

→

→

��

��
� �

operatörüne e�rilik operatörü adı verilir (O’Neill, 1983). 

Teorem 2.2.6. E�er x
�

, y
�

, z
�

, v
�

, w
� ( )MTP∈  ise 

   

1)

2) , ,

3) 0

4) , ,

xy yx

xy xy

xy yz zx

xy vw

R R

R v w R w v

R z R x R y

R v w R x y

= −

= −

+ + =

=

�� ��

�� ��

�� � �� �

�� ��

� � � �

� ��

� � � �

                 (2.12)    



15 

dır (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.2.7. M , yarı Riemann manifoldunun nxxx ,,, 21 �  koordinat sisteminin 

koordinat kom�ulu�unda tanjant uzayının bazı { }1 2, , , n∂ ∂ ∂� , i

ix

∂
∂ =

∂
, 1 i n≤ ≤ , 

olmak üzere M  manifoldunun Riemann e�rilik tensörü 

   ( ) �
=

∂∂ ∂=∂
n

i

i

i

jklj RR
lk

1

             (2.13) 

�eklinde tanımlanır. Bu e�itlikteki i

jklR  fonksiyonlarına M  nin Riemann e�rilik 

tensörü katsayıları adı verilir (Beem, 1981). 

  

Teorem 2.2.8. M , yarı Riemann manifoldunun Riemann e�rilik tensörü  

          ( ) �
=

∂∂ ∂=∂
n

i

i

i

jklj RR
lk

1

olmak üzere i

jklR  Riemann e�rilik tensörü katsayıları  

  ( )
1

n
i i i i m i m

jkl lj kj km lj lm kj

mk l

R
x x =

∂ ∂
= Γ − Γ + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
�       (2.14) 

dir (Beem, 1981). 

Tanım 2.2.9. M , −n boyutlu ( )4n ≥  yarı Riemann manifoldu olsun. , , ,X Y Z W∀
� � � �

( )Mχ∈ için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ZRWZYXWRZYXW

IRMCMMMMR

YX

����������
��,,,,,,,

,:

=→

→××× ∞χχχχ
    (2.15) 
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�eklinde tanımlanan 4. mertebeden bir kovaryant tensöre, M  üzerinde Riemann-

Christoffel e�rilik tensörü adı verilir (Hacısaliho�lu, 1983). 

Teorem 2.2.10. M , yarı Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel e�rilik 

tensörü  

    
1

n
r

ijkl ir jkl

r

R g R
=

=�           (2.16) 

dir (Beem, 1981). 

Tanım 2.2.11. M , bir yarı Riemann manifoldu ve MP ∈  noktasındaki ( )MTP

tanjant uzayının iki boyutlu alt uzayı Π  olsun. Π  ye M  nin P  noktasındaki te�et 

kesiti denir (O’Neill, 1983). 

( ), Pv w T M∈
� �

 tanjant vektörleri, Π  te�et kesitinin bir bazını olu�tursunlar. Bu 

takdirde   

  ( ) 2
,,,, wvwwvvwvQ
��������

−=    (2.17)       

olmak üzere Π  te�et kesiti nondejeneredir ancak ve ancak ( ) 0, ≠wvQ
��

 dır (O’Neill, 

1983). 

( )wvQ
��

,  mutlak de�eri v
�

 ve w
�

 ile olu�turulan olan paralelkenarın alanının karesine 

e�ittir. E�er 
Π

,  definit ise ( )wvQ
��

,  pozitif, 
Π

,  indefinit ise ( )wvQ
��

,  negatiftir 

(O’Neill, 1983). 

M  yarı Riemann manifoldunun P  noktasındaki Π  nondejenere te�et kesitinin bir 

bazı { },v w
� �

 olsun. Bu takdirde M  manifoldunun te�et kesitleri  

  0,,,
2

<− wvwwvv
������

 (timelike düzlem) 
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  0,,,
2

=− wvwwvv
������

 (dejenere düzlem) 

  0,,,
2

>− wvwwvv
������

 (spacelike düzlem) 

olacak �ekilde sınıflandırılır (Beem, 1981). 

Tanım 2.2.12. M , bir yarı Riemann manifoldu ve MP ∈  noktasındaki nondejenere 

te�et kesiti Π  olsun. Bu düzlem üzerinde Π∈∀ wv
��

,  için 

  ( )
2

,,,

,
,

wvwwvv

wvR
wvK

wv

������

��
�� ��

−
=        (2.18)       

�eklinde verilen K  reel de�erli fonksiyonuna M  nin P  noktasındaki kesit e�rilik 

fonksiyonu ve ( )wvK
��

,  reel de�erine de M  manifoldunun P  noktasındaki kesit 

e�rili�i denir (Beem, 1981). 

{ }wv
��

,  bazı ile verilen Π  te�et kesitinin kesit e�rili�i, �
∂

∂
=

i

i
x

vv
�

 ve �
∂

∂
=

i

i
x

ww
�

olmak üzere 

  ( )
[ ]2

,
��

�
−

=
jiijmkkmjiij

mkjiijkm

wvgwwgvvg

vwvwR
wvK
��

   (2.19)       

dir (Beem, 1981). 

Tanım 2.2.13. 1n

vE + , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında M , ( )1k + − boyutlu yarı 

regle yüzeyin ( )MTξ ξ∈  noktasında tanjant uzayının iki boyutlu altuzayının bir bazı 

{ },b c
� �

 olsun. { },Sp b c
� �

 te�et kesiti nondejenere olmak üzere 

( )
( )

2

, ,
,

, , ,

b R b c c
K b c

b b c c b c
ξ =

−

� � � �

� �

� � � � � �                    (2.20) 



18 

olarak tanımlanan ( ),K b cξ

� �

 reel de�erine M  yarı regle yüzeyinin ξ  noktasındaki 

kesit e�rili�i denir. 

M  nin lineer ba�ımsız te�et vektörleri b
�

 ve c
�

 nin koordinatları sırasıyla 

( )0 1, , , kβ β β�  ve ( )0 1, , , kγ γ γ�  olmak üzere ( )MTξ ξ∈  noktasında M  regle 

yüzeyinin kesit e�rili�i, bile�enleri cinsinden 

   ( ) , , , 0

2
,

, , ,

k

ijrs i r j s

i j r s

R

K b c
b b c c b c

ξ

β β γ γ
==

−

�� �

� � � � � �         (2.21) 

dır. 

2. 3. 1n

vE +
, Yarı Öklid Uzayında Genelle�tirilmi� Yarı Regle Yüzeyler 

1n

vE +
, ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, { }0 I R⊂ ⊂  olmak üzere 

diferensiyellenebilir bir nonnull e�ri 

( ) ( ) ( )( )

1

1 1

:

, ... ,

n

v

n

I E

t t t t

α

α α α

+

+

→

→ =

verilmi� olsun. Her ( )tα  noktasında tanımlanan ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., ke t e t e t  ortonormal 

baz vektör alan sistemi, ( ) 1n

vt Eα +∈  noktasındaki ( )( )1n
vE

T tα+  tanjant uzayının bir alt 

uzayını gerer. Bu alt uzay ( ),kE tµ  ile gösterilirse 

( ) ( ) ( ) ( ){ } 1
, 1 2, ,..., , 0n

k k vE t Sp e t e t e t E vµ µ+= ⊂ ≤ ≤

�eklinde k − boyutlu bir altuzaydır. 



19 

( ) ( )
1 , 1

, ,
1 , 1i j i ij i

i k
e t e t

k i k

µ
ε δ ε

µ

≤ ≤ −�
= = �

− − + ≤ ≤�

olmak üzere ( ), , 1,kE tµ µ ≥ altuzayına yarı altuzay denir. ( ), , 1,kE tµ µ ≥ yarı 

altuzayında µ  tane timelike vektör vardır. E�er 0µ =  ise ( ),0kE t  altuzayında 

timelike vektör alanı olmayaca�ından ( ) ( ),0k kE t E t=  dır. Yani, bir Öklid altuzaydır. 

E�er 1µ =  ise ( ),1kE t  bir altuzayında bir tane timelike vektör alanı olaca�ından 

( ),1kE t  timelike altuzay olacaktır (Ekici, 1998). 

Bundan sonra, ( ), , 1,kE tµ µ ≥ yarı altuzay olarak kabul edilecektir. 

Tanım 2.3.1. ( ),kE tµ  yarı altuzayı 1n

vE +  yarı Öklid uzayının α  nonnull e�risi 

boyunca hareket ederken 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu bir yüzey 

meydana getirir. Bu yüzeye ( )1, 1n

vE n+ + − boyutlu yarı Öklid uzayında 

( )1k + − boyutlu genelle�tirilmi� yarı regle yüzey denir ve bu regle yüzeyi M  ile 

gösterilir (Ekici, 1998). 

Tanım 2.3.2. ( ),kE tµ  yarı altuzayına, M genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( )tα

noktasındaki do�rultman uzayı ve α  nonnull e�risine de M genelle�tirilmi� yarı 

regle yüzeyinin dayanak e�risi denir (Ekici, 1998). 

Böylece, ( ), 1M k + − boyutlu yarı regle yüzeyi için bir parametrizasyon 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1

, , ,..., , , , ,..., x
k

k

k i i k

i

t u u u t u e t t u u u Iϕ α
=

= + ∈� �  (2.22) 

ile verilir. E�er ϕ  nin t  ve , 1iu i k≤ ≤  parametrelerine göre türevleri alınırsa  
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( ) ( )

( )
1

, 1
i

k

t i i

i

u i

t u e t

e t i k

ϕ α

ϕ

=

= +

= ≤ ≤

�
� �

bulunur. Bu çalı�ma boyuca aksi söylenmedikçe  

( ) ( ) 1 2
1

, , ,...,
k

i i k

i

t u e t e e eα
=

� �
+� �

� �
�

� �

       (2.23) 

sistemi daima lineer ba�ımsız olarak kabul edilecektir.  

Tanım 2.3.3. 1n

vE +
, ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, ( )1k + − boyutlu bir yarı 

regle yüzey M  ve yarı regle yüzeyin do�rultman uzayı da 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1 2, ,...,k kE t Sp e t e t e tµ =  olmak üzere  

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k kSp e e e e e e
� � �

    (2.24) 

altuzayına, M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına göre asimptotik 

demeti denir ve ( )A t  ile gösterilir (Ekici, 1998). 

( ) , 0 ,boy A t k m m k= + ≤ ≤ olmak üzere ( )A t  asimptotik demetinin ( ),kE tµ  yarı alt 

uzayını ihtiva eden  

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k k k k me e e a a a+ + +

�eklinde bir ortonormal baz bulunabilir. ( ),kE tµ  bir yarı altuzay oldu�undan 

( ) , 1 ,ie t i k≤ ≤  vektörleri için 

( ) ( ), , 1 ,i j i ije t e t i j kε δ= ≤ ≤
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ba�ıntıları sa�lanır öyle ki burada 

( ) ( )
1 , 1

, ,
1 , 1i i i i

i k
e t e t

k i k

µ
ε ε

µ

≤ ≤ −�
= = �

− − + ≤ ≤�

dır. 1n

vE +  yarı Öklid uzayının bir ortonormal bazında v tane timelike vektör 

oldu�undan ( ),kE tµ  yarı altuzayını ihtiva eden ( )A t  asimptotik demetinin bir 

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k k k k me e e a a a+ + +

bazında da en az µ  tane timelike vektör vardır. Bu ifade eder ki 

( ) { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k kA t Sp e e e e e e=
� � �

bir yarı altuzaydır. 

Tanım 2.3.4. 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu yarı regle yüzey M  ve M

nin do�rultman uzayı ve dayanak e�risi sırasıyla ( ),kE tµ  ve α  olsun. 

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,k kSp e e e e e e α
� � � �

     (2.25) 

altuzayına, M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına göre te�etsel demeti 

denir ve ( )T t ile gösterilir (Ekici, 1998). 

M  yarı regle yüzeyinin asimptotik demeti için ( ) , 0 ,boy A t k m m k= + ≤ ≤  olmak 

üzere  

( ) 1k m boyT t k m+ ≤ ≤ + +
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dir. 

Kabul edelim ki ( ) ,boyT t k m= + 0 ,m k≤ ≤  olsun. Bu takdirde  

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k k k k me e e a a a+ + +

 hem ( )A t  asimptotik demetinin hem de ( )T t te�etsel demetinin bir ortonormal  

bazıdır. Bu durumda ( ) ( )A t T t=  dir. ( )A t  asimptotik demeti yarı altuzay 

oldu�undan dolayı ( )T t te�etsel demeti de yarı altuzaydır. 

Kabul edelim ki 0 m k≤ ≤ için ( ) 1boyT t k m= + + olsun. Bu takdirde ( )A tα ∉
�

olaca�ından ( )T t te�etsel demetinin 

{ }1 2 1 2 1, ,..., , , ,..., ,k k k k m k me e e a a a a+ + + + +

�eklindeki bir ortonormal bazı bulunabilir. 1n

vE +  yarı Öklid uzay oldu�undan v  tane 

timelike vektör var olup, µ  tanesi ( ),kE tµ  yarı altuzayı içinde kalır. Bu durumda da 

( )T t te�etsel demetinin içinde en az  µ  tane timelike vektör bulunur. O halde, ( )T t

bir yarı altuzaydır. 

Teorem 2.3.5. 1n

vE +  de ( )1k + − boyutlu yarı regle yüzey M , M  nin do�rultman 

uzayı ( ),kE tµ , asimptotik demeti ( )A t  ve ( ),kE tµ  nin ortonormal bazı ( ){ 1 ,...,e t

( ) ( ) ( )}1, ,...,m m ke t e t e t+  olmak üzere ( )boy A t k m= +  olsun. Bu takdirde 

( ) ( ){ }1 ,..., me t e t  ortonormal sistemi, J I⊂  açık aralı�ında 

1

, , 1
k

i i j i j j

j

e e e e e i mε
=

= − ≤ ≤�
� � �

   (2.26) 
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olmak üzere  

( ) ( ), 0 , 1 , , ,i je t e t i j m i j= ≤ ≤ ≠
� �

( ) ( ) ( )
2 2 2

11 ... 0m me t e t e tµ µ− − −> > > >
� � �

ve 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 ... 0m m me t e t e tµ µ− + − +< < < <
� � �

olacak �ekilde bulunabilir (Ekici, 1998). 

Teorem 2.3.6. M , 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu yarı regle yüzey, bu 

yüzeyin do�rultman uzayı ( ),kE tµ ve asimptotik demeti ( )A t  olsun. 

( ) , 0 ,boy A t k m m k= + ≤ ≤  ise ( ),kE tµ  nin ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., ke t e t e t  ortonormal bazı 

1

1

, 1 ,

, 1 ,

k

i ij j k i i k i

j

k

h hj h

j

e e a i m

e e m h k

α ε κ

α

+ +
=

=

= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

�

�

�

�

   (2.27) 

ba�ıntıları sa�lanacak �ekilde seçilebilir, öyle ki burada  

, , , , 1 ,ij ij ji ij i j j j je e i j kε α α ε ε ε ε= − = = ≤ ≤

ve  

1 2

1 2

... 0

,

... 0

m r

m r m r m

r

κ κ κ

µ

κ κ κ

−

− + − +

> > > >

≤

< < < <

   (2.28) 
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dir (Ekici, 1998). 

M , 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu yarı regle yüzey olmak üzere bu 

yüzeyin ( )T t  te�etsel demeti için  

( ) 1k m boyT t k m+ ≤ ≤ + +

oldu�unu biliyoruz. O halde, ilk olarak kabul edelim ki ( ) , 0 ,boyT t k m m k= + ≤ ≤

olsun. Bu durumda M  yarı regle yüzeyinin α  dayanak e�risinin hız vektörü ( )A t

asimptotik demetinin içindedir. Yani 

( ) { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k k k k mA t Sp e e e a a aα + + +∈ =
�

dir. Bu durumda  

1 1

k m

i i h k h

i h

e aα ζ η +
= =

= +� �
�

    (2.29) 

yazılabilir. Ayrıca, M  yarı regle yüzeyinin herhangi bir ( )P t  dayanak e�risi için  

( ) ( ) ( ) ( )
1

k

i i

i

P t t u t e tα
=

= +�     (2.30) 

yazılabilir. Bu son ifadenin türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1

k

i i i i

i

k m k

i i h k h i i i i

i h i

P t t u t e t u t e t

e a u e u e

α

ζ η

=

+
= = =

� �
= + +	 


� �

� �= + + +	 

� �

�

� � �

� � � �

� �
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elde edilir. Burada ( )ie t
�

 türev vektörlerinin (2.27) denkleminde verilen de�erleri 

yerine yazılırsa 

( ) ( )
1 1 1 1

k m k m

j j i ij i ij j h k h h h k h

j i i m h

P t u u u e u aζ α α η ε κ+ +
= = = + =

� �
= + + + + +	 


� �
� � � �

� �

     (2.31) 

bulunur. O halde 

0, 1h k h h hu h mη ε κ++ = ≤ ≤    (2.32) 

�artını sa�layan ( )P t  noktaları için ( )P t
�

 türev vektörleri ( ),kE tµ  do�rultman uzayı 

içinde kalacaktır. 0, 1 ,k h h h mε κ+ > ≤ ≤ oldu�undan dolayı son denklem sisteminin 

çözümü tektir, yani m  tane hu  de�i�kenleri tek olarak hesaplanabilir. Geriye kalan 

k m−  tane iu  ise keyfi olarak seçilebilir.  

Tanım 2.3.7. 0, 1 ,h k h h hu h mη ε κ++ = ≤ ≤ denklemini sa�layan ( )P t  noktalarının 

cümlesi ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde ( )k m− − boyutlu altuzayı olu�tururlar. Bu 

alt uzaya M  yarı regle yüzeyinin sırt (edge) uzayı denir ve ( )k mK t−  ile gösterilir. 

Öyle ki  

( ) ( ) ( ) ( ){ }ve 0, 1k m h k h h hK t P t t A t u h mα η ε κ− += ∈ + = ≤ ≤
�

 (2.33) 

�eklinde ifade edilir (Ekici, 1998). 

( ),kE tµ  do�rultman uzayı bir yarı alt uzay oldu�undan baz vektörlerinin µ  tanesi 

timelike vektördür. Bu µ  tane timelike vektörlerden r µ≤  tanesi ( )k mK t−  sırt uzayı 

içinde ise ( ),k m rK t−  sırt uzayı da bir yarı altuzay olur. Özel olarak, 1r =  ise 



26 

( ), 1k mK t−  sırt uzayı bir timelike altuzay, 0r =  ise ( ) ( ), 0k m k mK t K t− −=  sırt uzayı bir 

spacelike altuzaydır. 

Tanım 2.3.8. ( ),k m rK t−  sırt uzayı, do�rultman uzayı ve M  yarı regle yüzeyinin 

dayanak e�risi α da, bir dayanak e�risi olarak alınırsa ( ),k m rK t−  sırt uzayı, α  e�risi 

boyunca hareket ederken 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k m− + − boyutlu bir yüzey 

meydana getirir. Bu yüzeye M  yarı regle yüzeyinin sırt regle yüzeyi denir (Ekici, 

1998).  

( ),k m rK t−  sırt uzayı yarı altuzay oldu�undan dolayı sırt regle yüzeyi yarı regle 

yüzeydir. 

Kabul edelim ki ( ) 1, 0 ,boyT t k m m k= + + ≤ ≤  olsun. Bu durumda M  yarı regle 

yüzeyinin α  dayanak e�risinin α
�

 hız vektörü için  

( ) { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,k k k k mA t Sp e e e a a aα + + +∉ =
�

dir. Bu durumda ( )T t  te�etsel demetinin bir ortonormal bazı olarak, 

{ }1 2 1 2 1, ,..., , , ,..., ,k k k k m k me e e a a a a+ + + + +

olur. Bu durumda, 1 0mη + ≠  olmak üzere 

1 1
1 1

k m

i i h k h m k m

i h

e a aα ζ η η+ + + +
= =

= + +� �
�

       (2.34) 

yazılabilir. Herhangi bir ( )P t  dayanak e�risi için  
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( ) ( ) ( ) ( )
1

k

i i

i

P t t u t e tα
=

= +�              (2.35) 

yazılabilece�inden (2.27) denklemindeki ( )ie t
�

 türev vektörlerinin de�erleri yerlerine 

yazılırsa 

( ) ( ) 1 1
1 1 1

k k m

j j i ij j h k h h h k h m k m

j i h

P t u u e u a aζ α η ε κ η+ + + + +
= = =

� �
= + + + + +	 


� �
� � �

� �

    (2.36) 

bulunur. O halde 

0, 1h k h h hu h mη ε κ++ = ≤ ≤    (2.37) 

olacak biçimdeki ( )P t  noktaları için ( )P t
�

 türev vektörleri { }1 2, ,..., ,kSp e e e α
�

uzayında bulunur. 1 h m≤ ≤  için 0k h hε κ+ > oldu�undan dolayı (2.37) denklem 

sisteminin çözümü tektir, yani m  tane hu  de�i�kenleri tek olarak hesaplanabilir. 

Geriye kalan k m−  tane iu  ise keyfi olarak seçilebilir (Ekici, 1998).

Tanım 2.3.9. (2.37) denklemindeki 0, 1 ,h k h h hu h mη ε κ++ = ≤ ≤ �artını sa�layan 

( )P t  noktalarının cümlesi { }1 2, ,..., ,kSp e e e α
�

 uzayı içinde ( )k m− − boyutlu bir 

altuzay olu�turur. Bu alt uzaya M  yarı regle yüzeyinin merkez uzayı denir ve 

( )k mZ t−  ile gösterilir, öyle ki  

( ) ( ) ( ) ( ){ }ve 0, 1k m h k h h hZ t P t t A t u h mα η ε κ− += ∉ + = ≤ ≤
�

dir (Ekici, 1998). 
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( ),kE tµ  bir yarı altuzay oldu�undan µ  tane baz vektörü timelike vektördür. Bu 

timelike vektörlerden r µ≤  tanesi ( ),k m rZ t−  içinde ise merkez uzay bir yarı 

altuzaydır. Özel olarak, 1r =  ise ( ), 1k mZ t−  bir timelike altuzay, 0r =  ise 

( ) ( ), 0k m k mZ t Z t− −=  bir spacelike altuzaydır. 

Tanım 2.3.10. ( ),k m rZ t−  merkez uzayı, do�rultman uzayı olarak alınırsa ve M  yarı 

regle yüzeyinin α  dayanak e�risi de dayanak e�risi olarak seçilirse, ( ),k m rZ t− uzayı 

α e�risi boyunca hareket ederken 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k m− + − boyutlu bir 

yüzey meydana getirir. Bu yüzeye M  yarı regle yüzeyinin merkez regle yüzeyi denir 

ve Ω  ile gösterilir (Ekici, 1998). 

( ),k m rZ t− merkez uzayı bir yarı altuzay oldu�undan Ω  merkez regle yüzeyi de bir 

yarı regle yüzeydir. 

Tanım 2.3.11. ,M 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu bir yarı regle yüzey ve 

Ω , M  yarı regle yüzeyinin merkez regle yüzeyi olsun. Ω  merkez regle yüzeyinin 

do�rultman uzayına total olarak dik olan bir altuzay ( ), , ,m hF t h r≤  ve Ω  merkez 

regle yüzeyinin ortogonal yörüngesi de β  olsun. ( ),m hF t  do�rultman uzayı β  e�risi 

boyunca hareket ederken bir ( )1m + − boyutlu regle yüzey meydana getirir. Bu 

yüzeye M  yarı regle yüzeyinin, ( )1m + − boyutlu asli regle yüzeyi denir ve Λ  ile 

gösterilir (Ekici, 1998). 

,M 1n

vE +  yarı Öklid uzayında ( )1k + − boyutlu bir yarı regle yüzey ve Ω , M  yarı 

regle yüzeyinin merkez regle yüzeyi olsun. Bu takdirde, M  yarı regle yüzeyinin 

( )1m + − boyutlu asli regle yüzeyi de bir yarı regle yüzeydir. 

 Ayrıca burada 
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( ) { }, 1 2, ,..., ,k kE t Sp e e e vµ µ= ≤

oldu�undan 

( ) { }, 1 2, ,..., ,m h mF t Sp e e e h µ= ≤

ve  

( ) { }, 1 2, ,..., ,k m r m m kZ t Sp e e e r µ− + += ≤

dir. Buradan  

( ) ( ) ( ), , , ,m h k m r kboy F t boy Z t boy E t r hµ µ−+ = + =

bulunur.  

Tanım 2.3.12. ( ), 1M k + − boyutlu genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin α  dayanak 

e�risi ve { }1 2 1 2 1, ,..., , , ,..., ,k k k k m k me e e a a a a+ + + + +  için 

1 1
1 1

k m

i i h k h m k m

i h

e a aα ζ η η+ + + +
= =

= + +� �
�

olmak üzere 

1 , 1m
i

i

P i m
η

κ
+= ≤ ≤                (2.38) 

de�erine M  yarı regle yüzeyinin i − yinci da�ılma parametresi ve  

               1 2...m
mP PP P=

  

ifadesine de M  yarı regle yüzeyinin da�ılma parametresi denir. 



BÖLÜM 3. 1n
Ev

++++ , (((( ))))1n+ −+ −+ −+ − BOYUTLU YARI ÖKL�D UZAYINDA 

GENELLE�T�R�LM�� YARI REGLE YÜZEYLER�N KES�T 

E�R�L�KLER�

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, α  diferensiyellenebilir nonnull bir e�ri ve M

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey, Ω  da M  yarı regle yüzeyinin 0m >  olacak �ekilde 

( )1k m− + − boyutlu merkez regle yüzeyi olsun. M  yarı regle yüzeyinin, do�rultman uzayı 

( ) ( ) ( ){ }, 1 ,..., ,k kE t Sp e t e tµ = ,vµ ≤  ve ( )tα  dayanak e�risi, Ω  merkez regle yüzeyinin 

dayanak e�risi olsun. O halde M  yarı regle yüzeyinin asimptotik ve te�etsel demetleri 

çakı�maz. Bu durumda M  yarı regle yüzeyinin α  dayanak e�risinin hız vektörü α
�

olmak 

üzere 

{ }1 2 1, ,..., ,k k mSp e e e aα + +∈
�

        
(3.1) 

�eklindedir. Böylece, 1 0mη + ≠  olmak üzere 

( ) 1 1
1

k

i i m k m

i

t e aα ζ η + + +
=

= +�
�

      (3.2) 

yazılabilir. 

Merkez uzayın noktalarında M  yarı regle yüzeyinin tanjant uzayları ( )A t  asimptotik 

demetine diktir. M  yarı regle yüzey için bir parametrizasyon  

              ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

, , , , , ,...,
k

k

k i i k

i

t u u t u e t t u u Iϕ α
=

= + ∈ ×�� �             (3.3)          
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olarak verilir. (3.3) denklemi ile verilen parametrik gösterimde, MΩ ⊂  merkez yarı regle 

yüzeyinin merkez noktası olarak adlandırılan noktalarda  

   0uσ =   , 1 mσ≤ ≤       (3.4) 

dır. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyi için Teorem 

2.3.6. ve (3.2) denklemi göz önüne alınırsa 

( ) ( )
1

1 1
1 1 1

k

it i

i

k k m

i j ji i k k m k m

i j

t u e t

u e u a aσ σ σ σ
σ

ϕ α

ζ α ε κ η

=

+ + + + +
= = =

= +

� �
= + + +� �

� �

�

� � �

� �

             (3.5) 

ve 

  ( )
iu ie tϕ =   , 1 i k≤ ≤                       (3.6) 

bulunur. Burada ,k k ka aσ σ σε + + +=  dır. Böylece, M  yarı regle yüzeyinin te�etsel demetinin 

kanonik bazı 

1 1 1 2
1 1 1

, , , ,
k k m

i j ji i k k m k m k

i j

u e u a a e e eσ σ σ σ
σ

ζ α ε κ η+ + + + +
= = =

� 	� �
 

+ + +� �� �


 
� �
 �
� � � �          (3.7) 

olur. Bu kanonik baza göre M  yarı regle yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları 

00 ,t tg ϕ ϕ=     ,    0 ,
ii u t

g ϕ ϕ=     ,    ,
i jij u ug ϕ ϕ=     ,    1 ,i j k≤ ≤
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olup, (3.5) ve (3.6) denklemleri yardımıyla, 

  

( ) ( )
2

2 2

00 1 1
1 1 1

0
1

,

, 1

, 1 ,

i

j j

k k m

t t i i j ji k k m m

i j

k

i u t i i j ji

j

ij u u i ij

g u u

g u i k

g i j k

σ σ σ
σ

ϕ ϕ ε ζ α ε κ ε η

ϕ ϕ ε ζ α

ϕ ϕ ε δ

+ + + +
= = =

=

� �
= = + + +� �

� �

� �
= = + ≤ ≤� �

� �

= = ≤ ≤

� � �

�  (3.8) 

bulunur. Burada 

1 1 1

, 1 , 1

, 1 , 1

, 1

1 ,

0 ,

i i i

k k k

k m k m k m

ij

e e i k

a a m

a a

i j

i j

σ σ σ

ε

ε σ

ε

δ

+ + +

+ + + + + +

= = ≤ ≤

= = ≤ ≤

= =

=�
= �

≠


�

�

�

dır. M  yarı regle yüzeyinin birinci temel formunun matris formu 

[ ]

00 01 02 0

10 11 12 1

20 21 22 2

0 1 2

k

k

ab k

k k k kk

g g g g

g g g g

g g g g g

g g g g

� �
� �
� �
� �=
� �
� �
� �� �

�

�

�

� � � ��� �

�

olmak üzere (3.8) denklemi yardımıyla 
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elde edilir. Buradan, 1 2 3. . . ... . kε ε ε ε ε=  olmak üzere, bu matrisin determinantı 

[ ] ( ) ( )
1

2 2
11

det , 1 ,
m

ab k u mk m
g g a b kσ

σ

ε κ ε ησ σε +
=

+ ++ +

� �
= = ≤ ≤� �

� �
�     (3.10) 

dir. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, ,  fonksiyonunun nondejenere 

olmasından dolayı [ ]abg  matrisi tersinirdir (O’Neill, 1983). Böylece, [ ]abg  regüler matris 

oldu�undan  

( ) ( )
1

2 2
11 0

m

k u mk mσ
σ

ε κ ε ησ σ+
=

+ ++ +
≠�

dır. [ ]abg  matrisi bir kare matris oldu�undan dolayı bu matrisin kendisi ile tersinin çarpımı 

aynı tipten birim matrisi verecektir. Yani, abg� 	
 � , [ ]abg  matrisinin tersi olmak üzere 

[ ] ab

abg g I� 	 =
 �  , 0 ,a b k≤ ≤

dir. O halde, abg� 	
 �  ters matrisi a�a�ıdaki gibi elde edilebilir. 
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 (3.11) denkleminden abg� �� �  ters matrisinin elemanlarının 
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bulunur. i ji j ijε α ε α= −  oldu�undan gerekli sadele�tirmeler sonucu 
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elde edilir.  Ayrıca 2 2 1λε ε= =  ve 0iiα =  oldu�u göz önünde bulundurulursa  
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elde edilir. 
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elde edilir. Benzer �ekilde i ji j ijε α ε α= −  e�itli�i göz önünde bulundurulursa 
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Koszul e�itli�inde (3.8) ve (3.12) denklemleri yerine yazılırsa 
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bulunur. Bu son denklemde 2i i i i iλ λ λ λε α ε α ε α− =  oldu�u göz önüne alınırsa 
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elde edilir. 2 1ε =  ve 0 0
0 0λ λΓ = Γ  oldu�undan dolayı yukarıdaki ifade yeniden 

düzenlenirse 
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e�itli�inde (3.8) ve (3.12) denklemleri yerine yazılırsa 
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bulunur.  Son denklemde 2i i i iλ λ λ λ λε α ε α ε α− =  oldu�u göz önünde bulundurulursa  
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elde edilir. Ayrıca 0iiα =  ve 2 2 1λε ε= = e�itlikleri göz önünde bulundurularak 

denklem yeniden düzenlenir ve 0 0i i

λ λΓ =Γ  oldu�u dikkate alınırsa, 1 ,i kλ≤ ≤  için 
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(3.18) 

oldu�u görülür.  

Sonuç olarak, 1 , ,i j kλ≤ ≤  olmak üzere (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) ve 

(3.18)  denklemlerinde bulunan Christoffel sembolleri, a�a�ıdaki gibidir; 
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 (3.19) 

Burada 1 2 3. . . ... . kε ε ε ε ε= ve 1 i k≤ ≤  için 1iε = �  dir.  

M  yarı regle yüzeyinin { }0 1, , , ku u u�  koordinat sisteminin koordinat kom�ulu�unda 

tanjant uzayının bazı { }0 1, , , k∂ ∂ ∂�  ( i

iu

∂
= ∂

∂
, 0 i k≤ ≤ ) olmak üzere bu yarı regle 

yüzeyin r

lijR  Riemann e�rilik tensörü katsayıları 

0 0

k k
r r r s r s r

lij jl il il js jl is

s si j

R
u u = =

∂ ∂
= Γ − Γ − Γ Γ + Γ Γ

∂ ∂
� �

�eklindedir. r

lijR  Riemann e�rilik tensörü katsayıları göz önüne alınarak M  yarı regle 

yüzeyinin Riemann-Christoffel e�rilik tensörü 
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k k k
r r s r s r
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r s si j

R g
u u= = =

� �∂ ∂
= Γ − Γ − Γ Γ + Γ Γ� �� �∂ ∂	 

� � �   (3.20) 

dir. Ayrıca Teorem 2.2.8. den dolayı e�rilik tensörü için 
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     (3.21) 

ba�ıntıları vardır.  

�imdi (3.8) ve (3.19) denklemleri yardımıyla Riemann-Christoffel e�riliklerini 

bulalım. 

(3.20) denkleminde (3.8) ve (3.19) denklemlerinde bulunan de�erler yerlerine 

yazılırsa, 0000R  e�rili�i 

0000 0 00 00 00 0 00 0
0 0 00 0

0
k k k

r r s r s r

r s s

r s s

R g
u u= = =

� �∂ ∂
= Γ − Γ − Γ Γ + Γ Γ =� �

∂ ∂	 

� � �
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elde edilir. Ayrıca 1 ,i j k≤ ≤  olmak üzere 00ijR  e�rili�i 
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bulunur. O halde son üç denklemden 

0000 000 00 0i ijR R R= = =    ,   1 ,i j k≤ ≤             (3.22) 

dir. 
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Ayrıca (3.20) denkleminden 0hijR , 1 , ,i j h k≤ ≤ , e�rili�i 
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dir. Son denklemde (3.8) ve (3.19) denklemlerindeki de�erler yerine yazılırsa 
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düzenlenirse 
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� �

elde edilir. Bu e�itlikte  (3.8) ve (3.19) denklemlerindeki de�erler göz önünde 

bulundurulursa 

0lhijR =  , 1 , , ,i j h l k≤ ≤     (3.24) 

elde edilir. 

Son olarak 0 0i jR , 1 ,i j k≤ ≤ , e�rili�i için (3.20) denklemi yeniden düzenlenirse 
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olur. Bu son denklemin de�erini hesaplayabilmek için, (3.19) denkleminde elde 
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( ) ( )0 0
1 1 1 1
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s s j jj s
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� � � �

olarak elde edilir. Bu son denklemler ile birlikte (3.8) denklemindeki e�itlikler (3.25) 

denkleminde yerine yazılırsa 
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 �
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bulunur. Son denklemde 2 1iε =  ve 
0,

,r ri

i

r i

r i
ε δ

ε

≠�
= �

=�
 oldu�u göz önüne alınır ve 

gerekli sadele�tirmeler yapılırsa, 0 0i jR , 1 ,i j k≤ ≤ , e�rili�i 

2

0 0

1 1

2 4i j

i j i j

g g g
R

u u g u u
ε
� �∂ ∂ ∂

= − +� �� �∂ ∂ ∂ ∂	 
          

(3.26) 

olarak elde edilir.  

Çalı�mamızın bundan sonraki kısmında (3.22), (3.23), (3.24) ve (3.26) 

denklemleriyle verilen Riemann-Christoffel e�rilikleri yardımıyla kesit e�rilikleri 

hesaplanacaktır. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  yarı regle yüzeyinin dayanak e�risi 

aynı zamanda Ω  merkez regle yüzeyinin de dayanak e�risi olsun. M  yarı regle 

yüzeyinin ( ),kE tµ  ye ortogonal olan bir n  normal te�et vektörü ( ),t uνξ∀

noktasında ( )1 0mη + ≠  olmak üzere 

( ) ( ) ( )1 1
1

m

k k m k mn u t a t a tσ σ σ σ
σ

ε κ η+ + + + +
=

= +�              (3.27) 

�eklindedir. Bu n  normal te�et vektör alanı timelike veya spacelike olsun. 
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 (2.21) ile birlikte (3.26) ve (3.27) denklemleri göz önüne alınırsa, Mξ ∈  noktasında 

asli kesit e�rili�i ile ilgili a�a�ıdaki teorem verilebilir.  

Teorem 3.1. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey M  olsun. M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ

do�rultman uzayına ortogonal olan nonnull (spacelike ya da timelike) normal te�et 

vektörü n  olmak üzere, Mξ∀ ∈  noktasında ( ),ie n , 1 i k≤ ≤ , nondejenere .i  asli 

kesitinin e�rili�i 

( )
2

2

2 2
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, , 1

2 4
i i

i i

g g
K e n i k

g u g u
ξ ε

� �� �∂ ∂
� �= − + ≤ ≤� �� �∂ ∂	 
	 


(3.28) 

dır. 

�spat. M , merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzey ve bu yarı regle 

yüzeyin te�etsel demetinin (3.7) denkleminde verilen kanonik bazına göre ( ),ie n , 

1 i k≤ ≤ , asli kesitinin bazını olu�turan ie , 1 i k≤ ≤ , ve n  normal te�et vektörünün 

koordinatları sırasıyla ( )0 1, , , kβ β β�  ve ( )0 1, , , kγ γ γ�  olsun. O halde (2.21) 

denkleminden ( ), ,1 ,ie n i k≤ ≤ .i  asli kesitinin e�rili�i 

   ( ) 0 0 0 0
2

,
, , ,

i i i i
i

i i i

R
K e n

e e n n e n
ξ

β β γ γ
=

−

�eklindedir. Bu e�itlikte (3.26) ve (3.27) denklemlerindeki ifadeler yerine yazılırsa 
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2
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σ σ σ
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ε κ η ε κ η ε κ η+ + + + + + + + + + + + + + +
= = =

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=

+ + − +� � �
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elde edilir. Burada 1 i k≤ ≤   ve 1 mσ≤ ≤  olmak üzere  

1 1 1

1 1

,

,

,

, , , 0

i i i

k k k

k m k m k m

i k i k m k k m

e e

a a

a a

e a e a a a

σ σ σ

σ σ

ε

ε

ε

+ + +

+ + + + + +

+ + + + + +

=

=

=

= = =

e�itlikleri göz önünde bulundurulursa .i  asli kesitin e�rili�i 

( )
( ) ( )

2
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2

2 2

1 1
1
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2 4
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i i

i m

i k k m m

g g

u g u
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ξ

σ σ σ
σ

ε

ε ε κ ε η+ + + +
=

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=

� �
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�

 , 1 i k≤ ≤ , 

olur. Bu son denklemde (3.10) denklemi ile verilen 

( ) ( )
1

2 2
11

m

k u mk m
g σ

σ

ε κ ε ησ σε +
=

+ ++ +

� �
= � �

	 

�

 e�itli�i de göz önüne alınırsa 

( )

2
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2 4
,

.

i i
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g g

u g u
K e n

g
ξ

ε

ε ε

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=

elde edilir. Burada da gerekli sadele�tirmeler yapılırsa (3.28) denklemi elde edilir ve 

ispat tamamlanır. 

1n

vE
+ , yarı Öklid uzayında 0v =  ise 1 1

0
n nE E+ += , ( )1n + − boyutlu Öklid uzayı olur. 

Ayrıca 1v =  ise 1
1
nE + , ( )1n + −  boyutlu Minkowski uzayı adını alır.  



53 

Özel Durumlar: 

1- 0v =  durumu 

1 1
0
n nE E+ += , ( )1n + − boyutlu Öklid uzayında merkez regle yüzeyli M , ( )1k + −

boyutlu regle yüzeyin her ξ  noktasında .i  asli kesit e�rili�i 

( )
2

2

2 2

1 1
, , 1

2 4i

i i

g g
K e n i k

g u g u
ξ

� �∂ ∂
= − + ≤ ≤� �

∂ ∂	 


dır (Frank, 1979). 

2- 1v =  ve 0µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli 

timelike M  regle yüzeyinin her ξ  noktasında .i  asli kesit e�rili�i 

( )
2

2

2 2

1 1
,

2 4i

i i

g g
K e n

g u g u
ξ

� �∂ ∂
= +− � �

∂ ∂	 

   ,   1 i k≤ ≤

dir (Ersoy, 2007, Sonuç 4.1.4.) 

3- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli 

timelike regle yüzeyinin her ξ  noktasında .i  asli kesit e�rili�i 
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, , 1
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K e n i k

g u g u
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� �� �∂ ∂
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dır (Ersoy, 2007, Sonuç. 4.2.3.). 
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Teorem 3.2. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin nonnull normal te�et vektörü n  olsun. Mξ∀ ∈

noktasında M  yarı regle yüzeyinin σ . asli kesit e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit 

e�rili�i sırasıyla 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2
112 1

, 2
2 2

111

m
u u mk k k m

K e n
m

u mk k m

κ ε ε κ ε ησ σσ σ σ σσ
ε κσ σ σξ

ε κ ε ησ σσσ

�− + ++ + + +=
=

� + ++ + +=

� �
� �
� �
� �
	 


, 1 mσ≤ ≤    (3.29) 

ve 

( ), 0mK e nξ ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −                        (3.30) 

dır, öyle ki ,e eσ σ σε = , ,k k ka aσ σ σε + + += , 1 1 1,k m k m k ma aε + + + + + +=  dir. 

�spat. M  merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzey ve [ ]abg , M yarı 

regle yüzeyinin birinci temel formunun matris formu olsun. Bu takdirde [ ]abg

matrisinin determinantının uσ  ve ( )m
u ρ+

 ya göre birinci ve ikinci mertebeden kısmi 

türevleri 

( )

2
2 2

2

2

22 2 2

2 , 2 ,

4 , 1

k k

k

g g
u

u u

g
u m

u

σ σ σ σ σ
σ σ

σ σ σ σ
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εε κ εε κ

ε ε κ κ σ

+ +
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∂ ∂
= =

∂ ∂

� �∂
= ≤ ≤� �

∂	 


   (3.31) 

ve 

                  

2
2

2
0

m m m

g g g

u u uρ ρ ρ+ + +

� �∂ ∂ ∂
= = =� �� �∂ ∂ ∂	 


   ,   1 k mρ≤ ≤ −      (3.32) 
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olur. (3.31) denklemindeki e�itlikler (3.28) denkleminde yerine yazılırsa 1 mσ≤ ≤

için nondejenere σ . asli kesitinin e�rili�i 

( ) ( )
22 2

2

1 1
, 2 2

4 2k kK e n u
g g

ξ σ σ σ σ σ σ σε εε κ εε κ+ +

� �
= −� �

	 


olur. Burada 1 2 3. . . ... . kε ε ε ε ε=  dır. 2 2 1k σε ε += =  oldu�u göz önüne alınarak gerekli 

sadele�tirmeler yapılırsa 
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κ εε
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bulunur. Son denklemde (3.10) e�itli�i göz önünde bulundurulursa, 
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� � �� � ��

	 
	 


�

�

�

�

�
�
�
�
�

elde edilir. Burada 2 1ε = , , 1e eσ σ σε = = ± , 1 1 1, 1k m k m k ma aε + + + + + += = ±  ve  

, 1k k ka aσ σ σε + + += = ±     dir. 

Benzer �ekilde, (3.32) denklemi (3.28) e�itli�inde yerine yazılırsa, 1 k mρ≤ ≤ −  için 

( )m ρ+ . asli kesit e�rili�i  

   ( ), 0mK e nξ ρ+ =     ,    1 k mρ≤ ≤ −
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bulunur. 

Böylece (3.32) denklemi göz önüne alınarak a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 3.3. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey M  olsun. Mξ∀ ∈  noktasında 1 k mρ≤ ≤ −  için 

M  nin ( )m ρ+ . asli kesit e�rili�i sıfırdır.  

Özel Durumlar: 

1- 0v =  durumu 

1nE + , ( )1n + − boyutlu Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� M

regle yüzeyin normal te�et vektörü n  olsun. Her ξ  noktasında regle yüzeyin σ . asli 

kesit e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit e�rili�i, sırasıyla, 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

22 2
12 1

, 2
2 2

1
1

m
u um

K e n
m

u m

κ η κσ σ σ σσ
κσ σξ

κ ησ σ
σ

� + +
=

= −

� + +
=

−
� �
� �
� �
� �
	 


, 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nξ ρ+ =   , 1 k mρ≤ ≤ −

elde edilir (Frank, 1979). 

2- 1v =  ve 0µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli,  
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( )1k + − boyutlu M  timelike regle yüzeyinin nonnull (spacelike veya timelike) 

normal te�et vektörü n  olmak üzere bu regle yüzeyin her ξ  noktasında σ . asli kesit 

e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit e�rili�i, sırasıyla, 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2 22
1

1

2
2 2

1
1

,

m

m

m

m

u u

K e n

u

σ ι ι σ σ
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ξ σ

ι ι
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κ κ η κ

κ η

+
=

+
=
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− −� 


� �= −
� �
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�

�
 , 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nξ ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −

elde edilir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.5.). 

3- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı merkez regle yüzeyli, 

( )1k + − boyutlu M  timelike regle yüzeyinin spacelike normal te�et vektörü n

olsun. Bu takdirde M  nin her ξ  noktasında σ . asli kesit e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli 

kesit e�rili�i, sırasıyla, 
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�

�
 , 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nξ ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.4.). 
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Teorem 3.4. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey ve M  yarı regle yüzeyinin σ . asli da�ılma 

parametresi Pσ , 1 mσ≤ ≤  olsun. ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında M  nin σ . asli kesit 

e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit e�rili�i sırasıyla  

  ( ) 21

1
, k k m

K e n
P

ζ σ σ σ
σ

εε ε + + +
= −  , 1 mσ≤ ≤     (3.33) 

ve 

( ), 0mK e nς ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −                     (3.34) 

dır. 

�spat. M  merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzey ve ζ ∈Ω  ve Pσ , 

1 mσ≤ ≤ , sırasıyla M  nin merkez noktası ve σ . asli da�ılma parametresi olsun.   

�lk olarak 1 mσ≤ ≤  için (3.4) e�itli�i (3.29) denkleminde yerine yazılırsa M  yarı 

regle yüzeyinin σ . kesit e�rili�i 

( )
( )

( )( )
2 1

2

1

2
1

2
1

, k k m

k m

m

m

K e n σ
ζ σ σ σ

η

η

ε ε
ε κ

ε

+ + +

+ +

+

+

� �
−� �

= � �
� �
	 


  

olur. Gerekli sadele�tirmeler yapılır, , 1e eσ σ σε = = ± , , 1k k ka aσ σ σε + + += = ± , 

1 1 1, 1k m k m k ma aε + + + + + += = ±  e�itlikleri göz önüne alınır ve denklem yeniden 

düzenlenirse 

( )
2

1

1

, k k m

m

K e n σ
ζ σ σ σ

κ
ε ε ε

η+ + +

+

� �
= − � �

	 

 , 1 mσ≤ ≤
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elde edilir. Bu son denklem ile birlikte (2.38) denklemi göz önüne alınırsa (3.33) 

denklemi elde edilir. 

Ayrıca Sonuç 3.3. den dolayı 1 k mρ≤ ≤ −  için M  yarı regle yüzeyinin ( )m ρ+ . 

asli kesit e�rili�i sıfırdır. 

Özel Durumlar: 

1- 0v =  durumu 

1+nE , Öklid uzayında M  regle yüzeyin σ . asli da�ılma parametresi Pσ , 1 mσ≤ ≤ , 

olmak üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında σ . asli kesit e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit 

e�rili�i sırasıyla 

( ) 2

1
,K e n

P
ζ σ

σ

= −  , 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nζ ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −

dir (Frank, 1979). 

2- 1v =  ve 0µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli M

timelike regle yüzeyinin σ . asli da�ılma parametresi Pσ , 1 mσ≤ ≤ , olmak üzere 

ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında M  nin σ . asli kesit e�rili�i ve ( )m ρ+ . asli kesit 

e�rili�i sırasıyla 
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   ( ) 2

1
,K e n

P
ζ σ

σ

=  , 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nζ ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −

dir  (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.7.). 

3- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� M  timelike regle yüzeyinin σ . asli da�ılma parametresi Pσ  olmak 

üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında M  nin σ . ve ( )m ρ+ . asli kesit e�rilikleri 

sırasıyla  

   ( ) 2

1
,K e n

P
ζ σ σ

σ

ε= −  , 1 mσ≤ ≤

ve 

( ), 0mK e nς ρ+ =  , 1 k mρ≤ ≤ −

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.6.). 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi�

yarı regle yüzeyin 2 − boyutlu σ . asli ı�ın yüzeyi Mσ , 1 mσ≤ ≤ , olsun. Mσ  asli 

ı�ın yüzeyinin 1− boyutlu do�rultmanı { }h Sp eσ σ= , 1 mσ≤ ≤ , ( ),m hF t  yarı altuzayı 

içindedir.  
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Teorem 3.5. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin .σ   asli da�ılma parametresi Pσ  ve 2 − boyutlu 

nondejenere .σ   asli ı�ın yüzeyi Mσ  olsun. Mζ ∈Ω ⊂ , u∈�  için ueσζ +

noktasında Mσ , .σ   asli ı�ın yüzeyinin kesit e�rili�i 

( )
( )

2

1 22 2
1

,ue k k m

k k m

P
K e n

u P
σ

σ
ζ σ σ σ

σ σ

εε ε ε
ε ε

+ + + +

+ + +

= −
+

 ,       1 mσ≤ ≤    (3.35) 

dır. Burada ,e eσ σ σε = , ,k k ka aσ σ σε + + += , 1 1 1,k m k m k ma aε + + + + + +=  dir. 

�spat. 1n

vE
+  de M  yarı regle yüzeyinin nonnull ortogonal yörüngesi boyunca 

{ }h Sp eσ σ= , 1 mσ≤ ≤ , nondejenere asli ı�ınının olu�turdu�u Mσ , 2 − boyutlu .σ

asli ı�ın yüzeyi 

( ) ( ) ( ),t u t ue tσ σϕ α= +  , 1 mσ≤ ≤

parametrizasyonu ile verilir. Böylece Mσ  asli ı�ın yüzeyinin birinci temel formunun 

matrisinin determinantı  

( ) ( )( )2 2
11k u mk m

g σε κ ε ησε + + ++ +
=       (3.36) 

dır. O halde (3.36) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden kısmi türevleri 

   22 k

g
u

u
σ σε ε κ+

∂
=

∂
   ,   

2
2

2
2 k

g

u
σ σε ε κ+

∂
=

∂
   ,   ( )

2
2 24

g
u

u
σ σκ κ

∂� �
=� �

∂	 

      (3.37) 

olur. u∈�  olmak üzere Mζ ∈Ω ⊂  için ueσζ +  noktasında ( ),e nσ  nondejenere 

kesitinin e�rili�i 
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( ) 0 0
2

,
, , ,

ue

R
K e n

e e n n e n
σ

σ σ
ζ σ

σ σ σ

+ =
−

�eklindedir. Bu son denklemde (3.26) denkleminin de�eri yerine yazılır ve (3.36) ve 

(3.37) denklemleri göz önünde bulundurulursa 

( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

22

2 2

2 2 2

22 2 2 2
1 1 1 1

1 1
,

2 4

2 4

2 4

ue

k

k k m m
k k m m

g g
K e n

g u g u

u

u u

σζ σ σ

σ σ σ σ
σ

σ σ σ σ

ε

εε κ κ κ
ε

ε ε κ ε η ε ε κ ε η

+

+

+ + + + + + + +

� �∂ ∂� �
= − +� �� �� �∂ ∂	 
	 


� �
� �

= − +� �
� �+� �+� 
� �	 


( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2

1 1

2
2 2

1 1

2 2 2 2 2 22 2
1 1

2
2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

k k k m m

k k m m

k k k m m

k k m m

k k m m

k

u u

u

u u

u

u

σ σ σ σ σ σ

σ

σ σ

σ σ σ σ σ σ σ
σ

σ σ

σ σ
σ

σ

εε κ ε ε κ ε η κ κ
ε

ε ε κ ε η

ε ε κ κ εε ε κ η κ κ
ε

ε ε κ ε η

εε ε κ η
ε

ε ε

+ + + + +

+ + + +

+ + + + +

+ + + +

+ + + +

+

� �� �− + +� �� 
� �= � �
� �� �+� 
� �	 


� �
� �− − +

= � �
� �� �+� 
� �	 


−
=

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 42 2 2
1 1 1 1

2

1
1 4 2 2 4

1 1 1

2

2

k k m m k m m

m

k k m

k k m m m

u

u u

σ σ σ

σ σ

σ σ σ

κ ε ε ε κ η ε ε η

η
εε ε ε

κ ε ε κ η η

+ + + + + + +

+
+ + +

+ + + + +

� �
� �
� �+ +	 


� �
� �= −
� �+ +	 


elde edilir. Pay ve payda 4
σκ  ile sadele�tirildi�inde 

( )

2

1

1 2 4

4 2 1 1
1

,

2

m

ue k k m

m m
k k m

K e n

u u

σ

σ
ζ σ σ σ

σ
σ σ

η

κ
εε ε ε

η η
ε ε

κ κ

+

+ + + +

+ +
+ + +

� �� �
� �� �
� �	 
= − � �

� � � �� �+ +� � � �� �
	 
 	 
	 


    (3.38) 

bulunur. (3.38) ile birlikte (2.38) denklemi göz alınırsa (3.35) denklemi elde edilir ve 

ispat tamamlanır.  
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Özel Durumlar:

1- 0v =  durumu 

1
0
nE + , Öklid uzayında merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin 

1 mσ≤ ≤  için .σ   asli da�ılma parametresi Pσ  olsun. 2 − boyutlu .σ   asli ı�ın 

yüzeyi Mσ  olmak üzere ζ ∈Ω , u∈�  için { }h Sp eσ σ=  do�rultmanı üzerinde 

ueσζ +  noktasında Mσ , .σ   asli ı�ın yüzeyinin kesit e�rili�i 

( )
( )

2

22 2
,ue

P
K e n

u P
σ

σ
ζ σ

σ

+ = −
+

 ,         1 mσ≤ ≤

elde edilir (Frank, 1979). 

2- 1v =  ve 0µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� timelike regle yüzeyin, 2 − boyutlu .σ  asli ı�ın yüzeyi Mσ  olsun. 

ζ ∈Ω , u∈�  için ueσζ +  noktasında Mσ  nın kesit e�rili�i 

   ( )
( )

2

22 2
,ue

P
K e n

u P
σ

σ
ζ σ

σ

+ =
−

 , 1 mσ≤ ≤   

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.8.). 

3- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� M  timelike regle yüzeyinin 2 − boyutlu .σ  asli ı�ın yüzeyi Mσ

spacelike veya timelike dır.  
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a) Mσ , .σ  asli ı�ın yüzeyi spacelike ve ζ ∈Ω , u∈�  olmak üzere 

{ }h Sp eσ σ=  spacelike do�rultmanı üzerinde ueσζ +  noktasında  .σ  spacelike asli 

ı�ın yüzeyinin kesit e�rili�i 

   ( )
( )

2

22 2
,ue

P
K e n

u P
σ

σ
ζ σ

σ

+ = −
+

    ,    1 mσ≤ ≤                     

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.7.). 

b) Mσ , .σ  asli ı�ın yüzeyi timelike ve ζ ∈Ω , u∈�  için { }h Sp eσ σ=

do�rultmanı üzerinde ueσζ +  noktasında .σ  timelike asli ı�ın yüzeyinin kesit 

e�rili�i 

   ( )
( )

2

22 2
,ue

P
K e n

u P
σ

σ
ζ σ

σ

+ =
+

    ,    1 mσ≤ ≤                     

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.8.). 

�imdi M , merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin do�rultman 

uzayı ( ),kE tµ  içinde bir birim nondejenere vektör e  ve M  yarı regle yüzeyinin 

( ),kE tµ  yarı alt uzayına ortogonal olan nondejenere normal te�et vektörü n  için 

( ),e n  te�et kesitinin e�rili�ini bulalım. 

( ),kE tµ  içinde bir ( )e t  birim vektörü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , , ,m m ke t Sp e t e t e t e t+∈ � �

olmak üzere 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

m ss m k

x x y y z z w w

x y s z m w m s

e t e t e t e t e t
µ

µ

λ λ λ λ
+ −

= = + = + = + + −

= + + +� � � �     ,  ( ) 1e t =

olacak �ekilde yazılabilir. Ayrıca do�rultman uzayı ( ) ( ) ( ){ }, 1 , ,
k k
E t Sp e t e tµ = �

oldu�undan ( ) ( ) ( ){ }, 1 , ,
m s m
F t Sp e t e t= �  ve ( ) ( ) ( ){ }, 1 , ,

k m s m k
Z t Sp e t e tµ− − += � dır, 

öyle ki M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde k µ−  tane 

spacelike ve µ  tane timelike vektör vardır. Farzedelim ki ( ),m sF t  içerisinde 

herhangi s  tane vektör ve  ( ),k m sZ tµ− −  içerisinde herhangi sµ −  tane vektör timelike 

olsun. Bu durumda hem ( ),m sF t  uzayı hem de ( ),k m sZ tµ− −  uzayı yarı altuzaydır. 

Ayrıca ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içerisinde ( )e t  birim vektörü nondejeneredir. ( )e t

vektörünün spacelike ve timelike olma durumlarını göz önünde bulundurarak 

a�a�ıdaki iki durum verebilir. 

1.  Durum    ( )e t  birim vektörü spacelike olsun.  

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin do�rultman uzayı içinde, e  spacelike birim 

vektörü  

   
1 1 1 1

sinh cosh sinh cosh
m ss m k

x x y y z z w w

x y s z m w m s

e e e e e
µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

= + + +� � � �     (3.39) 

�eklinde yazılabilir. Burada,  

           2 2 2 2

1 1 1 1

sinh cosh sinh cosh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + =� � � �         (3.40) 

dır. Öyle ki burada e  spacelike birim vektörü ile 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m ke e e e e e e+ +� � �

baz vektörleri arasındaki hiperbolik açılar 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m kθ θ θ θ θ θ θ+ +� � �  dır.  
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2.  Durum    ( )e t  birim vektörü timelike olsun.  

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin do�rultman uzayı içinde, e  birim timelike 

vektörü 

   
1 1 1 1

cosh sinh cosh sinh
m ss m k

x x y y z z w w

x y s z m w m s

e e e e e
µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

= + + +� � � �     (3.41) 

�eklinde verilebilir, öyle ki 

       2 2 2 2

1 1 1 1

cosh sinh cosh sinh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + = −� � � �         (3.42) 

dir. Sırasıyla 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m kθ θ θ θ θ θ θ+ +� � �  açıları, e  timelike birim vektörü ile 

1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m ke e e e e e e+ +� � �  baz vektörleri arasındaki hiperbolik açılardır.  

Böylece 1. ve 2. durumlar göz önüne alınırsa ( ),e n  nondejenere te�et kesitinin 

e�rili�i ile ilgili sırasıyla a�a�ıdaki teoremler verilebilir. 

Teorem 3.6. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey M  ve ( ),kE tµ  içinde spacelike birim vektör e

olsun. M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  ye ortogonal olan nonnull normal te�et 

vektörü n  olmak üzere Mζ ∈Ω ⊂  noktasında ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i 

ile asli kesit e�rilikleri arasında 

  ( ) ( ) ( )2 2

1 1

, sinh , cosh ,
s m

x x y y

x y s

K e n K e n K e nζ ζ ζθ θ
= = +

= − +� �      (3.43) 



67 

ba�ıntısı vardır. Burada ( ),m sF t  alt uzayındaki timelike vektörler , 1 ,se s m≤ ≤

olmak üzere e  spacelike birim vektörü ile 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m ke e e e e e e+ +� � �  baz 

vektörleri arasındaki hiperbolik açılar sırasıyla 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m kθ θ θ θ θ θ θ+ +� � �  dır. 

�spat. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin do�rultman uzayı içinde e  spacelike birim 

vektörü ve do�rultman uzayına ortogonal olan n  nonnull normal te�et vektörünün 

koordinatları sırasıyla ( )0 1, , , kβ β β�  ve ( )0 1, , , kγ γ γ�  olsun. Bu durumda 

0 0, 0,

, sinh , 1

, cosh , 1

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

z z z

w w w

e e

e e x s

e e s y m

e e m z m s

e e m s w k

β

β θ

β θ

β θ µ

β θ µ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

= = + ≤ ≤ + −

= = + + − ≤ ≤

ve 

0 0, 1 ,

, 0 , 1

n e

n e kν ν

γ

γ ν

= =

= = ≤ ≤

dır.  

O halde ζ ∈Ω  merkez noktasında yukarıdaki e�itlikler (2.21) denkleminde yerine 

yazılırsa 

            ( )

2 2
0 0 0 0

1 1

2

sinh cosh

,
, , ,

s m

x x x y y y

x y s

R R

K e n
e e n n e n

ζ

θ θ
= = +

+

=
−

� �

elde edilir. Böylece son denklem ve (3.26) dan dolayı   



68 

( )
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
, sinh cosh

2 4 2 4

s m

x y

x y sx x x x

g g g g
K e n

g u g u g u g u
ζ θ θ

= = +

� � � �� � � �∂ ∂ ∂ ∂
� � � �= − + + − +� � � �� � � �∂ ∂ ∂ ∂	 
 	 
	 
 	 


� �

bulunur. ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),e nσ , 1 mσ≤ ≤ ,  

nondejenere asli kesitinin e�rili�i göz önüne alınırsa M  yarı regle yüzeyinin ( ),e n

kesitinin e�rili�i  

( ) ( ) ( )2 2

1 1

, sinh , cosh ,
s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n K e nζ ζ ζθ ε θ ε
= = +

= +� �

olur. Burada xε  ve yε  de�erleri göz önünde bulundurulursa (3.43) denklemi elde 

edilir. 

Bu ba�ıntı, M  yarı regle yüzeyinin ζ ∈Ω  merkez noktasında nondejenere kesitinin 

e�rili�i için I. tip yarı Öklidiyen Beltrami-Euler formülü olarak adlandırılır. 

Özel Durum: 

1- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, spacelike merkez regle 

yüzeyli genelle�tirilmi� M  timelike regle yüzeyinin do�rultman uzayı ( )kE t  içinde 

spacelike birim vektör e  olsun. Bu regle yüzeyin ( )kE t ye ortogonal olan normal 

te�et vektörü n  olmak üzere ζ ∈Ω  noktasında ( ),e n  spacelike kesitinin e�rili�i ile 

asli kesit e�rilikleri arasında ba�ıntı 

  ( ) ( ) ( )2 2

1

, cosh , sinh ,
m

s s

s

K e n K e n K e nζ σ ζ σ ζ
σ
σ

θ θ
=
≠

= −�

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.9.). 
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Teorem 3.7. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey M  ve ( ),kE tµ  içinde timelike birim vektör e  olsun. 

M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ ye ortogonal olan nonnull normal te�et vektörü n

olmak üzere Mζ ∈Ω ⊂  noktasında ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i ile asli kesit 

e�rilikleri arasında 

  ( ) ( ) ( )2 2

1 1

, cosh , sinh ,
s m

x x y y

x y s

K e n K e n K e nζ ζ ζθ θ
= = +

= −� �      (3.44) 

ba�ıntısı vardır. Burada ( ),, 1 ,s m se s m F t≤ ≤  alt uzayı içinde timelike vektörlerdir 

ve sırasıyla 1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m kθ θ θ θ θ θ θ+ +� � �  açıları, e  timelike birim vektörü ile 

1 2 1 1, , , , , , , , ,s s m m ke e e e e e e+ +� � �  baz vektörleri arasındaki hiperbolik açılardır. 

�spat. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin do�rultman uzayı içinde e  timelike birim 

vektörü ve do�rultman uzayına ortogonal olan n  nonnull normal te�et vektörünün 

koordinatları sırasıyla ( )0 1, , , kβ β β�  ve ( )0 1, , , kγ γ γ�  olmak üzere 

0 0, 0,

, cosh , 1

, sinh , 1

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

z z z

w w w

e e

e e x s

e e s y m

e e m z m s

e e m s w k

β

β θ

β θ

β θ µ

β θ µ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

= = + ≤ ≤ + −

= = + + − ≤ ≤

ve 

0 0, 1 ,

, 0 , 1

n e

n e kν ν

γ

γ ν

= =

= = ≤ ≤

dır. (2.21) denklemi ζ ∈Ω  merkez noktası için yeniden düzenlenirse 
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            ( )

2 2
0 0 0 0

1 1

2

cosh sinh

,
, , ,

s m

x x x y y y

x y s

R R

K e n
e e n n e n

ζ

θ θ
= = +

+

=
−

� �

olur. Bu son denklem (3.36) denklemi ile birlikte göz önüne alınırsa  

( )
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
, cosh sinh

2 4 2 4

s m

x y

x y sx x x x

g g g g
K e n

g u g u g u g u
ζ θ θ

= = +

� �� � � �� � � �∂ ∂ ∂ ∂� �� � � �= − − + + − +� � � �� � � �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
 	 
	 
 	 
	 

� �

elde edilir. ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),e nσ , 

1 mσ≤ ≤ ,  nondejenere asli kesitinin e�rili�i göz önüne alınırsa M  yarı regle 

yüzeyini ( ),e n  kesitinin e�rili�i  

( ) ( ) ( )2 2

1 1

, cosh , sinh ,
s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n K e nζ ζ ζθ ε θ ε
= = +

= − −� �

olur. Burada xε  ve yε  de�erleri göz önünde bulundurulursa (3.44) denklemi elde 

edilir ve ispat tamamlanır.  

Bu ba�ıntı, M  yarı regle yüzeyinin ζ ∈Ω  merkez noktasında nondejenere kesitinin 

e�rili�i için II. tip yarı Öklidiyen Beltrami-Euler formülü olarak adlandırılır. 

Özel Durum: 

1- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, spacelike merkez regle 

yüzeyli genelle�tirilmi� M  timelike regle yüzeyinin do�rultman uzayı ( )kE t  içinde 

timelike birim vektör e  olsun. M  nin ( )kE t  ye ortogonal olan normal te�et vektörü 
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n  olmak üzere, ζ ∈Ω  noktasında ( ),e n  kesitinin e�rili�i ile asli kesit e�rilikleri 

arasında ba�ıntı 

  ( ) ( ) ( )2 2

1

, sinh , cosh ,
m

s s

s

K e n K e n K e nζ σ ζ σ ζ
σ
σ

θ θ
=
≠

= − +�

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.10). 

Teorem 3.8. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, Ω  merkez regle yüzeyinin 

ζ  merkez noktasında, do�rultmanı ( ) ( ),kh e E tζ µ⊂  olan 2 − boyutlu M  yarı regle 

yüzeyinin da�ılma parametresi P  olsun. e  spacelike vektör olmak üzere ζ ∈Ω

merkez noktasında M  yarı regle yüzeyinin ( ),e n  kesitinin e�rili�i  

( ) 21

1
,

k m
K e n

P
ζ ε ε

+ +
= −     (3.45) 

dır. Burada 1 2. . ... . kε ε ε ε= ve 1 1 1,k m k m k ma aε + + + + + +=   dir. 

�spat. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, e  birim vektörü spacelike oldu�u 

için 2 − boyutlu yarı regle yüzeyin do�rultmanı (3.39) denkleminde verildi�i gibidir. 

Böylece (3.39) denkleminden 

1 1 1 1

sinh cosh sinh cosh
. . . . .m ss m k

x y z wx y z w

x y s z m w m s

e e e e e
µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

= + + +� � � �

bulunur. Son denklemdeki e�itlik (2.26) denkleminde yerine yazılırsa 
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1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

,

sinh cosh sinh cosh

sinh cosh sinh cosh ,

sinh

. .

. . . .

. . . .

. .

k

m ss m k

x y z wx y z w

x y s z m w m s

m sk s m k

x y z wx y z w

x y s z m w m s

s

xx

x

e e e e e

e e e e

e e e e e e

e e

µ µ µ
µ

µ

µ

µ

µ µ µ
µ µ

µ

ε

θ θ θ θ

ε θ θ θ θ

θ ε

=

+ −

= = + = + = + + −

+ −

= = = + = + = + + −

=

= −

= + + +

− + + +

= −

�

� � � �

� � � � �

�

�

1 1 1

1 1 1 1

, cosh ,

sinh , cosh ,

. .

. . . .

k m k

x y yy

y s

m s k k k

z z w wz w

z m w m s

e e e e e e

e e e e e e e e

µ µ µ µ µ
µ µ

µ

µ µ µ µ µ µ
µ µ µ

θ ε

θ ε θ ε

= = + =

+ −

= + = = + + − =

� � � �
+ −� � � �

	 
 	 


� � � �
+ − + −� � � �

	 
 	 


� � �

� � � �

elde edilir. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , ,
. .

k kA t Sp e t e t e t e t= � �  asimptotik demetinin bir 

ortogonal bazı ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , ,k me t e t e t e t
� �

� �  oldu�undan 

1 1

sinh cosh
s m

x yx y

x y s

e e eθ θ
= = +

= +� �
� � �

   ,   1 s m≤ ≤

dır. Böylece 

1 1

, sinh , cosh ,
s m

x x x y y y

x y s

e e e e e eθ θ
= = +

= +� �
� � � � � �

elde edilir. Burada 
2

,e e eε=
� � �

, 
2

,x x k x xe e eε +=
� � �

 ve 
2

,y y k y ye e eε +=
� � �

oldu�undan 

2 2 2
2 2

1 1

sinh cosh
s m

x k x x y k y y

x y s

e e eε θ ε θ ε+ +
= = +

= +� �
� � �

bulunur. e κ=
�

, x xe κ=
�

 ve y ye κ=
�

 oldu�u göz önüne alınırsa    
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2 2 2 2 2

1 1

sinh cosh
s m

x k x x y k y y

x y s

ε κ θ ε κ θ ε κ+ +
= = +

= +� �           (3.46) 

elde edilir. Ayrıca ζ ∈Ω  merkez noktasında 0uσ = , 1 mσ≤ ≤ , �artı da göz önüne 

alınarak (3.43) denkleminde (3.33) ifadesi yerine yazılırsa  

( )
2 2

2 2

1 11 1
1 1, sinh cosh

s m
yx

x x k x y y k y

x y sm m
k m k m

K e nζ ε ε
κκ

θ ε ε θ ε ε
η η+ +

= = ++ +
+ + + +

� � � �� � � �
� 
 � 
= − − + −� � � �
� 
 � 
	 
 	 
� � � �

� �

elde edilir. Son denklemde 1 1 1, 1k m k m k ma aε + + + + + += = ± , , 1x x xe eε = = −  ve 

, 1y y ye eε = =   oldu�u göz önüne alınıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )

2 2

1 1

2
1

2 2

1

sinh cosh

,

s m

x k x y k y

x y s

m

x y

k m
K e nζ

κ κ

ε

θ ε θ ε

η

+ +
= = +

+
+ +

+

= −
� �

bulunur. (3.46) denklemiyle verilen e�itlik yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa 

( )
2

2
1

1,
m

k m
K e nζ

κ
ε ε

η +
+ +

= −

elde edilir. (2.38) denklemiyle verilen M  yarı regle yüzeyinin da�ılma parametresi 

dikkate alınırsa (3.45) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Bu ba�ıntı ζ ∈Ω  merkez noktasında e  spacelike do�rultmanlı 2 − boyutlu yüzeyin 

( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i için yarı Öklidiyen Lamarle formülü olarak 

adlandırılır. 
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Özel Durum:  

1- 0v =   durumu 

1+nE , Öklid uzayında ζ ∈Ω  merkez noktasında do�rultmanı ( ) ( )kh e E tζ ⊂  olan 

2 − boyutlu regle yüzeyin da�ılma parametresi P  olsun. ζ ∈Ω  merkez noktasında 

bu regle yüzeyin ( ),e n  kesitinin e�rili�i  

                 ( ) 2

1
,K e n

P
ζ = −      

dir (Frank, 1979). 

2- 1v =  ve 0µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında, ζ ∈Ω  merkez noktasında spacelike do�rultmanı 

( ) ( )kh e E tζ ⊂  olan 2 − boyutlu timelike regle yüzey M  ve M  nin da�ılma 

parametresi P  olsun. ζ ∈Ω  merkez noktasında M  nin ( ),e n  nonnull kesitinin 

e�rili�i  

   ( ) 2

1
,K e n

P
ζ =

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.10). 

3- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında Ω  spacelike merkez regle yüzeyinin ζ  merkez 

noktasında, spacelike do�rultmanı ( ) ( )kh e E tζ ⊂  olan 2 − boyutlu spacelike regle 

yüzeyinin da�ılma parametresi P  olsun. ζ ∈Ω  merkez noktasında bu regle yüzeyin 

( ),e n  spacelike kesitinin e�rili�i  
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( ) 2

1
,K e n

P
ζ = −

dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.13.). 

Teorem 3.9. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, Ω  merkez regle yüzeyin 

ζ  noktasında do�rultmanı ( ) ( )kh e E tζ ⊂  olan 2 − boyutlu M  yarı regle yüzeyinin 

da�ılma parametresi P  olsun. e  timelike vektör olmak üzere ζ ∈Ω  merkez 

noktasında M  yarı regle yüzeyinin ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i  

( ) 21

1
,

k m
K e n

P
ζ ε ε

+ +
=     (3.47) 

dır. Burada 1 2. . ... . kε ε ε ε= ve 1 1 1,k m k m k ma aε + + + + + +=   dir.  

�spat. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, do�rultmanı ( ) ( ),kh e E tζ µ⊂

olan 2 − boyutlu yarı regle yüzeyi parametrik olarak 

( ) ( ) ( ),t u t ue tϕ α= +

ile verilir. O halde (3.40) denklemiyle verilen e  timelike birim vektörü için  

1 1 1 1

cosh sinh cosh sinh
. . . .. m ss m k

x x y y z z w w

x y s z m w m s

e e e e e
µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

= + + +� � � �

yazılabilir. Son denklem ile birlikte (2.26) denklemi göz önüne alınırsa 

1

1 1 1 1

,

cosh sinh cosh sinh

. .

. . . .

k

m ss m k

x y z wx y z w

x y s z m w m s

e e e e e

e e e e

µ µ µ
µ

µ

µ

ε

θ θ θ θ

=

+ −

= = + = + = + + −

= −

= + + +

�

� � � �

�
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1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

cosh sinh cosh sinh ,

cosh , sinh ,

cosh ,

. . . .

. . . .

. .

m sk s m k

x y z wx y z w

x y s z m w m s

s k m k

x x y yx y

x y s

m s k

z zz

z m

e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e

µ

µ µ µ
µ µ

µ µ µ µ µ µ
µ µ

µ

µ µ µ
µ

ε θ θ θ θ

θ ε θ ε

θ ε

+ −

= = = + = + = + + −

= = = + =

+ −

= + =

− + + +

� � � �
= − + −� � � �

	 
 	 


�
+ −

� � � � �

� � � �

� �
1 1

sinh ,
. .k k

w ww

w m s

e e e eµ µ µ
µ µ

θ ε
= + + − =

� � �
+ −� � � �

	 
 	 

� �

elde edilir. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , ,
. .

k kA t Sp e t e t e t e t= � �  asimptotik demetinin bir 

ortogonal bazı ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , ,k me t e t e t e t
� �

� �  oldu�undan 

1 1

cosh sinh
s m

x x y y

x y s

e e eθ θ
= = +

= +� �
� � �

elde edilir. Bu vektörün kendisiyle iç çarpımından 

2 2

1 1

, cosh , sinh ,
s m

x x x y y y

x y s

e e e e e eθ θ
= = +

= +� �
� � � � � �

bulunur. Burada 
2

,e e eε=
� � �

 , 
2

,x x k x xe e eε +=
� � �

 ve  
2

,y y k y ye e eε +=
� � �

 dir ve 

2 2 2

1 1

cosh sinh
s m

x k x x y k y y

x y s

e e eε θ ε θ ε+ +
= = +

= +� �
� � �

elde edilir. e κ=
�

, x xe κ=
�

 ve y ye κ=
�

 oldu�u göz önüne alınırsa 

   2 2 2

1 1

cosh sinh
s m

x k x x y k y y

x y s

εκ θ ε κ θ ε κ+ +
= = +

= +� �                   (3.48) 
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dır. Ayrıca ζ ∈Ω  merkez noktasında (3.33) denkleminden dolayı ( ),e nσ , 1 mσ≤ ≤ , 

nondejenere asli kesitinin e�rili�i 

           ( )
2

1
1, k

m
k m

K e n σ
ζ σ σ σ ε

κ
ε ε

η+

+
+ +

� �
= − � �

	 

  

dır. Bu son e�itlik, (3.44) de verilen ( ),e n  kesitinin e�rili�i ile asli kesit e�rilikler 

arasındaki ba�ıntıda yerine yazılırsa 

     ( )
( ) ( )

2 2

2 2

1 1
1 1

1 1
, cosh sinh

s m
yx

x x k x y y k y

x y s
k m k m

m m

K e nζ ε ε
η η

κκ
θ ε ε θ ε ε+ +

= = +
+ + + +

+ +

� � � �� � � �
� 
 � 
= − − −� � � �
� 
 � 
	 
 	 
� � � �

� �

bulunur. Burada, , 1x x xe eε = = − , , 1y y ye eε = = , 1 1 1, 1k m k m k ma aε + + + + + += = ±  dir. 

Gerekli düzenlemeler yapıldı�ında 

( )

2 2

1 1

2
1

2 2

1

cosh sinh

,

s m

x k x y k y

x y s

m

x y

k m
K e nζ

κ κ

ε

θ ε θ ε

η

+ +
= = +

+
+ +

+

=
� �

olur. Bu son denklemde (3.48) denklemiyle verilen e�itlik yerine yazılırsa 

( )
2

2
1

1,
m

k m
K e nζ

κ
ε ε

η +
+ +

=

bulunur. (2.38) denklemiyle verilen M  yarı regle yüzeyinin da�ılma parametresi son 

denklemde yerine yazılırsa (3.47) ifadesi bulunur ve ispat tamamlanır.  

Bu ba�ıntı ζ ∈Ω  merkez noktasında, e  timelike do�rultmanlı 2 − boyutlu yüzeyin 

( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i için yarı Öklidiyen Lamarle formülü olarak 

adlandırıldı. 
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Özel Durum: 

1- 1v =  ve 1µ =  durumu 

1
1
nE + , Minkowski uzayında Ω  spacelike merkez regle yüzeyinin ζ  noktasında, 

timelike do�rultmanı ( ) ( )kh e E tζ ⊂  olan 2 − boyutlu timelike regle yüzeyinin 

da�ılma parametresi P  olsun. ζ ∈Ω  merkez noktasında regle yüzeyin ( ),e n

timelike kesitinin e�rili�i  

( ) 2

1
,K e n

P
ζ =

dır  (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.14.). 

Böylece, Teorem 3.8. ve Teorem 3.9. dan a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 3.10. M  yarı regle yüzeyinin ortogonal yörüngesi boyunca ( ) ( ),kh e E tζ µ⊂ ,  

do�rultmanın hareketiyle olu�an 2 − boyutlu yarı regle yüzeyin kesit e�rili�i, 3
1IR

Minkowski uzayında nonnull regle yüzeylerin Gauss e�rili�ine dejenere olur. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin 

merkez regle yüzeyi Ω  olmak üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında eσ , 1 mσ≤ ≤ , ile 

lineer ba�ımsız herhangi a  birim vektörü  

0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1... ...

s s s s s s m m

m m m s m s m s m s k k

n
a e e e e e

n

e e e eµ µ µ µ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

− − + +

+ + + − + − + + − + + −

= + + + + + + +

+ + + + + +

� �
      ,   1a =

olarak yazılabilir. ( ),m sF t  içinde herhangi s  tane vektör ve  ( ),k m sZ tµ− −  içerisinde 

herhangi sµ −  tane vektör timelike olsun. Bu durumda hem ( ),m sF t  uzayı hem de 
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( ),k m sZ tµ− −  uzayı yarı altuzay dır. Bu yarı altuzayların içinde bulunan vektörlerin 

durumlarına göre 

                2 2 2 2 2
0

1 1 1 1

, 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

a a
µ

µ

λ λ λ λ λ
+ −

= = + = + = + + −

= + + + + = ±� � � �

dir. Yani, a  birim vektörü spacelike veya timelike vektördür. Böylece M  yarı regle 

yüzeyinin Ω  merkez regle yüzeyi nondejeneredir.  

a  birim vektörünün ve n  birim normal vektörünün spacelike veya timelike olma 

durumlarını göz önünde bulundurarak a�a�ıdaki sınıflandırmayı yapabiliriz. 

1) a  birim vektörü spacelike ve n  birim normal vektörü spacelike, 

2) a  birim vektörü spacelike ve n  birim normal vektörü timelike, 

3) a  birim vektörü timelike ve n  birim normal vektörü spacelike, 

4) a  birim vektörü timelike ve n  birim normal vektörü timelike, 

olabilir. �imdi söz konusu durumları ayrı ayrı inceleyelim. 

1) a  birim vektörü spacelike ve n  birim normal vektörü spacelike olsun. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey olsun. M  yarı regle yüzeyinin asli çatısı 

{ }1, , , , , ,s m ke e e e� � �  ve ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan normal te�et 

vektörü n  olmak üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a  spacelike birim 

vektörü için 

cosh sinh cosh sinh cosh0
1 1 1 1

m ss m kn
a e e e ex x y y z z w w

n x y s z m w m s

µ
ψ ψ ψ ψ ψ

µ

+ −
= + + + +� � � �

= = + = + = + + −
 (3.49) 

ve  
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2 2 2 2

1 1 1 1

sinh cosh sinh cosh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + =� � � �

  

olarak yazılabilir. Burada se , 1 s m≤ ≤ , ( ),m sF t  altuzayı içinde timelike vektörler 

olmak üzere 0 1, , , , ,s kψ ψ ψ ψ� �  açıları sırasıyla a  spacelike birim vektörü ile 

1, , , , ,s kn e e e� �  vektörleri arasındaki hiperbolik açılardır.  

2) a  birim vektörü spacelike ve n  birim normal vektörü timelike olsun. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin asli çatısı { }1, , , , , ,s m ke e e e� � �  ve ( ),kE tµ

do�rultman uzayına ortogonal olan normal te�et vektörü n  olsun. ζ∀ ∈Ω  merkez 

noktasında, a  herhangi spacelike birim vektörü olmak üzere 

   

sinh sinh cosh sinh cosh0 1 1 1 1

m ss m kn
a e e e ex x y y z z w w

x y s z m w m sn

µ
ψ ψ ψ ψ ψ

µ

+ −
� � � �= + + + +
= = + = + = + + −

(3.50) 

ve  

2 2 2 2

1 1 1 1

sinh cosh sinh cosh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + =� � � �

  

dir. Öyle ki se , 1 s m≤ ≤ , ( ),m sF t  altuzayı içinde timelike vektörler olmak üzere 

0 1, , , , ,s kψ ψ ψ ψ� �  açıları sırasıyla a  spacelike birim vektörü ile 1, , , , ,s kn e e e� �

vektörleri arasındaki hiperbolik açılardır.  

3) a  birim vektörü timelike ve n  birim normal vektörü spacelike olsun. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey olsun. M  yarı regle yüzeyinin asli çatısı 
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{ }1, , , , , ,s m ke e e e� � �  ve ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan normal te�et 

vektörü n  olmak üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a  timelike birim 

vektörü için 

    

sinh cosh sinh cosh sinh0 1 1 1 1

m ss m kn
a e e e ex x y y z z w w

x y s z m w m sn

µ
ψ ψ ψ ψ ψ

µ

+ −
� � � �= + + + +
= = + = + = + + −

(3.51) 

ve 

2 2 2 2

1 1 1 1

cosh sinh cosh sinh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + = −� � � �

�eklindedir, öyle ki burada a  timelike birim vektörü ile 1, , , , ,s kn e e e� �  vektörleri 

arasındaki hiperbolik açılar sırasıyla 0 1, , , , ,s kψ ψ ψ ψ� �  ve se , 1 s m≤ ≤ ,  vektörleri 

( ),m sF t  altuzayı içinde timelike vektörlerdir. 

4) a  birim vektörü timelike ve n  birim normal vektörü timelike olsun. 

1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzey olsun. M  yarı regle yüzeyinin asli çatısı 

{ }1, , , , , ,s m ke e e e� � �  ve ( )kE t  do�rultman uzayına ortogonal olan normal te�et 

vektörü n  olsun. ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a  timelike birim vektörü için 

    

cosh cosh sinh cosh sinh0 1 1 1 1

m ss m kn
a e e e ex x y y z z w w

x y s z m w m sn

µ
ψ ψ ψ ψ ψ

µ

+ −
� � � �= + + + +
= = + = + = + + −

(3.52) 

ve 

              2 2 2 2

1 1 1 1

cosh sinh cosh sinh 1
m ss m k

x y z w

x y s z m w m s

µ

µ

θ θ θ θ
+ −

= = + = + = + + −

− + − + = −� � � �             
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�eklindedir. Burada se , 1 s m≤ ≤ , ( ),m sF t  altuzayı içinde bir timelike vektörler 

olmak üzere a  timelike birim vektörü ile 1, , , , ,s kn e e e� �  vektörleri arasındaki 

hiperbolik açılar sırasıyla 0 1, , , , ,s kψ ψ ψ ψ� �  dır.  

(2.21) denklemini göz önünde bulundurarak 1 mσ≤ ≤  için ( )ue Mσζ + ∈

noktasında ( ),e aσ  nondejenere kesitinin e�rili�i 

( ) 0 0 0 0
2

,
, , ,

ue

R
K e a

e e a a e a
σ

σ σ σ σ
ζ σ

σ σ σ

β β λ λ
+ =

−
            (3.53) 

dır. Dolayısıyla son denklemle birlikte yukarıda verilmi� olan (1), (2), (3)  ve 

(4) durumları göz önüne alınırsa 1 mσ≤ ≤  için ( ),e aσ  kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ

σ . asli kesitinin e�rili�i arasında ba�ıntı ile ilgili teoremler sırasıyla verilebilir. 

Teorem 3.11. 1n

vE
+  de M , merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin 

( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan spacelike normal te�et vektörü n  olsun. 

Böylece ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında xe , 1 x s≤ ≤ ,  timelike vektörleri ile ayrı ayrı 

lineer ba�ımsız olan herhangi bir a  spacelike birim vektörü verildi�inde, 

( )xue Mζ + ∈  noktasında ( ),xe a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),xe n

nondejenere x . asli kesitinin e�rili�i arasında ba�ıntı 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,

x xx ue x ue xK e a K e nζ ζψ ψ+ ++ =       (3.54) 

dır. Burada 0ψ  ve xψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile xe  arasındaki hiperbolik açılardır. 

�spat. ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� � , sırasıyla ie , 1 i k≤ ≤ , .i  baz 

vektörünün ve a  spacelike birim vektörünün koordinatları olmak üzere 

0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤
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ve 

0
0 0

cosh
, , , sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

e�itlikleri vardır. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

2
2 2

2 0
2 2

2

cosh 1 1

2 4
,

sinhx

x

x x

ue x

x x

g g

u g un
K e aζ

ψ
ε ε

ε ψ+

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=
−

bulunur. Burada 1 2. . ... . kε ε ε ε=  ve ,x x xe eε =  dir. Son denklemde 
2

n gε=   ve 

xe  vektörünün timelike oldu�u göz önüne alınırsa 

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 sinh , cosh

2 4xx ue x

x x

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂
� �+ = − − + � �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. Son denklem ve (3.28) den  

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,

x xx ue x x ue xK e a K e nζ ζψ ψ ε+ ++ = −

bulunur.  Burada xe  vektörünün timelike oldu�u göz önüne bulundurulursa ( ),xe n , 

1 x s≤ ≤ ,  nondejenere x . asli kesitinin e�rili�i ile ( ),xe a  nondejenere kesitinin 

e�rili�i arasındaki ba�ıntı olan (3.54) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.12. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

spacelike normal te�et vektörü n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike 

birim vektörü a  olsun. Bu takdirde ye , 1s y m+ ≤ ≤ ,  spacelike vektörleri ile lineer 
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ba�ımsız olan herhangi bir a  spacelike birim vektörü verildi�inde, ( )yue Mζ + ∈

noktasında ( ),ye a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),
y
e n  nondejenere y . asli 

kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , cosh ,

y yy ue y ue yK e a K e nζ ζψ ψ+ +− =   (3.55) 

ba�ıntısı vardır, öyle ki 0ψ  ve yψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile ye  arasındaki hiperbolik 

açılardır. 

�spat. ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün ve  (3.49) denklemi ile verilen a  spacelike birim 

vektörünün koordinatları sırasıyla ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �

olmak üzere 

0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, , , sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

vardır. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi 1s y m+ ≤ ≤  için ( )yue Mζ + ∈  noktasında 

( ),ye a  nondejenere kesitinin e�rili�ini veren (3.53) denkleminde yerine yazılır, 

2
n gε=   ve ye  vektörünün spacelike oldu�u göz önüne alınırsa 

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 cosh , cosh

2 4yy ue y

y y

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂� �− = − + � �� �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazılırsa  
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( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , cosh ,

y yy ue y y ue yK e a K e nζ ζψ ψ ε+ +− =

bulunur.  Burada ye  vektörünün spacelike oldu�undan ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ ,  

nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i ile ( ),
y
e a  nondejenere kesitinin e�rili�i 

arasındaki ba�ıntı olan (3.55) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.13. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

timelike normal te�et vektörü n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a

spacelike birim vektörü olsun. xe , 1 x s≤ ≤ ,  timelike vektörleri ile lineer ba�ımsız 

olan bir a  spacelike birim vektörü olmak üzere ( )xue Mζ + ∈  noktasında ( ),xe a

nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),xe n  nondejenere x . asli kesitinin e�rili�i 

arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,

x xx ue x ue xK e a K e nζ ζψ ψ+ ++ = −     (3.56) 

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  ve xψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile xe  arasındaki hiperbolik 

açılardır. 

�spat. ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün ve a  spacelike birim vektörünün koordinatları, 

sırasıyla, ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  

  0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, , , sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤
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yazılabilir. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazılır ve 2 1σε =  oldu�u 

dü�ünülürse 

( )

22 2
0

2 2

2

sinh 1 1

2 4
,

sinhx

x x

ue x

x x

g g

u g un
K e aζ

ψ
ε

ε ψ+

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=

−
  ,   

1 2. . ... .

,

k

x x xe e

ε ε ε ε

ε

=

=

elde edilir. Bu son denklemde 
2

n gε= −   ve xe  vektörünün timelike oldu�u göz 

önüne alınırsa 

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 sinh , sinh

2 4xx ue x

x x

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂
� �+ = − + � �� �∂ ∂	 
	 


bulunur. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,

x xx ue x x ue xK e a K e nζ ζψ ψ ε+ ++ =

bulunur. Böylece ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,  nondejenere x . asli kesitinin e�rili�i ile ( ),xe a

nondejenere kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı olan (3.56) denklemi elde edilir ve 

ispat tamamlanır. 

Teorem 3.14. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

timelike normal te�et vektörü n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a

spacelike birim vektörü, ye , 1s y m+ ≤ ≤ , spacelike vektörleri ile lineer ba�ımsız 

olsun. Bu durumda ( )yue Mζ + ∈  noktasında ( ),ye a  nondejenere kesitinin e�rili�i 

ile ( ),
y
e n  nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i arasında a�a�ıdaki ba�ıntı vardır; 
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( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh , .

y yy ue y ue yK e a K e nζ ζψ ψ+ +− = −     (3.57) 

Burada 0ψ  ve yψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile ye  arasındaki hiperbolik açılardır. 

�spat. ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün ve a  spacelike birim vektörünün koordinatları 

sırasıyla ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  ise  

0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, , , sinh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi, 1 y m≤ ≤  için ( )yue Mζ + ∈  noktasında 

( ),ye a  nondejenere kesitinin e�rili�ini veren (3.53) denkleminde yerine yazılır, 

2
n gε= −   ve ye  vektörünün spacelike oldu�u göz önünde bulundurulursa  

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 cosh , sinh

2 4yy ue y

y y

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂� �− = − − + � �� �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh ,

y yy ue y y ue yK e a K e nζ ζψ ψ ε+ +− = −

bulunur.  Burada ye  vektörünün spacelike oldu�u göz önüne bulundurulursa ( ),
y
e n , 

1s y m+ ≤ ≤ ,  nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i ile ( ),
y
e a  nondejenere kesitinin  
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e�rili�i arasındaki ba�ıntı olan (3.57) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.15. 1n

vE
+  de M , merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle 

yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan spacelike normal te�et vektörü 

n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi bir timelike birim vektör a  olsun. Ayrıca  

a  vektörü ile xe , 1 x s≤ ≤ ,  timelike vektörleri lineer ba�ımsız olsun. Bu durumda 

( )xue Mζ + ∈  noktasında ( ),xe a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),xe n

nondejenere x . asli kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh ,

x xx ue x ue xK e a K e nζ ζψ ψ+ +− = −       (3.58) 

dir, öyle ki 0ψ  ve xψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile xe  arasındaki hiperbolik açılardır. 

�spat. ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  sırasıyla ie , 1 i k≤ ≤ , 

vektörünün ve a  timelike birim vektörünün koordinatları olmak üzere 

  0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, , , cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

22 2
2 0

2 2

2

sinh 1 1

2 4
,

coshx

x

x x

ue x

x x

g g

u g un
K e aζ

ψ
ε ε

ε ψ+

� �� �∂ ∂
� �− + � �� �∂ ∂	 
	 
=

− −



89 

bulunur. Öyle ki 1 2. . ... . kε ε ε ε=  ve ,x x xe eε =  dir. Bu son denklemde 
2

n gε= , 

2 1xε =   ve xe  vektörü timelike oldu�undan 

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 cosh , sinh

2 4xx ue x

x x

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂
� �− = − + � �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. Bu son denklemde (3.28) yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh ,

x xx ue x x ue xK e a K e nζ ζψ ψ ε+ +− =

bulunur.  Böylece 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh ,

x xx ue x ue xK e a K e nζ ζψ ψ+ +− = −

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.16. 1n

vE
+ , ( )1n+ − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

spacelike normal te�et vektörü n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a

timelike birim vektörü olmak üzere a  vektörü ile ,ye 1s y m+ ≤ ≤ , spacelike 

vektörleri  lineer ba�ımsız olsun. Bu durumda ( )yue Mζ + ∈  noktasında ( ),ye a

nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),
y
e n  nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i 

arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,

y yy ue y ue yK e a K e nζ ζψ ψ+ ++ = −      (3.59) 

ba�ıntısı vardır, öyle ki 0ψ  ve yψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile ye  arasındaki hiperbolik  
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açılardır ve a  timelike vektörü ye , 1s y m+ ≤ ≤ ,  spacelike vektörleri ayrı ayrı 

lineer ba�ımsızdır. 

�spat. a  timelike birim vektörü ile ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün koordinatları sırasıyla 

( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  ve  ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  olsun. Bu takdirde  

  0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, , , sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazılır , 
2

n gε=   ve 

ye  vektörünün spacelike oldu�u göz önüne alınırsa 

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 sinh , sinh

2 4yy ue y

y y

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂� �+ = − − + � �� �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. O halde  (3.28) denklemi bu son denklemde yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,

y yy ue y y ue yK e a K e nζ ζψ ψ ε+ ++ = −

bulunur.  Böylece ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ ,  nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i ile 

( ),
y
e a  nondejenere kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı olan (3.59) denklemi elde 

edilir ve ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.17. 1n

vE
+  de M , merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle 

yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan timelike normal te�et vektörü 

n  olmak üzere ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a  timelike birim vektörü ile 

lineer ba�ımsız xe , 1 x s≤ ≤ , timelike vektörleri verilsin. Bu takdirde ( )xue Mζ + ∈

noktasında ( ),xe a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),xe n  nondejenere x . asli 

kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , cosh ,

x xx ue x ue xK e a K e nζ ζψ ψ+ +− =     (3.60) 

ba�ıntısı vardır. Burada  a  ile n  ve a  ile xe  arasındaki hiperbolik açılar sırasıyla 0ψ

ve xψ  dır. 

�spat. ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün ve (3.52) denklemi ile verilen a  timelike birim 

vektörünün koordinatları sırasıyla ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �

olmak üzere 

  0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, , , cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ve 
2

n gε= −   ve xe  vektörünün timelike oldu�u göz önünde 

bulundurularak bu son denklemler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazılırsa  

     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 cosh , cosh

2 4xx ue x

x x

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂
� �− = − − + � �� �∂ ∂	 
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elde edilir. Burada ,x x xe eε =  oldu�undan dolayı istenen denklem elde edilir. 

Teorem 3.18. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

timelike normal te�et vektörü n  ve ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi a  timelike 

birim vektörü olsun. Bu durumda ye , 1 y m≤ ≤ ,  spacelike vektörleri ile ayrı ayrı 

lineer ba�ımsız olan herhangi bir a  timelike birim vektörü verildi�inde, 

( )yue Mζ + ∈  noktasında ( ),ye a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),
y
e n

nondejenere y . asli kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ ++ =      (3.61) 

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  ve yψ  sırasıyla a  ile n  ve a  ile ye  arasındaki 

hiperbolik açılardır. 

�spat. ie , 1 i k≤ ≤ , vektörünün ve (3.52) denklemi ile verilen a  timelike birim 

vektörünün koordinatları, sırasıyla, ( )0 1, , , , ,i kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  ise  

0 0, 0 , , , 1i i i i ie e e e i kβ β ε= = = = ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, , , cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e a e x s
n

a e s y m

ψ
γ γ ψ

γ ψ

= = = = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu son e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazılır,  
2

n gε= −   ve ye

vektörünün spacelike oldu�u dikkate alınırsa 
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     ( ) ( )
2

2
2 2

0 2 2

1 1
1 sinh , cosh

2 4yy ue y

y y

g g
K e a

g u g u
ζψ ψ+

� �� �∂ ∂� �+ = − + � �� �� �∂ ∂	 
	 


elde edilir. 1s y m+ ≤ ≤  için ( )yue Mζ + ∈  noktasında ( ),ye a  nondejenere .y  asli 

kesitinin e�rili�iyle verilen (3.28) denklemindeki ifade son denklemde yerine 

yazılırsa 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,

y yy ue y y ue yK e a K e nζ ζψ ψ ε+ ++ =

bulunur.  Burada ye  vektörünün spacelike oldu�u göz önüne bulundurulursa  

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,

y yy ue y ue yK e a K e nζ ζψ ψ+ ++ =

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Özel Durumlar: 

1. 1v =  ve 0µ =  durumu.

1.1.   1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, 

merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  ve M  nin ( )kE t  ye 

ortogonal olan timelike normal te�et vektörü n  olsun. eσ , 1 mσ≤ ≤ , ile lineer 

ba�ımsız herhangi a  spacelike birim vektörü verildi�inde ( )ue Mσζ + ∈  noktasında 

( ),e aσ  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ  timelike σ . asli kesitinin e�rili�i 

arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , sinh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ +− = −
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ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı a  spacelike birim vektörü ile n  timelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır ve σψ , 1 mσ≤ ≤ , a  spacelike birim vektörü ile eσ , 

1 mσ≤ ≤ , baz vektörleri arasındaki açılardır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.12.). 

1.2.  1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, 

merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  ve M  nin ( )kE t  ye 

ortogonal olan timelike normal te�et vektörü n  olsun. eσ , 1 mσ≤ ≤ , ile lineer 

ba�ımsız herhangi a  timelike birim vektörü verildi�inde ( )ue Mσζ + ∈  noktasında 

( ),e aσ  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ  timelike .σ  asli kesitinin e�rili�i 

arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ ++ =

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı a  timelike birim vektörü ile n  timelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır ve σψ , 1 mσ≤ ≤ , a  timelike birim vektörü ile eσ , 

1 mσ≤ ≤ , baz vektörleri arasındaki açılardır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.13.). 

2. 1v =  ve 1µ =  durumu

2.1. 1
1
nE + , ( )1n+ − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

spacelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzeyi M  nin 

herhangi spacelike birim vektörü a  ve ( )mF t  altuzayı içinde timelike vektör se , 

1 s m≤ ≤ , olsun. 

2.1.1. eσ , 1 mσ≤ ≤ , ( sσ ≠ ), spacelike vektörü ile lineer ba�ımsız herhangi 

a  spacelike birim vektörü verildi�inde ( )ue Mσζ + ∈  noktasında ( ),e aσ  timelike 

kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ  spacelike σ . asli kesitinin e�rili�i arasında 
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( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , cosh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ +− =

ba�ıntısı vardır. Burada a  ile n  arasındaki hiperbolik açı 0ψ  ve a  ile eσ , 1 mσ≤ ≤ , 

( sσ ≠ ), arasındaki hiperbolik açı σψ dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.19-i.). 

2.1.2. se , 1 s m≤ ≤ , timelike vektörü ile lineer ba�ımsız herhangi a  spacelike 

birim vektörü verildi�inde ( )sue Mζ + ∈  noktasında ( ),se a  timelike kesitinin 

e�rili�i ile ( ),se n  timelike s . asli kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , cosh ,

s ss ue s ue sK e a K e nζ ζψ ψ+ ++ =

ba�ıntısı vardır. Burada a  ile n  arasındaki hiperbolik açı 0ψ  ve a  ile se  arasındaki 

hiperbolik açı sψ  dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.19-ii.). 

2.2. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

spacelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzeyi M  nin 

herhangi timelike birim vektör a  ve ( )mF t  altuzayı içinde timelike vektör se , 

1 s m≤ ≤ , olsun. eσ , 1 mσ≤ ≤ , sσ ≠ , spacelike vektörleri ile ayrı ayrı lineer 

ba�ımsız olan herhangi bir a  timelike birim vektörü verildi�inde, ( )ue Mσζ + ∈

noktasında ( ),e aσ  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ  spacelike σ . asli kesitinin 

e�rili�i arasında 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ ++ = −

ba�ıntısı vardır, öyle ki 0ψ  ve σψ , sırasıyla, a  ile n  ve a  ile eσ  arasındaki 

hiperbolik açılardır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.20). 
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2.3. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

timelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  nin herhangi 

spacelike birim vektörü a  ve m se + , 1 s k m≤ ≤ − , de ( )k mZ t−  merkez uzayı içinde bir 

timelike vektör olsun. eσ , 1 mσ≤ ≤ , spacelike vektörleri ile ayrı ayrı lineer 

ba�ımsız herhangi a  timelike birim vektörü verildi�inde ( )ue Mσζ + ∈  noktasında 

( ),e aσ  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ  spacelike σ . asli kesitinin e�rili�i 

arasındaki ba�ıntı 

( ) ( ) ( )2 2
01 cosh , cosh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ +− =

dır. Burada a  vektörünün ile n  ve eσ  arasındaki hiperbolik açılar, sırasıyla, 0ψ  ve 

σψ  dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.21). 

2.4. 1
1
nE + , ( )1n+ − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

timelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  ve M  nin 

herhangi bir timelike birim vektörü a , ( )k mZ t−  merkez uzayı içinde timelike vektör 

m se + , 1 s k m≤ ≤ − , olsun. eσ , 1 mσ≤ ≤ , spacelike vektörü ile lineer ba�ımsız 

herhangi a  timelike birim vektörü verildi�inde ( )ue Mσζ + ∈  noktasında ( ),e aσ , 

1 mσ≤ ≤ , timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e nσ , 1 mσ≤ ≤ , spacelike σ . asli 

kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı 

( ) ( ) ( )2 2
01 sinh , sinh ,ue ueK e a K e n

σ σσ ζ σ ζ σψ ψ+ ++ = −

dır. Burada 0ψ  ve σψ , 1 mσ≤ ≤ , sırasıyla, a  ile n  ve a  ile eσ , 1 mσ≤ ≤ , 

arasındaki hiperbolik açılardır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.22). 

�imdi de (3.39) ve (3.41) denklemleri ile verilen ( ),kE tµ  içinde bir e  birim vektörü 

ve (3.49), (3.50), (3.51), (3.52) denklemleri ile verilen ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında a
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birim vektör olmak üzere M  yarı regle yüzeyinin ( ),e a  nondejenere kesitinin 

e�rili�i 

( )
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1

2
,

, , ,

s m

x x x x y y y y

x y s

R R

K e a
e e a a e a

ζ

β β λ λ β β λ λ
= = +

+

=
−

� �
      (3.62) 

�eklindedir. Böylece ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�iyle ilgili a�a�ıdaki 

teoremler verilebilir. 

Teorem 3.19. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

spacelike normal te�et vektörü n  olsun. M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman 

uzayı içinde e  spacelike birim vektörü ile lineer ba�ımsız olan ζ∀ ∈Ω  merkez 

noktasında herhangi spacelike birim vektör a  olmak üzere ( ),e a  nondejenere 

kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı 

( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−
     (3.63) 

dır. Burada a  spacelike birim vektörü ile n  spacelike normal te�et vektörü 

arasındaki açı 0ψ  dır. 

�spat. (3.39) denklemiyle verilen e  birim spacelike vektörü ve (3.49) denklemiyle 

verilen a  birim spacelike vektörünün koordinatları, sırasıyla, ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �

ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  

0 0, 0,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤
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ve 

0
0 0

cosh
, ,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dir. Bu e�itlikler ve (3.26) denklemi (3.62) de yerine yazılırsa 

( )

222 2 2cosh 1 1 1 12 20 sinh cosh2 2 21 12 4 2 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu un x yx y

K e a

e a

ψ
θ ε θ ε

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� �� �� � � �� �� �� 
� �� 
� � � �� � � �� �� 
� �� �� 
	 
� �	 
	 
� � 	 
� �	 


bulunur. Burada 1 2. . ... . kε ε ε ε=  dır. E�er 
2

n gε=  oldu�u göz önüne alınır ve 

gerekli sadele�tirmeler yapılırsa, son denklem 

( )

222 2
1 1 1 12 2 2

cosh sinh cosh0 2 2 2 21 12 24 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 


halini alır. ζ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,   

x . asli kesitinin e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ , y . asli kesitinin e�rili�i göz önüne 

alınırsa  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

cosh sinh , cosh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
=
−

� �

bulunur. Burada 1xε = − , 1yε =  oldu�u dü�ünülürek Teorem 3.6. da verilen I. tip 

yarı Öklidiyen Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa (3.63) denklemi elde edilir  
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ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.20. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

spacelike normal te�et vektörü n  ve ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde timelike birim 

vektör e  ile lineer ba�ımsız olan ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike 

birim vektör a  olsun. Bu takdirde M  nin ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile 

( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i arasında  

( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

+
   (3.64) 

ba�ıntısı vardır. Burada a  spacelike birim vektörü ile n  spacelike normal te�et 

vektörü arasındaki açı 0ψ  dır. 

�spat. (3.41) ve (3.49) denklemlerinden e  ve a  te�et vektörlerinin koordinatları, 

sırasıyla, ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  

0 0, 0,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, ,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤
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dır. Bu e�itlikler ile (3.26) denklemi M  yarı regle yüzeyinin ( ),e a  kesitinin 

e�rili�ini veren (3.62) denkleminde yerine yazılırsa 

( )
( )

222 2 2cosh 1 1 1 12 20 cosh sinh2 2 21 12 4 2 4

,
2

1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu un x yx y

K e a

e a

ψ
θ ε θ ε

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

− +

� �� �� �� �� � � �� �� �� 
� �� 
� � � �� � � �� �� 
� �� �� 
	 
� �	 
	 
� � 	 
� �	 


bulunur, öyle ki 1 2. . ... . kε ε ε ε=  dır. Son denklemde 
2

n gε=  oldu�u göz önüne 

alınır ve gerekli sadele�tirmeler yapılırsa 

( )
( )

222 2
1 1 1 12 2 2

cosh cosh sinh0 2 2 2 21 12 24 4

,
2

1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

− +

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 


elde edilir. ζ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,   

x . asli kesitinin e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ y . asli kesitinin e�rili�i göz önüne 

alınırsa  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

cosh cosh , sinh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
= −
+

� �

bulunur. Burada 1xε = − , 1yε =  olup Teorem 3.7. de verilen II. tip yarı Öklidiyen

Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa (3.64) denklemi elde edilir ki bu da ispatı 

tamamlanır. 

Teorem 3.21. 1n

vE
+  de M  merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin 

( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan timelike normal te�et vektörü n  olsun. 

( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan a
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vektörü, ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında spacelike birim vektör olmak üzere M  nin 

( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

−
     (3.65) 

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ , a  spacelike vektörü ve n  timelike normal te�et vektörü 

arasındaki açıdır. 

�spat. (3.39) ve (3.49) denklemleriyle verilen e  ve a  te�et vektörlerinin 

koordinatları, sırasıyla ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olsunlar. 

Böylece  

0 0, 0,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, ,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dir. Bu e�itlikler ile birlikte (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazılırsa ve 

2
n gε= −  oldu�u göz önünde bulundurulup gerekli sadele�tirmeler yapılırsa 

( )

222 2
1 1 1 12 2 2

sinh sinh cosh0 2 2 2 21 12 24 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− − + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 




102 

elde edilir. Böylece ζ ∈Ω  merkez noktasında ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,   x . asli kesitinin 

e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ , y . asli kesitinin e�rili�i dikkate alınırsa  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

sinh sinh , cosh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
− +� �

	 
=
−

� �

bulunur. Burada 1xε = − , 1yε =  olmasından dolayı Teorem 3.6. da verilen I. tip yarı 

Öklidiyen Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa (3.65) denklemi elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.22. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

timelike normal te�et vektörü n  ve M  yarı regle yüzeyinin  ( ),kE tµ  do�rultman 

uzayı içinde timelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan ζ∀ ∈Ω  merkez 

noktasında herhangi spacelike birim vektör a  olsun. M  yarı regle yüzeyinin ( ),e a

nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i arasındaki 

ba�ıntı 

( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

+
      (3.66) 

dır. Burada a  spacelike birim vektörü ile n  timelike normal te�et vektörü arasındaki 

açı 0ψ  dır. 

�spat.  (3.41) denklemiyle verilen e  birim timelike vektör ve (3.50) denklemiyle 

verilen a  birim spacelike vektörünün koordinatları, sırasıyla ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �

ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  
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0 0, 0,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, ,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ile birlikte (3.26) denklemindeki ifade (3.62) denkleminde yerine 

yazılır ve 
2

n gε= −  oldu�u dikkate alınırsa 

( )
( )

222 2
1 1 1 12 2 2

sinh cosh sinh0 2 2 2 21 12 24 4

,
2

1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− − + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

− +

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 


elde edilir. Böylece ζ ∈Ω  merkez noktasında ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,   x . asli kesitinin 

e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ , y . asli kesitinin e�rili�i göz önüne alınarak  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

sinh cosh , sinh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
=
+

� �

bulunur. Bu son denklemde 1xε = − , 1yε =  oldu�u dikkate alınır ve Teorem 3.7. de 

verilen II. tip yarı Öklidiyen Beltrami-Euler formülünün de�eri yerine yazılırsa ispat 

tamamlanır. 

Teorem 3.23. 1n

vE
+  de merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin 

( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan spacelike normal te�et vektörü n  olsun. 
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M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e

ile lineer ba�ımsız olan ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi timelike birim vektör 

a  olmak üzere ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin 

e�rili�i arasında 

( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

+
      (3.67) 

ba�ıntısı vardır. Burada a  timelike birim vektörü ile n  spacelike normal te�et 

vektörü arasındaki açı 0ψ  dır. 

�spat.  (3.39) ve (3.49) denklemlerinden e  ve a  vektörlerinin koordinatları, sırasıyla 

( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  

0 0, 0,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

sinh
, ,

, cosh , 1

, sinh , 1

s x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. 
2

n gε=   oldu�u göz önünde bulundurularak, bu e�itlikler ile birlikte (3.26) 

denklemi (3.62) de yerine yazılırsa ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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( )
( ) ( )

( )

2 2 2
0

1 1

2

sinh sinh , cosh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
=
− +

� �

elde edilir. Böylece 1xε = − , 1yε =  oldu�undan Teorem 3.6. da verilen I. tip yarı 

Öklidiyen Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 3.24. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

spacelike normal te�et vektörü n  ve ( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde timelike birim 

vektör e  ile lineer ba�ımsız olan ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi timelike 

birim vektör a  olsun. ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere 

kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntı 

( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

−
       (3.68) 

dır. Burada 0ψ ,  timelike birim vektörü a  ile spacelike normal te�et vektörü 

n arasındaki açıdır. 

�spat. e  ve a  birim timelike vektörlerinin koordinatları sırasıyla ( 0 1, ,..., ,sβ β β

), kβ�  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olsunlar. Böylece  

0 0, 0,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 
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0
0 0

sinh
, ,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ile birlikte (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

222 2 2sinh 1 1 1 12 20 cosh sinh2 2 21 12 4 2 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu un x yx y

K e a

e a

ψ
θ ε θ ε

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� �� �� � � �� �� �� 
� �� 
� � � �� � � �� �� 
� �� �� 
	 
� �	 
	 
� � 	 
� �	 


bulunur. Burada 1 2. . ... . kε ε ε ε=  dır. Bu son denklemde 
2

n gε=  göz önüne alınırsa 

( )

222 2
1 1 1 12 2 2

sinh cosh sinh0 2 2 2 21 12 24 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 


elde edilir. ζ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),xe n , 1 x s≤ ≤ ,   

x . asli kesitinin e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ , y . asli kesitinin e�rili�i göz önüne 

alınırsa  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

sinh cosh , sinh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
=
−

� �

bulunur. Burada 1xε = − , 1yε =  oldu�u Teorem 3.7. de verilen II. tip yarı Öklidiyen 

Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa (3.68) denklemi elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 
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Teorem 3.25. 1n

vE
+ , ( )1n + − boyutlu yarı Öklid uzayında, M  merkez regle yüzeyli 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan 

timelike normal te�et vektörü n  olsun. M  yarı regle yüzeyinin ( ),kE tµ  do�rultman 

uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan a  vektörü ζ∀ ∈Ω

merkez noktasında herhangi timelike birim vektör olmak üzere M  yarı regle 

yüzeyinin ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin 

e�rili�i arasındaki ba�ıntı 

( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

+
   (3.69) 

dır. Burada a  timelike birim vektörü ile n  timelike normal te�et vektörü arasındaki 

açı 0ψ  dır. 

�spat.  (3.39) ve (3.52) denklemlerinden e  ve a  te�et vektörlerinin koordinatları 

sırasıyla ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  

0 0, 0,

, sinh , 1

, cosh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, ,a e

n

ψ
γ = =

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e x s

a e s y m

γ ψ

γ ψ

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ile (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazılırsa 



108 

( )

222 2 2cosh 1 1 1 12 20 sinh cosh2 2 21 12 4 2 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu un x yx y

K e a

e a

ψ
θ ε θ ε

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

− −

� �� �� �� �� � � �� �� �� 
� �� 
� � � �� � � �� �� 
� �� �� 
	 
� �	 
	 
� � 	 
� �	 


bulunur. Böylece 1 2. . ... . kε ε ε ε=  ve 
2

n gε= −  oldu�u dikkate alınır gerekli 

sadele�tirmeler yapılır ve (3.28) denklemindeki ifade son denklemde yerine yazılırsa 

( )
( ) ( )

( )

2 2 2
0

1 1

2

cosh sinh , cosh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e a K e a

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
= −
− +

� �

elde edilir. O halde 1xε = − , 1yε =  oldu�undan dü�ünülerek Teorem 3.6. da verilen 

I. tip yarı Öklidiyen Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 3.26. 1n

vE
+  de M  merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyinin 

( ),kE tµ  do�rultman uzayına ortogonal olan timelike normal te�et vektörü n  olsun. 

( ),kE tµ  do�rultman uzayı içinde timelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan  

ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi timelike birim vektör a  olmak üzere ( ),e a

nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  nondejenere kesitinin e�rili�i arasında 

( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−
     (3.70) 

ba�ıntısı vardır. Burada a  timelike birim vektörü ile n  timelike normal te�et vektörü 

arasındaki açı 0ψ  dır. 

�spat. (3.41) ve (3.52) denklemlerinden e  ve a  te�et vektörlerinin koordinatları 

sırasıyla ( )0 1, , , , ,s kβ β β β� �  ve ( )0 1, , , , ,s kγ γ γ γ� �  olmak üzere  
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0 0, 0,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

e e

e e x s

e e s y m

β

β θ

β θ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

ve 

0
0 0

cosh
, ,

, cosh , 1

, sinh , 1

x x x

y y y

a e
n

a e x s

a e s y m

ψ
γ

γ ψ

γ ψ

= =

= = ≤ ≤

= = + ≤ ≤

dır. Bu e�itlikler ile (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazılır ve 

1 2. . ... . kε ε ε ε= , 
2

n gε= −  oldu�u göz önünde bulundurulursa 

( )

222 2
1 1 1 12 2 2

cosh cosh sinh0 2 2 2 21 12 24 4

, 2
1 ,

s mg g g g

x y
x y sg u g uu g u gx yx y

K e a

e a

ψ θ θ

ζ

∂ ∂ ∂ ∂
� �− − + + − +
= = +∂ ∂∂ ∂

=

−

� �� �� � � �� �� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �	 
 	 
	 
 	 
	 


elde edilir. Böylece ζ ∈Ω  merkez noktasında (3.28) denklemi ile verilen ( ),xe n , 

1 x s≤ ≤ , x . asli kesitinin e�rili�i ve ( ),
y
e n , 1s y m+ ≤ ≤ , y . asli kesitinin 

e�rili�inden  

( )
( ) ( )2 2 2

0
1 1

2

cosh cosh , sinh ,

,
1 ,

s m

x x x y y y

x y s

K e n K e n

K e a
e a

ζ ζ

ζ

ψ θ ε θ ε
= = +

� �
+� �

	 
= −
−

� �

dir. Burada 1xε = − , 1yε =  oldu�u için Teorem 3.7. de verilen II. tip yarı Öklidiyen 

Beltrami-Euler formülü göz önüne alınırsa (3.70) denklemi elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 
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1n

vE
+  yarı Öklid uzayında genelle�tirilmi� regle yüzeyin merkez noktasında (3.63)-

(3.70) denklemleri ile verilen ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n

nondejenere kesitinin e�rili�i arasındaki ba�ıntılar yarı Öklidiyen Beltrami-Meusnier 

formülü olarak adlandırılır.

Özel Durumlar: 

1. 1v =  ve 0µ =  durumu

1.1. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı,  

merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. e , ( )kE t  içinde 

bir birim vektör ve n , ( )kE t  ye ortogonal olan spacelike normal te�et vektör olmak 

üzere ζ ∈Ω  merkez noktasında e  ile lineer ba�ımsız herhangi a  spacelike birim 

vektörü verildi�inde ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  spacelike 

kesitinin e�rili�i arasında 

   ( ) ( )
2

0
2

cos
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı a  spacelike birim vektörü ile n  spacelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.14.). 

1.2. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı,  

merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. e , ( )kE t  içinde 

bir birim vektör ve n , M  nin ( )kE t  ye ortogonal olan timelike normal te�et vektör 

olmak üzere ζ ∈Ω  merkez noktasında e  ile lineer ba�ımsız herhangi a  spacelike 

birim vektörü verildi�inde ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  timelike 

kesitinin e�rili�i arasında 
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   ( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı a  spacelike birim vektörü ile n  timelike normal 

te�et vektörü arasındaki hiperbolik açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.15.). 

1.3. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında spacelike do�rultman uzaylı, 

merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. e , ( )kE t  içinde 

bir birim vektör ve n , M  nin ( )kE t  ye ortogonal olan timelike normal te�et vektör 

olmak üzere ζ ∈Ω  merkez noktasında e  ile lineer ba�ımsız herhangi a  timelike 

birim vektörü verildi�inde ( ),e a  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  timelike 

kesitinin e�rili�i arasında 

   ( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

+

ba�ıntısı vardır, burada 0ψ  açısı a  timelike birim vektörü ile n  timelike normal 

te�et vektörü arasındaki hiperbolik açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.16.). 

2. 1v =  ve 1µ =  durumu 

2.1. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı,  

spacelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. M

nin ( )kE t  do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan 

a  vektörü ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike birim vektör olmak üzere 

M  nin ( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  spacelike kesitinin e�rili�i 

arasındaki ba�ıntı 
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   ( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−

dır. Burada a , spacelike birim vektörü ile n , spacelike normal te�et vektörü 

arasındaki açı 0ψ  dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.23.). 

2.2. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı,  

spacelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. M

nin ( )kE t  do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan 

bir a  birim vektörü, ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi timelike birim vektör 

olmak üzere M  nin ( ),e a  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  spacelike kesitinin 

e�rili�i arasında 

    ( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

+

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı, a  timelike birim vektörü ile n , spacelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.24.). 

2.3.  1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

spacelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. 

( )kE t  do�rultman uzayı içinde timelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız olan a

vektörü ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike birim vektör olmak üzere M

nin ( ),e a  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  timelike kesitinin e�rili�i arasında 

   ( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

+

ba�ıntısı vardır. Burada a , spacelike birim vektörü ile n , spacelike normal te�et 

vektörü arasındaki açı 0ψ  dır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.25.). 
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2.4.  1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

timelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. ( )kE t

do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız a  vektörü 

ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike birim vektör olmak üzere M  nin 

( ),e a  nondejenere kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  spacelike kesitinin e�rili�i arasında 

   ( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

−

ba�ıntısı vardır, öyle ki 0ψ  açısı a , spacelike birim vektörü ile n , spacelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.26.). 

2.5. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

timelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. M  nin 

( )kE t  do�rultman uzayı içinde spacelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız a

vektörü ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi timelike birim vektör olmak üzere M

nin ( ),e a  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  spacelike kesitinin e�rili�i arasında 

   ( ) ( )
2

0
2

sinh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
= −

+

ba�ıntısı vardır. Burada 0ψ  açısı a , timelike birim vektörü ile n , spacelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.27.). 

2.6. 1
1
nE + , ( )1n + − boyutlu Minkowski uzayında timelike do�rultman uzaylı, 

timelike merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� timelike regle yüzey M  olsun. M  nin 

( )kE t  do�rultman uzayı içinde timelike birim vektör e  ile lineer ba�ımsız a

vektörü ζ∀ ∈Ω  merkez noktasında herhangi spacelike birim vektör olmak üzere M

nin ( ),e a  timelike kesitinin e�rili�i ile ( ),e n  timelike kesitinin e�rili�i arasında 
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  ( ) ( )
2

0
2

cosh
, ,

1 ,
K e a K e n

e a
ζ ζ

ψ
=

+

ba�ıntısı vardır, öyle ki 0ψ  açısı a , spacelike birim vektörü ile n , spacelike normal 

te�et vektörü arasındaki açıdır (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.28.). 



BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNER�LER 

Bu bölümde çalı�manın orijinal kısmı olan üçüncü bölüm özetlenecek ve bir öneride 

bulunulacaktır.  

1n

vE
+ , ( )1n+ − boyutlu yarı Öklid uzayında genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin birinci 

temel formu ve metrik katsayıları hesaplanarak sırasıyla Christoffel sembolleri, 

Riemann e�rilik tensörü katsayıları ve Riemann-Christoffel e�rilikleri bulundu. 

Merkez regle yüzeyli genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin her noktasında nondejenere 

asli kesitinin e�rili�i Riemann-Christoffel e�rilikleri yardımıyla hesaplandı. Ayrıca 

her bir merkez noktada da nondejenere asli te�et kesitlerinin kesit e�rilikleri 

incelendi. Böylece, genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin asli kesit e�rili�i ile asli 

da�ılma parametresi arasında ba�ıntı bulundu. Daha sonra asli ı�ın yüzeyi göz önüne 

alınarak bu yüzeyin kesit e�rili�i ile asli da�ılma parametresi arasındaki ba�ıntı elde 

edildi. Ayrıca, genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin merkez noktasında normal kesit 

e�rili�i ile asli kesit e�rilikleri arasındaki ba�ıntı elde edildi ve bu ba�ıntı 

genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin te�et kesiti için I. ve II. tip yarı Öklidiyen 

Beltrami-Euler formülü olarak adlandırıldı. Üstelik yarı regle yüzeyin merkez 

noktasında nonnull do�rultmanlı 2 − boyutlu yüzeyin nondejenere kesitinin e�rili�i 

bulundu ve bunlar yarı Öklidiyen Lamarle formülü olarak adlandırıldı. Bu bölümde 

son olarak, genelle�tirilmi� yarı regle yüzeyin herhangi nondejenere te�et kesitlerinin 

e�rili�i ara�tırıldı. Bu yarı regle yüzeyin kesit e�rili�i için ba�ıntılar elde edildi ve 

bunlar yarı Öklidiyen Beltrami-Meusnier formülü olarak adlandırıldı. 

Bu çalı�mada 1n

vE
+ , ( )1n+ − boyutlu yarı Öklid uzayında genelle�tirilmi� yarı regle 

yüzeylerin kesit e�rilikleri için elde edilen teorem ve sonuçlar 1 1
1 ven n

vE E+ +  de 

genelle�tirilmi� null scrolların kesit e�rilikleri için de ara�tırılabilir. 
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