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OZET

Anahtar Kelimeler: Yar1 Oklid uzayi, Regle yiizey, Kesit egriligi, Yar1 Oklidiyen
Beltrami-Euler formiilii, Yar1 Oklidiyen Lamarle formiilii, Yar1 Oklidiyen Beltrami-

Meusnier formiilii.

Dort boliim olarak hazirlanan bu ¢alismanin birinci boliimii giris kismi olup, literatiir
hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimde yar1 Oklid uzayi, yari Riemann manifoldu,
egrilikler ve kesit egrilikleri ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi. Ayrica, yari

Oklid uzayinda yar1 regle yiizeyler tanitildi.

Ucgiincii boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde E™*

(n+1)—boyutlu yari Oklid uzayinda genellestirilmis yar1 regle yiizeylerin kesit

egrilikleri incelendi. Boylece yari regle yiizeylerin 1. ve IL. tip yar1 Oklidiyen
Beltrami-Euler formiilii, yar1 Oklidiyen Lamarle formiilii ve yar1 Oklidiyen Beltrami-

Meusnier formiilleri elde edildi.

Son boliimde ise tim ¢alismanin genis bir 6zeti yapildi ve bundan sonra yapilacak

arastirmalara yonelik 6neride bulunuldu.
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ON THE SECTIONAL CURVATURES OF GENERALIZED SEMI
RULED SURFACES IN (n+1)-DIMENSIONAL SEMI EUCLIDEAN
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This study consists of four parts. The first part is an introduction devoted to the literature
knowledge. In the second part of this study fundamental definitions and theorems related to
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given. Moreover, in semi Euclidean space semi ruled surfaces are introduced.

The third part is original part of this study. In this part the sectional curvatures of generalized
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and semi FEuclidean Beltrami Meusnier formula of semi ruled surfaces are obtained.

In the forth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion is
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BOLUM 1. GIRIS

Geometriye ait bilgileri ve yontemlerini bilimsel bir anlayis i¢inde sistemlestiren
Euclides’dir (M.O. 330-275). Euclides bildiklerini M.O. 300 yillarinda Elementler
adli kitabinda toplamistir. Daha sonraki yillarda, bu eserdeki konulara esas olan
geometriye Oklid geometrisi denilmistir. 17. yy. baslarina kadar, geometri daha ¢ok
cebirsel olmayan bir tarzda, yani Euclides’in sentetik yontemi denilen bir yontem
olarak biliniyordu. Geometri, bu yontem i¢inde, geometrik sekillerin metrik
ozellikleri denen uzunluk, a¢1, alan, hacim v.b. gibi 6zellikleriyle ilgili olarak, ¢ok
sinirh bir sekilde kalmistir. Euclides’e ait temel geometri bilgileri, 19. yy. baslarina
kadar, Oklid dis1 geometrilerin kurulmasina kadar énemini korumustur. 1854°te C. F.
Gauss’un 0Ogrencisi olan B. Riemann, yiizeylerin esas geometrisi ile 1ilgili
calismasinda analiz metodlarmi1 uyguladi ve boylece Oklid olmayan farkli bir
geometri buldu. Sonra, Riemann’in bu ¢alismasi Einstien’1n izafiyet teorisi i¢in temel

teskil etti.

Diferensiyel geometride yar1 Riemann manifoldu, Riemann manifoldunun bir
genellestirilmisidir. Ayrica, Riemann’dan sonra adlandirilan bir ¢ok matematiksel
objeden birisidir. Riemann manifoldu ve yar1 Riemann manifoldu arasindaki énemli
fark metrik tensoriin yar1 Riemann manifoldu tizerinde pozitif tanimli olmamasidir.

Riemann geometrisinde kesit egriligi, Riemann manifoldlarinin egriligini

tanimlayabilmenin yollarindan birisidir. K (IT) kesit egriligi, tanjant uzaymin p

noktasindaki 2—boyutlu IT alt diizlemine baghdir. Yiizeyin kesit egriligi, yiizeyin p
noktasindaki tanjant diizleminin 2—boyutlu IT alt diizleminin gauss egriligidir.
Kisacasi, egrilik kavrami keyfi metrik uzaymnin yerel yapisini tanimlamanin bir
yoludur. Ancak, matematik¢iler onceleri bunun farkinda olmamalarina ragmen,
egriligi calistyorlardi. Bir yiizeyin Gauss anlaminda egrilik kavrami F. Gauss
tarafindan calisilirken, diferensiyellenebilir manifoldlardaki egriligin kesin olarak

tanimlanmas1 ve daha genel anlamda tartisilmasi Riemann’in tezi ile basladi.



Riemann ve yar1 Riemann manifoldlar teorisinde, kovaryant tiirev terimi siklikla
Levi-Civita koneksiyonu olarak kullanilir. Yerel koordinatlar sistemine gore bu
koneksiyonun bilesenleri Christoffel sembolleri olarak adlandirilir. Aslinda Levi-
Civita koneksiyonu E. B. Christoffel tarafindan bulunmasina ragmen, T. Levi-

Civita’dan sonra adlandirildi.

L. Euler, yiizey ile ylizeyin normalini iceren diizlemin (normal diizlem) arakesiti olan
normal egrisini gbéz Oniine almis ve bdylece normal egrilik ile asli egrilikler

arasindaki bagint1 olan Euler Teoremi (Euler egrilik formiilii) literatiire girmistir.

Daha sonra Meusnier, ylizeyin normal diizlemi olmak zorunda olmayan (yiizeyin
belli bir noktasindan gegen ve bu noktada yiizeyin normali ile bir ag1 yapan)
diizlemler ile yiizeyin arakesit egrilerinin normal egriliklerini hesaplamis ve boylece
onemli sonugclar1 ile bilinen Meusnier teoremi ilk olarak 1776 da J. B. Meusnier
tarafindan agiklanmistir. Meusnier teoremi, verilen bir p noktasinda ayni tegete
(asimptotik dogrultu olmayan) sahip olan biitiin egrilerin, p noktasinda egrilik
cemberleri bir kiire {izerinde bulunurlar. Euler formiilii, Lamarle formili ve
Meusnier formiilii klasik yiizey teorisinden gelmektedir. Teget kesit egrilikleri i¢in
Beltrami formiilii, teget kesitinin kesit egriligine uygulanmis olmasina ragmen Euler

formiilii uygulanmamistir. 1976 yilinda H. Frank ve O. Giering “Verallgemeinerte

Regelflachen” baslikli calismasinda E”, n—boyutlu Oklid uzayinda merkez regle
yiizeyli genellestirilmis regle yiizeyler i¢in Euler formiiliinii her bir merkez noktada
teget kesitlerin kesit egriligi i¢in uygulamig ve bu formiil Beltrami Euler formiilii
adim1 almistir. Ayrica regle yiizeyin, teget kesitinin dagilma parametresi ile bagimh
olduguna isaret eden Lamarle formiilii tanimlanmistir. Bu formiller kullanilarak
herhangi teget kesit diizleminin kesit egriligi i¢cin Beltrami Meusnier formiilii

verilmistir.

Regle yiizeyler konusu, diferensiyel geometri ve kinematik teori tekniklerinin en
uygun sekilde kullanilabildigi  arastirma  konulardan biri  oldugundan,
matematikgilerin her zaman ilgi odagi olmustur. Bu yiizden, literatiirde bu konu ile
ilgili ¢ok sayida kaynak bulmak miimkiindiir. Regle yiizeylerin smiflandirilmasi,

dayanak egrisiyle ilgili 6zelliklere gore, regle ylizey ve yiizeyin {izerindeki egrilik



cizgileri, geodezikleri, striksiyon c¢izgileri ve ylizeyin sekil operatorii ve bunun
cebirsel invaryantlarinin incelenmesi, regle yiizeylerin agilabilirligi, ac¢ilim
uzunluklari, kapali regle yiizeylerin incelenmesi gibi konular regle yiizeyler {izerine

yapilan ¢alismalarin basinda gelmektedir.

M. Juza 1962 yilinda genellestirilmis regle ylizeyleri ¢aligmistir. Daha sonra bu
calismalar1 H. Frank ve O. Giering’in c¢alismalar1 izlemistir. Ulkemizde ise 1982
yilinda A. Sabuncuoglu ve 1983 yilinda M. Ergiit doktora tezlerinde genellestirilmis
regle ylizeyleri calistilar. 1983 yilinda S. Keles ve N. Kuruoglu bu yapilan ¢aligmalar
dogrultusunda n— boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeylerin 6zelliklerini ve Massey
Teoremini ifade etti. Yine, 1984’te A. Altin “Yiiksek mertebeden regle yiizeyler”
adli doktora teziyle regle yiizeyler konusunu ele aldi. Ilerleyen yillarda regle
yiuizeyler konusu Lorentz uzayinda da sik bir sekilde ¢alisilmaya baslandi. A. Turgut
1995°de 3 —boyutlu Minkowski uzayinda timelike ve spacelike regle yiizeyleri

inceledi. Daha sonra, regle ytizeyler n—boyutlu Lorentz uzayima genellestirildi. 1995

yilinda M. Tosun “/R', Minkowski uzaymnda spacelike dogrultman uzayh

genellestirilmis timelike regle yiizeyler” ve I. Aydemir “IR’", Minkowski uzayinda

timelike dogrultman uzayli genellestirilmis timelike regle ylizeyler” baslikli doktora
tezleriyle genellestirilmis regle yiizeyleri incelediler. Bu calismalarin devaminda
1998 wyilinda da C. Ekici “Yar1 Oklidiyen uzaylarda genellestirilmis yar1 regle
yiizeyler” adl1 doktora tezini yapmustir.

Calismamizda, E", (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda genellestirilmis yar1 regle

ylizeyin birinci temel formu ve metrik katsayilar1 hesaplanmis ve bunlara baglh
olarak Christoffel sembolleri ve Riemann-Christoffel egrilikleri elde edilmistir.
Boylece yari regle yiizeyin kesit egrilikleri hesap edilmistir. Bu yar1 regle yiizeyin
her bir noktasinda nondejenere asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri birinci temel
formun matrisinin determinanti cinsinden elde edilmistir. Buna ek olarak her bir
merkez noktada da nondejenere asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri incelenmis ve
boylece genellestirilmis yar1 regle yiizeyin asli kesit egriligi ile asli dagilma
parametresi arasinda bagint1 elde edilmistir. Ayrica nondejenere asli 151n ylizeyi goz
ontine almarak bu ylizeyin kesit egriligi ile asli dagilma parametresi arasindaki

bagint1 ortaya konmustur. Genellestirilmis yar1 regle ylizeyin merkez noktasinda



normal kesit egriligi ile asli kesit egrilikleri arasindaki bagintilar elde edilmistir.
Ayrica dogrultman uzayli genellestirilmis yar1 regle yiizeyin herhangi teget

kesitlerinin egriligi arastirilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2. 1. Yan1 Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. V', sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak tizere,

(,):VxV >R

donisiimii, Va,be R ve Yu,v,we V icin

iy (u,v)=(v.u)
ii) <a;+b§,7v>:a<&,7v>+b<;,7v>
<Z;,a§+b7v>=a<l:,$>+b<z},7v>

ozelliklerini sagliyor ise <,> ya V vektor uzayr ilizerinde bir simetrik bilineer

(2 —lineer) form denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.2. V' vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form < , > olsun. Bu

durumda,

i) YueV, u#0 igin <ﬁ,;:> >0 ise < , > bilineer formu pozitif tanimli,
ii) YueV , u#0 igin <ﬁ,;t> <0 ise < , > bilineer formu negatif tanimli,
iii) YueV i¢in <;,;l> >0 ise < , > bilineer formu pozitif yar1 tanimli,

iv) YueV igin <;l,1;> <0 ise < , > bilineer formu negatif yar1 tanimli,



V) YweV igin <Zt,;v> =0 iken u=0eV oluyorsa < , > bilineer formuna

nondejenere aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.3. Bir < , > simetrik bilineer formu nondejeneredir gerek ve yeter sart

< , > nin herhangi bir baza gore ters matrisi vardir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.4. Bir V' vektor uzayr iizerinde <,> nondejenere simetrik bilineer

formuna 7 vektor uzay: tizerinde bir skalar carpma ve (V,< , >) ikilisine de skalar

carpimli uzay denir (Ekici, 1998).

Tamim 2.1.5. V', vektor uzaymnn bir alt uzayr W olmak iizere W* = {;e 4 ‘\7 L W}

olsun. W* altuzayma V vektor uzaymin dik altuzayr denir (O’Neill, 1983).

Burada W™* altuzayma W uzaymin ortogonal komplemani diyemeyiz. Ciinkii

W +W" genellikle V' vektor uzaymin tamami degildir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.6. V' skalar ¢arpim altuzayinin bir alt uzay1 W olmak tizere

iyboyW +boyW* = boyV

s

iy (W) =w

dir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.7. (V,< , >) bir skalar carpim uzay1 ve W da V' nin bir altuzayi olsun.

Eger W {izerinde < , > nondejenere ise W altuzayina nondejenere altuzay aksi halde

W altuzayina dejenere altuzay denir (O’Neill, 1983).



Teorem 2.1.8. V' bir skalar carpim uzay1 ve W da V' vektor uzaymin bir altuzayi

olsun. W bir nondejenere altuzaydir gerek ve yeter sart ¥V =W + W dir (O’Neill,
1983).

Teorem 2.1.9. Bir V # {6} skalar ¢arpim uzayi bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill,

1983).

Tamm 2.1.10. < , >, V' tizerinde simetrik bilineer form ve W uzayr da V' vektor

uzaymin bir altuzayr olsun. < ,> dontisimiintin W {izerinde kisitlanmisi < , > p

olmak tizere

v T WXW - R

(+)

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W altuzaymin boyutuna, <,>

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. Bu durumda

0<v <boy/ dir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.11. M, C” smifindan manifold ve M tizerindeki vekt6ér alanlarinin

uzay1 y (M) olsun.

seklinde bir skalar c¢arpim fonksiyonu tanimli ise M manifolduna Riemann

manifoldu ve < , > ye de M iizerinde bir metrik tensoér denir. Bu metrik tensoriin

indeksine M manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.12. M, C” smifindan bir manifold olmak tizere sabit indeksli < , >

tensori



i) 2—lineer
ii) Simetrik

iii) VX € (M) igin (X,Y)=0 =¥ =0
ise (M,{ , )) ikilisine bir yari Riemann manifoldu denir (O°Neill, 1983).

Tanmm 2.1.13. Bir M yar1 Riemann manifoldu iizerinde < , > metrik tensorliniin

indeksine yar1t Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

M , yar1 Riemann manifoldunun indeksi v olmak tizere 0<v <n=boyM dir. Ozel

olarak v =0 ise M , bir Riemann manifoldu, v=1 ve n>2 ise M, bir Minkowski

manifoldu adin1 alir (O’ Neill, 1983).
Tamim 2.1.14. E™', (n+1)—boyutlu Oklid uzay verilsin. 0<v <n olmak iizere

n+1

<A_}ai;>:_ixiyi + Z X i
i=1

i=v+l1

metrik tensor ile birlikte segilen uzay yar1 Oklid uzay1 olarak isimlendirilir ve E’"
ile gosterilir. Ozel olarak v=0, n>2 ise E;"' = E™"', (n+1)—boyutlu Oklid uzay1
ve v=1, n>2 ise E'", (n+1) —boyutlu Minkowski uzayr adini alir (O’Neill,
1983).

Tanim 2.1.15. X =(x,,%,,...,X,,x,,, )€ E'*" olsun. Eger

- -

i) <X , X > >0 veya X =0 ise X vektoriine spacelike vektor,

ii) <f( X > <0 ise X vektoriine timelike vektor,



iii) <X,X> =0 ve X #0 ise X vektodriine null vektor
denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.16. £, (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzay1 olsun. VX = (X5 X, X, ) s

n> " n+l

Y= (yl,...,y,,,,y,,,+1)e Ev"Jr1 icin
(X.7)=0 2.1)
ise X ve Y vektorleri yar1 Oklid anlamda diktirler denir.

Tamm 2.1.17. V', vektor uzayr iizerinde bir skalar ¢arpma <,> olsun. XeV

vektoriiniin normu
o= i ) e

ile tanimlanir (O’ Neill, 1983).

Teorem 2.1.18. £, (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayi ve X =(x,,%,,...,x,,%,.,)

€ E"" olmak iizere

D[ X]>0 ar,

i) H)?H =0 X bir null vektordiir,

jii) X bir timelike vektor ise | X] =~(X,X) dir,
i) X bir spacelike vektor ise | X] = (X, X) dir

(O’Neill, 1983).
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Tamm 2.1.19. (V,< , >) bir yar1 Oklid uzay1 ve W <V bir altuzay olsun. < , >|W , W

altuzay1 tizerine indirgenmis metrik tensor olmak tizere

()
i ()

iii) < , >|W :WXxW — R dejenere ise W ya null altuzay denir (O’Neill, 1983).

w T WXW — R pozitif tanimli ise W ya spacelike altuzay,

v - WXW — R 1-indeksli ve nondejenere ise W ya timelike altuzay,

Teorem 2.1.20. E™', (n+1)—b0yutlu Minkowski uzayinda, X ve Y pozitif

(negatif) timelike vektorler olsun. Bu durumda
(&.7)< |7 @3)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter

sart X ve Y vektorlerinin lineer bagimli olmasidir (Ratcliffe, 1994).

Teorem 2.1.21. E", (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda, X ve Y pozitif

(negatif) timelike vektorler olsun. Boylece

(%,7) =[] coshe 4

olacak sekilde bir tek @>0 reel sayisi vardir. 6 reel sayist X ve Y timelike

vektorleri arasindaki hiperbolik agidir (Ratcliffe, 1994).

Teorem 2.1.22. E/™', (n+1)—b0yutlu Minkowski uzayinda, iki lineer bagimsiz

spacelike vektor X ve Y olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir

i) X ve Y vektorleri KX’, 17>‘ >H)?HHI7H denklemini saglar,

iy X ve Y spacelike vektorleri tarafindan gerilen ¥ altuzay: timelikedir,
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iii) Sirasiyla, X ve Y ye Lorentz anlamda ortogonal olan H" nin, P ve Q

hiperdiizlemleri ayriktir (Ratcliffe, 1994).

Teorem 2.1.23. E/"', (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda, X ve Y spacelike
vektorlerinin gerdikleri altuzay timelike ise KX’ Y >‘>H)? HH? H esitsizligi vardir.

Boylece,

<)?, ?> - H)?HH?H cosh & (2.5)

olacak sekilde bir tek @>0 reel sayisi vardir. @ reel sayist X ve Y spacelike

vektorleri arasindaki hiperbolik agidir (Ratcliffe, 1994).

Teorem 2.1.24. E*', (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda, X bir spacelike vektor

ve Y timelike vektor ise
<)?, 17> = H)?HHYHSiﬂh 6 (2.6)

olacak sekilde bir tek >0 reel sayis1 vardir. Burada, @ reel sayis1i X spacelike

vektorii ile Y timelike vektorii arasindaki hiperbolik acidir (Ratcliffe, 1994).

Tamim 2.1.25. E""' yar1 Oklid uzay1 ve & da E"*' de bir egri olsun. & egrisinin hiz

vektorii & olmak iizere
i) <Ez, Ez> <0 ise o timelike egri,
ii) <g(, Et> >0 veya a=0 ise o spacelike egri,

iii) <0(, 0!> =0 ve a#0 ise & null egri
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olarak isimlendirilir (O’Neill, 1983).
2.2. Koneksiyonlar ve Egrilik

Tamm 2.2.1. M, bir yar1 Riemann manifoldu ve M {izerinde vektor alanlarinin

uzayt y(M)olsun. V X, Y, Ze y(M) ve Vf e C"(M,R) igin

ozeliklerini saglhiyorsa D ye M iizerinde koneksiyon D)-(Y ye de Y vektdr alanmin

X vektor alanina gore kovaryant tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.2. M, bir yar1 Riemann manifoldu ve M iizerindeki koneksiyon D

olmak iizere V X, Y, Ze y(M) igin

ozelikleri saglaniyorsa D koneksiyonuna M {izerinde Levi-Civita koneksiyonu

denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.2.3. M, bir yar1 Riemann manifoldu ve M nin her bir U koordinat

komsulugu {iizerinde yerel koordinat fonksiyonlar1 x,, x,,...,x, ve tanjant uzaymin

baz {9,,9,,...,9,}, 0, :ai, 1<i<n,olsun.
X

i

p,0,)=Xr, 1<i,j<n 2.7)
k

olmak tizere
Ff;. U—" SR

Fk

; fonksiyonlart D  koneksiyonun Christoffel sembolleri olarak adlandirilir

(O’ Neill, 1983).

[ai,aj] =0 ve (D5) den D, (8‘]. ): D, (9,) dir. Boylece,

J

rt=r* (2.8)

i i
dir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.2.4. U iizerinde yerel koordinat fonksiyonlar1 x,,x,,...,x, ve tanjant

1

uzayinin bazi {d,,9,,...,0,}, dyle ki 9, =ai, 1<i<n, olsun. W:ZWjaj olmak
X J

1

lzere

i J

D, [Z:maj):z(%ﬂJrZ“r;WJak (2.9)
j k X j

dir. Burada T; Christoffel sembolleri
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1 Jg,, Odg. 0%, e
k== k| 2m 4 Zoim 20 | (Koszul esitligi 2.10
=528 { > o o ( sitligi) (2.10)

m m

ile verilir. Ayrica D, , d, yoniindeki yari Oklid anlamda kovaryant tiirev ve g" ise

g,,, matrisinin ters matrisidir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.2.5. M, bir yart Riemann manifoldu ve M iizerinde Levi-Civita

koneksiyonu D olsun.

R..Z=D.D.Z—-D,D.Z-D.. .Z (2.11)

seklinde tanimlanan fonksiyon M {iizerinde 3. mertebeden bir kovaryant tensor

alamidir ve M manifoldunun Riemann egrilik tensorii olarak isimlendirilir

(Hacisalihoglu, 1983).

Ayrica X, y, Ze T, (M) olmak iizere

Ri}:TP(M)%TP(M)
z

— R,z
operatoriine egrilik operatorii ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.6. Eger X, y, Z, v, we T,(M) ise

) R;=-R;
2) (R, ) =—(R,#.7) o)
3) RyZ+R.X+R.y=0 '
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dir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.2.7. M, yari Riemann manifoldunun x,,x,,...,x, koordinat sisteminin
. . 0
koordinat komsulugunda tanjant uzaymmn bazi {9,,9,,...,9,}, 9, == 1<i<n,

olmak tizere M manifoldunun Riemann egrilik tensorii
Ry 0,)= ZR,H (2.13)

seklinde tanimlanir. Bu esitlikteki R;kl fonksiyonlarma A nin Riemann egrilik

tensorii katsayilart adi verilir (Beem, 1981).

Teorem 2.2.8. M , yar1 Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii

n

Ra,,a, (aj ) = ZR;‘klai

i=1

olmak iizere R;kl Riemann egrilik tensorii katsayilari

i a i m i m
R, = an I - ax, r, Z(kal“l,-—l“;ml";g) (2.14)

dir (Beem, 1981).

Tamim 2.2.9. M, n—boyutlu (n>4) yari Riemann manifoldu olsun. V X, Y, Z, W

€ y(M)igin



16

seklinde tanimlanan 4. mertebeden bir kovaryant tensére, M {izerinde Riemann-

Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.10. M, yar1 Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel egrilik

tensori
R;‘jkl = Z g irR;kl (2.16)
r=1

dir (Beem, 1981).

Tamm 2.2.11. M, bir yar1 Riemann manifoldu ve Pe M noktasmdaki 7T,(M)

tanjant uzaymin iki boyutlu alt uzay1 I1 olsun. IT ye M nin P noktasindaki teget
kesiti denir (O’Neill, 1983).

v,we T,(M) tanjant vektorleri, IT teget kesitinin bir bazini olustursunlar. Bu

takdirde
O(7,1)=(v.7)(. )~ (7.%)’ (2.17)

olmak tizere IT teget kesiti nondejeneredir ancak ve ancak Q(¥,w)#0 dir (O’Neill,

1983).

|Q(\7,W)| mutlak degeri v ve w ile olusturulan olan paralelkenarin alaninin karesine

esittir. Eger < , > indefinit ise Q(T/,Vv) negatiftir

| definit ise Q(¥,) pozitif, (, )|

(O’Neill, 1983).

M yar1 Riemann manifoldunun P noktasindaki IT nondejenere teget kesitinin bir

bazi {V, w} olsun. Bu takdirde M manifoldunun teget kesitleri

(3,9)(w, W)~ (v,w)" <0 (timelike diizlem)
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(7,9)(w, W)~ (7,W)" =0 (dejenere diizlem)

<\7,17><ﬁ/, vT/> —<\7,vT/>2 >0 (spacelike diizlem)
olacak sekilde siiflandirilir (Beem, 1981).

Tanim 2.2.12. M , bir yar1 Riemann manifoldu ve Pe M noktasindaki nondejenere

teget kesiti IT olsun. Bu diizlem {izerinde Vv,we IT igin

K@, w)= o (2.18)

seklinde verilen K reel degerli fonksiyonuna M nin P noktasindaki kesit egrilik
fonksiyonu ve K(v,w) reel degerine de M manifoldunun P noktasindaki kesit

egriligi denir (Beem, 1981).

{v,w} baz1 ile verilen TI teget kesitinin kesit egriligi, v = Zvi ai ve W= Zwl. E)i
X, xi
olmak tizere
R. wv.wv
K, w 2 Ry Wi (2.19)

):
Zg!jvingkmwkwm _[Zg!/viwj ]2
dir (Beem, 1981).

Tamm 2.2.13. E'"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda M , (k+1)—boyutlu yari

regle yiizeyin e T, (&) noktasinda tanjant uzayimn iki boyutlu altuzayinin bir bazi

{Z;,E} olsun. Sp{B,E} teget kesiti nondejenere olmak tizere

Kf(B,E)= (2.20)
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olarak tanimlanan K, (Z;,E) reel degerine M yari regle yiizeyinin £ noktasindaki

kesit egriligi denir.

M nin lineer bagimsiz teget vektorleri b ve ¢ nin koordinatlari sirasiyla
(8. B 8.) ve (¥.%s---»7% ) olmak iizere £eT,, (&) noktasinda M regle

yiizeyinin kesit egriligi, bilesenleri cinsinden

k

o = Z RiirslBi:Bryj%
Kelbe)= s @.21)

(b.5)(c.c)-(b.c)

dir.

2.3. £ , Yarl Oklid Uzayinda Genellestirilmis Yar1 Regle Yiizeyler

E™  (n+1)—boyutlu yart Oklid uzaymda, {0Jc/cR olmak izere

diferensiyellenebilir bir nonnull egri

o:1—E"™

t—>0((t)=(0(1(t), L (t))

verilmis olsun. Her &(7) noktasinda tanimlanan {el (1).e,(1),....e, (Z)} ortonormal
baz vektor alan sistemi, O((t) €L’ *I noktasindaki T, o (0{ (t)) tanjant uzayinin bir alt

uzaym gerer. Bu alt uzay E, , () ile gosterilirse

E (t)=Sple(1).e,(2),...e, (1)} < EI*, O0<Su<vy

seklinde k —boyutlu bir altuzaydir.
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1, 1<i<k-
<ei(t)’ej (t)>:gi5ij J € ={ l “

~1 , k—u+1<i<k

olmak iizere E, ,(t), #=1, altuzayma yari altuzay denir. E, ,(¢), =1, yan
altuzayinda 4 tane timelike vektor vardir. Eger =0 ise E,,(¢) altuzayinda
timelike vektor alani olmayacagindan E, , (¢) = E, (¢) dir. Yani, bir Oklid altuzaydir.
Eger u=1 ise E, () bir altuzayinda bir tane timelike vektor alani olacagindan

E, (t) timelike altuzay olacaktir (Ekici, 1998).
Bundan sonra, E, (), # =1, yar altuzay olarak kabul edilecektir.

Tanim 2.3.1. E, (¢ art altuzay1r E™ vari Oklid uzayinin « nonnull egrisi
ko Y yi £,y y g

n+l
v

boyunca hareket ederken E™' yari Oklid uzayinda (k+1)—boyutlu bir yiizey
meydana getirir. Bu yiizeye E', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda
(k+1)—boyutlu genellestirilmis yar1 regle yiizey denir ve bu regle yiizeyi M ile

gosterilir (Ekici, 1998).
Tamm 2.3.2. £, , (¢) yar altuzayma, M genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin o/(¢)
noktasindaki dogrultman uzayr ve « nonnull egrisine de M genellestirilmis yari

regle yiizeyinin dayanak egrisi denir (Ekici, 1998).

Boylece, M, (k+1)—boyutlu yar1 regle yiizeyi i¢in bir parametrizasyon

o(t,u,uy,...ou, )= a(t)+2uiei (), (t,u,uy,...;u, ) e IxR" (2.22)

ile verilir. Eger @ nin ¢ ve u,, 1 <i <k parametrelerine gore tlirevleri alinirsa
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0, =¢ () . 1<i<k

{O.J(I)+iui e.i(t), el,ez,...,ek} (2.23)

sistemi daima lineer bagimsiz olarak kabul edilecektir.

Tamm 2.3.3. E' (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, (k+1)—boyutlu bir yari

regle ylzey M ve yannt regle yiizeyin dogrultman wuzayr da

E ()= Sp{e1 (1).e,(1),....e, (t)} olmak iizere

k.u
Sp{el,eZ,...,ek,él,éz,...,ék} (2.24)

altuzayma, M yar regle yiizeyinin E; , (z‘) dogrultman uzayina gore asimptotik

demeti denir ve A(7) ile gosterilir (Ekici, 1998).

boy A(t)=k+m,0<m<k, olmak iizere A(t) asimptotik demetinin E, ,(¢) yar: alt

uzayini ihtiva eden
lenen sy, |

seklinde bir ortonormal baz bulunabilir. E,

(t) bir yar altuzay oldugundan

e, (), 1<i <k, vektorleri i¢in
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bagintilar1 saglanir 6yle ki burada

1, 1<i<k—u
1 L, k—u+1<i<k

dir. E'™' yari Oklid uzayinmn bir ortonormal bazinda v tane timelike vektor

oldugundan E, ,(¢) yar altuzayini ihtiva eden A(¢) asimptotik demetinin bir

{el’eZ""’ek’ak+1’ak+2""’ak+m}

bazinda da en az 4 tane timelike vektor vardir. Bu ifade eder ki

A(t)=Sp{el,ez,...,ek,él,éz,...,ék}

bir yar1 altuzaydir.

Tamm 2.3.4. £ yar1 Oklid uzaymda (k+1)—boyutlu yar1 regle yiizey M ve M

nin dogrultman uzayi ve dayanak egrisi sirasiyla E; , (t) ve a olsun.

Sp{el,e2,...,ek,e.l,e.z,...,e.k,o'{} (2.25)

altuzayina, M yariregle yiizeyinin E, , (¢) dogrultman uzayma gore tegetsel demeti

denir ve T () ile gosterilir (Ekici, 1998).

M yar regle yiizeyinin asimptotik demeti i¢in boy A(¢)=k+m, 0<m <k, olmak

lizere

k+m<boyT (t)<k+m+1
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dir.

Kabul edelim ki boy T (1) =k+m, 0<m<k, olsun. Bu takdirde

leserne, s, nay, |

hem A(¢) asimptotik demetinin hem de 7 (7) tegetsel demetinin bir ortonormal
bazidir. Bu durumda A(7)=7(¢) dir. A(¢) asimptotik demeti yari altuzay

oldugundan dolay1 7'(7) tegetsel demeti de yar1 altuzaydr.

Kabul edelim ki 0<m<k i¢in boyT(t)=k+m+1 olsun. Bu takdirde ae A(1)

olacagindan T () tegetsel demetinin

{el’62""’ek’ak+1’ak+2""’ak+m’ak+m+l}

seklindeki bir ortonormal bazi bulunabilir. E”*' yar1 Oklid uzay oldugundan v tane
timelike vektor var olup, u tanesi E; , (¢) yan altuzayi iginde kalir. Bu durumda da

T (1) tegetsel demetinin icinde en az 4 tane timelike vektor bulunur. O halde, 7' ()

bir yar1 altuzaydir.

Teorem 2.3.5. E'*' de (k+1)—boyutlu yar regle yiizey M, M nin dogrultman
uzayt E, (), asimptotik demeti 4() ve E,,(¢) nin ortonormal bazi {e(¢),...,
e, (t),€,.(1),..e (t)} olmak tizere boyA(t)=k+m olsun. Bu takdirde

{e1 (1),....e, (t)} ortonormal sistemi, J < I agik araliginda

o .k .
e, =ei—28j<ei,ej>ej ,1<i<m (2.26)

J=1
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olmak tizere

<£i(t),£j(t)>:0 , 1<i, j<m , i# ],

2 2

> o> lemunt (1) > |lens (1) >0

Ve

2
<

2

;m—,quZ(t) <..<

;m—,uH (t)

olacak sekilde bulunabilir (Ekici, 1998).

Teorem 2.3.6. M, E"" yari Oklid uzaymda (k+1)—boyutlu yar1 regle yiizey, bu

yiizeyin dogrultman wuzayr E, () ve asimptotik demeti A(7) olsun.

ki

boy A(t)=k+m,0<m<k, ise E_, () nin {el (1).e,(1),....e, (t)} ortonormal bazi

k
e, 220@]@] +&.,,Ka,,, 1<i<m,

=1

n (2.27)
e, =Zah].eh , m+1<h<k

g0, =—0, , & =&&. g,:<e. e.> , 1<i,j<k

Ve

K>k >..>K,, >0
, r<pu (2.28)
<..< k,<0

m—r+1 m-r+2
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dir (Ekici, 1998).

M, E™' yan Oklid uzaymda (k+1)—boyutlu yari regle yiizey olmak iizere bu

yiizeyin T'(¢) tegetsel demeti i¢in
k+m<boyT (t)<k+m+1

oldugunu biliyoruz. O halde, ilk olarak kabul edelim ki boyT (t)=k+m, 0<m<k,

olsun. Bu durumda M yari regle yiizeyinin ¢ dayanak egrisinin hiz vektorii A4(7)

asimptotik demetinin i¢indedir. Yani

aec A(t)=Sple, el asyynses Oy b

dir. Bu durumda
. k m
a= Z e+ Znhak+h (2.29)
i=1 h=1
yazilabilir. Ayrica, M yari regle yiizeyinin herhangi bir P(¢) dayanak egrisi i¢in
P(t)=a(t)+ ) u,(t)e () (2.30)

yazilabilir. Bu son ifadenin tiirevi alinirsa

P(1) =)+ 3w (e () ()6, (1)

i=1

k m k . .
:Zé/iei +z77hak+h +Z(ui e tu, eij
i1 h=1 i=1
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elde edilir. Burada éi(t) tiirev vektorlerinin (2.27) denkleminde verilen degerleri

yerine yazilirsa

k

. . m k m
P(t)ZZ(gj +uj+2uiaij + z uiaijjej +2(77h +8k+huhKh)ak+h (2.31)
i=1

Jj=1 i=m+1 h=1

bulunur. O halde

n,+&.,u,K =0, 1<h<m (2.32)

sartin1 saglayan P(7) noktalari igin P(t) tiirev vektorleri £, , (¢) dogrultman uzay:
icinde kalacaktir. &,,,x, >0,1</<m, oldugundan dolay1 son denklem sisteminin
¢ozimi tektir, yani m tane u, degiskenleri tek olarak hesaplanabilir. Geriye kalan

k—m tane u, ise keyfi olarak secilebilir.

Tamm 2.3.7. 77, +¢&,,,u,k, =0,1<h<m, denklemini saglayan P(¢) noktalarinin
ciimlesi £, , (¢) dogrultman uzay1 i¢inde (k—m)—boyutlu altuzay olustururlar. Bu
alt uzaya M yari regle ylizeyinin sirt (edge) uzayi denir ve K, (t) ile gosterilir.

Oyle ki
K., (1) :{p(r)\ a(1)€ A(t) ve 1, + € u,x, =0, 1< m} (2.33)

seklinde ifade edilir (Ekici, 1998).

E

» (#) dogrultman uzayi bir yari alt uzay oldugundan baz vektdrlerinin 4 tanesi

timelike vektdrdiir. Bu 4 tane timelike vektdrlerden » <y tanesi K,_, (¢) sirt uzay

icinde ise Kk_m,r(t) sirt uzayr da bir yari altuzay olur. Ozel olarak, r=1 ise



26

K,_,, ,(t) sirtuzay: bir timelike altuzay, r =0 ise K,_, ,(1)=K,_, (¢) sirt uzay1 bir

spacelike altuzaydir.

Tamm 2.3.8. K,_, (¢) sirt uzayi, dogrultman uzayr ve M yan regle yiizeyinin
dayanak egrisi « da, bir dayanak egrisi olarak alinirsa K,_, , (¢) sirt uzayl, o egrisi

boyunca hareket ederken E’"' yar1 Oklid uzayinda (k—m+1)—boyutlu bir yiizey

meydana getirir. Bu ylizeye M yari regle yiizeyinin sirt regle yiizeyi denir (Ekici,
1998).

K

k—m,r

() sirt uzayr yari altuzay oldugundan dolay1 sirt regle yiizeyi yarn regle

yiizeydir.
Kabul edelim ki boyT (t)=k+m+1,0<m<k, olsun. Bu durumda M yar regle
ylizeyinin ¢ dayanak egrisinin d hiz vektorii i¢in

ae A(1)=Sple, ey s,y Gyprss Oy b

dir. Bu durumda 7' (t) tegetsel demetinin bir ortonormal bazi olarak,

{elaeza-"aekaak+17ak+2a~-~’ak+maak+m+1}

olur. Bu durumda, 77, # 0 olmak iizere

m+l

. k m
a= Z ;ei + Zﬂhakw’ +77m+lak+m+1 (234)

i=1 h=1

yazilabilir. Herhangi bir P() dayanak egrisi i¢in
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P(t)=a(t)+ D u,(t)e (1) (2.35)

yazilabileceginden (2.27) denklemindeki éi (¢) tiirev vektorlerinin degerleri yerlerine

yazilirsa

. k . k m
P(’):Z(Q +”j+2“iay‘jej +Z(77h +8k+huhKh)ak+h AW (2.36)
- P

=l =l

bulunur. O halde

n,+&.,uk, =0, 1<h<m (2.37)

olacak bigimdeki P(¢) noktalari igin P(t) tirev vektorleri Sp{el,ez,...,ek,&}

uzaymnda bulunur. 1<h<m i¢in g, k, >0 oldugundan dolayr (2.37) denklem
sisteminin ¢oziimi tektir, yani m tane u, degiskenleri tek olarak hesaplanabilir.

Geriye kalan k—m tane u, ise keyfi olarak seg¢ilebilir (Ekici, 1998).

Tanmm 2.3.9. (2.37) denklemindeki 7, +¢,,,u,k, =0, 1<h<m, sartin1 saglayan
P(t) noktalarimin ciimlesi Sp{el,ez,...,ek,o.t} uzayl iginde (k—m)—boyutlu bir

altuzay olusturur. Bu alt uzaya M yar1 regle ylizeyinin merkez uzayi denir ve
Z,_,, (1) ile gosterilir, dyle ki

zkm(t)z{p(t)\&(f)e A(1) ve 11, + €,,u,K, =0, IShSm}

dir (Ekici, 1998).
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E

.. (2) bir yan altuzay oldugundan u tane baz vektorii timelike vektordiir. Bu

timelike vektorlerden » <y tanesi Zk_m)r(t) icinde ise merkez uzay bir yar
altuzaydir. Ozel olarak, r=1 ise Z,_, (¢) bir timelike altuzay, r=0 ise

Zimo(t)=Z,_, () bir spacelike altuzaydir.

Tamm 2.3.10. Z,_, , (#) merkez uzayi, dogrultman uzay: olarak alinirsa ve M yari
regle yilizeyinin « dayanak egrisi de dayanak egrisi olarak segilirse, Z,_, , (1) uzayi
« egrisi boyunca hareket ederken E"*' yar1 Oklid uzayida (k—m+1)—boyutlu bir

yiizey meydana getirir. Bu ylizeye M yar1 regle yiizeyinin merkez regle ylizeyi denir
ve Q ile gosterilir (Ekici, 1998).

L (1) merkez uzay1 bir yar altuzay oldugundan Q merkez regle yiizeyi de bir

yar1 regle ylizeydir.

Tamm 2.3.11. M, E"" yar1 Oklid uzaymda (k +1)—boyutlu bir yari regle yiizey ve

Q, M yan regle ylizeyinin merkez regle ylizeyi olsun. 2 merkez regle ylizeyinin

dogrultman uzayma total olarak dik olan bir altuzay F, ,(¢), h<r, ve Q merkez
regle ylizeyinin ortogonal yoriingesi de 4 olsun. F, , (¢) dogrultman uzay1 S egrisi
boyunca hareket ederken bir (m+1)—boyutlu regle yiizey meydana getirir. Bu
yiizeye M yar regle yiizeyinin, (m+1)—boyutlu asli regle yiizeyi denir ve A ile

gosterilir (Ekici, 1998).

M, E™ yar1 Oklid uzayinda (k+1)—boyutlu bir yar1 regle yiizey ve Q, M yar
regle ylizeyinin merkez regle ylizeyi olsun. Bu takdirde, M yar regle ylizeyinin

(m+1)—boyutlu asli regle yiizeyi de bir yari regle yiizeydir.

Ayrica burada



29

E. . (t)=5p{e.ep.ne} , u<v
oldugundan

F,,(1)=Spleeyme,} . h<u
ve

Zo ()=Spleymennne) . r<u
dir. Buradan
boyF, ,(t)+boyZ,_, .(t)=boyE, (1) , r+h=u

bulunur.

Tamm 2.3.12. M, (k+1)—boyutlu genellestirilmis yar1 regle ylizeyinin ¢ dayanak

eBrisi Ve {€,€,.00s€,, Ay Ay yseees Qyyrs Gy ) 1610

. k m
a= Z giei + Z’h%w + 77m+1ak+m+l

i=1 h=1

olmak tizere

p=llm y<i<m (2.38)

degerine M yar1 regle ylizeyinin i — yinci dagilma parametresi ve

P=y|BP,..P,)|

ifadesine de M yar1 regle yiizeyinin dagilma parametresi denir.



BOLUM 3. E’!  (n+1)-BOYUTLU YARI OKLID UZAYINDA

GENELLESTIiRILMIS YARI REGLE YUZEYLERIN KESIT
EGRILIKLERI

E™', (n+1)—boyutlu yart Oklid uzayinda, & diferensiyellenebilir nonnull bir egri ve M
genellestirilmis yar1 regle yiizey, Q da M yar regle yilizeyinin m >0 olacak sekilde

(k—m+1)—b0yutlu merkez regle ylizeyi olsun. M yarn regle ylizeyinin, dogrultman uzay1

E

ko

(1)=5Sp{e (t),....e (t)}, m<v, ve a(t) dayanak egrisi, Q merkez regle yiizeyinin

dayanak egrisi olsun. O halde M yar regle yiizeyinin asimptotik ve tegetsel demetleri

cakismaz. Bu durumda M yar regle yiizeyinin & dayanak egrisinin hiz vektorii o olmak

uzere

ae Sple,e,,....e, a.,,.,} (3.1)

seklindedir. Boylece, 17, ., # 0 olmak iizere

m+1

. k
a(l) = Z giei /T P (3.2)
i=1

yazilabilir.

Merkez uzayin noktalarinda M yari regle yiizeyinin tanjant uzaylart A(¢) asimptotik

demetine diktir. M yari1 regle ylizey i¢in bir parametrizasyon

(/)(t,u1 ,...,uk)z a(t)+2uiei (t), (t,ul,...,uk)e IxR* (3.3)
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olarak verilir. (3.3) denklemi ile verilen parametrik gosterimde, Q c M merkez yar1 regle

yiizeyinin merkez noktasi olarak adlandirilan noktalarda
u_.=0

. , I<o<m (3.4)

dir.

E™, (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, genellestirilmis yarn regle yiizeyi igin Teorem

2.3.6. ve (3.2) denklemi goz 6niine alinirsa

1)+ Zk:ui e (7)
" (3.5
Z( Z u,; ]e + Z iU Koo T Wit

i=1 j=1 o=l

A\
9, =¢ (1) : 1<i<k (3.6)

bulunur. Burada ¢, = <ak+d,ak+g> dir. Boylece, M yar regle ylizeyinin tegetsel demetinin

kanonik bazi

k k
{Z( z j ztje +Z‘€k+au Qs T 1At » €15 82""’ek} (3.7)
Jj=1 o=l

i=1

olur. Bu kanonik baza gére M yari regle ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari

oo:<(pm(pz> ) gi0=<¢u,a¢,> ) gij:<¢ui’¢uj> , 1si,j<k
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olup, (3.5) ve (3.6) denklemleri yardimiyla,

k k 2 m
oo :< D, ¢t> = Zgi (é/l +Z”jaji) +ng+o' (”o—’(a)2 + & (77m+1 )2

i=l1

k
g,.o:<gou,_,go,>:g,(§i+2ujaﬁ] 1<i<k (3.8)

gij:<¢ﬂ-’¢uv>:gi§zj lgi,jSk
bulunur. Burada
8i:<ei’ei>:$1 , 1<i<k
Erio =<ak+o’ak+o>:$l , 1<0<m

Epimn = <ak+m+1 ) ak+m+1> =%l

| iej
5 = !
/ 0 , i#j

dir. M yari regle ylizeyinin birinci temel formunun matris formu

—goo ot 8o - gok_

go &1 8 -+ 8u

[gab]: 8w &u 8»n - 8u
180 &n k2 - S |

olmak tizere (3.8) denklemi yardimiyla
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(6°€)

1=/
Upln 7 +15 I;
¥

«§=N+uu\w
A

1=/
mOQ\:NJr £5) &2

- 1=/
N.\ﬁ.\:w +35 (2
A

16:N+G [
¥

=0 1=!
:+§Qv ~+§+w\w + NAb.v\b:v b+w\ww + i \s N i \w N
ur z Y

4

~["5]
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elde edilir. Buradan, € = £,.¢,.€;. ... .£, olmak lizere, bu matrisin determinanti

g=det[gab]=€(26km(uo—l(o—)2+gk+m+l(nm+1)2j , 1<a,b<k (3.10)

o=l

dir. E™', (n+1)—boyutlu yari1 Oklid uzayinda, (,) fonksiyonunun nondejenere
v )

olmasindan dolay1 [g,, | matrisi tersinirdir (O’Neill, 1983). Boylece, [g,,| regiiler matris

oldugundan

2 2
zgkm(”o"fa) Tt (m1)” 20

m
o=1

dir. [g,, | matrisi bir kare matris oldugundan dolay1 bu matrisin kendisi ile tersinin garpimi

ayni tipten birim matrisi verecektir. Yani, [ g”b] , | g,,] matrisinin tersi olmak iizere

[g.][e"]|=1 . 0<ab<k

dir. O halde, [ g” } ters matrisi asagidaki gibi elde edilebilir.
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(3.11) denkleminden [ g”’b] ters matrisinin elemanlarinin

00 -1

g =€&8

0= _gg” (§+Zu1 j,] , 1<i<k  (3.12)

k
((gJ’Z% Jlj(§ﬂ+zujajﬂ]€+é;ﬂ€ig] , 1<i, A<k
=

oldugu goriiliir. Burada € =€,.6,.6,. ... £ ve & = <ei,ei>, 1<i<k di.

Riemann egrilik tensorii katsayilarini hesaplayabilmek i¢in Christoffel sembollerini

hesaplamak gerekir. O halde (3.8) ve (3.12) denklemleri (2.10) denkleminde yerine
yazilisa 1<i, j,A<k igin Ty, T4, %, T%, T, T4, 19, Y, Th T4

ij? Ji? [/ Ji?

hesaplanabilir.

[k olarak, Iy, ifadesinin degerini hesaplamak igin

Zk: or agr0+agr0_ag00
ou, du, Ju

r=0 r
:lgoo 940 4 9g40 _ g0 +lg01 g, " g, _ 940
2 u, Odu, Ju, | 2 du, Ju, Ju,
+lg02 g5 4 025 _ 9g +...+lg0k g0 " g0 _agoo
2 du, OJu, du, 2 du, du, Ju,

ile verilen Koszul esitliginde (3.8) ve (3.12) denklemleri yazilirsa

Fgo ;;|: +228 (g +Zu10{ﬂ]£§.’i+zk:ui0'(_ﬁﬂ

_g__[g’l +Z”/ ]1]|:2€1(§"1+Zk:uj dﬂj—gaa—g—zzk:gi(g“i +Zk: jaﬂjah}

U,
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k

11 . (& dg :
—eo L+ ua, | 2, §2+Z:‘u2ajz —88——226‘i L+ ua, o,
L J=

U, i=1

_‘S%l(gk-l_iujaﬂ‘j 281([;1{"'2” afkj_ga__z 8( Zk: Jajijaki}

elde edilir. Son denklemde €, =—¢€;0, esitligi gdz 6niinde bulundurulur ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

0 _ o2 1 og ; . :
Iy=¢ 5 —+e— E g(§+§ u, ﬂj({ﬁg ujaj,«j
j=1

2g uo i=1

. ze[;+2% o ersmis)

k

R

=1 =1

bulunur. Bu son denklemde o, =0 ve &£’ =1 oldugu dikkate almir ve denklem

diizenlenirse, Fgo Christoffel sembolii

1| dg & og
rgoz_{a_%+z(§i+2ujaﬁja—u} (3.13)

olarak elde edilir.

Benzer sekilde FOO , 1< A<k, i¢in Koszul esitligi

k
Fgo = lzgir 92, 4 92, _ 9Z0
23 u, du, OJu

r
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:lgﬁo[agoo i 940 _ ag00j|+lgﬂ.l {agm " 9g, _ 9gy ]i_lgﬂz {agzo i 9g 5 _ agoo}

2 ou, du, du, | 2 ou, Jdu, Ju | 2 ou, Jdu, Jdu,
+...+lg’u 9g 1 n 9g 10 _agoo " ...+lglk 9250 n 9g0 _ 9g
2 du, du, Jdu, 2 u, Ju, Ju,

dir. Eger (3.8) ve (3.12) esitlikleri son denklemde yerine yazilirsa

2 1 1 8g k k . k .
Tog =——€— §/1+Zuj A —+22 g §+Zufaji §+Zu o ji

2 g auo i=1 Jj=1 7 J=1

11 k k . k . dg k

+——| g e te §A+Zuja</1 S+ X oujoy 2e1| S+ Zujafl |—e—-22 ¢ §+Zua o

2 g Jj=1 J Jj=1 J7T Jj=1 J au] i=1

11 og k

t——| &0y 8 +¢ {/1+Zua §2+Zua 2¢5 §2+Zu ajz —s——zZs i+ Zouag)oy;

2g duy i=1 =

11 . k . dg k k
+(8/16;Mg+8(§/1+2uj ]ﬁ)(g/1+2”/ ]/1)) 25/1[5/1+§”j0‘j1)8 —2§ei(g“i+§ujaﬂ)a/h-
2g J=1 ouy =l J=1

11 k . k . dg k
+2(8k5k/1g+8(§/1+ )y uJ M)(gk*' b “]“]k)) 2¢g;, ((k*’ §1ujajkj_g_2§18 (( + Elujaji)aki
g J duy ! J

bulunur. g, =—¢,0;, oldugundan gerekli sadelestirmeler sonucu

k

F§o=—8 éaa—i[fg+2uld,ﬂj 8?(4}+Z;u/.0;”];£,(§’,+Z;u/.0(ﬁ](é‘,+guj(3{_,[]
+5/u€,1 ( i 05//1}"‘8—(;4"'2”] M]ZS ({ +Zu] ﬂ]({;’ﬁiujd/,}

1 9
~Buteis 85, —(;ﬁz% sz( +qu j

k

8815 2g2£(§+2ulaﬂjﬂl— l[ Sua ng( zja

g J=1 j=1

I

elde edilir. Ayrica € =¢; =1 ve &, =0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa
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e

; k i : - 1 dg
+2g §A+Zujaji _8/12?5} é’i+zu/’a/’i i —EE, ———
Jj=1 i=1 J=1 ‘ 2 au/1

olur. Bu son denklemde —¢,¢,¢;, = «;; oldugundan

ri - { [4%2% MJ[—@(“z”’ j J

+2g((é“l+2“ W}Z(GZ% "jg' ggﬁ%a%gl]]

elde edilir.

geo 0 R ..
Koszul esitligi, T'; , 1<, j <k, i¢in

C 9g,, ag,j 9%;
’” Z l: ou, Jdu

=0 i r

:lgoo {ago,- + 9g; 98, }_lgm {agu + 9g), _agy}

2 du, du, du, | 2 du, du, Ju
+lg02 9g5, n 9, 9, +m+lg0k 98 n 9gy _ 98,
2 du; Ju, Jdu, 2 du; Ju, Jdu,

seklindedir. Eger (3.8) ve (3.12) esitlikleri bu son denklemde yerine yazilirsa

g

[§2+Zul 12][0+0—0] —8—({k+2u1 ij 0+0-0]

1“2.:521 [g,aﬁ+gja O] 8—({1+Zu1 ﬂj 0+0-0]

elde edilir. Burada €, =—¢,¢; oldugundan



40

r’'=o0, 1<i,j<k

i 0 0 - ve e es
elde edilir. Ayrica, T'; =1"; oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

r=r.=0 |, 1<i,j<k (3.15)

bulunur.

T y) .. o e .
Koszul esitligi, Fij , 1<, j,A <k, degeri i¢in,

rk-t § gﬂ{ag”' +agrj —agij}

1 0|9 %05 9% | 1 g|dgy; %17 985 | 1 a|0gy %%, 9
—g + - +—g + - +—g + -
auj aui 8140 2 auj aui 8u1 2 8uj 8ul~ 8142

+...+1g/1/{ag’u +Bg/1j —agijlﬁ.ntlgﬂk [agki +8ng. —agij}
2

auj 8141- Bu/i 8u]- 8ul- 8uk

seklindedir. Burada (3.8) ve (3.12) esitlikleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

11 J

i

Iy = _Eg‘{{ﬂ +Z}”f¢/l}[8i0“/i +e,a,-0]
=

+%l(q5ﬂg+g(§l +Zk:ujaﬂJ(§l +Zklu,a,»1ﬂ[0+0—0]
g =R

J=1
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elde edilir. Benzer sekilde €., =—¢ ¢ esitligi goz oniinde bulundurulursa

i _ .
;=0 , 1<i,j,A<k
oldugu goriiliir. Ayrica, 1";. = Fﬁ. esitliginden
A _ A _ .
L =17=0 , 1<i,j,A<k (3.16)

dir.

I, ve Ty, 1< A<k, degerlerini hesaplamak tizere

Fgo__zk: o{agm agr() _agzo}

= du, Odu, Jdu,
:lgoo 9g,, +agoo _ 9g 40 +lg01 g, " 9g,, _ 9g 40
2 du, ou, du, | 2 ou, Odu, du,
+lgoz 985, +8g20 _agio +...+lg0k 9g, n 9810 _ 9810
2 u, du, OJu, 2 Ju, du, du,

Koszul esitliginde (3.8) ve (3.12) denklemleri yerine yazilirsa

11
), =¢ 2g[s—+225 (;’ +Zu} ﬂj%}
_g__(g"'zuj le O+51a41_‘9/10511]
_‘9—_(;2"'2“1 sz 0+520512—g/105u]

- —8——[4{ +Z”/ /kj[OJ“gk“/lk —€10,]

bulunur. Bu son denklemde €, —€,¢,;, = 2¢,x,; oldugu goz dniine alinirsa
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au1 g = =l
1 k k
—&— + D> uo, |26,
2g P élt ; j i i
elde edilir. &’=1 ve T, =T}, oldugundan dolayr yukaridaki ifade yeniden
diizenlenirse
1 9
Y, =rl,=—-—=% | 1<A<k (3.17)
2g du,
bulunur.

Son olarak, I'fy ve T, 1<i, A<k, degerlerini hesaplamak igin

1< dg. Odg., Og,
1—*1 —_ Ar ri r0 _ Y8i0
a 2Zg [auo " du, 8u,}

r=0
:%gio aagm n 024, _ g, +lg/11 g, n g, _agiO
u, OJu, du, | 2 du, Ju, du,
o Lo 98O0 0% |, 1 ou|98u 981 08
2 u, Ou, du, 2 du, du, Jdu,
+m+lg/1k gy, " 9850 _ g
2 du, OJu, du,

esitliginde (3.8) ve (3.12) denklemleri yerine yazilirsa

11 . S
+E§(515mg+5(§/1 +Z”j“ﬂj(§1 +Z“i“ﬂ]][0+glan ~&0,]
=

J=1
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bulunur. Son denklemde €,¢,, —€,&r), = 2¢€,r,, oldugu gz 6niinde bulundurulursa

11 & g
I =—g—— o8
= Zg[g S, |2

Jj=1

A

Jj=1

+__(;i+zu jz( S jzg,a,,

i=1

11
+5—8,288,0,
2g

elde edilir. Ayrica o, =0 ve &£’ =¢; =1 esitlikleri géz 6niinde bulundurularak

denklem yeniden diizenlenir ve I}, =T';, oldugu dikkate alinirsa, 1<i,A <k igin
A A og
I, =Tg = { (gﬁzul%) +2g(%)} (3.18)

oldugu gortiliir.

Sonug olarak, 1<i, j,A<k olmak iizere (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) ve

(3.18) denklemlerinde bulunan Christoffel sembolleri, asagidaki gibidir;
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el e e i

1

ri=— (4%2% j[ *2(5+2”’ j ]

((gﬁzu W}z(mzu} j” gg%a%gj

Iy =T9=0, (3.19)
r* r* =0,

1 9
r(/)lo :rgl :__ga
2g du,

4 =T% =1 | Y +Zk:ua %2 4y (a,)
0= Oi_2g 2 c i%iz 5, g\&%,) |-

1

Burada € =¢,.¢,.¢;. ... ., ve 1<i<k i¢in & =71 dir.

M yar regle yiizeyinin {u,,u,,...,u, } koordinat sisteminin koordinat komsulugunda

d

tanjant uzaymin bazi {9,,9,,...,9, } (8_: d,, 0<i<k) olmak iizere bu yar regle
u

i

yiizeyin R;; Riemann egrilik tensorii katsayilar

r a r s T s T
R, = " J.,——r er +er

seklindedir. R;; Riemann egrilik tensorii katsayilar1 gdz 6niine alinarak M yari regle

yiizeyinin Riemann-Christoffel egrilik tensorii

R, Zk: ( ZFSF’ +ZFS1"J (3.20)

dir. Ayrica Teorem 2.2.8. den dolay1 egrilik tensorii i¢in



Rijhl =-R Jihl
Rijhl = _Rijlh
Rijhl Rhlij

bagintilar1 vardir.
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(3.21)

Simdi (3.8) ve (3.19) denklemleri yardimiyla Riemann-Christoffel egriliklerini

bulalim.

(3.20) denkleminde (3.8) ve (3.19) denklemlerinde bulunan degerler yerlerine

yazilirsa, R, egriligi

Run=38 [ M-S +zr>rrj

olarak bulunur. Benzer sekilde, R, 1<i<k, egriligi

k
R0 Z ( a er I +Zr5 rrj

elde edilir. Ayrica 1<i, j <k olmak ilizere R, egriligi

R0 Zg”(—r' er A +Zr‘ r“]

bulunur. O halde son {i¢ denklemden

R

0000 = Riooo =Rg;'oo =0 , 1<i,j<k

dir.

(3.22)
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Ayrica (3.20) denkleminden R, ., 1<1i, j,h <k, egriligi
0 hij

r=0

k a r k s A r
0h1/ Z ( au.rih_zor;‘h +ZF F ]
l J §=

ou 8u

1

:goo( L re, - dJ FO 1—‘?hl—‘(j)'o +r3hro Zl—“ FO +Zl—“ ]"0]

k a a r r r A r N 7
+Z_:‘g’°(au T » — I, - +T0T 21"1“ +ZFFJ

i J
dir. Son denklemde (3.8) ve (3.19) denklemlerindeki degerler yerine yazilirsa

oy =0 : 1<i,j,h<k (3.23)

bulunur. Benzer sekilde R, , 1<i,/,h,[<k, egriligi i¢in (3.20) denklemi yeniden

diizenlenirse

R, i [ ——r' Zr°r’+2r°r']

- go{ai I, - ai ), -0 +T9, T ZFS o +er r“]

L a a r 0 0 yr s T N 7
+Z_;gﬂ(au =3 U =Tl + T Zr r +Zr r]

i J

elde edilir. Bu esitlikte (3.8) ve (3.19) denklemlerindeki degerler g6z Oniinde

bulundurulursa
R,; =0 , 1<i,j,hl<k (3.24)
elde edilir.

Son olarak R, .., 1<1i, j <k, egriligi i¢in (3.20) denklemi yeniden diizenlenirse
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r=0

k k
1010 z ( 1—‘:)0 F:O z F Fz]v + z F(;OFSY J
s=0

:gol(aa o - aa D R AR R ZF ry +Zrb r“]
" (3.25)

+Z gn[ ai I =0T + T Zr? I +er rf]
0

olur. Bu son denklemin degerini hesaplayabilmek icin, (3.19) denkleminde elde

edilen verilerin kismi tiirevleri

0 o 1 dg og 1 1 < k Jg dg
— 1= +—
ou, " 2g° du, 8u0 2g 8u auo 2g2,zl: Z:‘ du; du,

LS +_z( zuj ]

2gil u;

20 o 1 dg dg 1 d’g
A — ,
du, ’ 28 du; du, 2g du,du,

Y- i}{; { (4 R e D[;g *)

dg d 1 < %)
ua, g °8 1 a, g ,
4g s=1 j=1 a“ du, 2g°5 ou,

d 9|1 [;+Zu’a”j{_+;(

. J

dg
e |2
u. au
’ 2 +2gug“ +Zu a,rj+2[g“ +Zu1 ﬂja, %a—g]
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dgdg 10g 1 , 9g 9.
{é/ +Z " "jauo du, @™ Zg(é/ +/Z—:‘ujajr du, Ju,

2g du,
dgdg 1 < 3 9
(é/ +Z”, jer(g +Z u, f’ja au gajr;(;*‘;%aﬁja—%
k dg o
_—(é/ +Zuj jrjz ___(g +Zu1 J’jz(g +Zujaji)ff
i=1 j=1 i J
1 o°
+a,r+z i "_8g_au§u

2g° = 2g 1 U,
1 k ’g

-——I ¢+ ua, +aj,

Zg( jz_:‘ 7 ) ou ou, !

i=1

1 k g 1 k k k g
:_4g2 (é/r +Zujajr) uoauj ) (;, +zu/aerZ(;i +2”f“ﬁJW

A Bt e ]

’ dg dg 1 . 9Jg dg
( Z ja ou, > [{, +Z“j0‘jrj2{§ +Z”_f0<ﬁj ou,

-1 4g

+— —+—
2g;1[ = i "9 u, 2g % az’lo



k rs rr k 1
32:1: Jjo os_szz:, g
1 & dg dg
:rgz — +Zu/ ]S)( +Z U; Jrja au
1 & og
_gg g +Z“] Jr a_ js__z g +zu1 Js

feogr g g

k
=+,

s=1

b

49

olarak elde edilir. Bu son denklemler ile birlikte (3.8) denklemindeki esitlikler (3.25)

denkleminde yerine yazilirsa

10/0 z[;ﬂrzu/ /lJl:

1

k
+_
2g°5

>

1

2

r=l

2

4

o+ ZO‘/: a,

+—(§ +Zu a,rj % +—[§ +Z% ﬂj
+4g2 {g}_+;u_,a,-,jzk;(§ +Z“10‘uj

]

+Zk: g,

1
2g

R

ul.2

jl

(
E

2
k

g +Z”J @)

§S+Zk:uj0{

s=1 j=1

5”' 2

>

i=1

|

S,

i=1

k

§r+zuj jr

1
_gg_
i=1

i=

k
g+ Z ua;

j=1

2g° du; du,

2

g

2 du, au

Jdg dg +i

g 2“/ Ji

j=1

2g du .auo
k

2g s=1
3g g

d’g
2g°
1

§ZJ/’

5

Il[
1

dg dg 1

Jg dg
au ou,

d’g

aau

Jg
" Ou

1 de

|

J ajr

)

k
;, + Zuzan

Jj=1

|

d’g

___[; S

2g

ol

: a_g+L
du,

du, du,
Jag a_g_La

.

2g du,

k

2 ue

Jj=1

2

d’g
aau

dJg dg
" ou, au

2g2 du; du,

do°g B
aujau

2g du

L
2g

jr

k
§r+ u

=1
i=

i({j 3 ujaﬁj

_g_g
du; du,

J aﬁ’

jauo

|

Heogoo)

9Jg dg
ou, auj

a

0g Jdg
ou, au.

sr

I
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s=1

1 g 1 ¢ ‘ - dg 9dg «
+Eaﬂa—uo_4g2 ;[§s+zujajsj(§r+jzu]a jau au zasrajs

rri

0, r#i
bulunur. Son denklemde &£’ =1 ve &0, —{ _ oldugu g6z Oniine alinir ve
1

i

gerekli sadelestirmeler yapilirsa, R, 1<,/ <k, egriligi

2
Ry,=¢| L %€ , 19808 (3.26)
’ 2 udu, 4g du; du,

olarak elde edilir.

Calismamizin  bundan sonraki kisminda (3.22), (3.23), (3.24) ve (3.26)
denklemleriyle verilen Riemann-Christoffel egrilikleri yardimiyla kesit egrilikleri

hesaplanacaktir.

E"™", (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M yar regle yiizeyinin dayanak egrisi
ayn1 zamanda € merkez regle ylizeyinin de dayanak egrisi olsun. M vyar1 regle

yiizeyinin E,,(¢) ye ortogonal olan bir » normal teget vektorii V&(z,u,)

noktasinda (7,,,, # 0) olmak iizere

n= Z gk+ouaKa (t) ak+a (t) + 77m+lak+m+l (t) (327)

seklindedir. Bu » normal teget vektor alani timelike veya spacelike olsun.
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(2.21) ile birlikte (3.26) ve (3.27) denklemleri goz 6niine alinirsa, £€ M noktasinda

asli kesit egriligi ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. E', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle ylizey M olsun. M yar regle yiizeyinin E, , (7)
dogrultman uzayina ortogonal olan nonnull (spacelike ya da timelike) normal teget

vektorii n olmak iizere, V&€ M noktasinda (ei,n), 1<i<k, nondejenere i. asli

kesitinin egriligi

1 d°¢ 1 (og ’
K.(e,n)=¢€|— + — | |, 1<5i<k 3.28
f(el I’Z) gz[ 2g auiz 4g2 [au] l ( )

1

dir.

Ispat. M, merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle yiizey ve bu yari regle

yiizeyin tegetsel demetinin (3.7) denkleminde verilen kanonik bazina gore (e;,n),
1<i<k, asli kesitinin bazin1 olusturan e, 1<i<k, ve n normal teget vektoriiniin

koordinatlar1 swasiyla (£, /8,....8,) ve (¥.%,....% ) olsun. O halde (2.21)

denkleminden (e,,n),1<i<k, i. asli kesitinin egriligi

B.BY, Vo Ry,
Kf(el.,n)= 0/07%0i0

(e.e,)(n.nm) —<ei,n>2

seklindedir. Bu esitlikte (3.26) ve (3.27) denklemlerindeki ifadeler yerine yazilirsa

5 2
ol _19¢_ 1[0g
20u’ 4gl\ ou,

K, (ei ) n) = - N N 2
<€[ 4 ei > <z 8k+crucr’(crak+cr + nm+lak+m+1 H z 8k+ouo KaakJro + nerlakerH > - <e[ 4 z €k+ouo KaakJro + 77m+lak+m+l >
o=l o=l

o=1
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elde edilir. Burada 1<i<k ve 1< 0 <m olmak lizere

2/ ak+m+l> = Eimel

{

<ak+0' H ak+o-> = €k+o'
{

<ew ak+a> = <ew ak+m+1> = <ak+0" ak+m+1> =0

esitlikleri g6z oniinde bulundurulursa i. asli kesitin egriligi

5 2
et
_ ni TENGH , 1<i<k,

- €, (Z Epro (K ) + 84 (7 )2)

o=l

olur. Bu son denklemde (3.10) denklemi ile verilen

m 5 )
g= g[z Erio (MO'KO') T mn (77m+1) J

esitligi de goz ontine alinirsa

5 2
o _19°¢ 1[0de
20u’ 4g| oy,

£.£9

elde edilir. Burada da gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.28) denklemi elde edilir ve

ispat tamamlanir.

E™', yart Oklid uzaymda v=0 ise E;" =E"", (n+1)-boyutlu Oklid uzay1 olur.

Ayrica v=1 ise E", (n+1)— boyutlu Minkowski uzay1 adini alur.
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Ozel Durumlar:

1- v=0 durumu

E;"=E™', (n+1)—boyutlu Oklid uzayinda merkez regle yiizeyli M, (k+1)-

boyutlu regle yiizeyin her £ noktasinda i. asli kesit egriligi

5 2
Kg(ei,n)z—iagz+ 12 9% i<k
2g du”  4g°\ du,

dir (Frank, 1979).
2- v=1ve y=0 durumu

E"', Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli

timelike M regle yiizeyinin her & noktasinda i. asli kesit egriligi

5 2
Kf(ei,n)=—iag2+ 12 9% , 1<i<k
2g du”  4g°\ du,

dir (Ersoy, 2007, Sonug 4.1.4.)
3- v=1ve y=1 durumu

E™', Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli

timelike regle yiizeyinin her £ noktasinda i. asli kesit egriligi

> 2
K.(e.n)=¢, SLNCE SR ) R PP
2g du” 4g°\ du,

1

dir (Ersoy, 2007, Sonug. 4.2.3.).
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Teorem 3.2. E""', (n+1)—boyutlu yari Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin nonnull normal teget vektorii # olsun. V&e M
noktasinda M yar regle yiizeyinin o . asli kesit egriligi ve (m+p). asli kesit
egriligi sirasiyla

m 2

l ¢k+o (uO'KO') Tt (ﬂm+l)

2
(uO'KO') _gk+a( 2)
3 ,1fo0<m (3.29)

O

2

Ke (60"”) =¢6%o ”
2 2

(O_Z::1 6‘k+o' (uO'Kb') + £k+m+1 (ﬂm+]) )

Ve

K;(e,,,-n)=0 : 1<p<k-m (3.30)

dlI', Oyle ki ga = <eo’ eo> > gk+o = <ak+a’ ak+a> > 8k+m+1 = <ak+m+l > ak+m+l> dlI'.

Ispat. M merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle yiizey ve g, ], M yari
regle ylizeyinin birinci temel formunun matris formu olsun. Bu takdirde [g,,]

matrisinin determinantinin u_ ve U, Ya gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

m+p
tirevleri
og d’g
2 =2ee,. u Kk , =2¢e,. K>,
aug k+o™o ™o 81/1; k+o™ o
) (3.31)
(a_g] =4e’e;,  (u,k,) k. , 1<o<m
du,,
ve

2
2
dg _Jg :(aag ]:o  1<p<k-m (3.32)
P
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olur. (3.31) denklemindeki esitlikler (3.28) denkleminde yerine yazilirsa 1< 0 <m

icin nondejenere o . asli kesitinin egriligi

1 2 1
ng (eg,n) :80_ (ng(Zé‘SkmuUKi) _gzggk_'_o.lfij

olur. Burada £=¢¢,.€,. ... dir. € =g/, =1 oldugu goz oniine alnarak gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

bulunur. Son denklemde (3.10) esitligi géz 6niinde bulundurulursa,

m

2
(ua 0' —EE € (2€k+0' ”O'KO' +€k+m+l (77m+1) )

o=l

[Z €k+a uGKG + € rm+l (nm+1) ]

o=l

Kf(eg,n)zg K,

o o

m

2 2 2
(MO'KO') ~&rio (zngro (”O'KO') Tl (77m+1) j

o=l

M=

2
2
€k+o- ”O'KO' + € tmtl (ﬂm+l )
o=1

elde edilir. Burada &£* =1, &, =<e e >=

o’ o

L, & = <ak+m+1’ak+m+1> +l ve

gk+0' = <ak+0' 2 ak+o-> =+l dlI'.

Benzer sekilde, (3.32) denklemi (3.28) esitliginde yerine yazilirsa, 1< p <k —m igin
(m+p). asli kesit egriligi
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bulunur.

Boylece (3.32) denklemi g6z 6niine alinarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.3. E, (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizey M olsun. Ve M noktasinda 1< p<k-m igin

M nin (m+ p). asli kesit egriligi sifirdir.

Ozel Durumlar:

1- v=0 durumu

E™, (n+1)—boyutlu Oklid uzayinda, merkez regle yiizeyli genellestirilmis M
regle yiizeyin normal teget vektorii #» olsun. Her & noktasinda regle yiizeyin o . asli

kesit egriligi ve (m+ p). asli kesit egriligi, sirastyla,

m 2 2 2
> (uo"(o') +(77m+l) ‘(”o-’(a)

2 =
Kf(ea’”):_’co o=l ” 5 5
( 2_ (”0’(0) +(77m+1) )
o=1

Ve

elde edilir (Frank, 1979).

2- v=1ve g=0 durumu

E™', Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli,
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(k+1)—boyutlu M timelike regle yiizeyinin nonnull (spacelike veya timelike)
normal teget vektorii » olmak iizere bu regle yiizeyin her £ noktasinda o . asli kesit

egriligi ve (m+ p). asli kesit egriligi, sirasiyla,

() | Bl - |

=1
(usz ) - 77m+1
=1

1

veE

elde edilir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.5.).
3- v=1ve u=1 durumu

E'"', Minkowski uzaymnda timelike dogrultman uzayli merkez regle yiizeyli,
(k+1)—boyutlu M timelike regle yiizeyinin spacelike normal teget vektdrii n
olsun. Bu takdirde M nin her & noktasinda o . asli kesit egriligi ve (m+ p). asli

kesit egriligi, sirasiyla,

u,K, ’ +7731+1 _(MUKU )2j|

e, ()| 3
>

)
(Z uﬂr,)2+77i+lj2

=1

K. (e,,n)=-

Ve

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.4.).
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Teorem 3.4. E""', (n+1)—boyutlu yari Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle ylizey ve M yari1 regle yiizeyinin o . asli dagilma

parametresi P, 1< o <m olsun. V{ € Q merkez noktasinda M nin o . asli kesit

egriligi ve (m+ p). asli kesit egriligi sirastyla

1

—E &, € —
07k+0 “k+m+] p2 >
PO'

K, (e,,n)= 1<o<m (3.33)

ve
n)=0 : 1<p<k-m (3.34)

drr.

Ispat. M merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle yiizey ve (e Q ve P_,

1< 0 <m,swrastyla M nin merkez noktasi ve o . asli dagilma parametresi olsun.

Ik olarak 1< o <m igin (3.4) esitligi (3.29) denkleminde yerine yazilirsa M yar

regle ylizeyinin o . kesit egriligi

2
Kév (8 n) =& K-Z _gk+0' gk+m+1 (77m+1)

) 2
(Evemer ()

olur. Gerekli sadelestirmeler yapilir, &£, = <e e > =t1, &.,= <ak+6,ak+6> =t1,

o~ 0o
Epimsl :<ak+m+1,ak+m+l>=il esitlikleri g6z oOniine almir ve denklem yeniden

diizenlenirse

2
K
Kf (ecr’ l’l) = _go“gkﬂr €k+m+1 [—Gj 2 1 sosm
1

m+
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elde edilir. Bu son denklem ile birlikte (2.38) denklemi g6z 6niine alinirsa (3.33)

denklemi elde edilir.

Ayrica Sonug 3.3. den dolayr 1< p<k-m i¢in M yan regle yiizeyinin (m+p).

asli kesit egriligi sifirdir.

Ozel Durumlar:

1- v=0 durumu

E™', Oklid uzayinda M regle yiizeyin o . asli dagilma parametresi P,, 1< o <m,
olmak iizere V{ € Q merkez noktasinda o . asli kesit egriligi ve (m+ p). asli kesit

egriligi sirastyla

Ve

m+p?2

dir (Frank, 1979).

2- v=1ve =0 durumu

E"", Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli M
timelike regle yiizeyinin o . asli dagilma parametresi P,, 1< o0 <m, olmak iizere
V{ e Q merkez noktasinda M nin o. asli kesit egriligi ve (m+p). asli kesit

egriligi sirastyla
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veE

m+p?

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.7.).

3- v=1ve u=1 durumu

E'"', Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis M timelike regle yilizeyinin o . asli dagilma parametresi P, olmak
tizere V{ e Q merkez noktasinda M nin o. ve (m+p). asli kesit egrilikleri

sirasiyla

veE

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.6.).

E™, (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, merkez regle yiizeyli genellestirilmis
yar1 regle ylizeyin 2—boyutlu o. asli 151 yilizeyt M, 1<o<m, olsun. M_ asli
1510 yiizeyinin 1-boyutlu dogrultmanm %, =Sp{e,}, 1<o<m, F, ,(t) yan altuzay:

icindedir.
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Teorem 3.5. E""', (n+1)—boyutlu yari Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin o. asli dagilma parametresi P, ve 2—boyutlu

nondejenere 0. asli 15 yizeyi M, olsun. {eQc M, ueR i¢in {+ue,
noktasinda M _, o. asliisim ylizeyinin kesit egriligi
p?

Koo (€,51) = —€€,€ o€ z , 1<o<m (3.35)

2 p2 2
u +8k+0'8k+m+l o

dir. Burada &, = <eo"ecr> > Epro = <ak+o"ak+0'> > Eprme = <ak+m+1’ak+m+1> dir.

Ispat. E™' de M vyan regle yiizeyinin nonnull ortogonal yoriingesi boyunca
h, = Sp{eg}, 1< 0 <m, nondejenere asli 1sminin olusturdugu M_, 2-boyutlu o.

asli 151n yiizeyi

parametrizasyonu ile verilir. Boylece M asli 151n yiizeyinin birinci temel formunun

matrisinin determinantt

g:é‘(é‘kﬂ7 (ul(o-)2 € sl (77m+1)2) (336)
dir. O halde (3.36) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

2 2
a_g=258kwul(’§ , gg:2€8k+o_l(‘i , (a—gj =4(uK‘ )21(’; (3.37)

ou u’ du 7

olur. e R olmak iizere {€ Qc M i¢in {+ue, noktasinda (e,,n) nondejenere

kesitinin egriligi
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R

0000

(e,.e,){nn)~(e,,n)’

I<g“+ue(y (eO"n) =

seklindedir. Bu son denklemde (3.26) denkleminin degeri yerine yazilir ve (3.36) ve

(3.37) denklemleri g6z 6niinde bulundurulursa

2 2
K§+ue (ea’n):ga _La % z(a_g]
2g du” 4g”\du
2e6,,, (%)’ 4(ux,) (x,)
:ga - 2 2 + 5 5 2
28(8k+a(uKa) +gk+m+1 (nm+l) ) 4|:€(€k+(7 (uK‘(,) +€k+m+1(77m+1) ):|

_g€k+0' (Ka )2 [8 (8k+0' (uKa )2 + gk+m+l m+1 j| +
=% 2 2 2
|:8(8k+0' (uKa) +€k+m+l m+l1 )j|
2.2 2 2 2 2 2
—c —£E& ., (uKa) (Ka) —EE € imn (K ) (an) +(uKa) (KO')
o 2
[8 (8k+a (”Ka )2 + & (77m+1 )2 )}
., €10 (%) (M) ]
o 2 4
82€]§+0_ (uK ) + 28 gk+agk+m+1 (MK' ) (nerl) + g €k+m+1 (nerl)

(1) j

=—EE &, &,
o ((MKU )4 + 28k+0'8k+m+1 (MKG )2 (an )2 + (77m+1 )4

elde edilir. Pay ve payda x: ile sadelestirildiginde

) B

—EEE o€ kimn 4 (3.38)
u + 2€k+0'€k+m+lu [77 j [an j

K§+ue (e n

o

bulunur. (3.38) ile birlikte (2.38) denklemi g6z alinirsa (3.35) denklemi elde edilir ve

ispat tamamlanir.
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Ozel Durumlar:

1- v=0 durumu

E;"", Oklid uzayinda merkez regle yiizeyli genellestirilmis yari regle yiizeyinin
I<o<m i¢in 0. asli dagilma parametresi P, olsun. 2—boyutlu o. asli 151
yiizeyi M, olmak iizere {e€Q, ueR icin h =Sple,} dogrultman: iizerinde

¢ +ue, noktasinda M_, 0. asli 1s1n yiizeyinin kesit egriligi

elde edilir (Frank, 1979).

2- v=1ve ug=0 durumu

E""', Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis timelike regle yiizeyin, 2—boyutlu o. asli 151n yiizeyr M_ olsun.

e Q, ue R igin {+ue, noktasinda M_ nin kesit egriligi

P2

W , 1<o0<m
u" —P;

K{Hle(, (eo"n) =

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.8.).

3- v=1ve y=1 durumu

E"', Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis M timelike regle ylizeyinin 2—boyutlu o. asli 1sin ylizeyi M,

spacelike veya timelike dir.
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a) M_, o. asli 151 yiizeyi spacelike ve € Q, ue R olmak iizere

h, = Sp{eg} spacelike dogrultmani tizerinde ¢ +ue, noktasinda o. spacelike asli

151n yilizeyinin kesit egriligi

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.7.).

b) M, o. asli 11n yiizeyi timelike ve € Q, ue R i¢in h =Sp{e,}
dogrultmani iizerinde ¢ +ue, noktasinda o. timelike asli 15 yiizeyinin kesit

egriligi

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.8.).

Simdi M, merkez regle ylizeyli genellestirilmis yar1 regle ylizeyinin dogrultman
uzayr E (t) icinde bir birim nondejenere vektér e ve M yar regle yiizeyinin

E

i () yar alt uzayma ortogonal olan nondejenere normal teget vektdrii 7 igin

(e,n) teget kesitinin egriligini bulalim.

E

.« (1) iginde bir e(z) birim vektorii

e(t)e Sple (1).....e, (1).€,. (1),....e. (1)}

olmak tizere
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s m m+p—s k
e(t)zzl:/lxex(t)+ zl/iyey (1)+ Zlﬂzez (1)+ Zl: Ae, (1) e(t)Hzl
x= y=s+ z=m+ w=m+1+p—s

olacak sekilde yazilabilir. Ayrica dogrultman uzayi Ek’ﬂ(t)zSp{e1 (t),...,ek(t)}
oldugundan F, (1)=Sp{e (¢).....e, (1)} ve Z_, .. (1)=5p{e,. (¢).....e (1)} du,
Oyle ki M yan regle ylizeyinin E, , (#) dogrultman uzay: i¢inde k—p tane
spacelike ve u tane timelike vektor vardir. Farzedelim ki F, (t) icerisinde
herhangi s tane vektér ve Z,_, () igerisinde herhangi x—s tane vektor timelike
olsun. Bu durumda hem F, () uzayi hem de Z,_, , (¢) uzay yan altuzaydir,

Ayrica E, (1) dogrultman uzay igerisinde e () birim vektdrii nondejeneredir. e(7)

vektoriiniin  spacelike ve timelike olma durumlarimi goéz Onitinde bulundurarak

asagidaki iki durum verebilir.

1. Durum  e(¢) birim vektdrii spacelike olsun.

E™, (n+1)—boyutlu yari Oklid uzaymmda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin dogrultman uzay: i¢inde, e spacelike birim

vektorii

K m m+U—s k
e=Zsinh Oe + Z coshf e + Z sinhf.e_+ Z coshf e, (3.39)
x=1 y=s5+1 ’ z=m+l w=m+1+p—s
seklinde yazilabilir. Burada,
s m m+p—s k
—> sinh*6, + » cosh®’@, — > sinh®6,+ D cosh’f, =1  (3.40)
x=1 y=s5+1 z=m+1 w=m+l+p—s
dir. Oyle ki burada e spacelike birim vektoril ile ¢,€,,...,€,,€,,15---,€,,€, .15,
baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilar 6,,6,,...,6.,6.,,...,6,,6, .,,...,6, dir.
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2. Durum  e(¢) birim vektdrii timelike olsun.

E"™, (n+1)—boyutlu yart Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin dogrultman uzayr i¢inde, e birim timelike

vektori

s m m+p—s k
e= z coshfe + z sinh 6 e, + z coshfe_ + z sinhf e, (3.41)
x=1 y=s+1 ’ z=m+l1 w=m+I+p—s

seklinde verilebilir, 6yle ki

s m m+p—s k
—Y cosh’6, + > sinh*6,— > cosh’6.+ > sinh’6,=-1  (3.42)
x=l1

y=s+1 z=m+1 w=m+1+p—s

dir. Swraswyla 6,,6,,...,6.,60 NN

> s+ m+1o° "

.,0, acilari, e timelike birim vektorii ile

€,€,,...,e,,e

 reer@, € .,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

m+12°

Boylece 1. ve 2. durumlar goz oniine alnirsa (e,n) nondejenere teget kesitinin

egriligi ile ilgili sirasiyla asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.6. E"", (n+1)—boyutlu yari Oklid uzayinda, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yari regle ylizey M ve E, , (¢) icinde spacelike birim vektor e
olsun. M yan regle yiizeyinin E,_ ﬂ(t) ye ortogonal olan nonnull normal teget

vektdrii n olmak iizere '€ Q c M noktasinda (e,n) nondejenere kesitinin egriligi

ile asli kesit egrilikleri arasinda

K, (e.n) =—Z§:sinh2 0K, (e,n)+ i cosh’ 6 K, (e, ,n) (3.43)

x=1 y=s+1
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bagntisi vardir. Burada F, () alt uzayindaki timelike vektorler e, 1<s<m,

olmak iizere e spacelike birim vektorii ile ee,,...,e e e,.e .,e, baz

§O TS+ m ) Ym0t

vektorleri arasindaki hiperbolik agilar sirasiyla 6,,6,,...,6..,6.,,,...,6, .6

m+12° "

.,6, dir.

Ispat. E™', (n+1)-boyutlu yarn Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin dogrultman uzay1 i¢inde e spacelike birim

vektorii ve dogrultman uzayima ortogonal olan » nonnull normal teget vektoriiniin

koordinatlari sirasiyla (5, B,,....5,) ve (¥y,7---»% ) olsun. Bu durumda

)
e,e,y=sinh@, , 1<x<s
>=Cosh0y , S+1<y<m

>=sinh6’z , m+l<z<m+u-s

B, =(ee,)=cosh6, , m+l+pu—s<w<k

Ve

dir.

O halde { e Q merkez noktasinda yukaridaki esitlikler (2.21) denkleminde yerine

yazilirsa

iSinhz HxRxOxO + i COSh2 eyRyOyO
K, (e,n)= = L

(e,e){n,n)~(e,n)’

elde edilir. Boylece son denklem ve (3.26) dan dolay1
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s 2 2
= sinh’ 6, —Lagz+ ! ( j +Z:cosh2 ! 8g2+ 12(ag
— 2g du, 4g° Pt 2g du~ 4g°\ du,

bulunur. V¢ € Q merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (e,,n), 1<o<m,
nondejenere asli kesitinin egriligi gdz 6niine alimirsa M yar1 regle yiizeyinin (e,n)
kesitinin egriligi

Z:smh2 0.£K,(e.n)+ i cosh® 0, K, (ey,n)

y=s+1

olur. Burada &, ve & degerleri gz oniinde bulundurulursa (3.43) denklemi elde

edilir.

Bu bagmti, M yari regle yiizeyinin { € Q merkez noktasinda nondejenere kesitinin

egriligi i¢in 1. tip yar1 Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirilir.
Ozel Durum:

I- v=1ve g=1 durumu

E™', Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli, spacelike merkez regle
yiizeyli genellestirilmis M timelike regle yiizeyinin dogrultman uzay: E, (¢) i¢inde
spacelike birim vektdr e olsun. Bu regle yiizeyin E, (¢)ye ortogonal olan normal

teget vektdrii n olmak tizere {'e Q noktasinda (e,n) spacelike kesitinin egriligi ile

asli kesit egrilikleri arasinda baginti

K, (e,n)= Zr::cosh2 6,K; (e,,n)—sinh’ 0 K, (e ,n)

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.9.).

)
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Teorem 3.7. E', (n+1)—boyutlu yari Oklid uzaymda, merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar regle ylizey M ve E; , (¢) iginde timelike birim vektdr e olsun.
M yar regle ylizeyinin E, , (¢)ye ortogonal olan nonnull normal teget vektorii n

olmak iizere '€ Q c M noktasinda (e,n) nondejenere kesitinin egriligi ile asli kesit

egrilikleri arasinda

K, (e,n)= Zslcosh2 0K, (e,n)— i sinh” 6 K, (ey,n) (3.44)
x=1

x= y=s+1

bagntis1 vardir. Burada e, 1<s<m, F, () altuzay: i¢inde timelike vektorlerdir

ve sirastyla 6,.,6,,...,6.,6

s+

.6,.6

m+12°*

.,0, agilar, e timelike birim vektorii ile

€,€,,...,e,,e

 reer@, € .,e, baz vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

m+12°

Ispat. E", (n+1)—boyutlu yar Oklid uzaymda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yilizeyinin dogrultman uzayr i¢inde e timelike birim

vektorli ve dogrultman uzayina ortogonal olan » nonnull normal teget vektoriiniin

koordinatlar sirasiyla (4, 5,.....5,) ve (%, %>--., %) olmak iizere

B, =(e,e,)=0,

B.=(e,e,y=coshf, , 1<x<s

B,=(ec)=sinh6, , s+l<y<m

ﬂz=<e,ez>=cosht92 , m+l<z<m+u-s

,BW=<e,ew>=sinh9W , m+l+u—s<w<k
ve

70—<n,eo>: s

dir. (2.21) denklemi ¢ € Q merkez noktasi igin yeniden diizenlenirse
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S m

2 12
E cosh"@ R, ,+ E sinh @ R,
x=1 y=s+1

(e,e)(n,n)~{e,n)’

K, (e,n)=

olur. Bu son denklem (3.36) denklemi ile birlikte g6z oniine alinirsa

dg

K 2 2 m 2
K, (e,n)=—|> cosh®6, —La%+ 12 I + Y sinh* 6, _iagﬁ 12
o | 2gou” 4g°\ du, | 2gdu” 4g

y=s+1

elde edilir. V{eQ merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (e,,n),

1<o<m, nondejenere asli kesitinin egriligi goz Ontine alimirsa M yar regle

yiizeyini (e,n) kesitinin egriligi

K, (e,n)= —Zv:cosh2 0.eK,(e.n) - i sinh” 0,£ K, (ey,n)

x=I1 y=s+1

olur. Burada &, ve &, degerleri géz oniinde bulundurulursa (3.44) denklemi elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Bu baginti, M yari regle yiizeyinin { € Q merkez noktasinda nondejenere kesitinin

egriligi icin II. tip yar1 Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirilir.
Ozel Durum:

I- v=1ve g=1 durumu

E'', Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli, spacelike merkez regle
yiizeyli genellestirilmis M timelike regle yiizeyinin dogrultman uzay1 E, () i¢inde

timelike birim vektdr e olsun. M nin E, (¢) ye ortogonal olan normal teget vektorii

ou,

)
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n olmak iizere, {'€ Q noktasinda (e,n) kesitinin egriligi ile asli kesit egrilikleri

arasinda baginti

= —i“sinh2 0,K, (e,,n)+cosh’ K, (e ,n)

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.10).

Teorem 3.8. £, (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, Q merkez regle yiizeyinin
¢ merkez noktasinda, dogrultmani %, (e) C E, ,(¢) olan 2—boyutlu M yar regle
yiizeyinin dagilma parametresi P olsun. e spacelike vektor olmak iizere e Q

merkez noktasinda M yari regle yiizeyinin (e,n) kesitinin egriligi

K, (e,n)=—¢¢ !

ktm+l p2 (3.45)

dir. Burada £=¢,.¢,.....,ve &, = <ak+m+1,ak+m+1> dir.

Ispat. £, (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, e birim vektorii spacelike oldugu

icin 2—boyutlu yar1 regle yiizeyin dogrultmani (3.39) denkleminde verildigi gibidir.
Boylece (3.39) denkleminden

e-Zsth ey + Z cosh @ ey+m+zﬂlasmht9 e: + Z cosh@, eu

y=s+l z=m+l w=m+l+p—s

bulunur. Son denklemdeki esitlik (2.26) denkleminde yerine yazilirsa
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° .k .
e=-Ye, <e,eﬂ>eﬂ

—ismhﬁ ex+ z cosh @, ey+m+zﬂ:vs1nht9 e.+ z cosh@, e
y=s+1 z=m+1 w=m+l+u—s
—Zk:e‘ ZSth e+ z cosh @ ey+m+2#:ésmh0 e:+ 2 cosh @ ew, .)€
y=s+1 z=m+l1 w=m+I+p—s
:isinh&x(éx—i8ﬂ<éx,eﬂ> J+ Z cosh @ (ey ZS <ey, > j
x=1 u=1 y=s+1
m+p—s k k k
+ Z sinh 6, Eez 28#<ez, #> J+ z coshé’w( 28#<ew, > ﬂ)
z=m+1 u=l1 w=m+l+p-s u=l1

elde edilir. A(t)zSp{el(t),...,ek(t),él(t),...ék(t)} asimptotik demetinin  bir

o o

ortogonal bazi {el(t),...,ek (t),el(t),...em(t)} oldugundan

e= Zsmh@ ex+Zcosh9 ey , 1<s<m

y=s+1

dir. Boylece

o o S o o m o o
<e,e> = Zsinh 0. <ex,ex> + Z cosh 6, <ey,ey>
x=1 y=s+l
2 o o
> <ex > ex> = 8k+x

2

o

e

o

2 o o
el ve <ey, ey> =&,y

o

e,

elde edilir. Burada <;,;>=8

oldugundan
o 2 S 2 m o 2
_ s 12 2
—ZSlnh O, el + Z cosh® 6., le
x=1 y=s+l
bulunur. e =« |e ||=k, ve [e ||=k, oldugu gdz Oniine alinirsa
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ex* =Y sinh* 0, &, K>+ Y cosh’ e, K (3.46)

y
x=1 y=s5+1

elde edilir. Ayrica {'e Q merkez noktasinda u, =0, 1< 0 <m, sarti da goz dniine

aliarak (3.43) denkleminde (3.33) ifadesi yerine yazilirsa

2 2
_ Z . 2 Kx N 2 _Ky
Kg (e: n) = _Z sinh” 0, | —€.&,,., Elerm+l (_ + z cosh gy “EE iy Em
x=1 77,,,+] y=s+1 nmﬂ

elde edilir. Son denklemde ¢, = <ak+m+l,ak+m+l> =*l, € = <ex,ex> =—1 ve

£, = <ey,ey> =1 oldugu g6z oniine alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

S m
s k2 2 2 2
Zsmh 0. &, x + Z cosh® 6 ¢, «

y
— x=1 y=s+1
K§ (e,n) T k4l 2

nm+1

bulunur. (3.46) denklemiyle verilen esitlik yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

K
Ké” (e, n) =€

an

elde edilir. (2.38) denklemiyle verilen M yari regle ylizeyinin dagilma parametresi

dikkate alinirsa (3.45) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Bu bagintt {'e Q merkez noktasinda e spacelike dogrultmanli 2 —boyutlu yiizeyin
(e,n) nondejenere kesitinin egriligi i¢in yari Oklidiyen Lamarle formiilii olarak

adlandirilir.
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Ozel Durum:

1- v=0 durumu

E™', Oklid uzaymnda e Q merkez noktasinda dogrultmam 4, (e) C E, (1) olan
2 —boyutlu regle yiizeyin dagilma parametresi P olsun. {e€ Q merkez noktasinda
bu regle yiizeyin (e,n) kesitinin egriligi

K (e,n)=——

P2

dir (Frank, 1979).

2- v=1ve £=0 durumu

E"", Minkowski uzayinda, (€ Q merkez noktasinda spacelike dogrultmani
h.(e)c E,(t) olan 2—boyutlu timelike regle yiizey M ve M nin dagilma
parametresi P olsun. {'e Q merkez noktasinda M nin (e,n) nonnull kesitinin
egriligi

1
K, (e,n)=—

P2

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.10).

3- v=1ve y=1 durumu

E'', Minkowski uzayinda Q spacelike merkez regle yiizeyinin ¢ merkez
noktasinda, spacelike dogrultmani %, (e) € E, (1) olan 2—boyutlu spacelike regle
yiizeyinin dagilma parametresi P olsun. ¢ € Q merkez noktasinda bu regle yiizeyin

(e,n) spacelike kesitinin egriligi



K (e,n)=——

P2

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.13.).
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Teorem 3.9. E"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, Q merkez regle yiizeyin

¢ noktasinda dogrultmam A, (e) € E, (¢) olan 2—boyutlu M yari regle yiizeyinin

dagilma parametresi P olsun. e timelike vektor olmak iizere (€ Q merkez

noktasinda M yari regle yiizeyinin (e,n) nondejenere kesitinin egriligi

dir. Burada £=¢,.¢,.....,ve &, = <ak+m+1,ak+m+1> dir.

(3.47)

Ispat. E"", (n+1)—boyutlu yan Oklid uzayinda, dogrultmam #, (e) < E, (1)

olan 2 —boyutlu yar1 regle yiizeyi parametrik olarak

@(t,u)=o(t)+ue(r)

ile verilir. O halde (3.40) denklemiyle verilen e timelike birim vektorii i¢cin

. s . m . m+p—s . k .
e= Z cosh@ e + Z sinh @ e + Z cosh@, e, + z sinh@, e,
x=1 y=s+1 z=m+1 w=m+I+p—s

yazilabilir. Son denklem ile birlikte (2.26) denklemi g6z 6niine alinirsa

o .k .
=Y, <e,eﬂ>eﬂ
=1
m+ U~ k

=Zslcosh¢9xéx+ Zm: sinh 6, éy+ Zscoshﬁz e-+ Z sinh&wéw

x=1 y=s+1 z=m+1 w=m+l+p—s
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—Zk:eﬂ <Zcosh0 ex+ Z sinh & ey+mivcosh0 e-+ i sinh @, éw,eﬂ>eﬂ

u=1 x=1 y=s5+1 z=m+1 w=m+l+u-s
s . k .
:Zcoshﬁx ex—28ﬂ<ex,e > + Z sinh @, ey Zs <ey, #>
x=1 u=1 y=s+1
m+p—s k k k
+ Z cosh &, e.— Ze‘# <ez, ﬂ> + Z smhé’w Zeﬂ <ew, ﬂ>
z=m+1 u=l1 w=m+l+u—s u=1

elde edilir. A(t)zSp{el(t),...,ek(t),él(t),...ék(t)} asimptotik demetinin  bir

ortogonal bazi {el(t),...,ek (t),él(t),...e;(t)} oldugundan

o N o m o
e= Zcosh 0 e + Z sinh @ e,

x=1 y=s+1

elde edilir. Bu vektoriin kendisiyle i¢ ¢arpimindan

o o S o ) m o )
_ 2 212
<e,e>— E cosh 9x<ex,ex>+ E sinh ¢9y<ey,ey>
x=1 y=s+1

2 2 2
bulunur. Burada <e,e> =£le| , <ex,ex> =g, lle.| ve <ey,ey> =&, e | dirve
o 2 S o 2 m o 2
= Zcosh 0. el + Z sinh@ g, |le
x=1 y=s+1
elde edilir. |le| = &, |e | =k, ve |e,| =k, oldugu gbz Oniine alinirsa
ex’ = Zcoshﬁ £, K+ Z sinh @, &, K, (3.48)

y=s+1
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dir. Ayrica ¢ e Q merkez noktasinda (3.33) denkleminden dolayi (ea, n) ,1<o0<m,

nondejenere asli kesitinin egriligi

2
K
K{ (eg’ I’Z) = _868k+0' €k+m+1 [ < )
nm+1

dir. Bu son esitlik, (3.44) de verilen (e,n) kesitinin egriligi ile asli kesit egrilikler

arasindaki bagintida yerine yazilirsa

5 2
. P mo K,
K{ (e, n) = ZICOSh2 9; [_gxgkﬂ Ekrm+ [ ( ] )J ] - Z Slnh2 Hy [—8y€k+y e [ ( : )J ]

TTm+1 y=s+l TTm+1

bulunur. Burada, £ = <ex,ex> =-1,¢ = <ey, ey> =1, &.,u= <ak+m+l , ak+m+l> =] dir.

Gerekli diizenlemeler yapildiginda

S m
2 2 s 12 2
Zcosh 0.8, v + Z sinh” 60 €, K
) — x=1 y=s+l
= Chtml 2

77m+1

K, (e,n
olur. Bu son denklemde (3.48) denklemiyle verilen esitlik yerine yazilirsa

K
Ké“ (e’n) T

nm+l

bulunur. (2.38) denklemiyle verilen M yari regle ylizeyinin dagilma parametresi son

denklemde yerine yazilirsa (3.47) ifadesi bulunur ve ispat tamamlanir.

Bu baginti {'e Q merkez noktasinda, e timelike dogrultmanli 2 —boyutlu yiizeyin
(e,n) nondejenere kesitinin egriligi i¢in yar Oklidiyen Lamarle formiilii olarak

adlandirildi.
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Ozel Durum:

I- v=1ve y=1 durumu

E"', Minkowski uzayinda Q spacelike merkez regle yiizeyinin ¢ noktasinda,
timelike dogrultmani 4, (e)C E,(7) olan 2—boyutlu timelike regle yiizeyinin

dagilma parametresi P olsun. (e Q merkez noktasinda regle yiizeyin (e,n)

timelike kesitinin egriligi

dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.14.).

Boylece, Teorem 3.8. ve Teorem 3.9. dan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.10. M yar regle yiizeyinin ortogonal ydriingesi boyunca 4, (e) C E, , (1),
dogrultmanin hareketiyle olusan 2—boyutlu yari regle yiizeyin kesit egriligi, IR’

Minkowski uzayinda nonnull regle yiizeylerin Gauss egriligine dejenere olur.

E™, (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, M genellestirilmis yari regle yiizeyinin
merkez regle yiizeyi Q0 olmak iizere V{ € Q merkez noktasinda e, , 1< o <m, ile

lineer bagimsiz herhangi a birim vektori

a=4, - Ae+..+A e +Ae+A e, +...+4¢e,
I . a|=1
+ /,i’m+lem+1 +..+ ﬂ’m-%—,u—sem-%—,u—s + /’Z’m+1+,u—sem+1+,u—s +..+ /’Z’kek

olarak yazilabilir. F,, (¢) i¢inde herhangi s tane vektor ve Z,_, . (¢) igerisinde

herhangi 4 —s tane vektor timelike olsun. Bu durumda hem F, (7) uzayr hem de
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Zy s () uzay: yari altuzay dir. Bu yari altuzaylarin i¢inde bulunan vektdrlerin

durumlarina gore

s m m+u—s k
<a,a>=202+2/15+22y2+z/122+ Z A =41
x=1 y=s+l z=m+1 w=m+1+U—s

dir. Yani, a birim vektorii spacelike veya timelike vektordiir. Boylece M yar regle

yiizeyinin Q merkez regle ylizeyi nondejeneredir.

a birim vektoriiniin ve » birim normal vektoriintin spacelike veya timelike olma

durumlarini g6z 6niinde bulundurarak asagidaki siniflandirmayi yapabiliriz.

1) a birim vektorii spacelike ve » birim normal vektorii spacelike,
2) a birim vektorii spacelike ve » birim normal vektorii timelike,
3) a birim vektorii timelike ve » birim normal vektorii spacelike,

4) a birim vektorii timelike ve » birim normal vektori timelike,

olabilir. Simdi s6z konusu durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.

1) a birim vektorii spacelike ve » birim normal vektorii spacelike olsun.

E™, (n+l)—b0yutlu yart Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle ylizey olsun. M yar regle yiizeyinin asli catisi

{e,....ennnnne,,..0e,] ve E, () dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget

vektorii n olmak iizere V¢ e Q merkez noktasinda herhangi a spacelike birim

vektori i¢in

n S m m+p—s k
a=coshygr—+ X sinhiyep+ X coshyyey+ X sinhyze + 2 coshype,,  (3.49)
HnH x=1 y=s+1 z=m+1 w=m+1+u—s

Ve
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s m m+—s k
—> sinh*@, + ) cosh®d — > sinh®@,+ D cosh’6, =1
x=1 y=s+1 z=m+l1 w=m+1+p—s

olarak yazilabilir. Burada e, 1<s<m, F, () altuzay: i¢inde timelike vektdrler
olmak lizere y,,y,,....¥,,....,\¥, acilan sirastyla a spacelike birim vektori ile

n,e,...,e,...,e, vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

2) a birim vektorii spacelike ve » birim normal vektorii timelike olsun.

E™, (n+1)—boyutlu yari Oklid uzaymnda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin asli ¢atisi {el,...,es,...,em,...,ek} ve E, (t)

dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget vektérii » olsun. V¢ € Q merkez

noktasinda, a herhangi spacelike birim vektorii olmak {izere

"3 5 e 5 (3.50)
a=sinhy, 5+ sinhy e, + coshy e, + sinhy e, + coshy,, e .
Yo ”n” x=1 Vil y=s+l Vyey z=m+1 Y2z w=m+1+p—s Ywew
ve
s m m+p—s k
—z sinh’ 0 + Z cosh? Hy — Z sinh’ 0 + Z cosh? 0, =1
x=1 y=s+1 z=m+1 w=m+l+—s

dir. Oyle ki e, 1<s<m, F, () altuzay: i¢inde timelike vektorler olmak iizere

Vo, Vi, W,,...., acilarl sirastyla a spacelike birim vektorii ile n,e,...,e,..., e,

vektorleri arasindaki hiperbolik agilardir.

3) a birim vektorii timelike ve » birim normal vektori spacelike olsun.

E"™, (n+1)-boyutlu yari Oklid uzaymda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizey olsun. M yar1 regle ylizeyinin asli catisi
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{el,...,es,...,em,...,ek} ve E, (z‘) dogrultman uzayina ortogonal olan normal teget

vektoriic n olmak iizere V{ e Q merkez noktasinda herhangi a timelike birim

vektori igin

g e ; 3.51)
= sinh + Z coshy e > sinhy,e,+ 2 coshiy e, + > sinhy,, e .
Yo ” ” Vex ¥ y=s+1 Vyey z=m+1 Vzez w=m+1+4—s Vwew
ve
m+p—s k
—ZCoshzﬁ + z sinh” 6, — z cosh®’d,+ > sinh’6, =-1
y=s+1 z=m+l w=m+1+p—s

seklindedir, dyle ki burada a timelike birim vektorii ile n,e,,...,e,,...,e, vektorleri
arasindaki hiperbolik agilar sirasiyla y,y,,....¥,,....¥, ve e, 1 <s<m, vektorleri

F, () altuzayi iginde timelike vektdrlerdir.

m,s

4) a birim vektori timelike ve » birim normal vektorii timelike olsun.

E™, (n+1)—boyutlu yar Oklid uzaynda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle ylizey olsun. M yar1 regle ylizeyinin asli catisi

{e,....e,....e,,...,e,} ve E,(¢) dogrultman uzaymna ortogonal olan normal teget

vektorii 7 olsun. V{ € Q merkez noktasinda herhangi a timelike birim vektorii igin

4 e § 3.52)
a = cosh + Z cosh > sinhy,e,+ X coshy. e, + > sinhy,, e .
Yora ” ” Ve y:s+1 Vyey z=m+1 Vzez w=m+1+u—s Ywew (

Ve

—z cosh” 6+ Z sinh” @ —mib cosh’ 8, + Zk: sinh® 6, =—1

y=s+1 z=m+1 w=m+I+p—s
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seklindedir. Burada e, 1<s<m, F, (¢) altuzay! icinde bir timelike vektorler
olmak tizere a timelike birim vektori ile n,e,...,e,,...,e, vektorleri arasindaki

hiperbolik agilar sirastyla v, y,,....\¥,,...,, dir.

(2.21) denklemini g6z Oniinde bulundurarak 1<o<m i¢in ({+ue,)e M

noktasinda (e,,a) nondejenere kesitinin egriligi

ﬁo‘ﬁo‘ﬂ'oﬂ'oRo‘Oo'O > (353)
(e,.e,)(a.a)—(e,,a)

K§+ued (eo"a) =

dir. Dolayisiyla son denklemle birlikte yukarida verilmis olan (1), (2), (3) ve
(4) durumlari goz 6niine alinirsa 1< o <m i¢in (e,,a) kesitinin egriligi ile (e,,n)

o . asli kesitinin egriligi arasinda bagint1 ile ilgili teoremler sirasiyla verilebilir.

Teorem 3.11. E"" de M , merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle yiizeyin

E

ki () dogrultman uzayina ortogonal olan spacelike normal teget vektorii n olsun.

Boylece V¢ e Q merkez noktasinda e , 1< x<s, timelike vektorleri ile ayr1 ayri
lineer bagimsiz olan herhangi bir a spacelike birim vektorii verildiginde,
({+ue )e M noktasinda (e,,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e ,n)

nondejenere x . asli kesitinin egriligi arasinda baginti

{+ue,

(1+sinh’y, )K,,,. (e,,a)=cosh’y,K,,,. (e .n) (3.54)

dir. Burada y, ve y_swrasiyla a ile n ve a ile e_arasindaki hiperbolik agilardir.

Ispat. (B,,8.....0....5.) Ve (VysViseeesVinees %), sitasiyla e, 1<i<k, i. baz

vektoriiniin ve a spacelike birim vektoriiniin koordinatlar1 olmak {izere

By =(e.e,)=0 . B=(e.e)=¢ , 1<i<k



83

Ve

70=<a,e0>=coﬁ:”% , 7.=(a,e)=sinhy, , 1<x<s

7, <a,€y>=coshl//y , s+I<y<m

esitlikleri vardir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazilirsa

ceosh’y, | 19°g 1 (dg ’
S ‘9{ 200 4g| ou,

£ —sinh’

K{Hlex (ex’ a) =

bulunur. Burada £=¢,.¢,.....£ ve € = <ex ,ex> dir. Son denklemde ||n||2 =£g ve

e vektoriiniin timelike oldugu goz oniine alinirsa

2
. 1 d°%¢ 1 (og
1+sinh’ K e.,a)=—cosh? - +
( WX) {ue, ( x a) l/fo[ 2g auf 4g2 [aux

elde edilir. Son denklem ve (3.28) den

(1 +sinh’ ) K., (e,a)=—cosh’ye K., . (e.n)

bulunur. Burada e, vektériiniin timelike oldufu g6z 6niine bulundurulursa (e ,n),
I<x<s, nondejenere x. asli kesitinin egriligi ile (ex,a) nondejenere kesitinin

egriligi arasindaki baginti olan (3.54) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.12. E""', (n + 1) —boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin £, , (t) dogrultman uzayina ortogonal olan
spacelike normal teget vektorii n ve V{ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike

birim vektorii a olsun. Bu takdirde e, s +1<y<m, spacelike vektorleri ile lineer
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bagimsiz olan herhangi bir a spacelike birim vektorii verildiginde, (( +uey)e M

noktasinda (ey,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (ey,n) nondejenere y. asli

kesitinin egriligi arasinda
(1-cosh®y, ) K,.,. (e,,a)=cosh* ¥, K., (e,.n) (3.55)

bagntisi vardir, dyle ki y, ve y, sirasiyla a ile n ve a ile e, arasindaki hiperbolik

acilardir.

Ispat. e, 1<i<k, vektoriiniin ve (3.49) denklemi ile verilen a spacelike birim

vektoriiniin  koordinatlar1 sirasiyla (,BO,,Bl,...,,BI.,...,,Bk) ve (7/0,7/1,..., S,...,}/k)

olmak tizere
ﬂ0:<ei,eo>:0 , ,B,.=<ei,ei>=8i , 1<i<k
ve

70=<a,eo>=% , ;/x=<a,ex>=sinhl//x , 1<x<s

7, :<a,ey>:coshl//y , s+1<y<m

vardir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi s+1<y<m i¢in ({ +uey)e M noktasinda
(ey,a) nondejenere kesitinin egriligini veren (3.53) denkleminde yerine yazilr,
||n||2 =¢£g ve e, vektoriiniin spacelike oldugu goz 6niine alinirsa

1 d°¢g 1

2
Jg
l—COShzy/ K+ue e .,a :COShzl// — +
( y) ¢ y(} ) 0 2gaui 4g2 auy

elde edilir. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazilirsa
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(1 —cosh’ v, ) K, (ey, a) = cosh’ Vol K, (ey , n)

bulunur.  Burada e, vektdriiniin spacelike oldugundan (ey,n), s+1<y<m,
nondejenere y. asli kesitinin egriligi ile (e,,a) nondejenere kesitinin egriligi

arasindaki bagint1 olan (3.55) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.13. E™"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin £, , (#) dogrultman uzayma ortogonal olan
timelike normal teget vektori n ve V(e Q merkez noktasinda herhangi a

spacelike birim vektorii olsun. e , 1<x<s, timelike vektorleri ile lineer bagimsiz
olan bir a spacelike birim vektorii olmak tizere ({ +ue )e M noktasinda (e ,a)
nondejenere kesitinin egriligi ile (e,,n) nondejenere x. asli kesitinin egriligi

arasinda
(1+sinh®y, )K,.,. (e,.a)=—sinh* ¥, K,,,. (e .n) (3.56)

bagintisi vardir. Burada y, ve y_ sirasiyla a ile n ve a ile e_arasindaki hiperbolik

acilardir.

ispat. e, 1<i<k, vektoriiniin ve a spacelike birim vektoriiniin koordinatlari,

sirastyla, (B, Bs---sBraeesBe) V€ (¥ys Vioevvs Vesewvs ¥, ) Olmak iizere

By =(e.e)=0 , B =(e.e)=¢ , 1<i<k

veE

70=<a,eo>=Sir|l|2|i//° , 7.=(a,e)=sinhy, , 1<x<s

}/y=<a,ey>=coshl//y , S+I<y<m
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yazilabilir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazilir ve £ =1 oldugu

distntlirse

sinh’ Vo . _132g+1( og jz
2 2
_ Il 20u;  4g\ou, £=6.6, .. &

£, —sinh? 78 ’ £ = <ex,ex>

elde edilir. Bu son denklemde ||n||2 =-£g ve e, vektoriiniin timelike oldugu goz

Oniine alinirsa

2
: : 1 9°¢ 1 (og
1+ sinh? K e ,a)=sinh’ - +
( l//") 5“’6"( 0 a) %[ 2g dul 4g’ [Bux

bulunur. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazilirsa

(1 +sinh’ ) K. (e,a)=sinh’ye K, . (e,.n)

bulunur. Boylece (e,,n), 1<x<s, nondejenere x. asli kesitinin egriligi ile (e,,a)

nondejenere kesitinin egriligi arasindaki bagint1 olan (3.56) denklemi elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Teorem 3.14. E""', (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin £, , (t) dogrultman uzayina ortogonal olan
timelike normal teget vektorii » ve V{e€Q merkez noktasinda herhangi a

spacelike birim vektori, e,, s+1<y<m, spacelike vektorleri ile lineer bagimsiz
olsun. Bu durumda (é’ +uey)e M noktasinda (ey,a) nondejenere kesitinin egriligi

ile (ey,n) nondejenere y . asli kesitinin egriligi arasinda asagidaki bagint1 vardir;
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(1-cosh®y, ) K., (e,.,a)==sinh*y,K ., (e,.n). (3.57)
Burada y, ve y, sirasiyla a ile n ve a ile e, arasindaki hiperbolik agilardir.

ispat. e, 1<i<k, vektoriiniin ve a spacelike birim vektoriiniin koordinatlar:

sirastyla (B, Brvees Bvee s B) V€ (Yoo Voo s Vioernn V) isC

By =(e.e,)=0 . B =(e.e)=¢ , 1<i<k
ve

}/0:<a,e0>:Sir|l|hT”% , }/x:<a,ex>:sinhwx , 1<x<s

}/y=<a,ey>=sinhl//y , s+1<y<m

dir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi, 1< y<m i¢in ({ +uey)e M noktasinda
(ey,a) nondejenere kesitinin egriligini veren (3.53) denkleminde yerine yazilir,
||n||2 =—¢£g ve e, vektoriiniin spacelike oldugu géz dniinde bulundurulursa

1 d°¢g 1

2
. og
l1-cosh’y )K,,, (e, a)=—sinh’y,| —— +
( y) ¢ v(y ) 0 2g aui 4g2 auy

elde edilir. (3.28) denklemi son denklemde yerine yazilirsa
(1 —cosh’y, ) Kee, (ey , a) = —sinh’ Vol Ko, (ey , n)

bulunur. Burada e, vektoriiniin spacelike oldugu g6z 6niine bulundurulursa (ey,n) ,

s+1<y<m, nondejenere y . asli kesitinin egriligi ile (ey, a) nondejenere kesitinin
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egriligi arasindaki baginti olan (3.57) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.15. E™' de M, merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle
ylizeyinin E, , (¢) dogrultman uzayina ortogonal olan spacelike normal teget vektorii
n ve V{ € Q merkez noktasinda herhangi bir timelike birim vektor a olsun. Ayrica

a vektorii ile e, ISx<s, timelike vektorleri lineer bagimsiz olsun. Bu durumda
({+ue )e M noktasinda (e ,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e ,n)

nondejenere x . asli kesitinin egriligi arasindaki baginti
(1-cosh®y, )K,,,. (e,.a)=—sinh’y K, (e,.n) (3.58)
dir, 8yle ki y, ve y_ sirasiyla a ile n ve a ile e_arasindaki hiperbolik acilardir.

Ispat. (8,088, s.) Ve  (VysViseeesViserns?y) strastyla e, 1<i<k,

vektoriiniin ve a timelike birim vektoriniin koordinatlart olmak iizere

B, ={e.e,)=0 , B =(e.e)=¢ , 1<i<k
ve
¥ =(a,e,) = Sir|l|h|i//° , 7.=(a,e,)=coshy, , 1<x<s
n
7y=<a,ey>=sinhl//y , S+1<y<m

dir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazilirsa

2 sinh’ _182§+1[ag]2
||n|| 20u; 4g\du,

gx
I<§+ue)C (ex’a) =

2
—£ —cosh™ iy,
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bulunur. Oyle ki £=¢,.¢,.....€, ve &, :<ex ,ex> dir. Bu son denklemde ||n||2 =£g,

£2=1 ve e, vektorii timelike oldugundan

. 1 9% 1 (0g)

elde edilir. Bu son denklemde (3.28) yerine yazilirsa

(1 —cosh’y, ) K. (e.a)=sinh’y,e K, . (e.n)

¢ tue,

bulunur. Boylece

(1-cosh’w,)K,.,. (e,,a)=—sinh’y,K,,,. (e,.n)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.16. E""', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin E, ,(¢) dogrultman uzayma ortogonal olan
spacelike normal teget vektorii n ve V(e Q merkez noktasinda herhangi a

timelike birim vektorii olmak ilizere a vektorii ile e, s+1<y<m, spacelike
vektorleri lineer bagimsiz olsun. Bu durumda (é’ +uey)e M noktasinda (ey,a)
nondejenere kesitinin egriligi ile (ey,n) nondejenere y. asli kesitinin egriligi

arasinda
(1+sinh*y, ) K., (e,,a)==sinh*y, K., (e,.n) (3.59)

bagntisi vardir, dyle ki y;, ve v, sirasiyla a ile n ve a ile e, arasindaki hiperbolik
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agilardir ve a timelike vektorii e, s+1<y<m, spacelike vektorleri ayri ayr

lineer bagimsizdir.

ispat. a timelike birim vektorii ile e, 1<i <k, vektoriiniin koordinatlar1 sirasiyla

(Yoo Vhseees Virees Vi) V€ (Bys Bis--s B, B) olsun. Bu takdirde

By =(e.e,)=0 , B =(e.e)=¢ , 1<i<k
ve

70=<a,e0>=Sit|l|2|rj° , 7.=(a,e)=sinhy, , 1<x<s

}/y=<a,ey>=coshl//y , s+1<y<m

dir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi (3.53) denkleminde yerine yazilir , n||2 =£g ve

e, vektortiniin spacelike oldugu géz oniine alinirsa

2
: . 1 9°¢ 1 [ og
l+sinh’*y |K e ,a)=—sinh’y, | —— +
( l//y) {ue, ( y ) Yo 2g aui 4g2 [auy

elde edilir. O halde (3.28) denklemi bu son denklemde yerine yazilirsa
(1+sinh’ ) K, (e,,a)=—sinh’y,e K, (e,.n)

bulunur. Bdylece (ey,n) , S+1<y<m, nondejenere y. asli kesitinin egriligi ile

(ey,a) nondejenere kesitinin egriligi arasindaki baginti olan (3.59) denklemi elde

edilir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 3.17. E™' de M, merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle
yizeyinin E, , (¢) dogrultman uzayina ortogonal olan timelike normal teget vektdrii
n olmak iizere V{ e Q merkez noktasinda herhangi a timelike birim vektorii ile

lineer bagimsiz e, 1< x <, timelike vektorleri verilsin. Bu takdirde ({+ue, )e M

noktasinda (e,,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (ex,n) nondejenere x. asli

kesitinin egriligi arasinda
(1 —cosh’ 7, ) K. (e.a)=cosh>y K, . (e.n) (3.60)

bagintisi vardir. Burada a ile n ve a ile e, arasindaki hiperbolik agilar sirastyla y,

ve i dir.

ispat. e, 1<i<k, vektoriinin ve (3.52) denklemi ile verilen a timelike birim

vektoriiniin koordinatlart sirastyla (), B,...., B . B) Ve (Vs ViseeosVesers ¥i)

olmak tizere
B, ={e.e,)=0 , B =(e.e)=¢ , 1<i<k
ve

y0=<a,eo>=% , yx=<a,ex>=coshl//x , I<x<s

7y=<a,ey>=sinhl//y , S+1<y<m

dir. Bu esitlikler ve ||n||2 =-£g ve e  vektoriiniin timelike oldugu goz o6niinde

bulundurularak bu son denklemler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazilirsa

1 9°¢ 1 (og ’
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elde edilir. Burada £, = <ex,ex> oldugundan dolay1 istenen denklem elde edilir.

Teorem 3.18. E™', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli

genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin E, ,(¢) dogrultman uzayma ortogonal olan
timelike normal teget vektorii n ve V{ € Q merkez noktasinda herhangi a timelike
birim vektorii olsun. Bu durumda e , 1< y<m, spacelike vektorleri ile ayr ayri
lineer bagimsiz olan herhangi bir a timelike birim vektorii verildiginde,
(§ +uey)e M noktasinda (ey,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (ey,n)

nondejenere y . asli kesitinin egriligi arasinda
(1 +sinh® )K§+ueg (e, a)=cosh’ WK, (e,.n) (3.61)

bagintisi vardir. Burada y, ve y, swasiyla a ile n ve a ile e, arasidaki

hiperbolik agilardir.

Ispat. e, 1<i<k, vektoriiniin ve (3.52) denklemi ile verilen a timelike birim

vektdriiniin koordinatlary, sirastyla, (£, By,. .. BroevesB) Ve (Yoo Viseevs Veseron ¥ ) 18€

By =(e.e,)=0 . B=(e.e)=¢ , 1<i<k

veE
;/0=<a,eo>=coﬁh”l//° . 7.={ae)=coshy, , 1<x<s
n
7y=<a,€y>=5inhl//y , s+1<y<m

2
I =—eg vee,

dir. Bu son esitlikler ve (3.26) denklemi (3.53) de yerine yazilir,

vektortintin spacelike oldugu dikkate alinirsa



93

2
) 1 9°¢ 1| og
1+sinh? K. —le,a)= cosh? - +
( y/y) {+ue, ( y ) Yo 2g auj 4g2 [auy

elde edilir. s+1<y<m i¢in ({ +uey)e M noktasinda (ey,a) nondejenere y. asli

kesitinin egriligiyle verilen (3.28) denklemindeki ifade son denklemde yerine

yazilirsa
(1 +sinh’ v, )KQu% (ey, a) = cosh’ Vol Ke, (ey , n)

bulunur. Burada e, vektoriiniin spacelike oldugu gz 6niine bulundurulursa

(1+sinh’ ) K., (e,.a)=cosh®y,K,,,. (e,.n)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ozel Durumlar:

1. v=1ve #=0 durumu.

1.1. E™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,
merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin E, (t) ye
ortogonal olan timelike normal teget vektorii »n olsun. e , 1<o<m, ile lineer
bagimsiz herhangi a spacelike birim vektorii verildiginde (¢ +ue(,)e M noktasinda
(ea,a) timelike kesitinin egriligi ile (ea,n) timelike o . asli kesitinin egriligi

arasinda

(1-cosh’w, )K,,,. (e,.a)==sinh’y,K,,,. (e,.n)
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bagntis1 vardir. Burada y,, agist a spacelike birim vektorii ile » timelike normal
teget vektorii arasindaki agidir ve ¥, 1< o <m, a spacelike birim vektorii ile e,

1< 0 <m, baz vektorleri arasindaki agilardir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.12.).

1.2. E"™', (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayli,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M ve M nin E, () ye
ortogonal olan timelike normal teget vektorii »n olsun. e , 1<o<m, ile lineer
bagimsiz herhangi a timelike birim vektorii verildiginde (¢ +we,)e M noktasinda
(e,,a) timelike kesitinin egriligi ile (ea,n) timelike o©. asli kesitinin egriligi

arasinda
(1 +sinh® ) K, (e,,a)=cosh’ K, (e,,n)

bagintis1 vardir. Burada y, agist a timelike birim vektoril ile » timelike normal
teget vektorli arasindaki acidir ve ., 1< o <m, a timelike birim vektorii ile e,

1< 0 <m, baz vektorleri arasindaki agilardir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.13.).

2. v=1veu=1 durumu

2.1. EM™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyi M nin
herhangi spacelike birim vektdrii a ve F, () altuzay: i¢inde timelike vektdr e,

1<s<m, olsun.

2.1.1. e,, 1So<m, (0 +#s), spacelike vektorii ile lineer bagimsiz herhangi
a spacelike birim vektorii verildiginde ({ +ue,)e M noktasinda (e,,a) timelike

kesitinin egriligi ile (e,,n) spacelike o . asli kesitinin egriligi arasinda
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(1 - COSh2 l//o')1<év+”e(T (60'7a) = COShZ I/IOKé‘-%—ueg (eO" n)

bagintis1 vardir. Burada a ile » arasindaki hiperbolik a¢1 y, ve a ile e, IS0 <m,

(o # ), arasindaki hiperbolik a¢1 y dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.19-1.).

2.1.2. e,, 1<s<m, timelike vektori ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike
birim vektorii verildiginde (¢ +ue, )e M noktasinda (e,a) timelike kesitinin

egriligi ile (es , n) timelike s . asli kesitinin egriligi arasinda
(1 +sinh’ )K§+ue.s (e,,a)=cosh’y,K,,,. (e,.n)

bagintist vardir. Burada a ile » arasindaki hiperbolik a¢1 y, ve a ile e, arasindaki

hiperbolik a¢1 y, dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.19-ii.).

22. EM™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,
spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yilizeyi M nin

herhangi timelike birim vektér a ve F, (¢z) altuzay: iginde timelike vektor e,
I<s<m, olsun. e,, 1<o<m, o+#s, spacelike vektorleri ile ayr1 ayr1 lineer
bagimsiz olan herhangi bir a timelike birim vektori verildiginde, (é’ +ue,)e M
noktasinda (e,,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,,n) spacelike o . asli kesitinin

egriligi arasinda
(l +sinh’ )KCweg (e,,a)=—sinh’y,K,,, (e,,n)

bagintis1 vardir, oyle ki y, ve y_, swrasiyla, a ile n ve a ile e, arasindaki

hiperbolik agilardir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.20).
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23. EM, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M nin herhangi

spacelike birim vektdrii a ve e,, , 1<s<k-m,de Z,_, () merkez uzayi i¢inde bir
timelike vektor olsun. e,, 1<o<m, spacelike vektorleri ile ayr1 ayri lineer
bagimsiz herhangi a timelike birim vektorii verildiginde (¢ +ue,)e M noktasinda
(e,,a) timelike kesitinin egriligi ile (eg,n) spacelike o . asli kesitinin egriligi

arasindaki baginti
(1 —cosh’ 7, ) K, (e5.a)=cosh’ ¥ K, . (e,.n)

dir. Burada a vektoriiniin ile » ve e, arasindaki hiperbolik acilar, sirasiyla, ¥, ve

y, dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.21).

24. EM, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M ve M nin

herhangi bir timelike birim vektorii a, Z,_, (¢) merkez uzay: iginde timelike vektor

e

m+s 2

1<s<k-m, olsun. e,, 1<0<m, spacelike vektorii ile lineer bagimsiz
herhangi a timelike birim vektorii verildiginde ({+ue,)e M noktasinda (e,,a),
1<o<m, timelike kesitinin egriligi ile (e,,n), 1<o<m, spacelike o. asli

kesitinin egriligi arasindaki baginti
(1 +sinh’ iy, ) Ko (€,0)==sinh® y, K, (e,,n)

dir. Burada y, ve v, , 1<o<m, swrasiyla, a ile n ve a ile e ., 1<0o<m,

arasindaki hiperbolik ag¢ilardir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.22).

Simdi de (3.39) ve (3.41) denklemleri ile verilen E; , (¢) iginde bir e birim vektorii
ve (3.49), (3.50), (3.51), (3.52) denklemleri ile verilen V¢ € Q merkez noktasinda a
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birim vektér olmak iizere M yar regle yiizeyinin (e,a) nondejenere kesitinin

egriligi

z ﬁxﬂxﬂoﬂ'ORxO,‘cO + z ﬂyﬂyﬂOZORyOyO
K, (e,a)="= o (3.62)

(e,e){a,a)~{e,a)’

seklindedir. Boylece (e,a) nondejenere Kkesitinin egriligiyle ilgili asagidaki

teoremler verilebilir.

Teorem 3.19. E"™"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin E, ,(¢) dogrultman uzayma ortogonal olan
spacelike normal teget vektorii n olsun. M yari regle yiizeyinin E; , (¢) dogrultman
uzay1 icinde e spacelike birim vektorii ile lineer bagimsiz olan V{ € Q merkez
noktasinda herhangi spacelike birim vektér a olmak iizere (e,a) nondejenere

kesitinin egriligi ile (e,7) nondejenere kesitinin egriligi arasindaki bagmnti

_ cosh’y,

Kéw (e,a)—m[(; (e,n) (363)

dir. Burada a spacelike birim vektorii ile » spacelike normal teget vektori

arasindaki ag1 y, dir.
Ispat. (3.39) denklemiyle verilen e birim spacelike vektérii ve (3.49) denklemiyle

verilen a birim spacelike vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla, (), /..., 53...... 5;)

Ve (Y5 Noeees Vss---» ¥, ) Olmak iizere
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Ve

coshy,
70:<aaeo>:W|o’

7x=<a,ex>=sinhl//x , 1<x<s

7, =<a,ey>zcoshl//y , st1<y<m

dir. Bu esitlikler ve (3.26) denklemi (3.62) de yerine yazilirsa

cosh? vol 5 . 2 1 azg 1| og ? m 2 1 82g 1
5 lemh Ol el ———5 +— + X 1cosh Op|le| ———5+—

X= =s+
||,,|| 2 0uy  4g\ duy y 20u, 42

K{ (e,a)

- 2 SR,
bulunur. Burada £=¢,.¢,.....g, dir. Eger ||n|| =¢g oldugu goz oniine alnir ve

gerekli sadelestirmeler yapilirsa, son denklem

halini alir. € Q merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (ex,n) , 1<x<s,

x . asli kesitinin egriligi ve (ev,n) , s+1<y<m, y. asli kesitinin egriligi g6z oniine

alinirsa

cosh’ 7, (2 sinh” 6.& K, (e,,n)+ i cosh’ 6 £ K, (ey,n)J
K{ (8, a) — x=1 y=s+1

1—<e, a>2

bulunur. Burada € =-1, € =1 oldugu disiinilirek Teorem 3.6. da verilen L. tip

yar1 Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii g6z éniine alinirsa (3.63) denklemi elde edilir
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ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.20. E™"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin E, ,(¢) dogrultman uzayma ortogonal olan

spacelike normal teget vektorii n ve E, , () dogrultman uzayi i¢inde timelike birim
vektér e ile lineer bagimsiz olan V{ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike
birim vektdr a olsun. Bu takdirde M nin (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile

(e,n) nondejenere kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’ i,

K, (e,a) l+<e a>2 K, (e,n) (3.64)

bagintist vardir. Burada a spacelike birim vektorii ile # spacelike normal teget

vektorii arasindaki ac1 ¥, dir.

Ispat. (3.41) ve (3.49) denklemlerinden e ve a teget vektdrlerinin koordinatlari,

sirasyla, (), 5., Boseees B) V€ (Vo5 Visevvs Vss--» ¥, ) Olmak iizere

veE

coshy,
Y, =(a,e,)= ,
olael =T
7A=<a,et>=sinhl//x , 1<x<s
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dir. Bu esitlikler ile (3.26) denklemi M yan regle yiizeyinin (e,a) Kkesitinin

egriligini veren (3.62) denkleminde yerine yazilirsa

2 2 2 5 2
cosh™ v, B) 10 1| 9 m 19 11 9
5 0 ¥ cosh? 0.l —— §+(gJ + X sinh> 0y €| —— §+— S
”n” x=1 2 0uy 4g\ duy y=s+l 2 8uy 4g auy

K{ (e,a)

bulunur, dyle ki £=¢,.¢,.....g, dir. Son denklemde ||n||2 =&£g oldugu goz Oniine

almir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

9? 2 ) 9* 2 )

s 1 1 m 1 1

cosh? vol| X cosh” 0| — f +— %€ 3 sinh? 6, -— § —y g
x=l 2g duy  4g" \ duy y=stl 2g duy, 4g” | du

(1+(e.a)’)

K{ (e,a)z

elde edilir. e Q merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (ex,n) , ISx<ys,

x . asli kesitinin egriligi ve (ey,n) , s+1<y<m y. asli kesitinin egriligi goz oniine

alinirsa

cosh’ 7, [2 cosh’ 6. K, (e,,n)+ i sinh® 6, K, (ey,n)]
Kév (e’ a) —_ x=1 y=s+1

1+<e, a>2

bulunur. Burada &, =-1, € =1 olup Teorem 3.7. de verilen II. tip yar Oklidiyen

Beltrami-Euler formiilii g6z oniine alinirsa (3.64) denklemi elde edilir ki bu da ispati

tamamlanir.

Teorem 3.21. E""' de M merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin
E, , () dogrultman uzayma ortogonal olan timelike normal teget vektdrii # olsun.

E, , (t) dogrultman uzayi i¢inde spacelike birim vektor e ile lineer bagimsiz olan a
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vektorii, V{ e Q merkez noktasinda spacelike birim vektor olmak iizere M nin

(e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) nondejenere kesitinin egriligi arasinda

_ sinh’ i,

K, (e,a)= (e a>2 K, (e,n) (3.65)

bagintis1 vardir. Burada ¥, a spacelike vektorii ve n timelike normal teget vektorii

arasindaki agidir.

Ispat. (3.39) ve (3.49) denklemleriyle verilen e ve a teget vektorlerinin

koordinatlari, swasiyla (B,05,.....0......3) ve (%,¥s---s%»---»% ) olsunlar.
Boylece

Ve

sinhy,
7/=<a:e = >
omlea) =T
7x=<a,ex>:sinhy/x , 1<x<s
7},=<a,ey>=coshy/y , s+1<y<m

dir. Bu esitlikler ile birlikte (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazilirsa ve

||n||2 =—¢£g oldugu goz 6niinde bulundurulup gerekli sadelestirmeler yapilirsa

9° 2% ) 22 2 )

s 1 1 m 1 1

_sinh2 Yo > sinh2 0, — § +— % + 3 coshz 9y . § e g
x=1 2g ouy 4g du,, y=s+l 2g auy 4g auy

K{ (e,a)z
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elde edilir. Boylece ¢ € Q merkez noktasinda (ex,n) , 1<x<s, Xx. asli kesitinin

egriligi ve (ey, n) , s+1<y<m, y.aslikesitinin egriligi dikkate alinirsa

—sinh® (i sinh® 6.6 K, (e,,n)+ i cosh’ 6 ¢ K, (ey,n)]

x=1 y=s+l1

1—<e, a>2

K. (e.a)=

bulunur. Burada € =-1, £ =1 olmasindan dolay: Teorem 3.6. da verilen 1. tip yar1

Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii goz 6niine almirsa (3.65) denklemi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.22. E"™"', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin £, , (#) dogrultman uzayma ortogonal olan

timelike normal teget vektdrii » ve M yar regle ylizeyinin E, , () dogrultman
uzay1 i¢inde timelike birim vektér e ile lineer bagimsiz olan V(e Q merkez
noktasinda herhangi spacelike birim vektdr a olsun. M yari regle yiizeyinin (e,a)
nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) nondejenere kesitinin egriligi arasindaki
baginti

_ sinh’

K, (e,a)z 1+<e a>2 K, (e,n) (3.66)

dir. Burada a spacelike birim vektorii ile » timelike normal teget vektorii arasindaki

ag1 Y, dir.

Ispat. (3.41) denklemiyle verilen e birim timelike vektor ve (3.50) denklemiyle

verilen a birim spacelike vektoriiniin koordinatlari, sirasiyla ( ,BO,,BI,...,,BX,...,ﬂk)

Ve (¥> Vhs-es Vsse--» 7, ) Olmak iizere
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ve
sinhy,
Y, ={a,e,) = ,
o=t~
7, =(a,e )=sinhy, , 1<x<s

dir. Bu esitlikler ile birlikte (3.26) denklemindeki ifade (3.62) denkleminde yerine

yazilir ve ||n||2 =—¢£g oldugu dikkate alinirsa

(o]
oQ

a2 2 ) 2 2 )

s 1 1 m 1 1

—sinh2 Yo > cosh2 0, ———§+—2 8 + X sinh2 ¢9y -t g
x=1 2g duy 4g” \ duy y=s+l 2g auy 4g Buy

K (e, a) =
¢ —(1 +<e, a>2)
elde edilir. Béylece ¢ e Q merkez noktasinda (e,,n), 1<x<s, x. asli kesitinin

egriligi ve (ey, n) , s+1<y<m, y.asli kesitinin egriligi goz 6niine alinarak

sinh® 7, [Zx;cosh2 0.£.K,(e.n)+ Zm:1 sinh”? 6 ¢ K, (ey,n)j
K ’ _ x= y=s+
(o) L+(c.a)

bulunur. Bu son denklemde £, =1, £ =1 oldugu dikkate alinir ve Teorem 3.7. de

verilen II. tip yar1 Oklidiyen Beltrami-Euler formiiliiniin degeri yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Teorem 3.23. E"" de merkez regle yiizeyli genellestirilmis yari regle yiizeyinin

E, , () dogrultman uzayma ortogonal olan spacelike normal teget vektorii 7 olsun.
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M yan regle yiizeyinin E, , () dogrultman uzayi i¢inde spacelike birim vektor e
ile lineer bagimsiz olan V{ € Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektor
a olmak iizere (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) nondejenere kesitinin

egriligi arasinda

_ sinh’

K, (e,a)= 1+<e a>2 K, (e,n) (3.67)

bagintist vardir. Burada a timelike birim vektorii ile » spacelike normal teget

vektorii arasindaki ac1 ¥, dir.

Ispat. (3.39) ve (3.49) denklemlerinden e ve a vektérlerinin koordinatlari, sirasiyla

(BosBrsees Boseis B) Ve (¥os Vioevvs Vesewns ¥, ) Olmak iizere

veE

sinhy,
7 =(a,e, )= ,
=t = T
7, =(a,e,)=coshy, , 1<x<s
7y=<a,ey>:sinhl//y , s+1<y<m

dir. ||n||2 =¢£g oldugu goz oniinde bulundurularak, bu esitlikler ile birlikte (3.26)

denklemi (3.62) de yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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sinh® 7, [Zs:sinh2 0.£.K,(e,n)+ i cosh’ 0 e K, (ey,n)}

x=1 y=s+1

—(1+<e, a>2)

K;(e.a)=

elde edilir. Boylece & =-1, £ =1 oldugundan Teorem 3.6. da verilen L. tip yar

Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii goz oniine alinirsa ispat tamamlanur.

Teorem 3.24. E""', (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yari regle yiizeyinin £, , (#) dogrultman uzayma ortogonal olan

spacelike normal teget vektorii n ve £, , (t) dogrultman uzayi i¢inde timelike birim
vektor e ile lineer bagimsiz olan V¢ e Q merkez noktasinda herhangi timelike
birim vektdr a olsun. (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,7) nondejenere
kesitinin egriligi arasindaki baginti

_ sinh’y,

K, (e,a) = 1—<e a>2 K, (e,n) (3.68)

dir. Burada y,, timelike birim vektorii a ile spacelike normal teget vektorii

n arasindaki acidir.

Ispat. e ve a birim timelike vektérlerinin koordinatlart swrasiyla (£, 4,,..., B,

W B) Ve (Vs Viseos Vesewns 7, ) Olsunlar. Boylece

Ve
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sinh
o) =g

dir. Bu esitlikler ile birlikte (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazilirsa

2 5 2 5 2
sinh” yy | s 10 1 o m 19 19
5 0 s cosh? 0.l —— §+— Bl + X sinhzay el —— §+— 8
”n” = 2 9uy 4g\ duy y=s+1 2 0uS, 4g| ou

1-{e.a)”

2 e
bulunur. Burada £ =¢,.¢,. ... ., dir. Bu son denklemde ||n|| =£g goOz Oniine alinirsa

9? 2 ) 9° 2 )

s 1 1 m 1 1

sinh2 Yo > cosh2 0| — § +—s g + 2 sinh2 Hy __ 28 +— &
=l 2g auy  4g” \ Ou, y=s+1 2¢ u’  4g” | ou

K{ (e,a)z

elde edilir. {'e Q merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (ex,n) , ISx<ys,

x . asli kesitinin egriligi ve (ey,n) , s+1<y<m, y.asli kesitinin egriligi géz oniine

alinirsa

sinh® 7, [i cosh® 8. K, (e,,n)+ i sinh® 6 ¢ K, (ey,n)j
Ké, (e’ a) — x=1 y=s+1

1—<e, a>2

bulunur. Burada € =-1, & =1 oldugu Teorem 3.7. de verilen II. tip yar1 Oklidiyen

Beltrami-Euler formiilii g6z oOniine alinirsa (3.68) denklemi elde edilir ve ispat

tamamlanir.
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Teorem 3.25. E""', (n+1)—boyutlu yar Oklid uzayinda, M merkez regle yiizeyli
genellestirilmis yar1 regle yiizeyinin £, , (#) dogrultman uzayma ortogonal olan

timelike normal teget vektorii » olsun. M yari regle yiizeyinin E, , (¢) dogrultman

uzayi iginde spacelike birim vektér e ile lineer bagimsiz olan a vektorii Ve Q
merkez noktasinda herhangi timelike birim vektor olmak {izere M yar1 regle
yiizeyinin (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) nondejenere kesitinin

egriligi arasindaki baginti

_ cosh’y,

K, (e,a) 1+<e a>2 K, (e,n) (3.69)

dir. Burada a timelike birim vektorii ile » timelike normal teget vektorii arasindaki

ag1 y, dir.

Ispat. (3.39) ve (3.52) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin koordinatlar:

sirastyla (S, Brsees Boseees B) Ve (Vs Viseees Vesev-» 7, ) Olmak iizere

veE

cosh
%o :< > 0>=W|Woa

;/x=<a,ex>=coshwx , 1<x<s
;/y=<a,ey>=sinhgyy , S+I<y<m

dir. Bu esitlikler ile (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazilirsa



108

cosh2 Yol s 2 1 azg 1| og ? m 2 1 82g 1
5 > sinh™ 6, | £] —— 5+ + 2 cosh ‘9y el -~ +t—
”n” x=1 2 9uy 4g\ duy y=s+1 2 auy 4g

K; (e,a)z

bulunur. Boylece £=¢.¢,.....6 ve ||n||2:—€g oldugu dikkate almir gerekli

sadelestirmeler yapilir ve (3.28) denklemindeki ifade son denklemde yerine yazilirsa

cosh” (ZS: sinh’ 0.e K, (e,,a)+ i cosh’ 0 & K, (ey,a)}

x=1 y=s+l1

—(1+<e, a>2)

K, (e;a)=~

elde edilir. O halde &£, =1, £ =1 oldugundan distiniilerek Teorem 3.6. da verilen

I tip yar1 Oklidiyen Beltrami-Euler formiilii g6z éniine alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.26. E,""' de M merkez regle yiizeyli genellestirilmis yari regle yiizeyinin
E, , () dogrultman uzayma ortogonal olan timelike normal teget vektdrii # olsun.
E, , (#) dogrultman uzay: iginde timelike birim vektdr e ile lineer bagimsiz olan
V{ e Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektdr a olmak iizere (e,a)

nondejenere kesitinin egriligi ile (e,7) nondejenere kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

K, (e,a)= 1—<e a>2 K, (e,n) (3.70)

bagintis1 vardir. Burada a timelike birim vektorii ile » timelike normal teget vektorii

arasindaki ag1 v/, dir.

Ispat. (3.41) ve (3.52) denklemlerinden e ve a teget vektorlerinin koordinatlari

sirastyla (B, Byvees Boso s B) V€ (Yo Visevvs Vyoe--» 7, ) 0lmak lizere
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IBO :<€,€0>=0,
ﬂr=<€,€x>=cosh¢9x , 1<x<s
B,=(e.c,)=sinh6, . s+1<y<m

veE

coshy,
7, ={a,e,)= ,
o=l =
7x:<a,€x>=coshl//x , 1<x<s
7y:<a,€y>=Sinhl//y , s+1<y<m

dir. Bu esitlikler ile (3.26) denklemi (3.62) denkleminde yerine yazilir ve

2 e
E=E.&.....&, n|| =—¢£g oldugu goz oniinde bulundurulursa

Qv

s Lot 1 ()] m 1%
_cosh2 Vol = cosh2 0| — § +— g + X sinh2 Hy 98 +—5| —
x=l 2¢ duy 4g” \ duy y=s+l 2¢ wu’  4g

KQ' (e,a)z

elde edilir. Boylece {'e Q merkez noktasinda (3.28) denklemi ile verilen (e, ,n),

1<x<s, x. asli kesitinin egriligi ve (ey,n), s+1<y<m, y. asli kesitinin

egriliginden

cosh’ [ZS: cosh’ 8. K, (e,,n)+ Zm: sinh® 6 ¢ K, (ey,n)j
Ké, (e’ a) _ x=1 y=s+l1

- 1—<e, a>2

dir. Burada &, =-1, £ =1 oldugu i¢in Teorem 3.7. de verilen IL. tip yar1 Oklidiyen

Beltrami-Euler formiilii g6z oOniine alimirsa (3.70) denklemi elde edilir ve ispat

tamamlanir.
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E"" yar Oklid uzayinda genellestirilmis regle yiizeyin merkez noktasinda (3.63)-
(3.70) denklemleri ile verilen (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n)

nondejenere kesitinin egriligi arasindaki bagintilar yar1 Oklidiyen Beltrami-Meusnier

formiilii olarak adlandirilir.
Ozel Durumlar:

I. v=1ve yg=0 durumu

1.1. E™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayls,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M olsun. e, E, () i¢inde
bir birim vektdr ve n, E, () ye ortogonal olan spacelike normal teget vektor olmak
tizere { € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike birim
vektorii verildiginde (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike

kesitinin egriligi arasinda

2
COS
l/joz K{ (e’ n)

1—<e,a>

Kg (e,a)=

bagintist vardir. Burada ¥, acis1 a spacelike birim vektorii ile »n spacelike normal

teget vektort arasindaki agidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.14.).

1.2. E™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayl,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M olsun. e, E, (¢) iginde
bir birim vektdr ve n, M nin E, (¢) ye ortogonal olan timelike normal teget vektor
olmak iizere { € Q merkez noktasinda e ile lineer bagimsiz herhangi a spacelike
birim vektorii verildiginde (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) timelike

kesitinin egriligi arasinda
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sinh” i,

K;(eaa)Zm

K, (e,n)

bagintist vardir. Burada y,, agis1 a spacelike birim vektorii ile » timelike normal

teget vektorii arasindaki hiperbolik ag¢idir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.15.).

13. E™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda spacelike dogrultman uzayls,
merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M olsun. e, E, () i¢inde
bir birim vektdr ve n, M nin E, (¢) ye ortogonal olan timelike normal teget vektor
olmak iizere { € Q merkez noktasinda e ile lincer bagimsiz herhangi a timelike
birim vektdrii verildiginde (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike

kesitinin egriligi arasinda

cosh?
_—1/102 K, (e»”)
1+<e, a>

K ¢ (e, a) =
bagintis1 vardir, burada ¥, acist a timelike birim vektorii ile » timelike normal

teget vektorii arasindaki hiperbolik acidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.1.16.).

2. v=1ve u=1 durumu

2.1. E™, (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli,

spacelike merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. M

nin E, (¢) dogrultman uzay: i¢inde spacelike birim vektdr e ile lineer bagimsiz olan
a vektorii V¢ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektoér olmak iizere
M nin (e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi

arasindaki baginti
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_ cosh’y,

K, (e,a) 1—<e,a>2 K, (e,n)

dir. Burada a, spacelike birim vektorii ile n, spacelike normal teget vektori

arasindaki ag1 y, dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.23.).

22. E"', (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli,

spacelike merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. M

nin E, (t) dogrultman uzayi i¢inde spacelike birim vektor e ile lineer bagimsiz olan
bir a birim vektérii, V{ € Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektor
olmak iizere M nin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin

egriligi arasinda

sinh?
- '//02 Kg“ (e, n)
1+<e, a>

K ¢ ( e, a) =
bagntis1 vardir. Burada y, acisi, a timelike birim vektorii ile », spacelike normal

teget vektori arasindaki agidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.24.).

23. EM, (n+1)—boyutlu Minkowski uzaymda timelike dogrultman uzayl,

spacelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun.

E, (t) dogrultman uzay: i¢ginde timelike birim vektdr e ile lineer bagimsiz olan a
vektorii V¢ € Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor olmak iizere M

nin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike kesitinin egriligi arasinda

_ cosh’y,

Kelea) =Bk e

bagintis1 vardir. Burada a, spacelike birim vektorii ile »n, spacelike normal teget

vektorii arasindaki ac1 ¥, dir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.25.).
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24. EM, (n+1)—boyutlu Minkowski uzaymda timelike dogrultman uzayl,

timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizey M olsun. E, (7)

dogrultman uzay1 icinde spacelike birim vektdr e ile lineer bagimsiz a vektori

V{ e Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor olmak iizere M nin

(e,a) nondejenere kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi arasinda

cosh’ i,
=— 0 K R
l—<e, a>2 ‘ (e n)

bagntis1 vardir, 6yle ki ¥, acist a, spacelike birim vektorii ile », spacelike normal

K, (e.a)

teget vektorii arasindaki acidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.26.).

25 EM, (n+1)—boyutlu Minkowski uzaymda timelike dogrultman uzayl,

timelike merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. M nin

E, () dogrultman uzay: i¢inde spacelike birim vektér e ile lineer bagimsiz a
vektorii V¢ e Q merkez noktasinda herhangi timelike birim vektér olmak tizere M

nin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) spacelike kesitinin egriligi arasinda

sinh?
- l//oz K{ (e,n)
1+<e, a>

K ¢ (e, a) =
bagintisi vardir. Burada y ac¢is1 a, timelike birim vektorii ile », spacelike normal

teget vektorli arasindaki acidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.27.).

2.6. E"', (n+1)—boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayl,

timelike merkez regle ylizeyli genellestirilmis timelike regle ylizey M olsun. M nin

E,(t) dogrultman uzay: iginde timelike birim vektér e ile lineer bagimsiz a
vektorii V¢ e Q merkez noktasinda herhangi spacelike birim vektor olmak tizere M

nin (e,a) timelike kesitinin egriligi ile (e,n) timelike kesitinin egriligi arasinda
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_ cosh’y,

K, (e,a) 1+<e a>2 K, (e,n)

bagintist vardir, dyle ki ¥, agis1 a, spacelike birim vektorii ile », spacelike normal

teget vektori arasindaki agidir (Ersoy, 2007, Teorem 4.2.28.).



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu béliimde ¢alismanin orijinal kismi1 olan {i¢iincii boliim 6zetlenecek ve bir oneride

bulunulacaktir.

E™', (n+1)—boyutlu yar1 Oklid uzayinda genellestirilmis yar regle yiizeyin birinci

temel formu ve metrik katsayilar1 hesaplanarak sirasiyla Christoffel sembolleri,
Riemann egrilik tensorii katsayilar1 ve Riemann-Christoffel egrilikleri bulundu.
Merkez regle yiizeyli genellestirilmis yar1 regle ylizeyin her noktasinda nondejenere
asli kesitinin egriligi Riemann-Christoffel egrilikleri yardimiyla hesaplandi. Ayrica
her bir merkez noktada da nondejenere asli teget kesitlerinin kesit egrilikleri
incelendi. Boylece, genellestirilmis yar1 regle yilizeyin asli kesit egriligi ile asli
dagilma parametresi arasinda baginti bulundu. Daha sonra asli 151n yiizeyi g6z oniine
alinarak bu yiizeyin kesit egriligi ile asli dagilma parametresi arasindaki bagint1 elde
edildi. Ayrica, genellestirilmis yar1 regle ylizeyin merkez noktasinda normal kesit
egriligi ile asli kesit egrilikleri arasindaki baginti elde edildi ve bu baginti
genellestirilmis yar1 regle yiizeyin teget kesiti igin 1. ve I tip yari Oklidiyen
Beltrami-Euler formiilii olarak adlandirildi. Ustelik yari regle yiizeyin merkez
noktasinda nonnull dogrultmanli 2 —boyutlu yiizeyin nondejenere kesitinin egriligi
bulundu ve bunlar yar1 Oklidiyen Lamarle formiilii olarak adlandirildi. Bu boliimde
son olarak, genellestirilmis yar1 regle ylizeyin herhangi nondejenere teget kesitlerinin
egriligi arastirildi. Bu yarn regle yiizeyin kesit egriligi i¢in bagintilar elde edildi ve

bunlar yar1 Oklidiyen Beltrami-Meusnier formiilii olarak adlandirilds.

Bu ¢alismada E", (n+1)—boyut1u yar1 Oklid uzaymnda genellestirilmis yari regle

yiizeylerin kesit egrilikleri i¢in elde edilen teorem ve sonuglar E'' ve E'' de

genellestirilmis null scrollarin kesit egrilikleri i¢in de arastirilabilir.
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