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OZET

Anahtar kelimeler: Kuantum kod, stabilizer kod, nonbinary kuantum kod, lineer kod,
devirli kod, toplamsal kod

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde cebir ve kodlama teorisinin
temel tanim ve teoremleri, ikinci boliimde kisa bir literatiir taramasi, kuantum
hesaplama ve kuantum bilgi hakkinda temel tanim ve teoremler verilmektedir. Yine
bu bolimde ikili olan ve ikili olmayan hata diizeltebilen kuantum kodlar
aciklanmaktadir.

Uciincii béliimde Mannheim metrigine gore Gauss tamsayilarn iizerindeki klasik
kodlar yardimi ile Calderbank-Shor-Steane (kisaca CSS) kodlar1 olusturulmaktadir.
Ayrica bu boliimde Gauss tam sayilari i¢in iyi hata bazlar1 da tanimlanmaktadir.

Dordiincii boliimde Lipschitz sayilar1 {izerindeki klasik kodlar yardimi ile CSS

kodlarin nasil insa edilecegi agiklanmakta ve bu sayilar i¢in iyi hata bazlar
tanimlanmaktadir.
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QUANTUM CODES OBTAINED FROM GAUSSIAN AND
QUATERNION INTEGERS

SUMMARY

Key Words: Quantum code, stabilizer code, nonbinary quantum code, linear code,
cyclic code, additive code

This thesis consist of four chapters. In the first chapter, some notations and some
basic definitions and theorems of abstract algebra are given.

In the second chapter, the fundamental elements needed to perform quantum
computation and quantum information are described and many elementary operations
which may be used to develop more sophisticated applications of quantum
computation and quantum information are presented. Moreover, binary and
nonbinary quantum error-correcting codes are explained.

In the third chapter, the CSS codes are constructed from codes over Gaussian
integers with respect to the Mannheim metric. Moreover, the set of the nice error
bases over Gaussian integers is introduced.

In the fourth chapter, the CSS codes are constructed via codes over quaternion
integers with respect to the Lipschitz metric. Moreover, the set of the nice error bases
over quaternion integers is introduced.



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cebirsel Tanimlar

Bu boliimde verilecek tanim, onerme ve teoremler diger boliimler i¢in bir hazirlik

niteliginde olup diger boliimlerde bu tanim ve teoremler kullanilacaktir.

Tanim 1.1.1. S bostan farkli bir kiime olsun. S kiimesinin elemanlarindan olusan
her siral1 ikiliye S’ de bir ve yalniz bir eleman karsilik getiren bir fonksiyona S

iizerinde bir ikili iglem denir. Bu islem “*” sembolil ile gosterilirse;

SxS—>S

(a,b)>axb

ile tanimlanir [13].

Tanmm 1.1.2. G bostan farkli bir kiime ve “-” G ’de bir ikili islem olsun. Eger
Vg.8,.8,€G i¢in g -g,€G, g-(8g)=(88g) g oluyorsa, VgeG icin
sirastyla g-e=e-g=g ve g-g' =g '-g=e olacak sekildle ecG ve g'eG

varsa (G,-) yapisina grup denir [13].

Tanmm 1.1.3. G bir grup ve g,,g,,...,g €G olsun. Eger G ’nin her elemani
g,,8,,---,g, clemanlarindan elde ediliyorsa bu elemanlara G grubunun iiretegleri
denir ve G 'nin bu elemanlar tarafindan {retildigi G:<g1,g2,...,g,> seklinde

gosterilir [13].



Tamm 1.1.4. Eger G grubu bir a eleman tarafindan {iiretiliyorsa bu gruba devirli
grup denir ve G = <a> ile gosterilir. Bu durumda Vg € G icin g =a" olacak sekilde
dk e N vardir [13].

Tanmm 1.1.5. G bir grup ve M, de nxn tipindeki tiim tersinir kompleks matrislerin
kiimesi olsun. G ’den M, ’ye tanimlanan p homomorfizmasma G 'nin bir gosterimi

ve n sayisina da p 'nun derecesi denir [35].

Tanim 1.1.6. G bir grup olsun.

M={aeG:‘v’geG,ag=ga}

kiimesine bu grubun merkezi denir.

Tamm 1.1.7. G bir grup ve H de bu grubun bir alt grubu olsun.
N(H)={geG:gH=Hg}

kiimesine H kiimesinin normallestiricisi denir.

Tanim 1.1.8. R# O kiimesi {izerinde taniml ikili islem @ ve ® olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan (R, ®, ®) cebirsel yapisina bir halka denir.

i. (R, ®) bir degismeli gruptur.

ii. ® igleminin R ’de birlesme 6zelligi vardir.

iii. ® isleminin @ iglemi iizerine R ’de sagdan ve soldan dagilma o6zelligi vardir

[13].



Tamm 1.1.9. R birimli degismeli bir halka olsun. Eger R* =R—{OR} kiimesi ®

islemine gore bir grup ise R ’ye bir cisim denir [13].
Tanim 1.1.10. R bir halka ve & # I < R olsun.
i.Va,bel igin a—bel ve

ii. VreR ve VYael i¢in, rael (veya arel) ise I ’ya R ’nin bir sol (veya sag)

ideali denir. Hem sol hem de sag ideale iki tarafl1 ideal ya da kisaca ideal denir [13].
Tamm 1.1.11. R degismeli bir halka ve M bir degismeli grup olsun.

o RxM > M

(r,m) > rm

dontisimii altinda, Vr,n,r,eR ve Vm,m,m,eM i¢in asagidaki sartlar

saglaniyorsa M bir sol R —modiildiir.

. r(m1+m2):rm1+rm2,
i1 (rl +r2)m=rml+r2m,
iii.(rlrz)m:rl(rzm),

v.l,m=m.

Eger R halkasmin yerine F cismi alinirsa M , F cismi tizerinde bir vektor uzayidir

[15].

Tanmm 1.1.12. R birimli bir halka ve 1, # 0, olsun. Eger R 'nin sifirdan farkli her

elemanmin bir ¢arpimsal tersi varsa, yani V0, #aeR i¢in ab=ba=1, olacak



sekilde b,b € R varsa R halkasma carpik cisim (skew field) denir. Degismeli bir

carpik cisim cisimdir [15].

Tanim 1.1.13. A:{al, a,, - aq} sonlu ciimlesine g —Iu alfabe ya da kisaca
alfabe denir. A ciimlesinin elemanlarindan olusan #n—lilerin olusturdugu A"
kiimesine sozler ailesi denir. 4" 'nin herhangi bir C altkiimesine ¢ —lu blok kodu

denir. C’nin elemanlarina ise kodsoz denir. C = A"’nin M tane elemam varsa
C’ye n uzunlugunda, M biiyiikligiinde bir kod denir ve (n, M ) parametreleri ile

gosterilir [41].

Tamm 1.1.14. u ve v ayni uzunlukta ve ayni alfabe iizerinde tanimlanmis » — liler

olsun. u ile v’nin farkli bilesenlerinin sayisima u ile v arasindaki Hamming

mesafesi denir ve d(u,v) ile gosterilir. d:A"xA" >N,
d(u, v) = Hi: u,#v., 1<i< n}‘ olmak tizere (A”, d) ikilisi bir metrik uzay

1 1

olusturur [41].

Tamm 1.1.15. (n,M ) parametrelerine sahip bir C kodunun minimum mesafesi

d(C) ile gosterilir ve d(C)= min d(u,v) seklinde tammlanir. 7 uzunlugunda,

u,veC,u#v

M elemana sahip ve minimum mesafesi d olan bir kod kisaca (n, M,d ) seklinde

gosterilir [41].

Tamm 1.1.16. g elemanh F, cismi tizerinde n uzunluklu biitiin vektdrlerden olusan
IF; kiimesi bir vektor uzayidir ve bu vektor uzay V(n, q) ile gosterilir. C kiimesi
V(n,q) vektdr uzaymnin k boyutlu bir alt uzay: olsun. C’ye n uzunlugunda ve k

boyutlu bir lineer kod denir ve [n, k] ile gosterilir. Eger C kodunun minimum

mesafesi d ise bu kod [n, k,d ] parametreleri ile gosterilir.



c € C’nin Hammimg agirligi bu koddaki sifirdan farkli bilesenlerin sayis1 olarak
tanimlanir ve w(c) biciminde gosterilir. C’nin sifir vektorii hari¢ geri kalan
elemanlarinin agirliklarinin en kii¢iigiine ise C kodunun minimum agirlig1 denir ve

w(C) ile gosterilir.
Lineer kodlarda d (C)=w(C) dir [41].

Tamm 1.1.17. Hamming metrigine gore i¢ ¢arpim, u,ve C C V(n, q) olmak tizere

seklinde tanimlanir [41].

Tamm 1.1.18. C kodu bir [n, k| lineer kod olsun.
ct :{ueV(n,q): <u,v>:0, VVGC}
kiimesine C kodunun diki (duali) denir [41].

Teorem 1.1.1. F, cismi iizerinde bir lineer [n, k, d] kodu verildiginde, ilk & siitunu

k boyutlu /, birim matrisi olan G = [1 Lo A] standart formdaki iirete¢c matrisine sahip

bir koda denktir [41].

Teorem 1.1.2. C kodu G =[1,, A] standart formdaki iirete¢ matrisine sahip [n, k]|
parametreli bir lineer kod ise C ’'nin diki de H = [—A”, IH] tirete¢ matrisine sahip

bir [n, n —k] lineer kod olur. H matrisine C kodunun kontrol matrisi denir [41].



Tamm 1.1.19. Eger (¢, ¢ -+ ¢,,)eC iken (¢,, ¢ - ¢,,)eC oluyorsa

n—1

C <V (n, q) lineer koduna devirli kod denir [41].

Onerme 1.1.1. R =T, [x] / <x” —1> polinom halkasi bir temel ideal halkasidir.

Bir lineer kodun elemanlarini polinom olarak gostermek kodlama agisindan oldukca
onemlidir ve kodlamaya biiyiik zenginlikler katar. Bir lineer kod ile Onerme 1.1.1°de

gecen R polinom halkasi arasinda bir izomorfizma

¢:V(n,q)—>R,

n—1
(g, wy, o+ U, ) Uy FUX A F U, X

olarak tanimlanabilir. Bu izomorfizma kullanilarak iki kodsoziin c¢arpimi da

saglanmis olur. C, n uzunlugunda bir devirli kod ise ¢(C), R,’de bir ideal olur

[41].

Teorem 1.1.3. C, R, ’de bir ideal olsun. Bu durumda C, » uzunlugunda bir devirli

kod olur ve;

i. C’de derecesi minimum olan tekbir monik polinom g(x) vardir. Bu polinomun

rettigi ideal C koduna karsilik gelir. Bu g(x) polinomuna C kodunun {ireteg

polinomu denir.

ii. g(x) polinomu x" —1 polinomunu bdler.

iii . g(x)=g,+gx+--+g,x"" polinomu bir devirli kodun iireteci ise g, # 0 olur

ve bu polinomun tirettigi kod;



g - g 0 0 - 0
0 g g 0 - 0
G={0 0 g - g 5
. '.. 0

0 0 0 g - g

matrisinin Urettigi koda karsilik gelir [41].
Tamm 1.1.20. Bas katsayis1 1 olan polinoma monik polinom denir [41].

Onerme 1.1.2. p(x) polinomu R, ’de bir monik polinom olsun. p(x) polinomunun

bir devirli C kodunun iireteci olmasi i¢in gerek ve yeter sart p(x)‘ x" =1 olmasidir.
R >de bir devirli kodun fiirete¢ polinomu olan p(x), x" =1 polinomunu

boldiigiinden x" —1= g(x)A(x) olur. h(x) polinomuna C ’nin kontrol polinomu

denir [41].

Teorem 1.1.4. C, =(g,(x)) ve C, =(g,(x)) kodlar1 R, ’de iki devirli kod olsun. Bu

durumda;

i. C, < C, olmasi icin gerek ve yeter sart g, (x)| g,(x) olmasidir.
ii. C,NGC, :<0beb{g1,g2}>,
iii . C,+C, = <0kek{g1,g2}> dir [41].

Teorem 1.1.5. /(x) polinomu R ’de C devirli kodunun kontrol polinomu olsun. Bu

durumda;

i. C devirli kodu



C={p(x) &R, : p(x)h(x) = 0 mod(x" ~ 1)}
olarak tanimlanir.

ii. Eger h(x)=hy,+hx+---+h_ x"" ise bu durumda C kodunun kontrol matrisi

olur.

iii . C kodunun diki olan C* kodu da » boyutlu bir devirli koddur ve
hi — ho—lxn—rh (x—l )

polinomu C* ’nin iirete¢ polinomudur [41].

Tamm 1.1.21. C kodu g(x) polinomu ile iiretilen [n, n—r| parametreli bir devirli
kod ve g(x) polinomunun derecesi r olsun. Bir u(x) polinomunun sendromu

S(u(x)) ile gbsterilir ve bu sendrom u(x) polinomunun g(x) polinomuna

boliimiinden elde edilen kalana esittir. Yani

dir [41].



Tammm 1.1.22. Miimkiin olabilecek en biiyiikk minimum wuzakliga sahip

[n, k,n—k+1] parametrelerine sahip lineer koda maksimum uzakliga ayrisabilen

kod veya kisaca MDS kod denir [31].

Onerme 1.1.3. C kodu [F, cismi tizerinde Hamming metrigine gore bir [n, k,d ]

lineer kod olsun. Bu durumda Singleton sinir1

dir. Bu esitligi saglayan kodlar MDS’dir [31].

Tanim 1.1.24. Kompleks bir U, , matrisinin Hermit eslenigi, bu matrisin

transpozesinin eslenigi olarak tanimlanir ve U sembolii ile gosterilir [22].

Tamm 1.1.25. Eger U'U =1 ise U matrisine iiniter matris denir [22].



BOLUM 2. KUANTUM HESAPLAMAYA GIRIS VE HATA
DUZELTEBILEN KUANTUM KODLAR

2.1. Giris

Degisen ve gelisen ¢agimizda, hayatin hemen her alaninda kullanilan bilgisayarlarin
daha hizli, daha giivenilir olmasi, bilgiyi daha iyi saklama, daha iyi iletme ve daha
fazla bilgi depolama amaci ile bir¢ok arastirmaci yeni teknikler gelistirmektedir. Son
zamanlarda Ozellikle kuantum bilgisayarlarinin diisiiniilmesi ile kuantum bilginin
taginmast sirasinda olusabilecek hatalarin tespiti ve bu hatalarin diizeltilmesi igin
hata diizeltebilen kuantum kodlar1 gelistirilmektedir. Kuantum hesaplama kuantum
fiziginin kurallarim1 kullanarak ¢ok daha hizli hesaplama yapmay1 hedeflemektedir.
Gliniimiliz bilgisayarlarinda islemci hiz1 i¢in iletkenligi yiiksek malzemeler
kullanilmaktadir. Kuantum bilgisayarlarda ise bu malzemeler yerine foton ciftlerinin
kullanilmas: diistiniilmektedir. Bu yolla tek islemci ile siiper bilgisayar hizina
ulasilmas1 planlanmaktadir. Ornegin klasik kodla calisan bir bilgisayarn 400
basamakli bir sayiy1 carpanlarina ayirma islemini yapmasi aylarca belki yillarca
siirerken kuantum bilgisayar1 ayni soruyu birka¢ dakikada ¢ozebilecektir. Kuantum
bilgisinin islenmesi, bilgi saklanmasi, bilgiye daha hizli erisim gibi bir¢ok uygulama
icin yararli olabilir. Kuantum kodlar sadece bilgi tasinmasinda, saklanmasinda ve
bilgiye erisim hizinda degil, ayn1 zamanda tipta (her organin kodlarinin kopyalanip
saklanmast gibi), askeri alanlarda da kullanilabilir olmasi icin &zellikle son

donemlerde yogun calismalar yapilmaktadir.

Kuantum bilgi bilimi; kuantum mekanik, bilgisayar bilimleri ve bilgi teorisinin bir
birlesimi olarak dogmus, yeni ve hizla gelismekte olan bir daldir. Kuantum
mekanigin ana hatlar1 1920-30 yillar1 arasinda tamamlanmis ve giinlimiizde kuantum
fizigi ve kuantum mekanigindeki standart seklini almistir. Ozellikle bilgisayar
bilimleri ve bilgi teorisinin dogmasiyla beraber 1970’lerde karmasiklik, sifreleme ve

kodlama teorileri gibi alanlara kuantum mekaniginin prensiplerinin uygulamasiyla
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kuantum dolaniklik, kuantum sifreleme ve kuantum kodlama gibi yeni dallarin ortaya

¢ikmasi kaginilmaz olmustur.

Ik kuantum hata diizeltebilen kod Shor [45] ve Steane [46] tarafindan birbirinden
bagimsiz ¢aligmalar olarak gelistirilmistir. Shor’un gelistirdigi kod bir kubiti dokuz
kubite kodlayarak bir kubitteki herhangi bir hatay1 diizeltebilmektedir. Steane ise bir
kubiti yedi kubite kodlamistir. Daha sonra bu alanda bir¢ok ¢alisma olmustur. 1996
yilinda Calderbank ve Shor klasik kodlardan kuantum kodlarina gegis i¢in yeni bir
yontem bulmus ve bu yeni yontemde Ozellikle kendine ortogonal ve kendine dik
klasik kodlar1 kullanmiglardir [10]. Klasik kodlar hakkinda daha genis bilgi i¢in
[7,31,43] referansli kaynaklara bakilabilir. 1998’de Calderbank, Rains, Shor ve

Sloane GF (4) iizerindeki klasik kodlardan yararlanarak kuantum kodlara gegis i¢in

bir yontem gelistirdiler [11]. Bu yontemde GF (4) tizerindeki toplamsal kendine dik

ya da kendine ortogonal klasik kodlar kullanilmistir. Klasik kodlardan yararlanarak

kuantum kod elde edilebilme yontemi kullanilarak bir¢cok calisma yapilmistir.

2001°de GF (4”’) iizerindeki klasik kodlarin GF (4) iizerine gdriintiisii kullanilarak

kuantum kod elde edilmistir [48]. 2004’de minimum mesafesi 3 veya 4 olan ikili
kuantum kodlar [30], 2004°’de kuantum BCH kodlar [44], 2007°de Clifford cebri
iizerinden kuantum kodlar [50], projektif geometri kullanilarak kuantum kod [49] bu
konuda yazilmis binlerce makaleden bazilaridir. Klasik kodlardan yararlanarak
kuantum kod elde edilen belli basli makaleler [8, 9, 10, 11, 16, 18, 19, 20, 21, 33, 34,
36, 44, 48, 49] kaynaklarinda bulunabilir. Ayrica kuantum kodlarin hata diizeltme
sinirlart [2, 3, 5, 17, 25], stabilizer kuantum kodlar [6, 12, 25, 26, 42, 50],

nonstabilizer kuantum kodlar [4] hakkinda da bir¢ok ¢alisma vardir.

Bu boliimde kuantum hesaplamaya bir giris yapilip, kullanilacak notasyonlar ele

alinacaktir.
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2.2. Dirac Notasyonu ve Hilbert Uzaylar

Dirac notasyonunu ilk olarak Paul Adrien Maurice Dirac kuantum mekanikte

kullanmaya baglamistir. Vektorler alisik olundugu iizere genellikle u veya U gibi

sembollerle gosterilir. Bra-Ket notasyonu olarak da bilinen Dirac notasyonunda da

|u> (ket u diye okunur) ile esasen bir vektor belirtilmektedir. Bra (<|) notasyonu ile

ise ket vektoriiniin eslenik transpozesi gosterilmektedir. Ornegin

olur. Ket |u> ile bra <v| vektorleri arasindaki i¢ ¢arpim <v|u> biciminde gosterilir.

Kuantum kodlama sonlu boyutlu Hilbert uzaylar iizerinde tanimlanir. Genellikle

sonlu boyutlu Hilbert uzay1 olarak kompleks vektor uzayi alinir. iki boyutlu Hilbert

uzay1 olarak C* alinirsa, bu uzay i¢in bir baz olarak

ONEG

alinabilir.

Tanim 2.2.1. A:(af) ve B de herhangi bir matris olmak tlizere 4 ile B

b mxn

matrislerinin tensor ¢arpim1 4 ® B seklinde gosterilir ve

n

a,B a,B - a,B
A®B = S
a,B a,B - a,B

ml mn

olarak tanimlanir. Bu matrislerin tensér carpimi A® B yerine AB olarak da

gosterilmektedir. Ornek olarak
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1 0
1)1 0 0) O 0
91 ={ oo )| o |10 1n=(3 ) )| |1
0 1
0 0
10 1 0)(1 0
08 =(o [ 1) o| 101 =) )| 1o
0 0
elde edilir. Bu durum 7 — boyuta;
OO---00>, 00---01>,---, 11---10>, 11---11>
n n n n
biciminde genellestirilebilir. Bu durumda
0 0 0
1 0
)| )= o) )
00---00) <1 . [,|]00---01) <= . [,---, (1110 ) <= (1111 )< .
— I : — N :
0 1 0
0 0

seklinde bir esleme olur [24, 35].

Tamm 2.2.2. [u) = (u,,u,,...,u, ) vektériiile (v|" =(v,v,,...,v,) vektoriiniin dis

carpimi
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wyv,  uy, - uy,

UV UV, o UV,
lu)(v|=| . .

umvl umVZ T umvn

olarak tanimlanir [35].

Ornek 2.2.1. |y) =—|10)+i[11) ve |p) =i[10)+|11) almirsa
(p|=(0 0 —i 1) ve <go|l//>:2i

olur. 4 matrisi ile |l//> siitun matrisi ¢arpima uygun matrisler olmak tizere <¢| A|1,1/>
ile |¢> ve A|1,1/> ’nin i¢ carpimi veya buna denk olarak A° |¢> ve |l//> ‘nin i¢ ¢arpimi

gosterilir. |lp> <g0| ile ise |lp> vektort ile <g0| vektoriiniin dis ¢arpimi gosterilir. Buna

gore

- o O O
S O O =
S O = O
S = O O

alinirsa sirasi ile <(0|A|l//> ve |l//> <go| carpimi asagidaki gibi olur.

01 0 0)O 0
, 001 0[0]| e
(olaly)=(0 0 = Oif = g I [F0 0 = D=t
1 0 0 O)L ¢ 0
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
= - 1)= .
w)el=| |0 0 =i =
I 0 0 1 1
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Tamm 2.2.3. 7 vektor uzay: lizerinde bir lineer operator bu vektor uzayinin kendi

iizerine bir lineer doniisiimii (T H > H ) olarak tanimlanir [24].

Teorem 2.2.1. B:{|bn>} kiimesi 7/ vektor uzaymin bir ortonormal baz kiimesi

olsun. Bu durumda 7 iizerindeki her lineer operator 7, = <bn T |bm> olmak tizere

n,m

seklinde yazilabilir. 7' operatdriiniin |l//> € # elemanina etkisi

b,){b. v)|5,)

T(ly)= X T.

b,.b,eB

W> = z T;ft,m <bm
b, b, €B
dir.

. 0 1 1 O 0 -1 . .
Ornek 2.2.2. X = , L= ve Y= olarak bilinen Pauli
1 0 0 -1 1 O

matrislerinden X ve Z matrisleri i¢in

X =|0)(1]+[1)(0

,Z =[0)(0]=[1)(1]
olur [24].

Tanim 2.24. 7" = {<1//‘ 1|W> — <y/‘w> € (C} olmak {izere, eger T operatori 7/

vektdr uzayinda bir lineer operator ise 77 da 7" iizerinde bir lineer operatdr olur

[24].

Tamim 2.2.5. Eger 7/ vektdr uzaymda bir P lineer operatorii igin P> = P oluyorsa
bu operatdre bir projektdr (iz diisiim operatorii) denir. Eger P =P ise P lineer

operatoriine bir ortogonal projektdr denir [24].
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Tamm 2.2.6. 7 bir operatér olmak iizere, T’ |lp> =C|l//> olacak bicimde c sabiti
varsa |1p> vektorline 7 operatoriinlin bir 6z vektorii ve ¢ sabitine de bu 6z vektore

karsilik gelen 6z degeri denir [24].

Tamim 2.2.7. Eger bir A lineer operatdrii 44" = A" 4 esitligini saglarsa bu operatore

bir normal operatdr denir. Uniter ve Hermit operatorler normal operatdrlerdir [24].

Teorem 2.2.2. Sonlu boyutlu bir 7 Hilbert uzayi {lizerinde tanimli her normal 7

operatorii icin, 7/ Hilbert uzaymin bir ortonormal bazi 7 matrisinin |]j> 0z

vektorlerinden olusacak bicimde mevcuttur [24].

Teorem 2.2.3. A bir kdsegen matris olmak iizere her sonlu boyutlu normal 7

matrisi i¢in 7 = PAP" olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardur.

Burada, A matrisinin kdsegen elemanlar1 7 ’nin 6z degerleridir. P ’nin siitunlari

T ’nin 6z vektorlerinden elde edilir [24].
Ornek 2.2.3. X Pauli matrisi icin
LI
w0 1 2o 2 |10
o)L 1o
NN

oldugundan

P

1 1
NoRNG) 1o
= ve A=

1 1 0

V22

olur. Boylece X ’in 6z degerleri 1 ve —1, X ’in 6z vektorleri de



Sl 6l
5

N

olur. Dirac notasyonlar1 kullanilarak

X =[0){1]+[1) 0],

elde edilir. Oz degerler ise

#) =75 (00+18) ve |- == ((0)-11)

2

seklinde yazilir.

17

Teorem 2.2.4. Eger |l//> vektorii 77, ® 7, tensor c¢arpim uzayinda bir vektor ise

Dos Py»---» P; sayilart negatif olmayan reel sayilar olmak tizere

o)

ve {‘gpll>} kiimesi /7 i¢in, {‘gol.2>} kiimesi de 77, i¢in ortonormal bazlari olur [24].
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2.3. Kuantum Bitler (Kubitler)

Klasik hesaplamada bilgi birimi olarak kullanilan bit yerine kuantum hesaplamada
kuantum bit veya kisaca kubit kullanilir. Klasik hesaplamada bir bit ya 0 ya da 1

halinde olabilir. Kubitlerin bulunduklart hal durumunu bu kadar kolay sdylemek

miimkiin degildir. Ornegin iki boyutlu bir kuantum hal uzayinda bir kubit |0),

1> ya

da bunlarin siiperpozisyonu (lineer kombinasyonu) olan

|l//>:a|0>+b|1>, a,beC

halinde olabilir. Bu kuantum hal uzayi i¢in |0> ve |l> ortonormal baz durumundadir.
Eger |l//> , a|0> haline de ise <l//|l//> = |a|2 =1 olmaldir. |l//> = a|0>+b|l> halinde ise

<1//|1//> = |a|2 —|-|b|2 =1 olur. Ciinkii |1//> ‘nin konumunun olasiliklarinin toplami daima

1°dir.

Bir bitin 0 halinde mi yoksa 1 halinde mi olup olmadig1 incelenebilir. Ornegin
bilgisayarlar hafizalarindaki bilgiye ulasmak i¢in her defasinda bunu yaparlar. Fakat
bunu kubitler i¢in yapmak miimkiin degildir. Kuantum hali hakkinda daha az bilgi
bilinir. Bir kubit 6l¢iildiigli zaman sonug ya sifirdir ya da birdir. Sekil 2.1’de bir

atomdaki iki elektronik seviyenin kubit gosterimi verilmektedir. E=0 enerji

diizeyinde atom taban haldedir ve atomun bu hali ket |O> ile diger durumda

(uyarilma) ise ket |1> ile gosterilir.
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10) 1)

Sekil 2.1 Bir atomdaki iki elektronik seviyenin kubit gosterimi

E=0 durumundan elektron bagka bir enerji diizeyine, foton gonderilmesi ile
+)

halinde olacaktir. Ornegin |+>:(|0>+|1>)/x/§ . Bu da kuantum sisteminde

gecirilebilir. Elektron |0> halinden |1> haline gecerken “yolun yarisinda”

gozlemler, ihtimaller ve siiperpozisyon hallerinin yorumlanabilmesi i¢in son derece
onemlidir. Sekil 2.2 kubitlerin geometrik olarak gosterimi hakkinda daha detayh

bilgi vermektedir.

0)

Sekil 2.2 Bir kubitin Bloch kiiresindeki gosterimi
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|a|2 + |b|2 =1 denkleminden yaralanarak |l//> kubitinin bulundugu hal durumu
|w>=a|0>+b|l>=eiy(cos§|0>+ei‘”sin§|l>), y 0.0

seklinde daha genel olarak yazilabilir. ¢” *nin bu esitlige goriilebilir bir etkisi
olmadigindan

) =alo)-+b[1) = cos 7o) + ¢ sin 1)
elde edilir. Bu esitlik [32] numarali referansta daha agik olarak yazilmistir.

Klasik iki bit oldugunda bunlarin miimkiin durumlar1 00, 01, 10, 11 seklindedir.
Coklu kubitlerde de benzer bir gdsterim kullamlir. Ornegin iki tek kubit |0> ve |1>

kullanarak ikili kubitler |00),

01),

10),

11> seklinde gosterilebilir. Fakat ikili

kubitler yalnizca bunlart degil ayn1 zamanda bunlarin siiperpozisyonlarini da igerir.

O halde tiim ikili kubitler
W) =y, |00) + &, |01) + & [10) + e, |11)

seklinde gosterilebilir. Tekli kubitlerde oldugu gibi burada da
lafl +all, +al, +al, =1 e, a9, €C

olur. Bu yolla ¢oklu kubit halleri genel olarak olusturulabilir. EPR (Einstein,
Podolsky, Rosen) gifti veya Bell hali olarak bilinen (|00)+|11))/v/2 hali bilinen iki
kubit halelerinin en 6nemlilerinden biridir. Burada |xlx2> gosterimi |xl> ile |x2>

hallerinin tensor ¢arpimini gostermektedir [35].
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2.4. Kuantum Mantik Kapilar

Klasik devreler, teller ve mantik kapilarindan olusur. Teller bilgiyi devreye tasir.
Mantik kapilari ise bilgiyi bir halden baska bir hale déniistiiriir. Ornegin NOT kapisi
0 halini 1 ve 1 halini 0 olarak degistirir. Kodlama acisindan kanalda olusabilecek
hatalara neden olan bu mantik kapilarini belirlemek (ya da her hataya bir mantik
kapisi kars1 getirmek) olduk¢a 6nemlidir. Kanalda meydana gelen hataya neden olan
mantik kapist bilinmezse, hatali hali her zaman geri diizeltme ihtimali miimkiin
degildir. Kuantum mantik kapilar1 da kuantum kanalinda hatalarin karakterize
edilmesini saglar. Sonsuz tane kuantum mantik kapis1 vardir. Fakat biitiin bu mantik
kapilarinin bir prototipi, baz1 mantik kapilar1 kullanilarak elde edilmektedir. Bunun

icin once tekli kubit mantik kapilar1 daha sonra da ¢oklu kubit mantik kapilari

olusturulmali. |l//> = a|0>+b|l> tekli kubitine etki eden mantik kapilarindan bazilari

sunlardir:

0 1
Pauli X Kaplsz(NOT Kaplsz) - (1 j

0
1 0
Pauli Z Kapist -
0 -1
Punli T K, 0 -1 0 —i
auli Y Kapisi - ,| oy =
P 1o LT o
Had d K H L
adamard Kapist ->—
P NSS!

Bu mantik kapilari |l//> =a | O> + b|1> kubitine sdyle etki eder:

XJu)=alt)+5[0). Z]y) = al0)~[1). ¥]y)=al1) |0}

Ve
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Klasik kodlamada bir hata kodsdze iki kere uygulanirsa (ikili kodlarda) sonunda yine

kodsoziin kendisi elde edilir. Kuantum kodlamada buna benzer. Ornegin

kubitine X Pauli matrisi etki ederse

CREHARAE

olur. Tekrar uygulanirsa

(s o

olur. Hadamard kapis1 ayn1 kubite ard arda iki kez uygulanirsa;

4, o))

G I HEL

olur. Pauli matrisleri {initer matris olduklarindan kuantum hallerine yukaridaki gibi

[\

etki etmeleri beklenirdi. Tekli mantik kapilar1 sonsuz tane olmasina ragmen ¢ok daha
kiigtik bir kiimenin 6zellikleri bilinirse tiim kiimenin 6zellikleri anlasilir. Herhangi

bir U tiiniter matrisi «, 5,7 ve O reel say1 olmak iizere

" e 0 \(cosy/2 -siny/2 e 0
=e . , .
0 7% )\siny/2 cosy/2 0 €
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biciminde ayristirilabilir. Boylece herhangi bir 2x2 tipindeki tekli kubit mantik

kapis1 kuantum kapilariin bir sonlu kiimesi kullanilarak olusturulabilir [35].

Keyfi sayidaki kubitler i¢cin bu durum kuantum kapilarinin bir sonlu kiimesi
kullanilarak tiretilebilir. Keyfi sayidaki kubitler i¢in olusturulan bu kiimeye “evrensel
kapilar” kiimesi denir. Bu kiimenin olusturulmasi i¢in 6ncelikle ¢oklu kubit mantik

kapilarinin olusturulmasi gerekir. Coklu kubit kapilarindan birisi olan CNOT mantik

kapist
1 000
01 00
0 0 01
0010

matrisi ile gosterilir. CNOT mantik kapist ikili kubitlere asagidaki gibi etki eder:

1000 1 0 0 0)1
01 0 0f(1)_(1 010 0f0
CNOT |00) = ® ||= =100),
000 1((0o) (0)] 000 1]0
0010 00 1 0)lo
1000 1 0 0 0)0
01 0 0f(1)_(0Y] [0 1 0 0fT
CNOT|01) = ® ||= =01},
000 1lo) 1 000 1|0
0010 00 1 0)lo
1 000 1 0 0 0)0
01 0 0ff0) (1 010 0/0
CNOT|10) = ® ||= =11},
00 o0 1|{1)Lo)] |00 0 11
0010 00 1 0)lo
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1 000 1 0 0 0)o0
0 1 0 0[[(0)_(0Y] [0 1 0 0f0

CNOT |11)= ® ||= =[10).
000 1[{1) {1 000 10
0010 00 1 o)1

Diger mantik kapilarmin bir prototipi tekli kubit mantik kapilart ve CNOT

kullanilarak elde edilebilir. Ornegin swap kapisi olarak bilinen

S O O =
S = O O
S O = O
- o O O

mantik kapisi ile ayn1 iglevi yapan bir prototip vardir. Bu prototip verilmeden dnce

bir kuantum devresi ve bu devrenin islevinin acgiklanmasi gerekir.

2.5. Kuantum Devre

Bir kuantum devresinde kuantum mantik kapilarindan bazilari ve devre elemanlari
Tablo 2.1 de gosterilmektedir. Bu tabloda gosterilen mantik kapilar1 disinda da
mantik kapist vardir. Fakat diger mantik kapilar1 bu mantik kapilarinin bir prototipi
olarak elde edilebilir.
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Tablo 2.1 Kuantum mantik kapilarindan bazilari

Mantik Kapis1 | Devredeki Gosterimi Matris Gosterimi

0 1
X 1x1- (1 o)

A -z]-

SR
o =
|
_ <
~—

=
|
|
|
—
Nl

—
|
—_

1 0
T = 71'/8 — - ( em/4j

0
- 1000
CNOT 0100
0001
= 0010

Olciim — /-')f\

Kuantum bit

Klasik bit

n Kubit S

Sekil 2.3’de bir kuantum devresi goriilmektedir. Bu devrede her satir bir tele karsilik
gelir. Kuantum devre soldan saga dogru okunur. Sekil 2.3’de goriilen teller, fiziksel
tellere karsilik gelmek zorunda degildir. Bunun yerine zaman akis1 ya da foton gibi
bir fiziksel parcacigin uzayda bir yerden baska bir yere hareketine de karsilik
gelebilir.
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sk

T T
et et

Sekil 2.3 Swap kuantum mantik kapist: Ikili bir kubitte kubitlerin yer degistirmesi

Klasik devre ile kuantum devresi arasinda bazi farkliliklar vardir. Bu farkliliklar

sOyle siralanabilir.
i . Kuantum devrede dongii (loops) yoktur.
ii . Kuantum devrede teller arasinda bir gecis yoktur.

iii . Kuantum devre devresel degildir. Bu sebeple devreden ayni yolla geri doniilmez

[35].
Simdi swap kuantum mantik kapisinin bir prototipi incelenebilir.

Ornek 2.5.1 Swap mantik kapis1 kubitlere soyle etki eder:

SWAP|00) = =|00), SWAP|11) =|11), SWAP|10) =|01), SWAP|01) = |10).

o o o =
o = o o
©c o = o
===
o o o =

Bu mantik kapisinin prototipi Sekil 2.4’de verilmektedir.

]
[

) 1

B H]
f t ! ! f !
A} w1} |ws) |ws) |ws) |5}

Sekil 2.4 Swap mantik kapisinin prototipi
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Bu devreye gore birinci satirdan |0> ve ikinci satirdan |1> kuantum hali devreye
girmektedir. Yani ilk hal |l//0>=|01> ’dir. Bu hal devrede ilk kap1 olan CNOT

kapisindan gegtikten sonra |l//1>=|01> olur ve daha sonra Hadamard kapisindan

gegince

(01910 [09)+]10)—Jon) 1)
W”4:sz[¢zj‘ )

halini alir. Bu mantia gore hareket edilirse;

00)+{11)—|01)—|10

MRS ST (=T (=TI PR

2

lws) = CNOT |y,) = CNOT|11) =|10)

elde edilir. Diger haller i¢in de ayn1 devre kullanilirsa;

|wo)=[00)=[w5) =00}, |wo)=[1D)=[ws)=[11), |w,)=[10)=|ys)=[01)
olur. Goriildiigii gibi bu devre ile swap kapisinin yaptigi is aynidir. Bu sebeple bu
devre swap mantik kapisinin bir prototipidir.

Kuantum kodlarin dekodlamasini kavrayabilmek igin bu prototiplerle beraber

kuantum dolaniklik ve kuantum 1sinlamaya da deginmek gerekir.
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2.6. Kuantum Dolaniklik (Entanglement)

Dolaniklik bir kuantum olgusudur. Klasik hesaplamada karsimiza g¢ikmayan bu
durum goklu kubit hallerinde meydana gelir. Ornegin % ve 7, iki kuantum hal
uzay1 olsun. Bu hal uzaylar ile ikili kuantum hal uzayini; elemanlar1 birinci hal

uzayinin elemanlar ile ikinci hal uzayinin elemanlarinin tensér ¢arpimi seklinde

alinip olusturulur. Yani

=7 ®7, :{|W1>®|W2>:|W1>€77‘/15

v,) €7}

bigiminde bir hal uzay: yazilabilir. iste bu noktada dolaniklik ortaya cikar. Séyle ki
vi) € 7,

|lpll//2> e, l//2> € 77, iken bu hale bir U operatdrii etki ettikten sonra

‘y/l't//'z> olusan yeni hali verecek ‘W1> €7,

W2> € 77, olmayabilir. Asagidaki 6rnek

bu durum igin verilmistir [35].

Ornek 2.6.1. |l//l>=|0> kubiti gbéz Oniine alimir ve Hadamard kapisi bu kubite

uygulanirsa

i) = Hlvn) = () + 1)

olur. |l//2> = | O> kubiti alinir ve bu iki kubit tensor ¢arpilirsa, iki kubitli hal uzayinda

) =lwi)@lv) |y =—=(00) }10))

olur. Bu son duruma

CNOT =

S O O =
S O = O
- o O O
S = O O
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uygulanirsa

') =CNOT |y) :%(|oo>+|11>)

elde edilir. Fakat —=(|00)+|11)) hali bu iki kubitli hal uzayinda |¢,) ®|¢,) seklinde

1
2
ayrisgamaz. O halde hal uzay:1 bilesenlerine ayrilamaz. Bu durum kodlama icinde

olduke¢a ciddi bir durumdur. Zira bu bir kods6z ve dolaniklik da kanalda olusan bir

hata olarak diisiintiliir. Asagidaki 6rnekte dolanikligin 6l¢time etkisi ele alinmaktadir.

Tanim 2.6.1. Kuantum Olg¢limleri, {M m} Olcim operatorlerinin (matrislerinin)

kiimesi tarafindan tanimlanir. Bu 6l¢iim operatorleri dlgiilmekte olan hal uzayina (ilk

hale) etki eden operatorlerdir. m indisi deneyde olusabilecek Olgiim c¢iktilarina

karsilik gelir. Olgiimden hemen 6nce kuantum sisteminin durumu |l//> ise m

ciktisinin olma ihtimali p(m) ile gosterilir ve p(m)=<l//|M;Mm

l//> olarak

tanimlanir. Ol¢iimden sonra son halin ihtimali

M, |w)

(wimim,|w)

ile hesaplanir. Olgiim operatdrleri zmM M, =1 esitligini saglamalidir.

Ornek 2.6.2.
1 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 0 O 01 00
M, = ve M, =
0 010 0 0 0 O
0O 0 0 O 0 0 0 1

dl¢iim operatdrleri gdz dniine alinsin. Olgiim operatorleri  p(m = 0) ile ilk halin

ithtimali gosterilir ve bu ihtimal
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VW [MiM, |y) =1

olarak hesaplanir. 1k hal olan ‘l,yl'l//2> haline CNOT uygulamadan dnce l¢iim

yapilirsa

) =|w)

<
=
<
K
Il
o &l- o &f-

olur. Bu hale CNOT uyguladiktan sonra 6l¢tim yapilirsa

M)
[t o)

- o0)

S O o =

olur. ihtimal ise p(0) :\/<y/' ‘M;MO ‘W> :% dir.

Gorildiigii gibi 6lciim kuantum halini geri getirilemez sekilde bozmaktadir. Bu
Ol¢ciim sonrasi elde edilen deger muhtemel degerlerden sadece birisidir. Bu 6l¢iim
sistemin bilgisini tek bir duruma indirgemis diger tiim bilgiyi silmistir. Oysa
kuantum bilgisine ulasmak icin tiim veriye ihtiya¢ vardir. Ustelik sistem iizerinde
tekrar 6l¢tim yapmak da miimkiin degildir. Oysa klasik kodlamada belli bir 6l¢iimle
(sendrom dekodlamasi gibi) bilgiye yeniden ulagilabilir.
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2.7. Kuantum Isinlama

Kuantum 1sinlama; kuantum halini gonderen ile alan arasinda bir kuantum iletisim

kanal1 olmasa bile kuantum hallerini tagimak i¢in kullanilan bir tekniktir. Sekil 2.5
kuantum 1sinlama ig¢in bir 6rnektir. Bu Ornekte |lp> =a|0>+b|1> kuantum halinin,

kuantum kanalindaki siireci gosterilmektedir.

M

) |H]

M

N
o) —I] A=

o) x| [zl

T T T
woy v lwa) v vl

W)

Sekil 2.5 Kuantum 1sinlama 6rnegi
|l//> = a| 0> + b|l> hali kanala girerken iki yardimci kubitle (ancilla) tensor carpilarak
|v,) =(a|0)+5]|1))|0)] 0) = a| 000) +5|100)

hali elde edilir. Kuantum devresi konusundaki bilgiler 15181 altinda,

‘//o>: '//2>: ‘//3>

ve |l//4> halleri sirasi ile asagidaki gibi hesaplanir:

|l//l> icin ikinci kubit Hadamard kapisindan gecirilir. Bu durumda;

1
2

(alo)+a[1)(|0)+[1))]0)

v)=

S

1
2

(]000) +b|100) +a|010) +b|110))

S
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olur. |w2> icin son iki kubite CNOT uygulanir. Bu durumda;

|v,) =—=(a|000)+5[100)+a|011)+b|111))

Sl-

olur. |y, ) igin ilk iki kubite CNOT uygulanir. Bu durumda;

;) =—=(a|000) +b|110) +a|011)+b|101))

-

ve son olarak |1,1/4> i¢in birinci kubite H uygulanir. Bu durumda da

|y/4>=%(a|000>+a|100>+b|010>—b|110>+a|011>+a|111>+b|001>—b|101>)

—~[100)(a]0)-+£[1))+]01) (5]0) + a[1)) + [10) (a0) - 5| 1)) +]1 1) ([ 1) - 5]))]

olur. M, ol¢limi faz hatasinin tespit edilmesini, M, Ol¢iimi ise bit degisimi

hatasinin tespit edilmesini saglar. Buna gére M, 6l¢iimii asagidaki gibi hesaplanir:
=[10)(a|0)-b|1)).

Burada M, = M,, =[100)(100|+|101)(101| *dir. Son olarak |10)(a|0)-b|1)) haline

Z kapisi uygulanirsa

|10) Z(a|0) - b[1)) =|10)(a|0) + b]|1))
Nl i s

lv)

elde edilir. Tablo 2.2’de ol¢iimlerin sonuglart ve olusan hatayr diizeltmek igin

uygulanacak iglem gosterilmistir.
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Tablo 2.2 Olgiim sonuglari ve mantik kapilari

Olgiim tiirii Olgiim Kuantum mantik kapisi
My =M, |00) (a] 0)+5]|1)) I birim operator
M, =M, |10)(a|0)-b|1)) Pauli Z
M, =M, |01)(a|1)+5|0)) Pauli X

)
M, =M, |11)(a|1)-b]|0)) Pauli Y = ZX

Boylece hata diizeltebilen kuantum kodlara baslamak icin gerekli alt yap1

olusturulmustur.

2.8. Hata Diizeltebilen Kuantum Kodlar

Kuantum hallerini kuantum kanalinda hatalara karsi korumak amaci ile “hata

diizeltebilen kuantum kodlar” gelistirilmistir.

En genel olarak kuantum kod “sonlu boyutlu bir Hilbert uzayin alt uzay1” olarak

tanimlanir.

Klasik kodlar ile kuantum kodlar arasinda bazi dnemli farklar vardir. Bu farkliliklar

sunlardir:

1. Kopyalanamama (No-Cloning): Klasik kodlamada kullanilan yontemlerden biri de
kopyalanarak {iretilen tekrarli kodlardir. Bir kuantum halinin kopyalanmasi

“Kopyalanamama teoremi”ne (The No-cloning Theorem) gore imkansizdir.

2. Hatalarn siirekliligi: Bir kubite farkli hatalarin bir dizisi etki edebilir.

3. Olgiim kuantum bilgisini yikar: Klasik kodlamada kanaldan ¢ikan veri gézlemlenir
ve diizeltmek icin nasil bir dekodlama teknigi uygulayacagina karar verilir. Fakat
kuantum mekanikte gézlem kuantum halinin “gdzlem altinda” bozulmasma neden
olabilir. Bu durumda orijinal hali elde etmek imkansiz olur [35]. Dolaniklik bunun

i¢in ideal bir Ornektir.
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Bu problemlerin hepsi diisiiniildiigiinde kuantum kod yapmak imkansizmis gibi
goriinebilir. Fakat bu imkansiz degildir. Klasik kodlamanin tersine kuantum
kanalinda kodsoze etki eden hata ¢ok kiiciik olabilir ya da i¢inden ¢ikilmasi ¢ok zor
bir durum da (dolaniklik gibi) ortaya cikabilir. Buna ragmen kuantum kodlamada
uygulanan yontem ¢ok iyi calisir. Hatalarin bir dizisinin bir kubitte olmast
durumunda hatayt diizeltmek icin bu hatalarin bir ayrik alt kiimesini diizeltmek
yeterlidir. Boylece diger biitiin hatalar kendiliginden diizelmis olur. Bu hatalarin
ayrigtirilmas1 hata diizeltebilen kuantum kodlarinin ¢alisma prensibini gosterir.

Klasik sistemde hatalar boyle ayristirilamaz.
Teorem 2.8.1. (Kopyalanamama) Keyfi bir kuantum hali kopyalanamaz [24, 35].

Ispat. Bir U operatorii keyfi kuantum hallerini kopyalasin. Keyfi kuantum halleri

olarak |l//> ve |¢> alinirsa,

()l K))=lw)lw).
U(|¢)1K))=19)l9)

olur. Bu esitligin i¢ ¢arpimindan
(& [(luulw)l &) =({glv)) = (dlv)=((dlw))

elde edilir. Buradan ya |¢> ‘nin |l//> ’ye esit ya da |¢> ile |lp> ‘nin ortogonal oldugu

goriiliir. O halde keyfi bir kuantum hali kopyalanamaz. ]

Tamm 2.8.1. Bit degisimi kanali |0> kuantum halini |l> kuantum haline ve |l>

kuantum halini de |O> kuantum haline ¢eviren kanaldir. Bu bir bit degisim hatasi

ornegidir [35].
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Tamm 2.8.2. Faz degisimi kanali |0> kuantum halini |0> kuantum haline ve |1>

kuantum halini —|1> kuantum haline ¢eviren kanaldir. Bu tiir hatalara faz degisimi

hata denir [35].

Tamm 2.8.3. Hem bit degisimi hem faz degisimi ayn1 kubitte meydana gelebilir. Bu

tiir hatalara neden olan kanala bit ve faz degisimi kanali denir [35].

Pauli sigma x operatorii ya da bit degisimi operatorii olarak bilinen X Pauli
matrisinin kuantum kanalinda |l//> kuantum halinde yaptig1 degisiklige bit degisimi
hata ve bu kanala da bit de8isimi kanali denir. Bu kanaldan gelen etkilere karsi
|l//> = a|0>+b|l> halinin nasil korunabilecegi soyle gosterilebilir: |l//> = a|0>+b|l>

baslangic hali Sekil 2.6’da goriildiigii gibi kodlansin.

Sekil 2.6 |y} = a[0) + 5|1} halinin 3 kubite kodlanmast
Buna gore |l//> = a|0>+b|l> halinin kodlanmis hali |1//> = a|000>+b|1 1 1> olur. Bu

kodlanmis halde ii¢ farkli hata meydana gelebilir.

i . Bit degisimi kanalindan gelen etkiler sonucu olusan bit degisimi hatalari. Ornegin

|l//> = a| 000> +b| 11 l> haline XII operatorii etki ederse;
XII|y) = a|100) +b|011)

olur. Bu bir bit degisimi hatas1 6rnegidir.
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ii. Faz degisimi kanalindan gelen etkiler sonucu olusan faz degisimi hatalari.

Ornegin |lp> =a | 000> + b|1 1 1> haline ZII operatorii etki ederse;
ZI |y) = a|000)—b|111)

olur. Bu tiir hatalara faz degisimi hatasi denir. Faz degisimi hatasi Pauli Z

operatOriiniin etkisi ile meydana gelir.

iii . Hem faz hem de bit degisimi hatas1 ayn1 kubitte meydana gelebilir. Kuantum

kanalinda bu hataya Y = ZX Pauli matrisi neden olur.

Asagidaki 6rneklerde sirasi ile bit degisimi, faz degisimi ve hem bit degisimi hem de
faz degisimi hata diizeltebilen kuantum kodlar ve dekodlama yontemleri
verilmektedir. Pauli matrislerinin tensor ¢arpimlarinda, kolaylik amaci ile birim
matrisler yazilmamaktadir. Bu durumda diger matrislerin yerlerini belirtmek amaci
ile indisler kullanilacaktir. Bu indisler matrisin bulundugu yeri belirtir. Yani X/IZ

Pauli matrislerinin tensér ¢arpimi X,Z, veya ZIXIZIX tensor ¢arpimi Z X,Z. X,

olarak gosterilebilir.

Ornek 2.8.1. (Bit degisimi hata diizeltebilen 3 kubitli kuantum kod)
lw)=a|0)+b[1) kuantum hali Sekil 2.6’da gdsterildigi gibi |w)=a|000)+b[111)
seklinde kodlanirsa bit degisimi hatalarini diizeltebilir. Bu bit degisimi hatalarina

kars1 faz operatorlerinden yararlanilir. |l//> = a|000>+b|111> kuantum haline
ZZI =Z Z, operatoriiniin yaptigi etki bu hali degistirmez. Aym sekilde Z,Z,
operatoriiniin etkisi de bu hali degistirmez. Kuantum kanalinda |l//> = a| 000> + b|1 1 1>
halinin  transferi  swrasmnda X,  operatorii  bu  hale etki  ederse
|w') = X,|w) =a]100)+5[011) olur. Bu, ilk halde birinci kubitte bir bit degisimi
hatas1 meydana geldigini gosterir. Bunun anlasilmas: ve diizeltilmesi i¢in Z,Z, ve
Z,Z, operatorlerinden yararlanilir. Bu operatérlerin ilk halde yaptig: etki bu hali

degistirmezken ‘1//> = a| lOO> + b|01 1> haline etkisi incelendiginde
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Z.Z,|y') =—a[100)-5[011) = —(a|100) + b|011))

Z,Zy|y') = a|100) +b|011) = +(a[100) + b|011))

olur. Bu da kanalda ilk halin bozuldugunu gosterir. Eger bir bozulma olmasaydi bu

operatorlerin etkisi altinda ‘y/> hali degismezdi. Bu durumda hatanin hangi kubitte

meydana geldiginin tespiti ve dekodlama Tablo 2.3°de gosterildigi gibi yapilir.

Tablo 2.3 |l/l> = a|000>+b|lll> halinde meydana gelebilecek bit degisimi hatalarinin yerleri ve

diizeltilmesi
VAV Z,7, Hatanin yeri Diizeltme
+ + Hatasiz I
- + 1. kubit X,
_ - 2. kubit X,
+ - 3. kubit X,

Bir kuantum hali iz diisiim operatdrleri kullanilarak da dekodlanabilir. Ornek 2.8.1

i¢in iz diisiim operatdrleri;

B, =[000)(000|+|111){111]

B, =[100)(100|+|011){(011]

P, =|010)(010|+[101){101|

P, =[001)(001|+|110)(110]|

dir. Bu operatdrlerle dekodlama su sekilde yapilir: Kanaldan gelen kuantum hali |y/)
olsun. Hatanmn yerini bulmak igin k=0,1,2,3 olmak iizere (y|P|y) carpimina

bakilir. Eger <1,1/|Pk |l//>=1 ise k. kubitte hata oldugu anlasilir. Ornegin kanaldan

gelen hal ‘W> =a|100>+b|011> olsun. Bu durumda <W"Pl‘y/'>:1 olup hatanimn 1.

kubitte oldugu anlasilir. Bu tiir kodlar igin hatalar karakterize edilebilir. |y) haline
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AP olacak sekilde 1eC varsa E

bir kanalda E hata operatdrii etki etsin. Eger PEP

hatasi diizeltilebilir. Aksi halde diizeltilemez. Ornegin |p) haline kanalda E

= X1l

etki etsin. Bu durumda

1 00 0O

000

0 00

1

0 0 0}y0 0 00O OOO

1

0 0{/0 0 00O O OO

1

1

0jo 0 0 0 00 0O
1

00 0O0OOUOfOO0OO0OO

1

1

0 00O0OOU OO OO0OOO0OTO0OTGO0OO

00 O0O0UO 00O O0OO0OOO0OTO0OTUO0ODTO

1

000 0){0O0O0OOOO0OGO0OTO

1

000O0OOOO0Y}O OOTPO

00 0O0O0OOO OO 0|0 0O0O00O0

00O0O0OOOOTO 0|0 O0O0O0OTO0OOQ 0

000

0 0 0 0|0 OO OO0O0O

1

1 000

000 0O0OO 0O O}fO0

0000

00 0O0O0OOO OO O}O0O0

000O0O0O0OOO0O/O0 OO

000O0OOOOO
000O0O0OOOO
000O0OOOOO
000O0O0OOOO
000O0OOOOO
000O0O0OOOO
000O0OOOOO
000O0O0OO0OO OO

olur. Bu da hatanin diizeltilebilir oldugunu gosterir. Gelen hale zir etki ederse

000O0O0OOO OO
000O0OOOO
000O0O0OO0OO OO

0000
1

00 01
0000

000

000O0OOOO
00 0O0O0OO0OOO
000O0OOOO

0
0
0
0
0
0
0

-1

0

0

0

0

0

0
-1

0

0
0
0
0
0

000 O
1
-1

1

00 0

1

0
0

-1

0

1

0
0

000O0O0OO0OO0OO

000 0O0OUO OO OO

000 O0O0OOO OO O}|O0O0

1 000 0f|0O 0O
1

000
0 00O

0 0 0jl0 0 0 O

000O0OOOO}|O0OO0O0OO0O0

000O0OOOO0}O0OO0O0OO0O

000O0O0OOOO/OO0O0OO0O O

|100)(100|—[011){011| = AP,

000O0 O O0OO

0000 O OOPO

000O0 O O0OO

0001 0 0O0O0
000O0-10200

000O0 O OOO

000O0 O O0OOO

0000 O OOPO

PZIIP,
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elde edilir. Diger iz diisiim operatorleri i¢in de bu islem yapildiginda bir 2 sabitinin

olmadig1 goriiliir. O halde |w>=a|000>+b|111> kuantum kodu Z hatasim

diizeltemez.

Teorem 2.8.2. C bir kuantum kod ve P de bu kod iizerine bir iz diisiim operatdrii

olsun. {E,} kiimesi bazi hatalarin kiimesi olsun. C kodunun {E,} kiimesindeki

hatalar tespit edebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
PEJE .P=AP
olacak sekilde bir kompleks bilesenli 4, matrisinin olmasidir [35].

Ornek 2.8.2. (Faz degisimi hata diizeltebilen 3 kubitli kuantum kod)
lw)=a|0)+b|1) kuantum hali Sekil 2.7°de gosterildigi gibi

) =5 101+)(0)+1)(10)+11) = (9)-11) (o)1) (o)1)

seklinde kodlanirsa faz degisimi hatalarini diizeltebilir. Eger |+> :%(|O>+|l>) ve

2

| —> = % (| 0> —| 1>) almirsa kodlanmis hal

lw)y=a|+++)+b|-—-)

biciminde yazilir.
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i +—1H |-
|0} S—H|-

Sekil 2.7 |l//> =a |O> + b|l> halinin faz degisimi hatalara kars1 kodlanmasi

Faz degisimi hatalarina kars1 bit degisimi operatorlerinden yararlanilir. Kodlanmig
|l//> kuantum haline X, X, operatdriiniin yaptig1 etki bu hali degistirmez. Ayni
sekilde X,X, operatoriiniin etkisi de bu hali degistirmez. Kuantum kanalinda

kodlanmisg |l//> halinin transferi sirasinda ZII = Z, operatorii bu hale etki ederse

_a|000)+|001>+|010>+|011>—|1oo>—|110)—|101>—|111>
B 242

w')=2zil|y)

_b|000>—|001>—|01o>+|011>+|100>—|110>—|101>+|111>
B 242

=a|-++)+b|+--)

olur. Kanaldan gelen bu ‘1//> hali eger bozulmamis olsaydi X, X, ve X, X,

operatdrlerinin etkisi altinda degismezdi. Oysa X, X, operatoriiniin etkisi altinda bu

hal

—|000)—[001) —|010) —|011) +|100) +|110) +|101) +|111)

242

Xle‘l//'>=a

_b—|000>+|001>+|01o>—|011>—|1oo>+|11o>+|101>—|111>

22

=—a|-++)—b|+——) =—(a|-++)+b|+--))
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olur. Eger ‘1//> hali bozulmamis olsaydi X X, operatoriiniin etkisi altinda

degismezdi. Tablo 2.4’de hatanin hangi kubitte meydana geldiginin tespiti ve

dekodlama i¢in yapilacak islem gosterilmistir.

Tablo 2.4 Faz hatalarma kars1 kodlanmis |(//> halinde meydana gelebilecek faz degisimi hatalarinin

yerleri ve diizeltilmesi

XX, X, X, Hatanin yeri Diizeltme
+ + Hatasiz 1
- + 1. kubit Z
- - 2. kubit Z,
+ - 3. kubit Z,

Ornek 2.8.3. (Shor Kodu) Asagida verilen kod P. W. Shor tarafindan tanimlanmustir.

Bu kod, bir kubit 9 kubite kodlanarak elde edilmis ve bir kubitte olusabilecek

herhangi bir hatay1 (hem bit hem de faz degisimi hatasini) diizeltebilen bir kuantum

koddur. |y)=a|0)+b|1) kuantum hali Sekil 2.8"de gdriildiigii gibi kodlanirsa;

a|0)+b|1) —>%(|000>+|111>)(|000>+|111>)(|000>+|111>)
+%(|ooo>—|111>)(|ooo>—|111))(|000>—|111>)

olur. Daha agik olarak a| 0> + b| 1> kuantum halinin kodlanmis hali

“—(/000000000) +|000000111)+|000111000)+|000111111)
2\2
+[111000000)+|111000111)+|111111000) +|111111111))
b

—=(]000000000)-000000111)—[000111000) +|000111111)

22

~[111000000)+|111000111)+[111111000)—|111111111})
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olur.

|w} . ] H . ]
|0} —
o} S

2
X
b—p

=2
PR
T

2
Ty
T

Sekil 2.8 Shor kodu: Bir kubitin 9 kubite kodlanmasi

Bu kuantum kodun bir kubitinde meydana gelebilecek bir faz hatasi igin

X X, X X, XX, ve X, X X X X X, operatorlerinden yararlanilir. Bu operatorlerin
kodlanmig |W> haline etkisi bu halde bir hataya neden olmaz. Kodlanmis |W> haline

kuantum kanalinda Z, operatorii etki etsin. Bu etki sonucu bozulmus hal asagidaki

gibi olur.

') = 2\‘;5(|000000000>+|000000111>+|000111000>+|000111111>
—[111000000)—[111000111)—|111111000)—|111111111))
b

—=(/000000000) —{000000111)-|000111000) +{000111111
5 )=l )l )| )

+[111000000) —|111000111)—[111111000)+|111111111}).
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Bu kanaldan gelen halde, bir hata olusmasaydi X X, X, X, XX, ve X, X. X X X X,
operatorleri bu hale etki ettiginde degismezdi. Oysa kanaldan gelen bu hale

X X, X X, XX, ve X, X X X XX, operatorlerinin etkisi

a

XX, X, X, XX |p')=—==(|111111000)+[111111111)+[111000000) +|111000111)

2\2
~|000111000) | 000111111)~|000000000) —|000000111))
%(m1111ooo>—|111111111>—|111000000>+|111000111>

+[000111000)—|000111111) —|000000000) +| 0000001 11})

)

olur. Bu, kuantum halinin kanaldan hatali ¢iktigin1 gosterir. Ayn1 kubite farkli hatalar

da etki edebilir. Ornegin birinci kubite Z X, operatorii etki ederse kodlanmig

kuantum hali

') ===(~[100000000) ~[100000111) ~[100111000) ~[1001 11 111)

242

+/011000000) +|011000111)+|011111000)+|011111111))

—=(~[100000000) +|100000111) +[100111000) —|100111111)

b
242
—~|011000000) +|011000111) +|011111000) —|011111111})

bi¢iminde bozulur. Bu hatalarin yerlerinin tespiti ve diizeltilmesi i¢in kodlanmis
kuantum haline etki etmeyen operatorlerin bozuk hallere etkisi incelenir. Dekodlama
icin Ornek 2.8.1 ve Ornek 2.8.2°de gosterildigi gibi benzer bir tablo ile tiim hata

durumlar1 incelenir.
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2.9. Calderbank-Shor-Steane Kodlari

CSS kodlan olarak bilinen bu tiir kuantum kodlar Calderbank, Shor ve Steane
tarafindan bulunmustur. Bu kuantum kodlar temelde iki klasik lineer kod yardimu ile

olusturulur.

Teorem 2.9.1. C, ve C, sirast ile [n, k] ve [n, k,] parametreli iki klasik lineer kod
ve C, = C, olsun. Eger C, ile C; klasik kodlarinin minimum mesafesi d ise bu
kodlar yardimi ile ¢ = I_(d -1)/ 2J hata diizeltebilen [[n, k,—k,,d ]] parametrelerine

sahip bir kuantum kod vardir [10, 35].

Teorem 2.9.1 kullanilarak elde edilen kuantum kodlara CSS kodlar1 denir.

Tamm 2.9.1. C, ve C, swast ile [n, k] ve [n, k,] parametreli iki klasik lineer kod
ve C, = C, olsun. C, ile C; klasik kodlarinin minimum mesafesi sirasi ile d, ve d,
olsun. Eger [[n, k —k,,d ]] kuantum kodunun minimum mesafesi d =min{d,, d,}

ise bu tiir kuantum kodlara saf (pure), d # min{dl, dz} ise saf olmayan (impure)

kuantum kod denir.

C, ve C, sirastile [n, k| ve [n, k,] parametreli iki klasik lineer kod, C, = C, ve C,
ile C; klasik kodlarmin minimum mesafesi ¢ olsun. Bu durumda [[n, k —k,,d ]]

CSS kuantum kodunun elemanlart; u € C; ve ve C, olmak ilizere |u + C2> kuantum

hali

|u+C

D u+v)
\/7VEC2

ile tanimlanir. u, u, € C, olmak lzere eger u, —u, € C, ise |u1 + C2> :|u2 + C2> olur.
Bu durumda tiim farklh |u+C2> kuantum halleri i¢in C,/C, ’nin temsilcilerinin

incelenmesi yeterlidir. Bu durumda CSS kuantum kodun kodsozlerinin sayisi
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|C\|/|C,| =2 dir. [[n, k, —k,,d]] CSS kuantum kodu bit degisimi ve faz degisimi

hatalarmi diizeltirken sirasiyla C, ve C; klasik kodlarmin hata diizeltmesinden

yararlanir.

|u+C

\/72|u+v (2.1)

kuantum halinde bir kubitte e bit degisimi hatas1 ve e, faz degisimi hatasi olusursa

(2.1) durumu

u+v+e) (2.2)

1 Z (_1)("+V)€z

| 2 veC,

bi¢giminde bozulur. u+veC, oldugundan C, kodunun kontrol matrisi ile u+v

vektoriiniin transpozu carpiminin sonucu 0 olur. Bu bilgi 1s518inda A, matrisi C,
klasik kodunun kontrol matrisi olmak iizere, baslangicta ‘H | (u + v)”> = | 0> halindeki

yardimct kubit yardimi ile bit degisimi hatanin meydana geldigi yer bulunabilir.

Buradan da goriilecegi gibi bir CSS kuantum kodun bit degisimi hatasini diizeltme
kabiliyeti C, klasik koduna baghdir. ‘H (u+v+e )tr> = ‘Hlel”> olup ‘Hlel”>
yardime1 kubiti hatanin yerinin ve degerinin bulunmasini saglar. Dekodlama ise yeri

bulunan kubite NOT mantik kapisinin uygulanmas: ile kolayca yapilir. Boylece

(2.2) bozulmus kuantum hali

u +v> (2.3)

z ( 1) (u+v)e,
r

haline doniisiir. Faz degisimi hatasim diizeltmek igin ise C; klasik kodunun hata

diizeltme kabiliyetinden yararlanilir. Faz degisimi hatasini tespit etmek i¢in her

kubite Hadamard mantik kapisi uygulanir. Bu durumda (2.3) bozuk kuantum hali
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Z Z ( ) u+v)(z+e,)

2n z veC,

z) (2.4)

olur. z=z +e, (mod 2) alinirsa (2.4) hali

z+e,) (2.5)

z z (- 1) (u+v)(z,)
‘/ veC,

olur. z, e Cy iken Y  (-1)" =|C,| ve z,¢C; iken Y (-1)" =0 oldugundan

(2.5) hali

Z +ez> (2.6)

1y
Jz/ zg%

seklini alir. Bu asamadan sonra e, hatasinin yerinin tespiti tipki yukarida e
hatasinin yerinin tespiti gibi yapilir. Ancak burada artik C; klasik lineer kodunun
hata tespit edebilme 6zelligi kullanilir. C; klasik kodunun kontrol matrisi H, ise

H, (e2 )tr faz degisimi hatasinin yerini verecektir. e, bit degisimi hatas1 diizeltildigi

zaman (2.6) hali

z (~1)"

z EC2

2/ 4)

olur. Boylece kanala giren kuantum halini elde etmek icin geri kalan son islem her

kubite tekrar Hadamard kapisinin uygulanmasidir [10, 35].

Ornek 2.9.1. Ornek 2.8.1°de verilen bir bit degisimi hatas1 diizeltebilen kuantum kod
icin C, ve C, klasik kodlar1

C,=C,={(000),(111)}
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secilirse kuantum kod
1
$(|000>+|111>)

olur. Bu kuantum kod bir bit degisimi hata diizeltebilir. Ciinkii C, klasik kodunun

minimum mesafesi iigtiir. Ancak faz degisimi hata diizeltemez. Ciinkii C; klasik

kodunun minimum mesafesi birdir. Ornek 2.8.1°de de bu kodun yalniz bit degisimi

hata diizeltebilecegi gosterilmistir.
2.10. Stabilizer Kodlar

Stabilizer kuantum kodlar kuantum kodlarin ¢ok 6nemli bir sinifidir. Klasik lineer
kodlarmn klasik kodlardaki dnemi gibi diisliniilebilir. Bazen Stabilizer kuantum kod
yerine toplamsal kod da denilmektedir. Stabilizer kuantum kodlar i¢in 6nce stabilizer
formiilasyon agiklanmalidir. Temelde grup teoriye dayanan bu formiilasyon bir
1

V2

halde degistirmeyen mantik kapilarindan bazilar1 ZZI, IZZ veya III *dir. Gergekten

ornekle su sekilde 6zetlenebilir. |1//> = (|000>+|111>) kuantum haline etki ettigi

ZZI|1//>=|w>,IZZ|w>=|l//>,HI|y/>=|y/> olur. |l//> halini degistirmeyen bu tiir
mantik kapilarinin hepsinin diigiiniilmesi stabilizer kuantum kodlarin dogmasina
sebep olmustur. |l//> halini etkilemeyen mantik kapilarinin tiimiiniin olusturdugu

kiime bir grup olur. Bu degismeli grubun iireteclerinin bazilar1 kullanilarak stabilizer

kuantum kodun stabilizerinin tiretegleri elde edilir [35].

Tamm 2.10.1. G, = {+],+il,+X,+iX,+Z,+iZ,+Y,+iY} kiimesine 1 kubit iizerinde
tanimlanmis Pauli matris grubu denir. Bu kiime matrisler arasi ¢arpma islemine gore
degismeli olmayan bir gruptur. » kubit iizerine tanimlanmis G, Pauli matris grubu

ise Pauli matrislerinin »n—defa tensor c¢arpilmis hallerinin tiimiiniin olusturdugu

kiime olarak tanimlanir [35].
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Tanim 2.10.2. S c G, olmak lizere stabilizer kuantum kod C(S) ile gosterilir ve

CS)={ly):Mlv)=|v), vM e 5}

seklinde tanimlanir. S kiimesine stabilizer kuantum kodun stabilizeri denir. S

kiimesi, n kubitli Pauli matris grubunun degismeli alt grubu olmalidir [47].

Ornek 2.10.1. Stabilizer kuantum kodun stabilizerinin iiretecleri ZZI ve IZZ olan

kuantum kodun stabilizeri ve bu stabilizer ile olusturulan kuantum kod sirast ile

S=(Zz1,1ZZ)y={1ll,ZZI ,ZIZ ,IZZ}

C(S)=—=(]000)+|111))

1
V2

dir. Stabilizer kuantum kod, stabilizerin her elemanmin etki etmedigi kuantum
hallerinin olusturdugu kiimelerin kesisimi olarak da tanimlanabilir. Bu 6rnek igin

111,771, 7Z1Z ve IZZ ’nin etkisi altinda degismeyen kuantum hallerinin olusturdugu

kiimeler siras1 ile

Il — 3 kubitli tiim haller,
ZZI — {|000),

001),

110),

111)},

1ZZ —{000),

100),

011),

111)},

ZIZ —{|000),

010),

101),

111)}

olup kuantum kod

c(s)={l00o),

111),a

000)+5[111):|al” + 5" =1}
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olarak elde edilir.

Stabilizerin baz1 6zellikleri vardir. Bu 6zellikler su sekilde siralanabilir:

i. —=I,¥il ¢S olmahdir. Aksi halde, Ornegin —/e€S§ olsaydi -/ |l//>=|l//>

olacagindan, l//> =0 olurdu.

ii. § stabilizer kiimesi degismeli gruptur. Degismeli olmasaydi bu durumda;
A,Be S igin A|l//> = B|1//> =|1//> oldugundan |lp> = AB|1//> = —BA|1//> = —|1//> olup
|1//> =0 olurdu. Pauli matrisleri i¢cin AB # BA ise AB=-BA (Z, lzerindeki Pauli

matrisleri i¢in) olur.

iii . Eger bir stabilizer yukaridaki sartlari sagliyorsa bu stabilizerden yararlanarak

stabilizer kuantum kod yazilir. Eger bu hallerden birini saglamiyorsa yazilabilecek »

kubitli kuantum kod |0)”" olur [35].

Ornek 2.10.2. Her CSS kuantum kod bir stabilizer kuantum koddur.

Ornek 2.10.3. |1//> = (| OO> +| 10>) stabilizer kuantum kodunun stabilizeri

-

S = {II,XI,IZ,XZ} <X1,IZ>

dir. |1//> :L(|OO>+|IO>) haline CNOT etki ederse;

2
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100 0 1 0 0 0)1
vl |0 10 0] o1 0 olfo
=10 o o 1 [FIHD=F]5 o o 1|1
001 0 001 0o
1 N (0
o] o] fo]]
=%lol= %ol o _%(\ooﬁ\n))
1 o) L1

elde edilir. Bu durumda bu yeni halin stabilizeri

S =(CNOT (XI)(CNOT)',CNOT (1Z)(CNOT)')

=(XX,ZZ)={l, XX ,ZZ,-YY}

olur. Orijinal kuantum halinin stabilizerinin tretegleri X7, IZ iken bozuk halin
stabilizerinin {retecleri XX, ZZ ’dir. Orijinal hali elde etmek i¢in bu bozuk hale

CNOT uygulamak yeterlidir.

Stabilizer formiilasyon ile grup teori arasindaki iligki genellestirilebilir. S, G, Pauli
matris grubunun bir alt grubu olsun. S ’nin her elemaninin etkisi altinda degismeyen
kuantum hallerinden olusan kiime ¥V, olsun. S stabilizeri sonlu bir gruptur ve § ’nin
elemanlarindan bazilar1 bu grubu iiretir. (Ornek olarak Ornek 2.10.1°de S ’nin
uretegleri gosterilmistir). S 'nin iretecleri g,,g,,...,g, ise S=<g1, gz,...,g,> olur.
S kiimesinin G, Pauli matris grubunun bir degismeli alt grubu olmasi grup teorinin

bilinen kurallarinin kuantum kodlarina uygulanmasini ve hatalarin siniflandirilmasini
saglar. Bu durumda stabilizer kuantum kodun alternatif bir tanimi1 yapilir. Bu tanima

gecmeden Once son olarak asagidaki bilgi ilerideki konular i¢in gerekli olacaktir.

Stabilizer kuantum kodlarin énemli bir 6zelligi de dekodlamasidir. Kanaldan gelen

kuantum halinin bozulmasina neden olan mantik kapisi ayn1 zamanda orijinal halin
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stabilizerinin iiretecine etki edip son halin stabilizerinin iiretecini olusturur. Boylece

kodsozlerdeki hatalar1 aramak yerine sadece stabilizerin iiretecine etki eden mantik

kapis1 aranir. S:<g1, Zrsenes g,> stabilizer kiimesi ve S kiimesinin yardimi ile
olusturulan vektoér uzayr da V, olsun. Bu durumda V,’nin elemanlarma § 'nin
elemanlan etki etmez. Yani V|W>€VS ve VgesS icin g|l//>:|l//> olur. Bu |l//>

kuantum haline kuantum kanalinda bir iiniter U mantik kapisi etki etsin. Bu

durumda Vg e S igin;

Uly)=Ugly)=UgU'Uly)

olacaginda U |y) bozuk kuantum halinin stabilizeri de
S ={UgU": g e 5}

olur. Eger S’nin iretegleri g,,g,,...,g, ise S ’niin iretegleri de
UgU',Ug,U",...,UgU" dir. Omek 2.10.3’de de denildigi gibi dekodlama igin

sadece stabilizerin {iretecine etki eden {initer mantik kapisini bulmak hatay

diizeltebilmek icin yeterli olacaktir [35].

Tanmm 2.10.3. ScG, ve -/ ¢S olmak lizere S’nin n—k tane bagimsiz ve

degismeli tiireteci olsun. §’den yararlanilarak elde edilen V, vektdr uzayr bir

N

[[n, k]] parametreli kuantum stabilizer kod olarak tanimlanir ve C(S) ile gosterilir

[35].

Hatalarin siniflandirilmasi su sekilde yapilabilir: |1//> eV, haline E € G, etki etsin.

i. Eger E ile S nin bir elemani degismeli degilse bu durumda E operatorii C(S)

kuantum kodunu bir ortonormal altuzaya tasir. Hata, uygun bir dl¢iim uygulanarak

tespit edilebilir.
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ii. Eger E €S ise bu durumda E {initer hata operatorii C (S ) kuantum koduna etki

etmez.

iii . Asil isi zorlasgtiran durum E ¢S iken E’nin S ’nin elemanlan ile de8ismeli

olmasidir. Bu tiir hatalarin kiimesi
{EeGn :VgeS,Egng}

biciminde tanimlanir. Aslinda bu kiime S ’nin merkezlestiricisidir ve M (S ) ile

gosterilir. S 'nin merkezlestiricisi ile ¢ok benzer bir grup daha vardir. Bu grup S ’nin

normallestiricisidir. S 'nin normallestiricisi
N(S):{EeGn :ES:SE}

olarak tanimlanir. Eger —/ ¢ S ise N(S)=M (S) olur [35].

Asagidaki teorem hatalarin siniflandirilmasi i¢in oldukca dnemlidir.

Teorem 2.10.1. C(S) kuantum kodunun stabilizer S olsun. Bu durumda
{E, €G,:Vk,I,E[E ¢ N(S)-5}
kiimesi C (S ) kuantum kodunun diizeltebilecegi hatalardir [35].

Ornek 2.104. S={II,-1,XI,-XI} olarak alinirsa S =M (S)c= N(S)<G, olur.
Omegin XX ¢S iken XXeM(S), XXeN(S) ve ZIgM(S) iken
ZI € N(S)dir. Eger —II eleman S stabilizer kiimesinden ¢ikarilirsa S = {1/, XT}

olur. Bu durumda S = M (§)=N(S) olur.
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Ornek 2.10.5.

S =(XZZXI,IXZZX , XIXZZ,ZXIXZ )
={IIlll, XZZX1,IXZZX , XIXZZ , ZXIXZ , XYIYX , IZYYZ,YYZIZ,
XXYIY, ZIZYY ,YXXYI, IYXXY ,YZIZY, ZYYZI, YIYXX , ZZXIX }

stabilizerine sahip C (S ) kuantum kodunun kodsézleri

|0, ) = 1I111|00000) + XZZXI|00000) + IXZZX | 00000) + XIXZZ |00000)
+ZXIXZ|00000) + XYIYX |00000) + [ZYYZ|00000) + YYZIZ|00000)
+XXYIY|00000) + ZIZYY |00000) + YXXYI |00000) + /YXXY | 00000)
+YZIZY |00000) + ZYYZI |00000) + YIYXX | 00000) + ZZXLX |00000)
=100000) +|10010) +|01001) +|10100)

+/01010)—[11011)—|00110) —|11000)

~[11101)~|00011)-[11110)—|01111)

~[10001)~|01100)—|10111)+|00101)
ve
|1,) = XXXXX|0,)=[11111)+|01101)+|10110) +|01011)
+/10101)~|00100) —|11001)—| 00111)

~|00010) —[11100)—|00001) —|10000)

~|01110)~|10011)~|01000) +|11010)
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olur. |0 L> ve |1 L> ‘ye kuantum kodun mantiksal bazlar denir.

2.11. Stabilizer Kodun Kontrol Matrisi

n kubitli kuantum kodun stabilizeri S :<g1,g2,...,g,> olsun. Bu kod i¢in {ireteg

matrisi / x 2n formundadir ve bu matrisin sol tarafi stabilizerdeki Pauli matrislerine
gore ya 0 ya da 1 degerini alir. Matrisin sol tarafi / ve Z matrislerine karsilik 0, X
ve Y matrislerine karsilik 1 degerini alir. Matrisin sag tarafi ise / ve X matrislerine

karsilik 0, Z ve Y matrislerine karsilik 1 degerini alir [35].

Ornek 2.11.1. 7 kubitli Steane kodunun stabilizerinin iiretecleri Tablo 2.5°de

gosterilmistir.

Tablo 2.5 7 kubitli Steane kodunun stabilizerinin tiretegleri

Uretecler Operatorler
& HIXXXX
&> IXXIIXX
&; XIXIXIX
84 1117777
&s 1771177
&s ZIZ1717Z

Bu kod i¢in kontrol matrisi

000111T1040O0O0O0OO0OTO0
01 100T1T1000O0O0O0TO0
1 01 01010 0 0 0 0 0 O
0 000OO0OUO0UOO0OO0OCTII 1TT11
0 000OO0OUO0UO11TO0O0T11
000 00O0O01 O0OT1 01 0 Ij




55

olur. Genel olarak [[n, k]] parametreli C kuantum kodunun kontrol matrisi

G= [Gl |G2:| seklinde ise 7, G, ’in ranki olmak iizere

=
|
<
=
|
<

\
o~
S it
O Wi
y O}

n—k—r{

olur. £ i¢in Gauss eleme metodu uygulanirsa

r {11 4 4|B C C,
n—k—r—s{ 0 0 0|D I E,
s {10 0 0|D, 0 0

elde edilir. Ornek 2.11.1 i¢in s =0 alinirsa standart form matrisi

Londer A fnoomker ok
_'2 Jl1 4 4B 0 C
n—k-r=>llg o olp 1 E

olur. Kontrol matrisini, klasik kodlardan kuantum kod elde etmek i¢in iyi bir gecis
saglayan bu forma getirmek dnemlidir. Yukaridaki 7 kubitli Steane kodunun standart
formu, 6nce 1. ve 4. kubitin yeri sonra 3. ve 4. kubitin yeri daha sonra 6. ve 7. kubitin
yeri degistirildikten sonra sirasi ile 4. satira 6. satir, 5. satira 6. satir, 5. satira 4. satir,

6. satira 5. satir eklenerek

10 00111000000 0]
01 0107110000000
00111 100000O0TO0O0
0000O0UO0O1O0T1100°1
0000O0O0O00T1 1 0101
000000001 11001 0



56

elde edilir. Bu standart seklin 6nemi asagidaki gibi Orneklenebilir. Bu standart

formda 4, :(1 1 0) dir. Bu da (OOOOOOO|1100001) kodlanmis haline karsilik

gelir.  Aslinda esas form {00---0‘A2T 071 } seklindedir. Bu  durumda
—

n kubit

(OOOOOOO|1100001) kodlamasma ZZIIIIZ operatori karsilik gelir. Fakat 1. ve 4.

kubit, 3. ve 4. kubit, 6. ve 7. kubit yer degistirdiginden, bu iglemler geri uygulanirsa
IZIZIZI  elde edilir. Z’nin  kodlanmis hali ZZZZ7Z77Z  oldugundan

(ZZZZZZZ )(IZIZIZI ) = ZIZIZIZ olup, bu da stabilizerin iireteclerinden g, ’y1 verir.

Klasik kodlardan kuantum kod elde etmek su sekilde de olabilir: C, = C, olmak
tizere C, ve C, kodlari siras1 ile [n, k] ve [n,k,] parametreli klasik lineer kod olsun

ve hem C, hemde C; ¢ hata diizeltsin. Bu durumda

H(CY)
0

0
H(C)

kontrol matrisi kuantum kodun kontrol matrisidir ve bu matris klasik lineer
kodlardan elde edilmistir. Son olarak H (Czl)(H (Cl))tr =0 olup olmadig1 kontrol

edilir. C, c C, oldugundan

H(C)(H(C))" =[H(C)(G(C,))] =0

elde edilir [35].
Yukaridaki 7 kubitli Steane kodu ele alinirsa, C, C C, olmak iizere C, yerine C;

alinabilir. C, kodunun lirete¢ matrisi
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0111000

1 01 01 00O
G =

1 110010

1 1.0 0 0 01

olup, C,=C,, C,=C; ve C; =C, oldugu gériilir. Bu durumda 7 kubitli Steane

kuantum kodunun kontrol matrisi

H(CY)
0

O —
H(C)|

S O O O O =
S O O O = O
oS O o = O O
S O O = = O
S O O = O =
S O O = ==
S O O O = =
—_- o = O O O
_- —_ O O O O
_ == O O O
S O = O O O
S = O O O O
- o O O O O
S = = O O O

olur.

2.12. GF (4) Uzerindeki Klasik Kodlar Yardimi ile Kuantum Kodlar Uretme

Bu konu baglig altindaki asil amag; klasik lineer kodlarla GF (4) tizerindeki kodlar

arasinda bir gecis elde etmek ve kuantum kod bulma isini GF (4) tizerindeki kodlar1

aragtirma isine ¢evirmeye caligsmak olacaktir.

n kubitli kuantum hal uzay1 C* almabilir. Kuantum kod, k kubiti n kubite

kodlama olarak diisiiniilebilir. Bu durum C* hal uzayindan C* hal uzaymin 2
boyutlu bir alt uzayina bir lineer doniisiim yapmaktir. Bu alt uzaya hata diizeltebilen

kuantum kod denir. Bu temel fikirden yararlanarak asagidaki yontem gelistirilmistir.

E,2n boyutlu ikili vektér uzay olsun. Bu uzayin elemanlari (a|b) seklindedir ve bu

uzay iizerindeki i¢ ¢arpim
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((alp).(a'|p))=ab +ab

olarak tanimlanir. Ayrica

((a[p).(alp))=ab+ab=2ab=0(mod 2)

oldugundan bu i¢ carpim simpletiktir. Bu uzayin bir elemanmnm agirhig ise
(alp)=(aa,-a,|bb,--b,)

olmak iizere

w((alp))=|{: (aln) = (olo)}

seklinde tanimlanir. Bu uzayimn iki elemani arasindaki mesafe de bu elemanlarin

farkinin agirhig olarak tanimlanir. Bu bilgiler 1s181inda asagidaki teorem yazilabilir

[11].

Teorem 2.12.1. S, E ’nin (n—k) boyutlu lineer alt uzay1 ve ScS olsun. (EL

yukarida tanimlanan i¢ ¢arpima gore tanimlanir). ST —S kiimesinde agirhigr d den

kiigiik vektor olmasin. Bu durumda & kubiti » kubite esleyerek [(d—l)/2] hata

diizeltebilen bir kuantum kod elde edilir [11].

Bu kod S ’nin 6z uzaylarindan biridir. Bu teoremle elde edilen koda toplamsal

(additive) kod da denir.

Ornek 2.12.1. n=4 icin \E\ =256 olur.

§={(0000]0000),(1110[1100),(1011[0011),(0101[1111)}
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olarak segilirse ScS olur. d=2 oldugu kolayca goriilebilir. Ornegin
(001 1|OOOO) €S ‘dir. Fakat S ’nin bir agirhigina sahip elemani yoktur. S *nin 67
uzaylarindan biri {(OOOO) ,(1 1 10),(101 1) ,(0101)} olarak almmirsa kuantum kod

i =—1 olmak {izere

|V/> (l.)(OOOO)(OOOO) | 0000> n (l,)(mo)(noo) |1 1 10>

+ ()" 1011)+ (i) "M |o101)
=|0000)—|1110)—|1011)—|0101)

olur. Bu yeni 2n boyutlu E ikili vektor uzayi ile GF (4)" yapis1 arasinda bir gegis

kurulur ve bu boylece GF (4)” iizerindeki kodlardan yararlanilarak kuantum kod

elde edilir.

GF(4)= {O,l,a),Z)} ve o’ =Z), o' +o+1=0,0 =1 dir. xe GF(4) elemaninin

e 2 . .
eslenigi x =x" ve iz fonksiyonu

Tr:GF(4) —> Z,

X X+X

olarak tanimlanir. Bir u € GF (4)" vektoriiniin Hamming agirligi wt(u) ile gosterilir

ve bu vektoriin agirligt vektordeki sifir olmayan bilesenlerin sayisina esittir.

u,u € GF (4) elemanlar1 arasindaki mesafe d(u,u') = w(u —u) ile tanimlanr.

$:E—>GF4)", ¢((alp))=wa+wb 2.7)
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bir ¢ fonksiyonu tanimlanirsa (a|b) vektoriiniin  agirlig ¢((a|b))eGF (4)"
elemaninin agirh@ina esit olur. Buradan v:(a|b) ile v :(a"b') vektorleri

arasindaki mesafe de d(v, v')’ye esit olur. Ayrica v ile v vektodrleri arasindaki

simpletik i¢ carpim

Tr(¢(v).¢(vy)) = Tr[(a)a +Z)b)(2)a +wb )}

=ab +ab= Tr(¢(V)-M)

dir. Eger S, E ’nin bir lineer alt uzayi ise C = ¢(§) de GF(4)" nin toplamsal kapali
bir alt kiimesidir. Bu C alt kiimesine GF'(4) {lizerinde bir toplamsal kod denir ve
(n,2k ) seklinde gosterilir. Bu toplamsal kod 2* vektor igerir. Eger C ayn1 zamanda

o ile ¢arpim altinda da kapali ise C koduna lineer kod denir. C kodunun diki de
Cct :{ueGF(4)” :uov:O,VveC}

seklinde tanimlanir. Burada

n

uovar(u\_/):Ai-l(ujvjwtujvj) (2.8)
dir. Eger C, (n,2”’k) parametreli bir kod ise bu durumda C*t de (n,2””‘ )

parametrelerine sahip bir kod olur. Eger C < C* ise C’ye kendine ortogonal,

C =C" ise C’ye kendine dik kod denir [11].
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Ornek 2.12.2. Yukaridaki Orek 2.12.1°de n=4 icin

§={(0000[0000),(1110[1100),(1011J0011),(0101[1111)}
idi. Buna karsilik GF(4)* iizerindeki toplamsal kod

#((0000[0000)) = (0000), ¢((1110[1100)) =(110),
#((1011]0011)) = (w011), g((0101]1111)) = (@lael

oldugundan C:{(OOOO),(I 1600),(60011),(2)13)1)} olur. Gergekten C kodunun ve

S *nin minimum mesafesi tictiir. Ustelik i¢ ¢arpimlarda korunmaktadir. Yani

—1

ct =¢(S ) olur.
Bu bilgiler 1s181nda Teorem 2.12.1 yeniden diizenlenebilir.

Teorem 2.12.2. C kodu GF (4)" tizerinde kendine ortogonal bir toplamsal kodu

olsun ve 2" tane kodsoz igersin. Eger C* —C ’de sifir vektdr harig agirhigi d *den
kiiciik vektdr yoksa, ¢ '(C)’nin 6z uzaylarindan her birine bir [[n,k,d]] hata

diizeltebilen toplamsal kuantum kod denir [11].

Eger C*’de agirhig1 d ’den kiiciik eleman yoksa (sifir vektor hari¢) C’ye saf (pure)

aksi takdire saf olmayan (impure) denir.

Boylece kuantum kod bulma problemi GF (4) tizerinde toplamsal kendine ortogonal

ya da kendine dik kod bulma problemine doniistiiriiliir. Bu gegis kullanilarak kodlar

polinomlara aktarilip daha zengin c¢alismalar yapilabilir. Asagidaki teorem
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GF (4) ’den katsayili polinomdan yararlanarak toplamsal ortogonal klasik kod elde

etme sartlarin1 vermektedir.

Teorem 2.12.3. i. Bir (n,2k) parametreli toplamsal devirli C kodunu
p(x),q(x),r(x) e Z,[x] olmak ilizere wp(x)+q(x) ve r(x) seklinde iki polinom
iiretir. Burada p(x) ve ¢(x) polinomlart “X" —1” polinomunu, (x) polinomu da

(q(x)(x”—l))/p(x) polinomunu béler ve k=2n-der(p)—der(q) olur. Bu

durumda C = <a)p(x) +q(x), r(x)> seklinde gosterilir.
ii . C kodunun kendine ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p(r(x"") = p(x")r(x)=0 mod(x" 1),

p()g(x"") = p(x"")g(x) mod(x"~1)

olmasidir [11].

Ornek 2.12.3. n=5 i¢in p(x)=g(x)=1+x ve r(x)=1+x+x"+x’+x* olarak

secilirse Teorem 2.12.3°deki sartlar saglanir ve k=35 olur. Bu durumda kendine

ortogonal C toplamsal devirli kodu
C= <wp(x)+q(x), r(x)> =<w2 w1+ x+x" +x° +x4>

=10 0 0 0 0),(w w 00 0)(1 1 w1 w),0 0 w w 0),
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(1 w 1 w 1),(w2 wow oW 0),(1 w w 1 1),(1 w ow w w),
(w 1 w w w),(O w0 0 wz),(O wow oW wz),(w 1 1 w 1)}

olur. (2.8)’de verilen i¢ carpima gore C < C* dir. (2.7)’de verilen ¢ fonksiyonuna
gore ¢7'(C) kiimesinin 6z alt uzaylarindan herhangi biri ile bir [[5, 0, 2]]

parametreli kuantum kod yazilir. ¢ (C ) kiimesinin elemanlar1 ve 6z uzaylarindan

biri Tablo 2.6’da verilmistir.

Tablo 2.6 ¢~ (C ) kiimesi ve 6z uzaylarindan biri

c ¢ (C) Oz uzay c ¢ (C) Oz uzay
(00000) (00000[00000) | (00000) | (11111) (11111f11111) (11111)
(w'w?000) | (00000/11000) | (11000) | (w’Ow’'w’w?) | (0000O[I0111) | (10111)
(11wlw) (11111)11010) | (11010) | (111ww) (1111111100) | (11100)
(00w’ w?0) (00000/00110) | (00110) | (w’w’w?0w?) | (0000O[I1101) | (11101)
(000w*w? ) (00000[00011) | (00011) | (wlwll) (11111j01011) (01011)
(w?000w?) (00000[10001) | (10001) | (wwwlw) (11111/00010) | (00010)
(11wwl) (11111)11001) | (11001) | (wwwwl) (11111]00001) (00001)
(wwlww) (11111)00100) | (00100) | (w*0w’00) (00000[10100) | (10100)
(0w?0w?0) (00000[01010) | (01010) | (1wlwl) (11111]10101) (10101)
(00w 0w’ ) (00000[00101) | (00101) | (lwwll) (11111[10011) (10011)
(0w'w?00) | (00000[01100) | (01100) | (lwwww) (11111)10000) | (10000)
(1wl 1w) (11111)10110) | (10110) | (W'w'w’w?0) | (00000]11110) (11110)
(wwlll) (11111j00111) | (00111) | (wlwww) (11111]01000) (01000)
(w'w?ow'w?) | (00000[11011) | (11011) | (0w?00w?) | (00000[01001) | (01001)
(wlllw) (11111]o1110) | (01110) | (ow’w*w’w”) | (00000[01111) (01111)
(w?00w?0) (00000[10010) | (10010) | (wllwl) (11111]01101) (01101)
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¢ (C ) ‘nin 6z uzaylarindan biri Tablo 2.6’da gosterildigi gibi ya
{(00000),(11111)}

ya da

{(00000),(10000),(01000),(00100),(00010),(00001),(11000),(01100),

(00110),(00011),(10100),(10010),(10001),(01010),(01001),(00101),

(11100),(01110),(00111),(10110),(11010),(11001),(01101),(01011),

(10011),(10101),(11110),(01111),(10111),(11011),(11101),(11111)}

olarak almabilir. ilk 6z uzay i¢in kuantum kod

L(|00000>—|11111>)

2
ve ikinci 6z uzay i¢in

L(|00000>—|10000>—|01000>—|00100>—|00010>—|00001>+|11000>+|01100>

42

+/00110)+|00011)+|10100) +|10010) +|10001) +|01010) +|01001) +|00101)
—|11100)—[01110)—|00111) -|10110) —[11010)—|11001)~|01101)~|01011)

~[10011)—[10101)+|11110)+|01111)~[10111)+|11011) +|11101) —[11111))

olur. Ikinci 6z uzay icin elde edilen yukaridaki kuantum kodun stabilizerlerinden biri

de XXXXX oldugundan bu kuantum kod mantiksal bazlar kullanilarak
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0,) =%(|00000)—|00100>—|00010>+|11ooo>+|00110>+|10001>+|o1001>—|1 1100)

—~[11010)—[01101)~|01011)—[10011) =|10101)+|11110) +|01111)—|10111})

Ve

;) :i(|00101>+|10010>+|10100>+|01 100)+|01010)+|00011) +|11011) +|11101)

—[00001) =|10000) —|01000) —|00111)—|11001) —|01110) —|10110) —|11111})

olup a|OL>+b|1L> (|a|2 +|b|2 :1) olarak yazilir.

Teorem 2.12.3 kullanilarak elde edilen kuantum kodlar ile yine bu teoreme bazi ilave
sartlar getirilerek elde edilen DNA kodlar arasinda iliski kurmak miimkiindiir. [1]
referansli makalenin 12. teoremine gére DNA kod elde etmek i¢in kullanilan
p(x),q(x),r(x) e Z,[x] polinomlar1 Teorem 2.12.3 ii. sartlarin1 saglarsa bu
polinomlar kullanilarak aym zamanda kuantum kod da elde edilir. Ornek 2.12.3’de

verilen p(x),q(x) ve r(x) polinomlart DNA kod elde etmek i¢in de kullanilabilir.

Bu polinomlar kullanilarak yazilan C  klasik kodunun kodsozlerinde
0> A4,15T, w—C,w =G degisikligi yapilirsa 5 uzunlugunda bir DNA kod
elde edilir.

2.13. Ikili Olmayan Kuantum Stabilizer Kodlar

1995 yilinda Shor ilk kez hata diizeltebilen kuantum kod elde ettikten sonra bu
alanda bir¢ok calisma yapilmistir. Tipki klasik kodlarda oldugu gibi 6nce c¢alismalar
ikili sistemde yapilmis daha sonra bu c¢alismalar ikili olmayan sistemler i¢in de
formiile edilmeye calisilmistir. Bu tiir kodlara ikili olmayan (nonbinary) kuantum
kod denilmektedir. Ikili olmayan kuantum kodlarin ilk Orneklerinden biri [42]

referansh kaynakta verilmistir. [27] ve [28] numarali referanslarda Z, {iizerindeki

klasik kodlar ile kuantum kodlar arasindaki bir iliski verilmistir. Ikili olmayan



66

kuantum stabilizer kodlar tizerine de bir ¢cok calisma yapilmistir. Bu ¢aligmalardan
bazilar [6, 16, 25, 26, 27, 28, 42] kaynaklarinda bulunabilir. Ozellikle [25] referansh

kaynakta ikili olmayan kuntum kodlar i¢in daha kapsamli sonuglar bulunmustur.

Bu alt boliimde ikili olmayan kuantum stabilizer kodlara giris yapilip bazi temel
tanimlar verilecektir.
q bir p asal sayisinin pozitif bir kuvveti ve F, da g elemanli sonlu bir cisim olsun

ve C?, g boyutlu kompleks vektor uzayr kuantum mekaniksel sistem hal uzayimi

Ostersin. Vi icin x, € . olmak tlizere |xx,---x ) ile nun ortonormal bazlarini
t \v4 lIE‘qlk X, -x,) ile C?° rt 1 bazl

gosterelim. Bu durumda C? ’nin her k-boyutlu alt uzayma hata diizeltebilen

kuantum kod denir ve [[n, k,d ]:I parametreleri ile gosterilir. Bundan Onceki
q

boliimde g =2 i¢in kuantum kodlar incelenmisti. » kubitli ikili sistem stabilizer
kuantum kodun stabilizeri 2" x2" seklindeki kompleks matrislerden olusan G, Pauli

matris grubunun degismeli bir alt grubu olarak tanimlanir ve bu stabilizer ile
kuantum kod yazilabilir. Nonbinary kuantum stabilizer kod yazmak i¢in de yine tiim

hatalardan olusan £, kiimesini tanimlamak gereklidir. £, hata kiimesi ¢" xg"

kompleks matrislerden olusur.

. 0 1 1 O
Ikili sistem kuantum kodlarda hata bazlar1 olarak X ={1 Oj ve Z :(0 J

iiniter Pauli matrisleri alinmist1. Ikili olmayan kuantum sistemleri i¢in de iiniter Pauli

matrisleri tanimlanabilir. Asagida bu matrislerin nasil elde edilecegi agiklanmastir.

m bir pozitif tamsayi, p bir asal sayi1 ve g=p" olmak izere r:F —>F,

m—1
tr(x) = Zx"k fonksiyonu iz fonksiyonu olarak tamimlanir. a,b € F, olmak tizere C*
k=0

tr(bx)

tizerinde lniter operatorler X, |x> :|x+a> ve Zb|b> =w x> olarak tanimlanir.
Burada o =¢"" dir. Bu durumda hata operatorlerinin  kiimesin

E= {X 2, a,be Fq} olarak tanimlanir. Bu kiimenin su 6zellikleri vardir:
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i . Birim matrisi kapsar,

ii . Bu kiimenin iki elemaninin ¢arpimi yine bu kiimeden bir elemanin bir sabitle

carpimina esittir,
iii. A,BeE ve A# B olmak iizere Tr(A'B)=0 dur.

Tr(A) ile A matrisin kdsegen elemanlarinin toplami verilir. Eger ¢” tane matristen

olusan bu hata operatdrlerinin sonlu kiimesi yukaridaki 3 sart1 sagliyorsa bu kiimeye

‘iyl hata bazlar1’ denir [25, 27, 28].

Lemma 2.13.1. £ = {XaZb ra,be Fq} kiimesi C? i¢in iyi hata bazlar kiimesidir [25].

Ornek 2.13.1. g=4 i¢in &’ +1=0 ve a’+a+1=0 ve E:{O,l,a,az} olmak

tizere C* icin standart bazlar olarak

0 1 1 0
secilebilir. 7, ile 2x2 tipindeki birim matris ve ax:[l Oj’ o, =(0 J

matrisleri gosterilirse, bu durumda iyi hata bazlarin1 olusturacak matrisler su sekilde

yazilir:
X0)=L®IL,, X1)=1,0c, X@)=0,81,, X@')=0,®c,,
Z0)=1,81,, Z\O)=0.®1,, Z(a)=0.®c., Z(a)=1,®0..

Gergekten X (1)|1) =|(1+1)(mod2)) =|0) oldugu
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0) (0 1 0 0)0) (1

1 oY _(0 1\[[t| [T 0 0 0f1| |0
X)) = ® = =| " |=]0)

0 1) \1 ojJjfo| [0 0 0 1[0 [0

o) Lo o 1 0)lo) (0

seklinde hesaplanarak da bulunabilir.
Farkl1 bir yontemle de X ve Y matrisleri tespit edilebilir. Bu yontem [28] referansh

kaynakta etraflica incelenmistir. Buna gore; @ birimin ilkel n. kokii olsun. Bu

durumda n boyut i¢in bir hata baz kiimesi (X, )ij =0

Jiita (modn)

ve (Zb )i,j = é;,ja)ib

matrisleri kullanilarak
¢, ={E, =Xz]}.i,je,
seklinde yazilir [28].

Ornek 2.13.2. F, = Z, olsun. Bu durumda

X,]0)=0). X, [1) =

0, %,2)=[2), %, [3) =[3), X, |4) =|4).

X1|0>:

), X,[1)=[2), X,[2)=[3), X,[3) =|4), X, [4) =|0),

X,10)=2). 4, |1) =[3), 4, |2) =|4). 4, |3) =[0), X, |4) =

1),

X:10)=[3). X3 [1) = [4), X,[2) =[0). X; |3) =

1), X,[4)=[2),

X,10)=[4)..x,1)=[0)..x.[2) =

1>’X4|3>:|2>’X4|4>:|3>

27i/5

ve w=¢€ olmak tzere



2,|0)=[0).2,|1) =

1:2,[2)=12).2,]3)=[3). 2, |4) = [4),

2]0)=10).z|)=0

1).2[2)=*[2).2,[3) = 0°[3). 2, |4) = " |4).

Z,10)=|0),Z2,|1) = &’

1).2,]2) = 0'|2). 2,[3) = 0[3). 2,[4) = 0'|4).

Z,|0)=]0),Z,|1) = &’

1):2|2) = 0[2). Z,[3) = 0" [3).Z;|4) = 7| 4),

Z,10)=10),Z,]1) = o’

1),Z,]2) = ’|2).2,|3) = @*|3).2,|4) = w|4)

olarak bulunur. Bu matrisler asagidaki gibi tanimlanabilir.

X, =1, =Z, birim matris,

01 000 001 00 00010
00100 000 10 0 00 01
X,=/0 001 0[,X,=[0 0 0 0 1,X;=[{1 0 0 0 0f,
0 00 01 1 00 0O 01 000
1 0 0 0 0] 01 0 0 0] 0 01 0 0]
ve
00 0 0 1] 1 0 0 0 0] 1 0 0 0 0]
1 0000 0 o 0 0 0 0 & 0 0 0
X,=|0 1 0 0 0,Zz=/0 0 & O 0|,Z,=({0 0 w 0 0],
00100 0 0 0 o 0 0 0 0 o 0
00 0 1 0] 0 0 0 0 o 0 0 0 0 o
10 0 0 O] 1 0 0 0 O]
0w 0 0 0 0 o> 0 0 0
Z,=|0 0 &> 0 0 [,Z=/0 0 ® 0 0
00 0 & 0 0 0 0 @ O
00 0 0 o 00 0 0 o
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olarak elde edilir. C* =C®C®C®C®C icin standart bazlar

1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

0)=]0||)=[0][2)=|0[,[3)=|1||4)=|0],
0 0 1 0 0
o] |1 0] 0] 10

olarak alinirsa yukarida yazilanlar kolayca elde edilir. Ornegin

X;|4)=|(3+4) mod5)=|2) oldugu

000 1 o]fo] [o
0000 11| |O
X,|4)y=|1 0 0 0 0[[0[=|0|=2)
01 00 00 |1
0 0 1 0 00| |0

seklinde matrislerin ¢arpimi kullanilarak elde edilebilir. Ayn1 sekilde faz hatasina da

su sekilde ornek verilebilir: Z, | 2> =" |2> = | 2> oldugu

1 0 0 0 o0][0] [0]

0w 0 0 0]l0 0
Z,2)=|0 0 & 0 0|0[=|0 |=0]2)

00 0 o 0|1 |&

00 0 0 o']0] [0

seklinde matrislerin ¢arpimi kullanilarak elde edilebilir.

Tamim 2.13.1. F,, ¢ elemanli bir cisim ve u = (a|b),v = (a' ‘b) eF" olsun. Bu

durumda u ile v’nin F, tzerindeki simpletik i¢ carpimi
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(u,v> =, (ba' —ab')
olarak tanimlanir [25].

Teorem 2.13.1. Eger IF;” tizerinde ¢" / g" elemanli bir C toplamsal kodu Tanim

2.13.1°de verilen i¢ ¢arpima gére C — C* ise bu durumda bir [[n, k,d ]]q kuantum

kodu vardir. Bu kodun minimum mesafesi ise C* —C kiimesindeki vektorlerin

Hamming agirhiginin en kii¢iigiine esittir. Minimum Hamming mesafesi
d= min{wt(a|b) : (a|b) eCt —C}

ve (a |b) € IF;” vektoriinlin agirligr da

wi((ale))=|{i: (a o) # (oo}

olarak tanimlanir [25].
Teorem 2.13.2. F, iizerinde [n,k,,d,] ve [n,k,,d,] parametreliiki klasik kod
sirastyla C, ve C, olsun. Eger C, = C, ise [ [n,k, —k,, d]]q parametreli ve

d :min{wt(u):u e(Cl—CZ)U(CzL—ClL)}

minimum mesafesine sahip bir kuantum kod vardir. Eger d = min {dl,dz} ise bu

kuantum koda saf aksi halde saf olmayan kuantum kod denir [25].

Teorem 2.13.3. Teorem 2.13.2° verilen sartlar altinda, H, matrisi C; klasik
kodunun tirete¢ matrisi ve G, matrisi de C, klasik kodunun tirete¢ matrisi olmak

tuzere kuantum kodun kontrol matrisi
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G—H'
1o

0
GZ
olur [35].
Ornek 2.13.3. [F, cismi iizerinde [3, 1, 3]7 parametreli ve
H, = (3 3 4)
lireteg matrisine sahip C;" klasik kodu ile ayni parametrelere sahip
G,=(5 3 1)
urete¢ matrisine sahip C, klasik kodu goz 6niine alinirsa
3 3 40 0 0
G =
0 0 05 3 1
kontrol matrisine sahip [[3, 1, 2]:|7 kuantum kodu elde edilir.

Burada

1 23 1 01
H,= ve G, =
2 11 0 11

dir.



BOLUM 3. GAUSS TAM SAYILARI UZERINDEKI KLASIK
KODLARDAN KUANTUM KOD ELDE ETME

3.1. Giris

Bu boliimde Gauss tam sayilarindan yararlanilarak elde edilen klasik kodlardan
yardimi ile kuantum kod elde etme yontemi verilmektedir. Gauss tam sayilar

iizerindeki klasik kodlar [23, 34] referansh kaynaklarda bulunabilir.

3.2. Gauss Tam Sayilar1 Uzerindeki Klasik Kodlar ve Mannheim Metrigi

Tamm 3.2.1. H:{aeri:a,beZ,i2 :—1} olarak tanimlanan kiimeye Gauss tam

sayilar kiimesi denir.

Gauss tam sayilar kiimesi adi toplama ve ¢arpma islemleri ile bir Oklid bdlgesidir. p
bir asal tam say1 ve a,b,neZ olmak ilizere p=4n+1 seklinde yazilabilen asal
sayillar H Gauss tam sayilar halkasinda p = (a +bi )(a —bi ) seklinde yazilabilir. Bu
durumda 7 =a+bi sayis1 Gauss tam sayilar halkasinda asal olur. Ayni1 zamanda
7’nin eslenigi olan T=a-bi sayist da bu halkada asaldir. Bu bdliimde aksi

soylenmedikge p asal tam sayisi p=1(mod4) ve 7 asal Gauss tam sayisi da

ar=p=1 (mod4) olarak aliacaktir [23].

Tamim 3.2.2. p bir asal tam say1 ve 7 € H da = p biciminde bir asal Gauss tam
sayist olsun.z modiilosuna gore asal kalan smiflart kiimesi H_ ile gosterilirse,

u:H — H_modiilo fonksiyonu
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y(a+bi):a+bimod7z:a+bi{@}n 3.1)

seklinde tanimlanir. Burada [] ile bir Gauss tam sayisinin yuvarlamasi
gosterilmektedir. Bir Gauss tam sayisinin yuvarlamasi reel ve sanal kisimlarinin ayri

ayr1 yuvalamasi ile elde edilir. p = rr=1 (mod 4) seklinde bir asal tam say1 ve F,
karakteristigi p olan bir cisim olmak iizere, x modilo fonksiyonu F,’den iki

boyutlu H _ cismine bire bir, orten bir homomorfizma olur.

Tamm 3.2.3. p:ﬁ;EI(m0d4) seklinde bir asal tam sayr, a,feH_ ve

y =a—f(mod7) olsun. y 'nin Mannheim agirhg w, () bi¢iminde gosterilir ve

w, (7)=[Re(7)] +[tm ()| (3.2)

olarak, « ile £ arasindaki Mannheim mesafesi ise d,, (a, p ) biciminde gosterilir ve

d,(a,f)=w,(r) olarak tammlamr [23].

Not: Yukaridaki tanimda verilen Mannheim metriginin her /_ cismi {izerinde dogru
calisgmadig [32] referansli makalede gosterilmistir. Bu hatayr diizeltmek icin
yukaridaki tanimda verilen w, ()= ‘Re( 7/)‘ + ‘Im( 7/)‘ ifadesinde ‘Re( 7/)‘ + ‘Im( 7/)‘

minimum olma sarti getirilmistir. Bu tezde Mannheim metrigi kullanilirken bu

ayrint1 g6z oniine alinmaktadir.

Ornek 3.2.1. p=13 igin 7 =3+2i almabilir. Bu durumda Z, = H,,,, olur. 7€Z,,

i¢in

,u(7):7—{7(31—;2i)}(3+2i)E7—(2—i)(3+2i):—1—ieH3+2l. (3.3)
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olur. Ayn yolla
H,,,, = {0,414, 2,42, +(1+17),+(1-i)} (3.4)

olarak elde edilir. 1+i ile —-1-i elemanlar1 arasindaki Mannheim mesafesi

1+i—(—1—i)E—1 (mod3+2i) oldugundan dm(1+i,—1—i)=1 olur.

Tanmm 3.2.4. 7 bir Gauss tam sayis1 ve o € H_ de mertebesi p—1 olan bir eleman

olsun. Bu durumda iirete¢ ve kontrol matrisi sirasiyla

<« 1 0 0 0
<> 0 1 0 - 0

G=| . - o H=(1 a & - 2" (3.5)
"0 0 0 1

seklinde tanimlanan »n = ( p—l) / 4 uzunluguna sahip C c Hﬁ(p * kodu Mannheim

agirligr 1 olan tiim bir hatali vektorleri diizeltebilen kod olarak tanimlanir. +1 ve +i

elemanlarinin Mannheim agirh birdir [23].

Ornek 3.2.2. 7=3+2i ve a =2¢€ H,,, alinirsa

x3+i:(x—a)(x—a5)(x—a°)

:(x—2)(x—(1+i))(x—i)

(3.6)

olup 3 uzunlugundaki C kodunun iirete¢ polinomu g(x)zx—2 olur. Bu kodun

irete¢ ve kontrol matrisleri ise sirastyla

o= U % mog 2 14 3.7
“lo o q) 02 ) G-D
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olur. Bu kodun minimum Mannheim mesafesi 3 minimum Hamming mesafesi ise
2’dir.
Bu tiir kodlar i¢in dekodlama su sekilde agiklanabilir: Kanaldan gelen s6z » olsun.

Bu s6ziin sendromu S(r) = Hr" ile hesaplanir. Bu sendromun ilkel eleman « 'nin
kuvvetlerinden birine esit olup olmadig1 incelenir. Eger S(r) =Hr" =a' ise a’nin

kuvveti olan / hatanin yerinin bulunmasini, / =m (modn) olmak iizere &'/ ise

hatanin degerinin hesaplanmasin1 saglar. Ayri bir yontem ise; » 'nin sendromunun C
kodunun kontrol matrisinin bir siitununa, bir siitununun ilgilisine, bu sendromun
kontrol matrisinin d —1 silitununun toplamlarina ya da siitunlarin ilgililerinin

toplamlarina esit olup olmadigmin kontrol edilmesi ile de bulunabilir. Ornek 3.2.3
icin gelen séz r=(-2 1 —i) olsun. Bu durumda S(r)=1+i=a’ olur
5=2(mod3) oldugundan hatani, 3. bilesende meydana geldigi anlagilir. Hatanin
degeri ise o’ / o’ =—i olur. Diger yandan r’nin sendromu C kodunun kontrol

matrisinin 3. siitununun bir ilgilisi oldugu goriilmektedir. O halde hata 3. bilesende

meydana gelmistir. Ayrica 1+i=—i(—1+i) oldugundan hatanin degeri —i olarak

elde edilir.

Tanim 3.2.5. 7 bir asal Gauss tam sayis1, r bir pozitif tam say1 ve a € H_ bir ilkel

eleman olmak tlizere

HZ(I a o’ - a((prl)/4)1j (3.8)

kontrol matrisine sahip n = (( p - l) / 4) —1 uzunluklu, k=n—r boyutlu ve d =3

minimum mesafeli kodlar A {izerinde blok kodlardir [23].

: -1)/4 . -1)/4 . .
7 bir asal Gauss tam sayisi olsun. o P~ ve al’ ¥# =i olmak iizere

)/

“1)/4 . -1)/4 . . .
a,,a, € H_ olsun. Bu durumda x""™* +i ve x V* _i polinomlan sirasi ile H,

uzerinde
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MO +i:(x_al)(x_als)..'(x_alp74),

(3.9)
XA =(x—a2)(x—a25)---(x—a,f*4)
seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Ayrica (3.9) kullanilarak xR 4 polinomu da
O = )5 () G

biciminde ¢arpanlarina ayrilir. (3.10) kullanilarak g1|x(p R 241, g2|x(p D211 ve
g|g, olacak sekilde g,,g,€H, [x] polinomlari kolayca yazilabilir. Onerme
1.1.2°ye gére g, ve g, polinomlari bir devirli kodun iireteg polinomlart olur. Ustelik
gl|g2 oldugundan g, polinomunun irettigi devirli kod C, ve g, polinomunun

urettigi devirli kod C, olmak tizere C, — C, olur.
Ornek 3.2.3. 7 =3+2i i¢in @, =2 ve a, =-2 alnabilir. Bu durumda
X0 rl=(x=2)(x—(1+0))(x—i)(x+2)(x+(1+i))(x+i) (3.11)

olur. Buradan g (x)=x-2 ve g,(x)=(x-2)(x+i)=x"—-2ix-2i seklinde
secilebilir. Boylece g, ve g, polinomlarinin tirettigi klasik devirli kodlara sirasiyla

C, ve C, denirse bu kodlarin iirete¢ matrisleri de sirasiyla

S
|
\S]
—
S
- o O O
e
|
&
|
&
[a—
—_ O
- o O O

— o o o o
Q
I

olur.
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3.3 Gauss Tam Sayilar1 Uzerinde Kuantum Kodlar I¢in Hata Bazlan

Tanmm 3.3.1. 7 bir asal Gauss tam sayisi, a,b,ge€H_, 6 Kronecker delta

fonksiyonu ve & birimin p. kokii olmak lizere C? {izerinde {initer hata bazlari

(X,),, =0u0utee (%), = 5, L @t (3.12)

olarak tanimlanir. Bu bazlar [6] referansh kaynakta Z » tlizerinde

=0

s
st s,t—l(modp)’ Zs,t s,t§

(3.13)

seklinde tanimlanmistir. Burada ¢alisilan kiime /H_ oldugundan x fonksiyonu
kullanilmigtir. Cilinkii z fonksiyonu, nr= p olmak tizere Z, den H,’ye (3.1)’de
gosterildigi gibi bir izomorfizma tanimlar. Bu operatorlerin |u> haline etkisi ise [25]

referanshi kaynakta gosterilmistir. ¥ € H_ olmak iizere bu hata bazlar |u> kuantum

haline

X

a

u>:‘,u(a+u)>,Zb|u>=§”il(b”)(m°d”)|u> (3.14)

seklinde etki eder. Burada g fonksiyonu (3.1)’de tanimlanmustir.

X, ve Z,, H_izerinde Tanim 3.3.1°de tanimlanan {initer matrisleri i¢in asagidaki

durumlar vardir. Bu durumlar yine [6] referansli kaynakta gdsterilmistir.

(p—y’] (ba))(modp)

i X 7,=¢ Z,X (3.15)

a’

ii. X,Z, ve X .Z  igin
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(X2)(X,2,) =X, (2,8,)2, =€+ Iy

a+a " b+b
veE

iii . I, matrisi px p tipindeki birim matrisi gdstermek tizere

(X,) =(x,)".(2,) =(2)".(x,) =(2,) =1, (3.16)

Tamm 3.3.2. 7 bir asal Gauss tam sayisi olmak iizere & ={X,Z, :a,be H_} olarak

tanimlanan kiime hata operatdrleri igin bir baz kiimesidir. Eger bu kiime asagidaki

ozellikleri saglarsa bu kiimeye bir 1yi hata bazlar1 (nice error basis) kiimesi denir.
i. ¢ kiimesi birim matrisi igerir.

ii. ¢ kiimesinin iki elemaninin ¢arpimi, bir skalerle & kiimesindeki bir elemanin

carpimina esittir.

iii . Bir M matrisinin izi 7} r(M ) ile gosterilir ve bu matrisin kosegen elemanlarinin
toplami olarak tanimlanirsa A4,B operatorleri ¢ nin farkli elemanlar1 olmak iizere

Tr(A4B)=0 olur.

Onerme 3.3.1. 7 bir asal Gauss tam sayisi olmak iizere ¢={X,Z,:a,beH, }

kiimesi C? i¢in bir iyi hata bazlar kiimesidir.
Ispat: i. X,Z, birim matristir.

ii. (3.15) esitliginden goriiliir.
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i X,2, =" OO 7 ¥ Gldugundan

_ (P (b)) (@) (mod p)
(XaZb )(Xa'Zb‘ ) - é: ,u(a+a') ,u(b+bv)

olur. (XaZb)(Xa‘Zb,) matrisinin kosegen elemanlarinin toplami 0 oldugundan

1r((X,2,)(X,2,))=0 olur. "

Ornek 3.3.1. 7=2+i olsun. Bu durumda & birimin 5. kokii olmak iizere C’

tizerinde iyi hata bazlar kiimesi i¢in iiniter operatorler asagidaki gibi yazilabilir.

1 0000 01000 001 00
01000 001 00 00010
X,=Z,=L={0 0 1 0 0,X,=[0 0 0 1 O[,X,=[0 0 0 0 1],
00010 00001 1 0000
00001 1 0000 01000
00010 00001 1 0 0 0 O
0000 1 1 0000 0 & 0 0 0
X,=[1 0 00 0 ,X,=/0 100 0[,Zz=(0 0 & 0 0,
01000 001 00 00 0 & 0
001 00 00010 00 0 0 ¢
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 10 0 0 0
0 & 0 0 0 0 & 0 0 0 0 & 0 0 0
Z.=|0 0 & 0 0LZ=[0 0 & 0 0L,Z,=[0 0 & 0 0
0 0 0 & 0 00 0 & 0 00 0 & 0
00 0 0 & 00 0 o0 & 00 0 o ¢&

Bu operatorler



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0y=]0||-D)=]0]|iy=| 1 |,|-i)=| 0 [,|1)=|0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

kuantum hallerine soyle etki eder:

X1|0>:

. X,[=1)=[0). X, |i) =|-1). X,[ i) =

i), X, [1) =|=i),

X_|0)=]-i), X |-1)=

0, X ) =[0), X |=i) =|-1), X, [1) =

iy,

x,0)=

X1y =[4), X, 3=

1. -i)=10)., 1) =] 1),

X0y =1 |1 =

i), X i) =[=1) 4, [=) =[1), X, [1) = 0),

200)=10).2,|-1)=£'|-1).Z}i) = 210 2| i) = £ ). 2, |1) =

1),
1),

Z,|0)=10).z[-1)=&'[-). 2 |i) = &[0}, Z,|-i) = £|-i), Z,[1) = &7

Z.,]0)=10).2.[-)=&[-).2,]i)=¢li). 2, |-) = &' |-). 2, [1) = &

1),

Z,10)=[0),2,|-1) = ¢&[-1).2.,[i) = &* i), 2., | i) = '] =i), Z.,[1) = &*[1).

X_|-1) =|(~1-i) (mod2+i)) = 1) oldugu

001 0 0)0) (0
0001 0f1] |0

X, |-)=[0 0 0 0 1{0(=|0|=|1)
1 000 O0fo0| |0
01 0 0 o0)lo) \1

veya

81
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Z_,|-iy=&" 0|y = g4 i) oldugu
1 0 0 0 0)0) (0
0& 0 0 00 |0
Z |-iy={0 0 & 0 0] 0]|=|0|=&-0)
00 0 & oft1| |&
00 0 0o &)J)lo) o

seklinde de hesaplanabilir.

n=1 kubitli kuantum kodlar i¢in gerekli hata operatorleri yukarida verilmistir. »

kubitli kuantum kodlar i¢in de hata operatodrleri tanimlanabilir.

Tamm 3.3.3. 7 bir asal Gauss tam sayisi ve u=(u, u, - u,,)eH, olsun. Bu
durumda ((CP )®n =C"eC'®---®C” icin hata operatorleri

X, =X ®X ®--®X, veZ =Z ®Z ®---®Z, seklinde tanimlanir.

Onerme 3.3.2. 7 bir asal Gauss tam sayis1 olmak iizere &, :{XMZV :u,veH;}

kiimesi (C” )®” igin bir iyi hata bazlar kiimesidir.

Ispat. Tanim 3.3.3’den ispat goriiliir. ]

n kubitli kuantum hal uzay1 iizerinde tanimli tiim Pauli matrislerinin olusturdugu

kiime G, ile gosterilirse
Gn:{ggw(c)Xqu:u,veHZ,ceH”; (3.17)

seklinde tanimlanir. Baz1 kaynaklarda ikili olmayan kuantum sistemleri i¢in kubit

2n+1

yerine kudit kelimesi kullamilmaktadir. Bu G, kiimesi degismeli olmayan p
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mertebeli bir sonlu gruptur. G, grubunun merkezi olan M (G,) kiimesi &7, ile

iretilen p. mertebeden bir grup olur.
3.4 Gauss Tam Sayilar1 Uzerinde Kuantum Kodlar

Tamm 3.4.1. u=(u, u, - u,_),v=(v, v - v, )eH" olmak iizere u ile

v vektorleri arasindaki i¢ carpim

uy = ZMZ.VI,
i

olarak tanimlanirsa (u |v),(u' ‘v) € H?" elemanlari arasinda i¢ carpim Tr: H , — H

olmak iizere,

(u|v)*(u'\v')=Tr(vu' —v) (3.18)
seklinde tanimlanir. k =1 igin

(u|v)*(u'\v')=vu'—v'u (3.19)
olacag1 agiktir. Bu ig carpima gére H>" iizerindeki bir C lineer kodunun diki

= {(uly)e 2 (uly)(u [y ) = 0, (u ) e €

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.4.2. (u |v),(u' ‘v) € H>" olmak iizere

w= (u|v)—(u ‘v) = (wl. ‘wl) (mod )
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elemanin Mannheim agirligi ve (u|v) elemani ile (u‘v) eleman1 arasindaki

Mannheim mesafesi sirasiyla
[Re(w, )|+ |Im(w, )| + -+ +|Re(w, )| +|Im(w,_,)|

wt, (w) = , , . , 21,
+ \Re(wo)\ + \Im(wo)\ Fot ‘Re(wnfl)‘ + ‘Im(wnfl)‘

d, ((u|v),(u ‘v' )) =wt, (w)
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.1. Gauss tam sayilar1 lizerinde Mannheim metrigine goére tanimh

swasiyla [n,k,,d,] ve [n,k,,d,] parametreli ve C, < C, seklinde iki klasik kod
olsun ve C, ile C, klasik kodlar1 ¢ hata diizeltebilsin. Bu durumda ¢ hata

diizeltebilen [[n, k,—k,,d ]:Iﬁ parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir.

Ispat. C= (C2|C1l) = {(u|v) ueC,,ve CIL} olarak alinirsa (3.19)’de verilen i¢
carpima gore C; = C; oldugundan C < C* olur. Teorem 2.13.1 gdz dniine alinirsa

[,k —k,,d] ] kodunun varhig elde edilir. =

Kabul edelim ki C, ve C; kodlarinin minimum Mannheim mesafesi d, olsun. Bu

kodlar kullanilarak elde edilen C kodunun diizeltebilecegi hata vektdrlerinin sayisi,

t=|d,—1/2| olmak iizere

4(T]+4z(§]+...+4f(j]

olarak hesaplanir.
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Ornek 3.4.1. 7=4+i olsun. H,  iizerinde x*+1 polinomu (3.10)’da verilen
yonteme gbore carpanlarina ayrilirsa gl(x):1+2i +(—1+i)x—ixz+x3 ve
g (x)=1-i+(2—i)x+(-1+i)x* —ix’ —ix* +x° olarak segcilebilir. Bu durumda
C, c C, olur. C, ile C; klasik kodlarmin minimum Hamming mesafesi 4, minimum
Mannheim mesafesi ise 5’tir. Bu durumda C, ile C, klasik kodlart Hamming
metrigine gore yazilirsa bu kodlar kullanilarak [[8,2,4]]4ﬂ_ kuantum kodu elde

edilir. Bu kuantum kod Boliim 2.9°da verilen CSS kod olusturma teknigine gére her
hangi bir kubitte meydana gelen hatalar1 diizeltebilir. Ancak farkli iki kubitte

meydana gelen hatalar1 diizeltemez. [[8, 2, 4]]4+_ kuantum kodu Hamming metrigine
gére MDS (maksimum uzaklhiga ayrilabilen) koddur. Diger yandan C, ile C;

kodlarmin minimum Mannheim mesafesi 5 oldugundan [[8, 2,5]]4{ kuantum kodu

elde edilir. Bu kod kuantum stabilizer kod degildir ancak CSS kod yapisindadir. Bu
kod bir kubitte meydana gelen bir agirlikli tiim hatalarla beraber herhangi iki kubitte

meydana gelen bir agrhkli  tim hatalan  da  diizeltebilir. Ornegin

1-i 2—-i —-1+i —-i =i 1 O 0> kuantum haline kuantum kanalinda

IIX, X Il = X' X, operatdrii etki ederse gelen hal

XX |1—-i 2-i —1+i —-i =i 1 0 0)=|l-i 2—i —1+i —i+1 —i+l 1
0 0)

olur. Hamming metrigine gore yazilan C, klasik kodunun minimum mesafesi 4

oldugundan bu bit degisimi hatasini diizeltemez. Boliim 2.9°da verilen yonteme gore

bu bit degisimi hatas1 Mannheim metrigi kullanilarak tespit edilebilir. Bu hatanin

yeri ve hatanin diizeltilmesi su sekilde agiklanir: C, klasik kodunun kontrol matrisi

olan H|,

- 1-i 2-i -1+4i 0 0
i =i 1-i 2-i —=1+i 0
—i -1 2-1i -—1+i

=

Il
S O =
O = o~
—_
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olup,
—2+i
H(1-i 2-i —1+i =i =i 1 0 0)=| 2
0

oldugundan hatanin 4. ve 5. kubitte oldugu ve hatalarin deginin 1 oldugu goriiliir.
Dekodlama i¢in hatanin degerine karsilik gelen hata operatoriiniin tersinin kuantum

haline uygulanmas: yeterlidir. Hatanin degeri 1 oldugundan X, operatoriiniin tersi

X, olup hatali kuantum haline /IIX X [III = X* X’ operatorii etki ederse

XX =i 2—i —1+4i —i+1 —i41 1 0 O)=[1-i 2-i -1 —i+l —i 1
0 0)

olur. Hamming metrige gére r=(1-i 2-i —1+i —i+1 —i+1 1 0 0) gelen
2 hatali vektorii dekodlayamaz. Ciinkii Hamming metrige gore gelen vektor r ile
a=(1-i 2-i -1+i =i - 1 0 0) kodsozii arasindaki mesafe
dy(r,c)=2 ve yine r ile ¢,=(2i 1+i —1+i 1-i 1-i 1 0 0) kodsozi
arasindaki mesafe de d,(r,c,)=2"dir. Dolayisi ile Hamming metrik bu sozi

dekodlayamaz. Burada » vektori ile diger kodsozler arasindaki mesafe ya 2’dir ya

da 2’den biiyiiktiir. Mannheim metrige gore d,, (r,¢,)=2, d,,(r,c,) =4 olacagindan
kanaldan gelen hatali vektor dekodlanir. [[8,2,4]]4+_ kuantum kodunun

diizeltebildigi bit degisimi hatalarmin sayis1 136 dir. [[8, 2,5]]“ kuantum kodunun

diizeltebildigi bit degisimi hatalarinin sayisi ise 480 dir. Diizeltebildikleri faz degisim

hatalarinin sayis1 da bit degisimi sayilar1 kadardir.

Ornek 3.4.2. 7=2+i olsun. H,, iizerinde x*-1 polinomu (3.10)’da verilen
yonteme benzer olarak carpanlarina ayrilirsa g (x) =i+x ve
g, (x)=—i—x+ix’+x° olarak se¢ilebilir. Bu durumda C, =C, olur. C, ile C;

klasik kodlarinin minimum Mannheim mesafesi 2°dir. Bu durumda C, ile C, klasik
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kodlar1 kullanilarak Mannheim metrigine gore [[4, 2,2]]2 ~ kuantum kodu elde

+1

edilir. Bu kuantum kodun kodso6zlerinde biri

|o>—1 0 0 0 0)+|-i -1 i D+|i 1 —i -1)
U 1 - )

dir. Bu kodun stabilizerlerinden birisi X | X, X, X ’dir. Bu stabilizer yukaridaki

kuantum haline etki ederse kuantum hali degismez. Yani

1 (|0 0 0 0)+|—i -1 i D+[i 1 —i -1)

X XX X_[0)=X_ XXX —
AXXA]0,) = XX "\/§[+|1 ~ =1 )+]-1 i 1 i)

1 [|—1 A T | B RS U R B A 1>]

CVslH0 0 0 0)+fi 1 - 1)
=[0,)

olur. Bu kodun stabilizeri Bo6lim 2’de verilen stabilizer kuantum kodlarin
stabilizerlerinin olusturulmasi ile ayn1 anlam igermemektedir. Bolim 2’de verilen
yontemle yazilan stabilizer kuantum kodlarin kullandiklar1 kuantum kanallar
Hamming metrigine gore dizayn edilmistir. Mannheim metrigine gore bir kuantum
kodun stabilizerlerinin tamaminin yazilabilmesi i¢in bu metrige goére yeni bir

kuantum kanal1 insa edilmelidir. Bu kod mantiksal bazlar cinsinden

1,)=X XXX L

0 0 0 0O)+|-i -1 i D+|i 1 —i -1
& |

H1 =i =1 i+]-1 i 1 i)

1 [|1 L1 D+|i 0 =1 —i)+|-1 —i i 0}]

S50 )0 -1 =i )

olup
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al0,)+B[1,) (|af +}8f =1)

olarak yazilir. X_ X, X, X_, kuantum hali bu a|0,)+b|1,) kodu igin bir stabilizerdir.

Tablo 3.1’de Hamming ve Mannheim metrigine gore Gauss tam sayilar1 kullanilarak
elde edilen klasik kodlar yardimi ile iiretilen kuantum kodlarin karsilagtirilmasi
verilmistir. Tablo 3.1’in HM silitununda Hamming metrige gore yazilan klasik kodlar
yardimi ile elde edilmis kuantum kodlar ve MM siitununda Mannheim metrigine
gore yazilan klasik kodlar yardimi ile elde edilmis kuantum kodlar gosterilmektedir.
Tablodaki kodlarin minimum mesafesinin hesaplanmasinda Mathematica 6

programindan yararlanilmistir.

Tablo 3.1 Hamming ve Mannheim metrigine gére Gauss tam sayilar1 tizerindeki klasik kodlar yardimi
ile elde edilen kuantum kodlarin karsilastirilmasi

P a | a h, g, HM MM
5 ; —l x3 —ixz x3 +ix2 |:[4’ 2’2]]2 . |:[4’ 2’2]] .
—Xx+i —x—i . !
l-i—x l-i+x
13 2 -2 ) 2 [[6’2’3]]3+2[ [[6’2’4]]3+2i
+X +X
—i—2x l-i+x
13 2 -2 ) 3 2 [[6’1’3]}3+2f [[6’1’4]}%2,'
+2ix" +x +x
13 2 -2 x—-2 x+2 [[6’ 4, 2]:|3+2[ [[6’4’2]]3+2i
132 | 2 | -leicex _i:(_lﬂ)x [[6.2.2]],, [[6.2.2]].
+x
Loil 24 “1+i+(2-i)x iy
17 i l +(l—i)x2 —ix’ 3 4 [[8’1’4]}4+[ [[8’1’5]]4+f
o s +X +Xx
+ix +Xx
1+i| =244 | —2+i+(1+i)x 2—i+(1+i)x
17 +(27i)x2+x3 7(27i)x2 Ty [[8,2,4]]4” [[8’2’5]}4“’
i| 24| —1+(1+17 —1—-(1+i
Rl S i S N P N B O
+X +Xx
17 A —l-i+x I+i+x [[8’6’2]}4” [[8’6’22]}4“'
L e e 24x [[1412.22]) | [[1412.22]] .




BOLUM 4. KUATERNIYON TAM SAYILARI UZERINDEKI
KLASIiK KODLARDAN KUANTUM KOD ELDE ETME

4.1 Giris

Bu boéliimde kuaterniyon tam sayilar iizerinde tanimlanan klasik kodlar yardimi ile
kuantum kod elde etme yontemi verilmektedir. Kuaterniyon tam sayilart tizerindeki
klasik kodlar [32, 38, 39] referansh kaynaklarda bulunabilir. [38] referanshi kaynakta
sozli edilen kuaterniyon Mannheim metrik ile [32, 39] referansli kaynaklarda

tanimlanan Lipschitz metrik es zamanli ¢alismalarda farkli isimlerle tanimlanmistir.
4.2. Kuaterniyon Tam Sayilar1 Uzerindeki Klasik Kodlar ve Lipschitz Metrik

Ik olarak 1843 yilinda Hamilton tarafindan tanimlanan kuaterniyonlar karmasik

sayilarin bir genislemesidir.

Tamm 4.2.1. R reel sayilar kiimesi olmak iizere R iizerinde kuaterniyon cebri

H (R) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir.

i. H(R)={a,+ai+a,j+ak:ay,a,a,,a R} ile tammlanir ve A (R) bir free

R —modiildiir.
ii. 1 garpmanin birimidir.
.2

i . i = j* =k’ =—1 dir.

iv.ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki =—ik =j dir [14].
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qg=a,+aji+a,j+ak bir kuaterniyon sayist olmak {izere ¢’ nun eslenigi 5 ile
gosterilir ve ¢ = a, — a,i—a,j—ak *dir. Bu kuaterniyon sayisinin normu ise N(gq)
ile gosterilir ve N(q)= qq = a; +a} +a; +a; olarak tanimlanir. Bu norm
arpimsaldir. Yani ¢,,q, € H (R) i¢in N(¢,9,)=N(g,)N(g,) dir. Bir kuaterniyon
sayist tam kisim ve vektor kisim olarak iki kisma ayrilir. g =aq,+aji+a,j+ak

kuaterniyon sayisinin tam kismi a, ve vektdér kismi da ai+a,j+a,k’dir. Genel

olarak kuaterniyonlar lizerinde ¢arpma isleminin degisme 6zelligi yoktur. Ancak eger

iki kuaterniyon sayisinin vektor kisimlar1 birbirine paralel ise ¢arpimlari

degismelidir. Ayrica A (R) bir ¢arpik (skew) cisimdir.

Kuaterniyon tam sayilari ise H (Z)={a,+aji+a,j+ak:a,,a,,a,,a; €Z} olarak

tanimlanir. Kuaterniyon tamsayilarinin bazi temel cebirsel 6zellikleri asagidaki tanim

ve teoremlerle verilmektedir.

Tamm 4.2.2. g H(Z) olmak iizere eger N(g)eZ tek tam say1 ise g’ya tek,

N(q)€Z ift tam say1 ise ¢ "ya ¢ift denir [14].

Tamm 4.2.3. H(Z)’nin birimsel elemanlart F1,Fi,Fj,Fk "dir. ql,qzeH(Z)

olmak iizere eger ¢, = £,q,¢, olacak sekilde &,¢, € {F1,Fi,F/,Fk} varsa ¢, ile g,

ilgilidir denir [14].

Onerme 4.2.1. Her kuaterniyon tam sayis1 asal kuaterniyon sayilarmin bir ¢arpimina

esittir [14].

Onerme 4.2.2. Her peN asal tek sayisi i¢in N(a)=p olacak sekilde bir

a € H(Z) vardir [14].

Sonuc¢ 4.2.1. e A (Z) elemaninin asal olmasi icin gerek ve yeter sart N (a) ‘nin

7.’ de asal olmasidir [14].
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Onerme 4.2.3. o, fe H (Z) ve B tek olsun. Bu durumda

a=yB8+6, N(S)<N(p) (4.1)
olacak sekilde y,6 € H (Z) elemanlar vardir [14].

Tammm 4.2.4. 7 #0 bir kuaterniyon tam sayist olsun. fe A (Z) eleman1 igin
q,—¢q,=pPa oluyorsa ¢q,, g,’ye m modiillosuna gore sagdan denktir denir ve

¢, =, ¢, (mod z) seklinde gosterilir. Bdylece 7 modiilosuna gore

H(Z)_ ={q(moda):qe H(Z)| (4.2)
olur [32].

Teorem 4.2.1. 7 € H (Z) olmak iizere (Z) ’nin N(z)’ tane elemani vardir [32].

Onerme 4.24. 7#0 ve B,yeH(Z) olsun. Eger f—y=, a,+ai+a,j+ak

(modr) ve |a0|+|al|+|a2|+|a3| minimum ise S ile y arasindaki Lipschitz mesafesi

dL(,6',7/):|a0|+|a1|+|a2|+|a3| 4.3)
olarak hesaplanir [32].

Tamm 4.2.5. 7#0 ve ,B,}/EH(Z)”, o=p-y=, a0+a1i+a2j+a3k(m0d7z) ve

|a0| +|a1| +|a2| +|a3| minimum olmak iizere 6 'nin Lipschitz agirligi
wt, (5):|a0|+|a1|+|a2|+|a3| 4.4)

olarak tanimlanir.
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7 € H (Z) bir asal say1 olursa H (Z) _ bir ¢arpik cisim olur.

aeld (Z)ﬁ mertebesi p—lzn;—l olan bir eleman olsun. Bu durumda bir

Lipschitz agirlikl bir hata diizeltebilen 7 =(p—1)/2 uzunluguna sahip klasik kodun

iirete¢ ve kontrol matrisi sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir.

—a 0 0 0
> 01 0 0

G= : H=(1 «a ) 3]
A N I 0 1

Lipschitz agirligi bir olan sekiz eleman vardir. Bunlar F1,Fi,F j, ¥k *dir. Bu kodlarin

dekodlamsi ise sdyle olur: Kaynaktan ¢ikan orijinal vektér ¢ ve kanalda bu vektore

etki eden hata vektorli e olursa dekodere gelen vektdr » =c+e olur. » vektoriiniin

sendromu S (r) = Hr" ve hatanin degeri S (r)a‘l ile hesaplanir. Burada / (mod n)

hatanin yerinin bulunmasini saglar. /A (Z)” tizerinde degisme 6zelligi olmadigindan

tr . - . .
Hr" # (rH ”) dir. Eger r’nin sendromu ¢« ’nin kuvvetleri arasinda yoksa « 'nin

kuvvetlerinin ilgilileri kontrol edilir [38, 39].

Ornek 4.2.1. 7=2+i+ j+k ve @ =1-i— j—k olsun. Bu durumda

H(Z) ={0,7L75 .5k, F(1+i),7i(1+i), 57 (1+1), 7k (1+7), 5 (1+ /), Fi(1+ /),
Fe(1+/),7j(1+ ), F(1+k),7i(1+ k), Fj(1+ k), F(1-i-j—k),

F(-1+i+j+k).F(A-i+j+k)Fe(1+k),F(1+i+j—k),

F(l+i—j+k),F(1+i-j), 7(1-i+k),7(1+ j—k)}

veE
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(—1+i+j+k 1 0
G=

,H=(1 1-i—j-k —-i—j—-k
i+j+k 0 1} ( e/ o )

olur. Dekodere gelen s6z » = (i +7 0 1) olsun. Bu durumda
S(r)=Hr" =—k =—ka" (4.5)

oldugundan  hata  vektdri e=(—k 0 0) olarak bulunur. Kodsoz

c=r—e=(i+j+k 0 1) olarak elde edilir.

Lipschitz agiligr 1 olan iki farkli bilesende meydana gelen hatalar1 diizeltebilen
klasik kodlar da vardir.

me H(Z) bir asal ve e H(Z) mertebesi p—1=2n olan bir eleman olsun.

(p°nmin kuvvetleri birbirine paralel olmalidir. Aksi takdirde bu bdliimde anlatilan

teknik ¢alismaz). ¢ <n bir negatif olmayan tamsay1 olmak iizere C kodu i¢in H

kontrol matrisi;

1 B B B!

1 ﬂ3 ,36 N ﬂS(n—l)

H=|. (4.6)

1 ﬁ21+l ﬂ2(2t+l) . ﬂ(n—l)(21+l)

olarak tanimlanir. ¢ € A (Z)’; elemaninin C kodunun bir kods6zii olmasi i¢in gerek

ve yeter sart ¢H" =0 olmasidir [39].

Teorem 4.2.2. C kodu (4.1) kontrol matrisine sahip bir kod olsun. Bu durumda C
kodu 0<wt (e),wt (e )<1 olmak lzere e(x)=ex" +es‘x“' formundaki bazi

hatalar1 diizeltebilir [39].
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Ornek 4.2.2. 7=1+2i+2j+2k ve p=2 almirsa Lipsichtz agilig1 bir olan 2 farkli

bilesende meydana gelen hatayi diizeltebilen C klasik kodunun kontrol matrisi

H—l 2 2+i+j+k 1-i—j—-k 3 i+j+k
0 1-i-j—k -1 “l+i+j+k 1 1-i—j—k

olur. ¢=(3 3 1 0 0 0) kodsdziine kanalda e=(0 0 0 j 0 —j) hatasi

etki ederse kanaldan gelen s6z r=(3 3 1 j 0 —j) olur. bu gelen sozii

dekodlamak igin dnce gelen sOziin sendromu sonra bu sendromdan yararlanarak

hatalarin yerleri ve degerleri hesaplanir. Buna gore

2-2i+ j+2k 2j
S —2+2i-2j-2k -3j

3

ve s, # s, oldugundan gelen sézde 2 hata meydana geldigi goriiliir. &, = j segilirse

s,=0s,=-2 ve s,=0s,=3 olup
| \3 |
3s15:(sl) -85, D> e=-2+i+j+k

ve ¢&’nu kullanarak hatalarin yerlerinin ve degerlerinin bulunmasini saglayan

o(z)=z"-sz+e& polinomunun kokleri A°,"" olarak bulunur. Bu da 1. hatanin 4.

bilesende ve 2. hatanin da 6. bilesende meydana geldigini gosterir. Birinci hatanin
degeri 01(,83/ﬂ3):j ve 2. hatanin degeri de @(ﬂ‘l/ﬂs):—j olarak elde edilir.

Boylece gelen soz

c=r—e:(3 31,50 —j)—(O 0 0 5 0 —j)

=3 310 0 0)

seklinde dekodlanir.
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relHd (Z) bir asal olmak tlizere A (Z)” tizerinde kontadevirli (contacyclic) kodlar

asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 4.2.6. Eger (¢), ¢, ... ¢,,)eC iken Oe{Fi,Fj,Fk} olmak iizere
(6c,,, ¢ ... c,,)eC ise H(Z)_ iizerinde tanimli bu C koduna kontadevirli

(@ —devirli) kod denir.

7 e H(Z) bir asal, 77 =p=4m+3 bir asal tam say1 ve a””' = Fi,Fj,Fk olsun. Bu

durumda »n = p —1 uzunlugunda ki bir & —devirli kodunun kontrol matrisi
H:(ao a - a”’l) (4.7)
olarak tanimlanir.

Ornek 4.2.3. 7=2+i+j+k ve a=1+i olsun. Bu durumda [6,5,3] miikemmel

kodu elde edilir. Bu kod Lipschitz agirligi 1 olan tiim bir hatali sézleri diizeltebilir

[39].

7 e H(Z) bir asal ve zm=p=4m+3>17 olmak iizere H (Z)_ iizerinde Lipschit

agirhigr 1 olan bazi iki hatali vektorleri de diizeltebilen &—devirli kodlar da

tanimlanabilir. y e A (Z)” elemaninin mertebesi 4n olsun. (y’nmin kuvvetler

birbirine paralel olmalidir. Aksi halde burada tanimlanan teknik ¢alismaz). A (Z)

s

iizerinde bir 8 —devirli C kodunun kontrol matrisi ¢ < n olmak iizere;

}/0 7/1 yn—l
0 s S(n-1)
H= 7 7/ . 4 : (4.8)
70 74t+1 . 7(4t+1)(n—1)

seklinde tanimlanir.
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Ornek 4.2.4. 7 =4+k almirsa ¥ =1+k segilebilir. Bu durumda C kodunun kontrol

matrisi;
0 1 2 3
H = (?/0 ?/5 }/10 }/ISJ
yor vy

olur. Gelen hatali vektdr r=(-2 -2k 1—i i) olsun. Bu durumda

olur. 6 =i secilirse s, =6;s,,s, = 6,55 olup

\d
g —(si)25+(sl)5—s,_s5:0:>g:1—k(mod7z)
1

olarak elde edilir. Boylece hatanin yerlerini ve degerlerini bulan O'(Z) polinomunun
kokleri »°,7" olarak hesaplanir. Buda hatalarin [, =3= 3(m0d 4) oldugunda 4.
bilesende ve /, =10 =2(mod4) oldugundan 3. bilesende meydana geldigini gdsterir.
4. bilesendeki hatanin degeri 6,y / 7y’ =i ve 3. bilesendeki hatanin degeri

6, 7"/ y* =i olarak hesaplanir. Boylece gelen s6z
c=r—e=(-2 2k 1 0)

seklinde diizeltilir.

Bu konu hakkinda daha genis bilgi [38, 39] referansli kaynakta bulunabilir.
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4.3. Kuaterniyon Tam Sayilar1 Uzerinde Kuantum Kodlar i¢in Hata Bazlar

meH(Z) bir asal kuaterniyon sayi, & Kronecker delta fonksiyonu, p(x)
polinomu Z N(z) [x] izerinde indirgenemez ikinci dereceden bir monik polinom ve «
da bu polinomun bir kokii olsun. Bu durumda f:H (Z)_ =Ly [x]/<p(x)>’e
taniml1 her zaman bir grup homomorfizmasi vardir. (Ciinkii A (Z)” ‘nin bazlari
{buby) e {Li jik}  ve  Z, [x]/(p(x))in bazlan da  {a,a} seklinde
tanimlanabilir).  a,,a, €%,  olmak izere bir beld (Z)” elemani
f(b)=a+aae F, (o olarak yazilabilir. a€Z, , olmak iizere Z,  lzerinde

Pauli matrisleri

(Xa )s,t =9, ve Z, = éf“s(mOdN(ﬂ))g

t,s+a (mod N(/r)) st

(4.9)

seklinde tanimlanir [4,6,25]. Bu durumda be A (Z)” ve f (b)=a1+a2a olmak

lizere H (Z)ﬁ iizerinde hata bazlari

X,=X,®X, ve Z,=Z7, (4.10)

(7)-a N(z)-ay

olarak tanimlanabilir. A (Z)ﬁ tizerindeki bu hata bazlar1 [25] referansli kaynakta

gosterilmistir. Burada kullanilan f* fonksiyonu, ar= p olmak iizere H (Z)” "den

sz ’ye taniml1 bir grup izomorfizmasidir.

Ornek 4.3.1. 7=1+i+, ve p(x)=x"+x+1 olsun. Bu durumda N(7)=3 olup,
H(Z)” = {0,11,11’,1]‘,11{} , B = {0,1,2,a,2a,1+a,2+2a,2+a,1+2a} ve 11,
—-i-22a, —jol+a,jo2+2a,-k—>2+a,i>a,k—>1+2a,-1-52,0>0 bir
esleme ile A (Z) =F, elde edilir. Z; iizerinde hata bazlar olarak & = e,

* ==1 ve p=N(r) olmak iizere



0 1 0 0 0 1 1 0 O 1
X,=[0 0 1|,x,=/1 0 0l,z={0 & 0l,z=|0
1 0 0 01 0 0 0 ffz 0
alinabilir.
Bu durumda A (Z)ﬁ iizerinde hata bazlar1 da
X, =1,®L =2,
O 1 0 0 0 O
0O 01 0 0 O
1 00 0 0 O
1 00 01 0 0O 00 01 0
X =1,®X=0 1 0[®0 0 1]|=[0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 O 0O 001 0O
0O 000 0 O
0O 000 0 O
0O 000 0 O
ve ayni yolla

X, =X,®,X,=1L,®X,X =1, ®X2,X;. =X,®X,,
X, =X ®X,X, =X ®X, X, =X,®X,
elde edilir.

Iz fonksiyonu 77 : F.>Z,aq+aqna-q olarak tanimlanir.

— O O O O O o o o

S O = O O O o o o

S ) O O O O o o o
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fH(Z) — IE‘N(”)2 =Ly, [x]/(p(x)> bir grup izomorfizmasi, f(b)=a, +a,a ve

f(u)=a,+a,a olmak iizere, yukarida X, =X, ®X, ve zZ,=Z,

2

(7)-q ® ZN(/z')—a

seklinde tanimlanan operatorler |u> kuantum haline [25] referansli kaynakta
gosterildigi gibi
X, |u)= ‘(u +b)(mod 7[)> ve Z,|u)= f(a‘awza“)(mom(”)) |u) (4.11)

seklinde etki eder.

Ornek 4.3.2. 7=1+i+j icin yukaridaki &rnekte verilen hata bazlari |k> haline

asagidaki gibi etki eder.
X,|j)=|(i+ ) (mod1+i+ j))=|-1)

oldugu

X,|j)=

o oo oo o~ o o
O o0 oo o o o ~
O 0O 0 0o o0 o o — o
o oo —~ o o o o o
o o0 0o o~ o o o
o o0 o = o o o o
- 0 O O O o o o o
O o~ 0 o0 o o o o
o - 0 0 o0 o o o o
o o0 o —~ o o o o
Il
O o0 0o o~ o o o
Il
R
Ne

seklinde hesaplanarak da elde edilebilir. Baz vektorleri olarak
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=
~
Il
S O O O O o o o =
—
~
Il
S O = O O O O O O
|
—
~
Il
S O O O o = O O O

|
~
~
Il
— O O O O O o o o

\(N/
Il
S O O o o o — O O
4
~~—
Il
S O O O O o o = O
~
~~—
Il
S O O O = O O O O

b
~
Il
S ) O O O O o o o
|
b
~
Il
S O O = O O o o O

alinabilir. Faz hatast 6rnegi olarak da Z}|—k> verilebilir.  f ( j):2+2a ve

f(~k)=2+a oldugundan

Z} | —k> _ §(Z.Z+2.l)(mod3) |—k> _ | —k>

olur.
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4.4. Kuaterniyonlar Uzerindeki Klasik Kodlardan Kuantum Kod Elde Etme

7 bir asal kuaterniyon sayisi, p=N (72'), o, ve a, mertebeleri sirastyla p—1 ve

)2

p—1/2 olan H(Z) ’nin elemanlari olsunlar. Bu durumda x""?+1 ve x"*-1

polinomlar

W= (x-a)(x-a)) o (x-al ),

Pt (5=t ) r-a) - (r-at )

ve

W ol=(x-a) (- ) (v -0l ) (x-ay ) (x-a) (- el

seklinde carpanlarma ayrilir. x”"' —1 polinomunun ¢arpanlarma ayrilisindan

yararlanilarak g,|g, olacak sekilde g,,g, € A (Z)ﬁ [x] polinomlar1 segilebilir. Bu
polinomlar sirastyla C, ve C, devirli kodlarinin tretegleri olarak alinirsa C, < C,
olur. Bu kodlar sirasi ile [p-1k.d,] ve [p—Lk,,d,] parametrelerine sahip
olsunlar. Bu durumda d;, C, kodunun diki olan klasik kodun minimum mesafesi ve
d :min{dl,dj} olmak {iizere bir [[ p—l,kl—kz,d]:lﬂ parametreli kuantum kod

vardir. Asagidaki teorem bu iddianin ispati i¢in yeterlidir.

Teorem 4.4.1. C, ve C, [n,k.d,] ve [n,k,.d,] iki klasik lineer kod ve C, =C,

olsun. Bu durumda bir [ [n,k, —k,,d ]L kuantum kodu vardir [25].
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Ornek 4.4.1. 7=2+i+j+k ve a,,a, € H(Z)_ olmak iizere o, =1—i—j—k ve

o, =—1+i+ j+k olsun. Bu durumda

olup
g (x)=x-(1-i—j—k),
g (x)=xX+(i+j+k)x* +(-1+i+ j+k)x’ =x* =(i+ j+k)x—(=1+i+ j+k)

almirsa [[6, 4, 4]] . kuantum kodu elde edilir.

2+i+j+

Ornek 44.2. 7=1+2i+2j+2k ve a,a,cH(Z) olmak iizere o, =2 ve

o, =—2+i+ j+k olsun. Bu durumda

seklinde c¢arpanlarma ayrilir. Eger g (x) =x-a, ve g, (x) = (x -a, )(x ~-a; )

(x—af)(x—af)(x—af)(x—al“)(x—ag)(x—af)(x—ag)(x—af)(x—aél) olarak

salmirsa [[1 2,10, 4]]H2H2j+2k kuantum kodu, g (x)=x-q, ve
g, (x) = (x -a, ) (x -a, ) alinirsa [[12, 1, 4]]1+2i+2j+2k kuantum kodu,
g (x)=(x—a)(x—a,) ve g,(x)=(x—)(x—a, )(x—af)(x—ag) olarak alinirsa

[[12,2,4]] ., ., kuantum kodu elde edilir.
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Ornek 4.4.3. 7=1+i+, olsun. H(Z) _  fiizerinde iki klasik kodun iireteg

1+i+j

matrisleri sirasi ile

,G,=(1 1 1 1)

Q
Il
S O =
S = =
—_—_ O
—_ o o

olsun. Bu durumda G, matrisinin irettigi klasik kod C, ve G, matrisinin Urettigi
klasik kod C, olmak iizere C,cC, ve C; < C, olur. Teorem 4.4.1’¢ gore

[[4.2.2]],,. kuantum kodu elde edilir. Bu kodun kodsdzlerinden birisi

00 0 O)+]1 -1 1 -D+|-1 1 -1 1)
|0L>=5 Hi =i i =)+ i =i D+ =) —))
+=j j =i Q)+lk -k k —k)+|-k k —k k)

dir. Bu kodun stabilizerlerinden birisi ise X, X X, X, ’dir. C kuantum kodunun

kodsozleri bu stabilizerin etkisi altina degismez. Yani

00 0 O)+]1 =1 1 =D)+|-1 1 -1 1)+
)(1)(71)(1)(71|0L>:)(1)(71)(1)(715 i =i @ =)= P D+ - —))+

-j J =i J)+k —k k —ky+|-k k -k k)
1 -1 1 -1)+|-1 1 -1 1)+[0 0 0 0)+
=3 i J —j itk -k k —k)+|-i @ i i)+

|~k k -k K)+|j —-j j —j)y+|li —i i i)

:|OL>
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olur. X, X, X, X, operatdriiniin kuantum hallerine nasil etki ettigi Ornek 4.3.2’de
gosterilmektedir. X, X, X, X, operatorii matrisi 3°x3" tipinde bir matristir. Diger

bir stabilizeri ise Z,Z,Z,Z, dir. Bu Z,Z,Z,Z, stabilizeri de

0 0 0 0)+]1 -1 I —D+|-1 1 -1 1)
|0L>=5 Hi =i @ =)+ i =i D+ - —))
H=i g =i Nl —k ko —k)|-k ko —k k)

kodsdziine etki etmez. Yani

0 0 0 0)+[1 -1 1 —D+[-1 1 -1 1)
Z2,2,2,|0,)=Z2ZZ || +|i —i i —i)+|-i i —i Dy+|j —-j j —))
+=j =i Q)+lk -k k —k)+|-k k —k k)

0 0 0 0)+&E%EE 1 -1 1 —1D)+&EEE2E|-1 1 -1 1)
1 Hi =i i =)+ 0 - D+ EEEE] - —))
3 HESES ) -] NEEEER —k K k)

+EEEE| -k k —k k)

0 0 0 0)+[1 -1 1 -D)+[-1 1 -1 1)
=3 Hi - i =)+ 0 =i D+ =) —))

+H-j =i Q)+lk -k k -k)+|-k k -k k)

:|OL>

olur. Bu kod mantiksal bazlar cinsinden
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00 0 0)+|1 -1 1 -D)+[-1 1 -1 1)+
o 1
|1L>:X1X1X1X1§ |i —1 i _i>+|_i i i>+|j - J _j>+
|-j 7 =i Q+|k -k k -k)+|-k k -k k)

111 D+[-1 0 -1 0)+[0 -1 0 -1)+

1 |- k —j k)+lk —j k —j)+|-i -k —i —k)+

|~k —i o~k =)o i i)
olup
al0,)+b[1,) (|af" +[of" =1)

olarak yazilir.



BOLUM 5. TARTISMA VE ONERILER

Bu tezde ikili kuantum kodlar ve ikili olmayan kuantum kodlar incelenmis ve
kuantum kodlarin klasik kodlardan elde edildigi ve kuantum kodlarin hata diizeltme
kabiliyetlerinin klasik kodlara bagli oldugu goriilmistiir. Bu calismada ortaya

konulan problemler ve ¢éziimleri sOyle siralanabilir.

Gauss tam sayilar tizerinde tanimlhi C, ve C, klasik kodlarmin C, c C, sartini

sagladigi durumlar arastirilmakta ve bu kodlar vasitasi ile kuantum kodlar elde
edilmektedir. Ayrica Gauss tam sayilar1 lizerindeki kuantum kodlar i¢in iyi hata
bazlar1 tanimlanmaktadir. Gauss tam sayilari lizerinde elde edilen kuantum kodlarin
klasik anlamda MDS olduklar1 goriilmektedir. Mannheim metrigine gore olusturulan
klasik kodlar iizerinden elde edilen kuantum kodlarin daha fazla hata diizeltebildigi
gosterilmektedir. Buradan elde edilen sonuglar makale haline getirilmis ve uluslar

aras1 bir dergide yayina kabul edilmistir [40].

Kuaterniyon tam sayilar1 iizerinde tamimh C,; ve C, klasik kodlarimin C, < C, sartini

sagladigi durumlar incelenmekte ve bu kodlar vasitasiyla kuantum kodlar elde
edilmektedir. Ayrica kuaterniyon tam sayilar1 lizerinde yazilan kuantum kodlar igin
iyi hata bazlar kiimesi de tanimlanmaktadir. Kuaterniyonlar tizerinde tanimlanan bu
klasik kodlar vasitastyla elde edilen kuantum kodlarin daha fazla bit flip ve faz flip
hata diizeltebildigi gosterilmektedir. Buradan elde edilen sonuglar makale haline

getirilmis ve uluslar arasi bir dergide yayina kabul edilmistir [41].

Konu ile ilgili acik problemler halen mevcuttur. Ornegin bu farkli metriklere gore
tanimlanan kuantum kodlar i¢in yeniden bir kuantum kanali inga edilebilir. Ayrica
Gauss ve kuaterniyon tam sayilar1 tizerindeki hem klasik kodlar i¢in hem de kuantum

kodlar i¢in Mannheim ve Lipschitz metrigine gore sinir ¢calismalar1 yapilabilir.
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