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OZET

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Daralma Doniisiimii, Metrik Uzay, Konik Metrik
Uzay, G-Konik Metrik Uzay.

Alt1 bolim olarak hazirlanan bu calismanin birinci bdéliimiinde daha sonraki
boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde, koniklerin bazi 6zellikleri incelendi. Konik yapisi kullanilarak
tanimlanan konik metrik fonksiyonu ve konik metrik uzay kavramlari galisildi. Bu
uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizisi gibi topolojik kavramlar ve bunlarla ilgili
teoremler verildi. Daha sonra konik metrik ve G-metrik kavramlarindan daha genel
olan G-konik metrik yapist ¢alisildi. Bu uzay i¢in de ¢esitli topolojik kavramlar
incelendi ve bu uzayin bir topolojik uzay oldugu ispatlandi.

Ugiincii  boliimde, konik metrik uzaylarda bir tane doniisiim icin calisilan
f —daralma dondstimleri ile ilgili teoremler iki tane doniisiim i¢in genellestirilerek

bazi sabit nokta teoremleri, konik ve G-konik metrik uzaylarda ispatlandi. Konik
metrik uzaylarda verilen f —Hardy-Rogers tipi dontisimler G-konik metrik

uzaylarda caligildi.

Dordiinci  bolimde, ¢ — fonksiyonlar1 ve genellestirilmis ¢ — fonksiyonlari

kullanilarak doniisiimlerin sabit noktalarinin varlig1 ve tekligi, yine konik ve G-konik
metrik uzaylarda ¢alisildi.

G-konik metrik uzaylarda cesitli doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri ve P
ozelligine sahip olan doniisiimler besinci boliimde incelendi.

Son boliimde ise, baz1 genel sonuglar ve problemler verildi.

Vi



FIXED POINT THEOREMS ON COMPLETE CONE METRIC
AND COMPLETE G-CONE METRIC SPACES AND
APPLICATIONS

SUMMARY

Key Words: Fixed Points, Contraction Mapping, Metric Space, Cone Metric Space,
G-Cone Metric Space.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, literature notices, some
fundamental definitions and theorems which will be used in the later chapters were
given.

In the second chapter, some properties of cones are examined. By using the structure
of a cone, the concept of the cone metric function and the cone metric space were
investigated. Some topological properties of these spaces such as convergence,
Cauchy sequence, being a topological space and the theorems related with these
concepts were given. G- cone metric space, which is more general than a cone metric
space and a G- metric space, were examined and some topological properties were
given. Also we proved that this space is a topological space.

The theorems which are related to f — contraction mappings for a self-mapping were

extended to the two self-mappings and were proved on cone metric spaces and G-
cone metric spaces in the third chapter. f —Hardy-Roger contraction was examined

in G-cone metric space, too.

In the fourth chapter, the existence and the uniqueness of the fixed points of
mappings were examined by using ¢ — mappings and generalized ¢ — mappings in
cone metric spaces and G-cone metric spaces.

Some fixed point theorems for several mappings and the mappings which have
property P were given in the fifth chapter.

In the last chapter, the main results which were obtained summarized.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

1.1 Temel Tanimlar Ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve teoremlere

yer verilmigtir.

Tanim 1.1.1. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Bu kiime {izerinde tanimli, reel

degerli, negatif olmayan bir

d:XxX >R
(xy)—>d(xy)

fonksiyonu asagidakileri saglasin:

dl. Her x,y € X i¢in d(x,y)>0,
d2. Her x,y e X i¢in d(xy)=0<=x=Yy,
d3. Her x,y € X i¢in d(x,y)=d(y,x), (simetri 6zelligi)

d4. Her x,y,ze X i¢in d (x,y) <d (X,Z) +d (z,y) , (iggen esitsizligi).

Bu durumda d fonksiyonuna X uzayinda bir metrik, (X,d) ikilisine ise bir metrik

uzay denir (Suhubi, 2001).

Metrik uzay kavrami Frechet tarafindan 1906 da ortaya atilmistir. Ancak metrik uzay

ifadesini ilk kullanan Hausdorff olmustur.



Omek 1.1.2. Vx,yeR i¢gin d (x,y):|x—y| seklinde tanimlanan d:RxR —> R"

fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. Bu metrige mutlak deger (alisilmis, dogal, salt

deger) metrigi denir (Suhubi, 2001).

Ornek 1.13. R* de dl(X,y):z|Xi—yi| fonksiyonu bir metriktir. Bu metrik

=)
dikdortgen bloklara ayrilmig Manhattan adasindaki ulasim yolunu cagristirmasi

nedeniyle bazen Manhattan metrigi olarak da adlandirilir. Yine R* de

| =

(a0

metrigine ise Euclid metrigi denir (Suhubi, 2001).

Ornek 1.1.4. X bos kiimeden farkl1 bir kiime olmak iizere Vx,y e X igin

0, x=yise

()=,

X # Y ise

ile tanimhi d fonksiyonu ise ayrik (diskre) metriktir (Maddox, 1970).

Ornek 1.1.5. |, ={X =(Xn):sup|xn| <oo; sinirht diziler uzay1 olmak iizere bu uzay

iizerinde tamml1 d, (X, y) = sup|x, — y,| fonksiyonu bir metriktir (Suhubi, 2001).

Ornek 1.1.6. [a,b] kapali araligi iizerinde taniml, siirekli, reel veya kompleks

degerli fonksiyonlarin kiimesi C[a,b] olsun. Buuzay f,g e C[a,b] olmak tizere

d(f,g)=sup ‘ f(x)-g (X)‘ metrigi ile bir metrik uzaydir (Maddox, 1970).

xe[a,b]



Tanim 1.1.7. (Xn), X metrik uzaymda bir dizi olsun. V>0 ve dn, €N igin,

n>n, oldugunda d(x,,X)<¢ olacak sekilde n,(&)eN var ise (x,) dizisi xe X

noktasina yakinsaktir denir (Maddox, 1970).

Ornek 1.1.8. X =R uzayi iizerinde tammlanan ahsilmis metrige gore (X, ) =(—j

dizisi N — o i¢in 0 € X noktasina yakinsar.

X =(0,1) uzayinda alisilmis metrige gore bu dizinin limiti 0¢ X noktasidir. Bu

durumda dizi yakinsak degildir. Dolayisiyla bir dizinin yakinsakligi dizinin

bulundugu uzaya baghdir.

1
C[0,1] uzay: iizerinde d(x,y):ﬂx(t)—y(t)‘dt,te[O,l] metrigi tanimlansin ve

0

X, =™, (neN) dizisi verilsin. Bu dizi i¢in

d (xn,O):je‘"‘dt :%(l—e‘”)—m, (n— o)
0

olur. Ayni dizi i¢in

dOo (Xn , 0) = gl[gl’ﬁ‘e*m

=1, (n—)oo)

dir. Buradan ise yakinsakligin uzayda tanimlanan metrige bagli oldugu goriiliir (Jain,

2009).

Tanim 1.1.9. Bir (X,d) metrik uzayinda (X,) bir dizi olmak iizere, V& >0 sayisi
icin bir N(g) pozitif tamsayisi; m,n> N esitsizligini saglayan biitin m ve n
tamsayilar1 i¢in d (Xm,Xn)<€ olacak sekilde bulunabiliyorsa bu dizi bir Cauchy

dizisi adim alir.



Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir.
Metrik uzayda alman bir Cauchy dizisi sinirlidir ve bu dizinin yakinsak bir alt dizisi

varsa kendisi de yakinsaktir (Suhubi, 2001).

Tanim 1.1.10. Bir (X ,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzay

tam metrik uzay olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.11. C[a,b] fonksiyon uzay: d(f,g)= sup ‘f (x)-g (X)‘ metrigine gore
]

xe[a,b

tam uzaydir (Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.12. Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerindeki alisilmis metrige gore tam

degildir (Suhubi, 2001).

Tanim 1.1.13. (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun. Eger her ¢ >0 ve Xe X i¢in
en az bir 6 >0 sayisi i¢in d (X, XO) <0 iken p( f (X), f (XO)) < ¢ olacak sekilde
o (8, X) >0 varsa f:X —Y fonksiyonu X, € X noktasinda siireklidir denir. Yani

x e B(x,,6) iken f(x)e B( f (XO),g) olacak sekilde & >0 sayis1 bulunabiliyorsa

f fonksiyonu bu noktada siireklidir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.14. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak ftizere bir T: X Y
fonksiyonu verilsin. Eger Ve>0 i¢in d(X,%)<& oldugunda p(Tx,Tx,)<¢

olacak sekilde sadece & a bagh bir 6 =0 (5)>0 sayist varsa T fonksiyonu X,

noktasinda diizgiin siireklidir denir (Maddox, 1970).
Omek 1.1.15. R de d (X, y) = |X - y| alisilmig metrigi igin
T:R>R

X = TX =sin X

fonksiyonu R de diizgiin siireklidir.



Ormnek 1.1.16. R de d (X, y) = |X - y| alisilmig metrigi igin

T:R->R

X—>Tx=x
fonksiyonu stireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir.

Teorem 1.1.17. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve f:X —Y bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun bir X, € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
X, =% = (%) f(x), (n—>x)

olmasidir. Siirekli bir fonksiyon i¢in f(x,)— f(X,) iken x, — X, ifadesi her
zaman dogru olmayabilir. Ornegin; d mutlak deger metrigi olmak {izere
f:(R,d)—(R,d), fonksiyonu f(x): x> ve neN igin x, =(—1)n bigiminde

verilsin. Bu durumda
f(x)=1- f(1),(n>x)
fakat (x,) dizisi 1 noktasina yakinsak degildir (Jain, 2009).

Tanim 1.1.18. X bos olmayan bir kiime ve 7z, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger,
1. X, Oer,
ii. 7 yaait sonlu sayida kiimenin kesisimi yine 7 ya ait,
iii. 7 daki herhangi sayida kiimenin birlesimi yine 7 ya ait,

sartlar1 saglaniyorsa 7 ya X ig¢in bir topoloji ve (X,T) ikilisine de bir topolojik

uzay denir (Maddox, 1970).



Stirekli fonksiyonlar i¢in baska bir karakterizasyon da asagidaki teoremle verilir.

Teorem 1.1.19. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve f:X —Y bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonunun siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart Y uzayinda alinan her G

aciginin ters goriintiisii f (G) nin X uzayinda a¢ik olmasidir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.20. X bir topolojik uzay ve Xe X olsun. X in bir K alt kiimesi, U,
topolojinin elemani olmak iizere X eU, < K, olacak bi¢imde varsa X noktasinin bir

komsgulugu adin1 alir. X noktasinin bir agik komsulugu ise bu noktay1 igine alan bir

acik kiimeden ibarettir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.21. (X,r) topolojik uzayinda Ac X olsun. Bir a€ A noktast igin

aeU c A olacak sekilde bir U e 7 varsa a noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi

denir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.22. X topolojik uzayinda Ac X kiimesinin i¢ noktalarinin olusturdugu

kiimeye bu kiimenin i¢i denir ve A ile ya da int A ile gosterilir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.23. X topolojik uzaymin bir Ac X kiimesini i¢ine alan tiim kapali

kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanisi denir ve A ile gosterilir (Maddox,

1970).

Teorem 1.1.24. (X,Z’) topolojik uzayinda bir Ac X kiimesinin kapali olmas1 i¢in

gerek ve yeter sart A= A olmasidir (Maddox, 1970).

Tanim 1.1.25. X bir topolojik uzay ve f:X — R bir fonksiyon olsun. Eger her
teR igin, f_l(—oo,t) kiimesi X de agik ise, f fonksiyonuna X {izerinde iistten
yar1 siirekli fonksiyon denir. Eger (—f) fonksiyonu {istten yari1 siirekli ise, bu

durumda f fonksiyonuna alttan yar siirekli bir fonksiyon denir (Maddox, 1970).



Tanim 1.1.26. f:X —Y bir fonksiyon olsun. Vx,ye X ig¢in x<Yy iken
f(x)=f(y) (f (x)< f (y)) ise f fonksiyonuna X artmayan (nonincreasing),

(azalmayan (nondecreasing)) fonksiyon denir (Maddox, 1970).
Tanim 1.1.27. X bos kiimeden farkl: bir kiime ve [ bir cisim olsun.

+:XxX > X aFx X —> X
(X,y)—>x+y (A,X) > A.x

ikili islemleri Vo, f € F ve VX, y,z€ X igin

. X+y=Yy+X

. x+(y+z)=(x+y)+z

ii.  VXxe X i¢in X+e=e+ X=X olan bir e e X vardir.

iv.  ¥xeX igin X+(-x)=(-x)+x=e olan bir (—x)e X vardur.
v. lXx=X

vii  a.(x+y)=ax+ay

vii,  (a+f)x=a.x+ fX

viii.  (a.f)x=a.(BX)

sartlarin1 sagliyorsa (X ,+,-) ticliistine F cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzayi)

denir (Maddox, 1970).
F=R ise X' ereel vektor uzayl, F=C ise X' e kompleks vektor uzay: adi verilir.

Tanim 1.1.28. X, F cismi (F =R veya [F = C) lizerinde bir lineer uzay olsun.

- X >R

x—=x]



fonksiyonu VXx,ye X ve Va €F igin,

i |x[=0=x=6,
i o] =l
i [x+y][<[x|+[y]

sartlarin1 sagliyorsa |||| fonksiyonuna X {izerinde norm, (X, . ) ikilisine de normlu

uzay denir (Maddox, 1970).

X iizerindeki bir norm, X {iizerinde X,y € X olmak iizere

d(xy)=[x-y]

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik norm tarafindan tiretilen metrik olarak
adlandirilir. Bir vektor uzayi iizerindeki her metrik bir normdan elde edilmez. S

uzay1 (tim sinirli veya siirsiz kompleks terimli diziler uzay1) bir vektor uzayidir.

X=(gj) ve y=(77j) olmak tizere

=1 |o-m|

d(X’y): 121;1+‘gj _771"

ile tanimlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen d metrigi

VX,y,ae X ve Vo skaleri igin
d(x+a,y+a)=d(xy) ve d(ax,ay)=|a|d(x,y)

ozelliklerini gergekler (Kreyszig, 1978).

Tanim 1.1.29. Bir normlu lineer uzayda alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Banach uzay1 denir (Maddox, 1970).



X uzaymin reel veya kompleks olusuna goére Banach uzayi reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir.

1

Ornek 1.1.30. R" Euclid uzay ||X||:[Zn:‘gj‘2j2 normu ile bir Banach uzayidir
j=1

(Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.31. C[a,b]:{x| x:[a,b] > R siirekli fonksiyon} uzay1; j=[a,b] olmak

uzere,

|x||:nt1a_x‘x(t)‘ normu ile Banach uzayidir. Fakat j=[0,1] alindiginda
e

1
C[0,1] uzay: ||x||=_”x(t)‘dt ile tanimlanan norm altinda tam uzay degildir,
0

dolayistyla bir Banach uzay1 degildir (Kreyszig, 1978).

Tanim 1.1.32. X, F cismi lizerinde tanimlanan bir vektdr uzayi olsun ve X
iizerinde bir topoloji 7 ile verilsin. (X,T) topolojik uzaymna gore lineer uzay

islemleri stirekli ise yani o € F ve her x,y € X i¢in

1. skalerle carpma islemi, yani (a, X) — a.X siirekli,

ii.  vektorlerin toplama islemi, yani (X, y) — X+ Y siirekli

ise X wuzayma bir topolojik vektdr uzayr ya da lineer topolojik uzay adi verilir

(Suhubi 2001).
1.2. Banach Daralma Doniisiim Prensibi Ve Sabit Nokta Kavram

Metrik uzaylarin en ilgi ¢ekici uygulamalarindan birisi bazen Banach daralma
doniisiim prensibi olarak da adlandirilan Banach sabit nokta teoremidir. Bu teorem
tamlik kavraminin TX =X denkleminin ¢6ziimiiniin varligindaki onemini gosterir.

Ayrica bu teorem ¢oziimiin varligini garanti eden bir metot saglar. Bu teorem reel
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analiz, sayisal analiz, adi diferansiyel denklemler ve integral denklemlere

uygulamalar1 olmas1 bakimindan fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahiptir.
Tanim 1.2.1. X bos kiimeden farkli bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
Tx=x

esitligini saglayan X € X noktasina T nin bir sabit noktas1 denir (Granas, Dugundji,

2002).

Bu durumda xe X olmak lizere TX=X denkleminin ¢o6ziimii, T nin bir sabit

noktasidir ve T doniisiimiiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi
F(T)={xe X :Tx=x}
ile gosterilir (Granas, Dugundji, 2002).

T:X > X ile tanimlanan bir T fonksiyonunun herhangi bir sabit noktasi

olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden ¢ok sabit noktasi olabilir.
Ornek 1.2.2.

i. X =R olsun. a#0 olmak iizere TXx=a+Xx ile tamimlanan T:R —> R
Oteleme (translation) fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.

ii. 0<6@<2x igin
cosfd —sind || X
T(xYy)=| .
sinf cosé ||y

ile verilen T:R*> — R> doénme (rotation) fonksiyonunun yalmz bir sabit noktas:

vardir ve bu (0,0) noktasidr.
iii. R? den X—eksenine tammli (X,y)—> X izdiisiim (projection) doniisiimii

sonsuz ¢oklukta sabit noktaya sahiptir (Kreyszig, 1978).
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Banach sabit nokta teoremi, belirli doniisiimlerin sabit noktalar1 i¢in varlik ve teklik
teoremi olup, uygulamaya yonelik problemlerin ¢dziimiinde sabit noktaya en iyi
yaklagimi elde etmek icin insa esasina dayanan bir islem yontemidir. Bu isleme
iterasyon adi verilir. Iterasyon islemleri, uygulamali matematigin hemen hemen tiim
dallarinda kullanilir ve yakinsaklik ispatlart ve hata tahminleri, genellikle Banach

sabit nokta teoreminin uygulamasi yardimiyla elde edilir.

Tanim 1.2.3. X herhangi bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir

Xe X igin
T (x)=T(T"(x))

olarak T" (X) tanimlandiginda buna, T altindaki X in n. iterasyonu denir (Granas,

Dugundji, 2002).

Tanim 1.2.4. (X , d) bir metrik uzay olsun. Bir T : X — X doniisiimii verilsin. Eger

her X,y € X ig¢in,
d(Tx,Ty)<ad(x,y) (1.2.1)

olacak sekilde o >0 sabiti varsa, T doniisimiine X {izerinde bir Lipschitzian
doniisiim ad1 verilir. (1.2.1) esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik

o degerine Lipschitz sabiti denir (Granas, Dugundji, 2002).

T Lipschitzian déniisimii, Ve>0 i¢in d(X,y)<d= £ ise ad (x,y)<e
a

oldugundan d(Tx,Ty)<ad(x,y)< af=¢ olur. Bu nedenle T Lipschitzian
a

doniistimii, tanimli oldugu kiime iizerinde diizgiin siireklidir.

Ornek 1.2.5. X =R, d(X,y)=|X—y| ve T:R—> R, Tx=%x olsun. Bu durumda
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d(Tx,Ty)=

3 3] 3
Zx—2yl=24 <kd
% 2y‘ 5 (x,y)<kd(x,y)

k 2% icin Lipschitz sartin1 saglar.

Tanim 1.2.6. (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian déniisiim olsun.

Eger (1.2.1) esitsizligi & €[0,1) olmasi durumunda saglaniyorsa T ye daralma veya

biiziilme (contraction) doniisiimii denir (Granas, Dugundji, 2002).

Teorem 1.2.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X bir tam metrik uzay ve T : X — X
bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T doniisiimii X uzayinda bir tek sabit

noktaya sahiptir (Kreyszig, 1978).

Bu teoremin ispat1 i¢in Oncelikle bir (Xn) dizisi olusturulup bu dizinin bir Cauchy

dizisi oldugu gosterilir. Bu dizi X tam uzayinda yakinsak olacaktir ve daha sonra bu

dizinin limiti olan noktanin T nin bir sabit noktast oldugunu ve bu noktanin tek

oldugu gosterilir. Burada (Xn) dizisi, bir X, € X noktasi segilip
Xpo X =TXy, X, =TX =T X000, X, =T "Xy .. (1.2.2)

seklinde olusturulur.

Ornek 1.2.7. f:R* > R* déniisimii f(x)=f((x.x,))= (% cos Xz,%sin X, + lj ile
tanimlansin. R? iizerindeki aligilmis metrige gore her bir x=(x,,%,) ve y=(y,,y,)

i¢in d ( f(x),f (y)) < %d (x,y) saglanir. Yani f, R de bir daralma déniisiimiidiir.

Omek 128. X ={XGQ:X21} kiimesi {lizerinde f:X — X  fonksiyonu

f(x)=(2/x)+(1/x) ile verilsin. R deki alisilmig metrife gore Vx,ye X igin
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d ( f(x),f (y)) < %d (x,y) saglanir, yani f bir daralma déniisiimiidiir fakat higbir

sabit noktas1 yoktur.

Omnek 1.2.9. Tx=x ile tanirmhh T:R —>R fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu

durumda
[TX—=Ty|<|x-y]|
esitsizligi saglanir. Biitiin X € R noktalar1 T donilisiimiiniin sabit noktalaridir.
Buradan su sonuglar ¢ikarabiliriz,
i.  Her daralma doniisiimiiniin sabit noktast olmasi gerekmez.
ii. ~ Ornek 1.2.9. de oldugu gibi bir déniisiimiin birden fazla sabit noktas1 olabilir
(Soykan,2008).

Banach sabit nokta teoreminde uzayin tam olma sart1 kaldirilamaz.

Ornek 1.2.10. X = (0,1) uzay1 mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun. Bu uzayin

tam metrik uzay olmadigi aciktir.

T:X—>X

X —Tx=x
doniisiimii bir daralma doéniisiimiidiir. Fakat sabit noktas1 yoktur (Jain, 2009).

Banach sabit nokta teoreminin uygulanmasi istenen durumlarda T donilisiimii bir

(X.d) tam metrik uzayinin tamamu iizerinde bir daralma olmayabilir; fakat sadece
X in bir Y alt kiimesi iizerinde daralma olabilir. Eger Y alt kiimesi kapali ise

(Y ,d‘Y) tamdir. Bunedenle T, Y den Y i¢ine taniml bir doniisiim ise Banach sabit

nokta teoremini uygulayabiliriz. Bununla ilgili olarak pratik bir sonucu verelim.
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Teorem 1.2.11. (Bir Yuvar Uzerinde Daralma) T, bir X tam metrik uzaymdan
kendi igine bir doniisim olsun. T nin kapali bir Y = {X eX:d (X, XO) < r} yuvari
iizerinde bir daralma oldugunu kabul edelim. Ayrica, O0<a <1 olmak iizere

d(%,,T%)<(l-a)r oldugunu varsayalm. Bu durumda (1.2.2) de tammlanan

iterasyon dizisi, bir X €Y noktasina yakinsar. Bu nokta T doniisiimiiniin Y deki tek

sabit noktasidir (Agarwal, Meehan, O’Regan, 2001).

Teorem 1.2.12. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olmak iizere

bir meZ igin
T"=ToTo..oT (m defa)

bir daralma doniisiimii ise, T, X uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir (Soykan,

2008).

1.3. Daralma Déniisiim Cesitleri Ve Ozellikleri

Tanim 1.3.1. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her X,y e X

ve X#Y igin
d(Tx,Ty)<d(x,y) (1.3.1)

ise T ye kesin daralma (contractive) doniisiimii denir (Granas, Dugundji, 2002)
Ornek 1.3.2. T:R —>R tanimhi Tx = X+1_1L|| fonksiyonunu goz Oniine alalim.
+|X
-2 . ..
‘T'(X)‘ = 1—(1 + |X|) <1 dir ve dolayistyla her x <y igin

y

[T(t)dt

X

shT(UMt<fdhﬂy—x

X

Ty-Tx =
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olur. R iizerinde mutlak deger metrigine gore T kesin daralma doniistimiidiir ve

sabit noktas1 yoktur.

Tanim 1.3.3. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniigiim olsun. Her X,y e X

i¢in,
d(Tx,Ty)<d(x,y) (1.3.2)
ise T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir (Granas, Dugundji, 2002).

Ornek 1.3.4. X =R ve X mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T:-R>R
X—=>Tx=x+1

olarak alalim.
d(Tx,Ty)=[x+1-y-1=|x—y|=d(x,y)

saglanmis olur. Boylece T bir genislemeyen doniisiimdiir fakat daralma ya da kesin

daralma doniisiimii degildir.

Bu ifadelerden asagidaki genellestirme yapilabilir:

T daralma=T kesin daralma=T genislemeyen=T Lipschitzian
(Jain, 2009).

Fakat ters gerektirmeler her zaman dogru degildir.

Tanim 1.3.5. (X,d) bir tam metrik uzay ve T :X — X bir doniisiim olsun. Her

X,ye X ve a>1 igin
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d(Tx,Ty)>ad(x,y) (1.3.3)

ise T ye genisleyen (expansive) doniisiim denir (Granas, Dugundji, 2002).
1.4. Déniisiim Ciftlerinin Ozellikleri

Tanim 1.4.1. (X,d) bir metrik uzay ve T,S:X — X taniml iki doniislim olsun.

SX=Tx=w olacak sekilde Xx,we X noktalar1 varsa X noktasma S ve T

dontistimlerinin ¢cakisma (coincidence) noktasi denir (Jungck, Rhoades, 1998).

Tanim 1.4.2. T,S: X — X doniisiimleri X metrik uzayindan kendi lizerine tanimh
doniisimler olsun. Her Xxe X i¢in d(TSX, STX)=0 sarti saglaniyorsa S ve T

doniisiimlerine degismeli (commuting) doniistimler denir (Jungck, 1976).

Tanim 1.4.3. (X , d) metrik uzaymnda T,S: X — X seklinde tanimlanan doniisiimler

VX e X igin
d (TSx,STx) <d(Sx,Tx)

sartint saglasmn. Bu durumda T ve S doOniisiimlerine zayif degismeli (weakly

commuting) doniisiimler denir (Sessa, 1982).

Tanim 1.4.4. X metrik uzayinda T,S:X — X doniisiimleri tanimlanmis olsun.

(X,), X uzaymnda baz1 t e X noktalari igin lim Sx, =1imTx, =t sartim saglayan bir

n—oo n—oo

dizi olmak iizere limd (TSx,,STx,)=0 saglamyorsa T ve S doniisiimlerine uyumlu

n—o

(compatible) doniisiimler denir (Jungck, Rhoades, 1998).

Tanim 1.4.5. (X,d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki doniisiim olsun. Eger bu

doniistimler ¢akisma noktalarinda degismeli ise bu dontisiimlere zayif uyumlu
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(weakly compatible) dontisiimler denir. Yani, bazi Ue€ X noktalar1 i¢in Tu=Su

iken TSU = STu ifadesi saglanir (Jungck, Rhoades, 1998).

Tanim 1.4.6. (X,d) metrik uzay ve T,S: X — X doniistimleri tanimlanmis olsun.

Bazi te X noktalari i¢in limTx, =1limSx, =t olacak sekilde X de en az bir (X, )

nN—o0 n—oo

dizisi var fakat limd (TSx,,STx,) limiti sifirdan farkh ya da bu limit yoksa T ve S

doniisiimlerine uyumlu olmayan (noncompatible) doniisiimler denir (Aamri, El

Moutawakil, 2002).

Tanim 1.4.7. X metrik uzayinda T,S:X — X doniisiimleri tanimlanmis olsun.

Eger bazi te X noktalart i¢in limTx, =1imSx, =t saglaniyorsa T ve S

doniisiimleri (E.A.) ozelligine sahip doniisiimler olarak adlandirilir (Aamri, El

Moutawakil, 2002).

Uyumlu olmayan iki doniistimiin (E.A) ozelligine sahip oldugu aciktir. Ayrica

verilen tanimlardan, verilen iki doniisiim i¢in agsagidaki sonug kolaylikla elde edilir:
Degismeli doniisiim = Zayif degismeli doniisiim = Uyumlu doniisiim.

Ornek 1.4.8. X = [0,1] kiimesi mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun. Her X € X

i¢in

T:X—>X S: X—>X

x—>Tx:§ x—>Sx:—X
2 2+ X

doniisiimleri verilsin. Buradan S(X)=[0,1/3] ve T(X)=[0,1/2] dir. Her xe X
igin

X2

(x+4)(4+2x)

X X

d(STx,TSx)zlx PR
+ +
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x? X X

< =————=d(Tx,Sx)
442X 2 24X

dir. Buradan T ve S zayif degismeli doniisiimlerdir. Fakat

STx=—2 >~
4+x 4+2X

=TSx

oldugundan degismeli dontisiim degildirler (Sessa, 1982).
Ornek 1.4.9. X =[0,3] ve d(x,y) =|X— y| ve

T:X—>X S: X—>X

x, x €[0,1) X_)sz{s—x,xqo,l)

X—>TXx=
” {3,“[1,3] 3, xe[L3

olsun. X=3€[l,3] ve bu aralikta TSXx=STx oldugundan T ve S doniisiimleri

X = [0,3] kiimesi lizerinde zayif uyumlu doniisiimlerdir (Chugh, Kumar, 2001).

Ornek 1.4.10. X =R tizerinde

T:X—>X S: X—>X

X
x—>Tx:§ X — Sx = x?

olsun. X=0 ve x = % noktalar1 birer ¢akisma noktasidir.

TS (O) =ST (0) =0
oldugundan 0 noktasinda degismelidir dolayistyla bu noktada zayif uyumludurlar.

TS(1/3)=T(1/9)=1/27 ve ST(1/3)=5(1/9)=1/81



19

dir. Buradan x :% noktasinda degismeli olmadigi ve sonucta da zayif uyumlu

olmadig goriliir (Chugh, Kumar, 2001).

2

Ornek 1.4.11. X =[0,50) olsun. T,S: X — X doniigiimleri Vx & X igin Tx=XT ve

Sx = %( seklinde tanimlansin. X, = ! dizisi igin limTX, =1lim Sx, =0 dir.
n

nN—ow n—oo

Buradan T ve S nin (E.A) ozelligine sahip oldugu agiktir.

Ornek 1.4.12. X =(2,00) iizerinde VX € X i¢in

T:X—>X S: X=X
X—=>Tx=x+1 X = Sx=2x+1

doniistimleri tanimlansin. T ve S doniisiimleri X {izerinde (E.A) ozelligine sahip

degildir. Bunu gosterelim. Baz1 te X noktalart i¢in limTx, =1limSx, =t sarti

saglayan bir (X, ) dizisi X uzayinda mevcuttur. Boylece limx, =t-1, limx, = %

ve buradan t=1 bulunur. Fakat 1¢ X oldugundan bu durum, T ve S

doniistimlerinin (E.A) ozelligine sahip olmasi kabulii ile celisir. Dolayisiyla bu

doniistimler X tiizerinde (E.A) ozelligine sahip degildirler.

Tanim 1.4.13. T: X — X tanimli bir doniisim ve F(T),T doniisiimiiniin sabit

noktalar1 kiimesi olmak iizere VneN i¢in F(T)= F(T”) sarti saglaniyorsa bu

dontisim P 6zelligine sahiptir denir (Jeong, Rhoades, 2005).

Tanim 1.4.14. T,S: X — X tanimli bir doniisiim ¢ifti Vh e N i¢in

F(T)NF(S)=F(T")nF(s")
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sartin1 sagliyorsa bu dontisimlere Q 06zelligine sahip doniisiimler denir (Jeong,

Rhoades, 2005).

1.5. f —Daralma Doniisiimleri

Tanim 1.5.1. (X,d) bir metrik uzay ve f,T:X — X iki doniisiim olsun. Eger
Vx,yeX igin 0<k<l olmak iizere d(fTx, fTy)<kd(fx, fy) esitsizligi

saglaniyorsa T doOniisiimiine bir f —daralma doniisimii adi verilir (Beiranvand,

Moradi, Omid Pazandeh, 2009).

f =1 (1| birim doniisiim) alinirsa daralma ve f —daralma doniistimleri denk olur.
f —daralma doniistimiiniin daralma doniisiimii olmasi gerekmez. Bununla ilgili bir

Ornek verelim.

Ornek 1.5.2. X = (O,oo) uzay1 mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T: X > X f: X>X

x—>Tx=px, (f>1) X— fx=

><N|Q

, (xeR)

ile tanimlansin.

(24

a a1
IBZXZ ﬁ2y2

d(fTx, fTy)= <
ﬂ2

| fx— fy

,(Lz<lj
B

oldugundan T doniistimii bir f —daralma doniistimiidiir fakat

d(Tx,Ty)=|x~By|= Bx~-y

, (B>1)

daralma doniisiimii degildir.
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Omek 1.5.3. X = [O,oo) uzay1 mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T:X—>X f: X—>X

X—>TX=2X+1, X— fx=e7,

ile tanimlansin.

d( fTx, fTy)= ‘e‘““ —e‘”‘l‘ :l‘e‘X +e‘yHe‘X —e‘y‘ < g‘e‘x —e‘y‘ :§| fx— fy
e e e

3

oldugundan T doniisiimii bir f — daralma doniisiimidiir (Beiranvand, Moradi, Omid

Pazandeh, 2009).

Tanim 1.5.4. (X,d) bir metrik uzay ve f,T:X — X iki donilisiim olsun. Eger

VX, ye X igin

d(fTx, fTy)<d( fx, fy)

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine bir f — kesin daralma doniistimii ad1 verilir

(Beiranvand, Moradi, Omid Pazandeh, 2009).

Her f —daralma dontisiimii bir f —kesin daralma doniisiimidiir fakat tersinin dogru

olmasi1 gerekmez.

Ornek 1.5.5. X =[1,o0) kiimesi iizerinde d (x,y)=|x—y| metrigi verilsin.

T: X > X f: X—>X

x—>Tx:\/;, X— fx=x,

donistimleri verilsin. T bir f —daralma doniisimii degildir fakat f —kesin daralma

doniisimiidiir.
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d (T, fTy) = | Tx— fTy| = Nx = Jy| <|x= y| =] fx— fy]

oldugundan T, f —kesin daralma doniisiimidiir (Beiranvand, Moradi, Omid

Pazandeh, 2009).

Tamm 1.5.6. (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir doniisiim olsun. Her (y,)
dizisi igin, (fy,) yakinsak iken (y,) yakinsak bir alt diziye sahipse , f -

dontlistimiine alt dizisel yakinsaktir denir (Beiranvand, Moradi, Omid Pazandeh,

2009).

Teorem 1.5.7. (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X doniisiimii bire-bir, siirekli ve
alt dizisel yakinsak bir doniigiim olsun. Bu durumda her T : X — X siirekli ve f —
daralma doniistimii, X iginde tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, f dizisel
yakinsak ise her bir X, € X i¢in {T”XO} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar

(Beiranvand, Moradi, Omid Pazandeh, 2009).

Tanim 1.5.8. X bir normlu uzay ve f:X — X bir doniisiim olsun. Her xe X ve

bazi k >0 degeri i¢in
Hfzx— fos k|| fx— |

oluyorsa f —doniisimiine k tipinden bir Banach operatorii denir (Sumitra,

Uthariaraj, Hemavathy, 2010).

Tanim 1.5.9. X bir normlu uzay ve @=M < X olsun. T, f : X — X donistimleri
verilsin. Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa (f,T) ikilisine Banach

operator ¢ifti denir (Sumitra, Uthariaraj, Hemavathy, 2010).



ii.

1il.

1v.

Her bir x e F(T) igin Tfx = fx dir,
Her bir x € F(T) igin Tfx = fTx dir,

Bazi k > 0 degerleri i¢in || fTx —TX|| <k ||TX - X|| dir.
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BOLUM 2. KONIK METRIK VE G-KONiK METRIK UZAYLAR

Bu boéliimde konik yapist ve konik metrik uzaylarla ilgili tanimlar verilecektir.
Ayrica konik metrik ve G —metrik uzaydan daha genel olan I. Beg, T. Nazir ve M.

Abbas tarafindan tanitilan G —konik metrik uzaylar incelenecektir.
2.1. Konikler Ve Yapilar

Tanim 2.1.1. B bir reel Banach uzay1 ve K — B olsun. Eger K kiimesi

i. K bos olmayan kapali bir kiime ve K #{6};
. a,beR, a,b>0, x,ye K iken ax+bye K ;

iii. XeK ve —xeK iken x=6
sartlarini sagliyorsa K kiimesine B uzayinda bir konik denir.

Ornek 2.1.2. B=R Banach uzayini alalim. [0,1] kapali araligt R de bir koniktir

(Deimling, 1985).

Ornek 2.1.3. B=R’ icin ise K = {(X, y) eB:x,y> O} kiimesi R” igin bir koniktir

(Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Tanim 2.1.4. B bir Banach uzay1 ve K, B nin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda B
iizerinde X<y < y—Xe K olacak sekilde bir kismi siralama bagitist ve X<y

ifadesi ile de y—x € int K tanimlanir (Guang, Xian, 2007).

Onerme 2.1.5. B bir reel Banach uzayi, K < B bir konik ve A >0 reel say1 olsun.

Bu durumda asagidaki ifadeler vardir:
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. mK+intK cintK,

i. AmtKcintK.
(Kadelburg, 2009).

Tanim 2.1.6. B bir reel Banach uzay1 ve K, B nin bir alt kiimesi olsun. Her X,y € B

ve 8<X<Y igin
<™yl

olacak sekilde M >0 sayist varsa K konisine normal koni, bu esitsizligi saglayan en

kiicik M degerine de K konisinin normal sabiti denir (Guang, Xian, 2007).

Onerme 2.1.7. B bir reel Banach uzay1 ve K — B normal konik olsun. xe K,aeR

ve 0<a <1 igin Xx<ax ise Xx=6¢ dir.

Ispat. x<ax=ax—xeK olur. X—aXSH:>|1—a|||X||SM||6?|| ve sonucta da Xx=46

oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.8. B reel Banach uzayinda K bir koni ve (X, ), (Y, )< K olsun. Eger

0<X, <X ,+Y, iken lim(x,+y,)=0, fakat limx, =0 ise K konisine normal

N—o0 n—o0

olmayan (non normal) koni denir (Radenovic, Rhoades, 2009).

Onerme 2.1.7. de eger koni normal olmayan bir koni ise ispati asagidaki sekilde

verilebilir:
x<ax=>ax-xeK yani —(I-a)xeK olur. xeK ve (1-a)>0 oldugundan

(1-a)xe K olur. Buradan (1-a)x e K n(—K) dir. Bu ise konik tanimindan x =6

olmasini gerektirir (Ilic, Rakocevic, 2009).
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Ornek 2.1.9. Cé ([0, 1]) = {X| X: [0, 1] — R, ikinci mertebeden tiirevi var ve sﬁrekli}

reel Banach uzayi

fI

A

[1=1fl. +

o0

normu ile verilmis olsun. Bu durumda K :{f eB:f> 49} konisi normal olmayan

bir konidir. Bunu goéstermek i¢in VK >1 i¢in fx=x ve gx=x>* fonksiyonlar:

alnsin. Bu durumda x€[0,1] oldugundan 6<g< f,

f|=2 ve ||g]|=2k+1 olur.

Ayni zamanda,
2= 6| <[lox] = 2k +1
elde edilir ve boylece,
2k = k|| ] <[| x| = 2K +1

oldugundan k, K konisinin normal sabiti degildir. Bu durumda da K normal koni

degildir (Rezapour, Hamlbarani, 2008).

En fazla kullanilan koniler M =1 normal sabitine sahip olan konilerdir. M <1

normal sabitine sahip normal koni yoktur (Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Onerme 2.1.10. Her bir k >1 igin, M >k normal sabitine sahip normal koni vardir

(Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Tanim 2.1.11. B Banach uzaymnda K bir koni olsun. K konisi iginde iistten sinirlt
her artan dizi yakinsak ise, K regiiler bir koni olarak adlandirilir. Yani K regiiler

koni ise K da bazi y € B noktalar1 i¢in
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olacak sekilde (x,) dizisi varsa, bu durumda n—oo iken |x, —x|— 0 ifadesini

saglayan bir x € B vardir. Benzer sekilde alttan sinirli her azalan dizi yakinsak ise K

konisine regiiler koni denir (Huang, Zhang, 2007).
Onerme 2.1.12. Her regiiler koni normaldir (Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Ancak normal bir koni regiiler olmayabilir. Bunun icin asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 2.1.13. B=C [O, 1] uzay1 supremum normu ile donatilmis olsun ve
K={feB:fx>0}

konisi géz oniine alinsin. Bu durumda K, M =1 normal katsayisina sahip bir normal

konidir. B nin elemanlarinin bir dizisi

seklinde olsun. Bu dizi azalan ve alttan sinirli bir dizidir fakat yakinsak degildir.

Dolayisiyla K konisi regiiler degildir (Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Tanim 2.1.14. B bir reel Banach uzay1 ve K, B de bir koni olsun. Eger VX,y € B
icin d<X<y olmasi ||x|| < ||y|| olmasin1 gerektiriyorsa B iizerindeki norma

monotoniktir denir (Deimling, 1985).

Bazi reel Banach uzaylarinda bulunan konikler i¢in intK =@ olabilir. Ornegin,

Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar uzayidaki
L?(J)={xeL’(3):x(t)=0}, (1< p<w)

konisinin i¢i bos kiimedir. Ayni zamanda,
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Ifz{XeI":xi 20}, (1< p<w)

konisi i¢inde intl? =@ dir. Ayrica R* de K={(X,0):XZO} koniginin de i¢i

bostur. Diger taraftan
R" = {X eR":x >0, Vi igin} ve Cy(J)= {X € Cy (J):J tizerinde x(t) > 0}

koniklerinin i¢i bostan farklidir (Deimling,1985).
2.2. Konik Metrik Uzaylar Ve Topolojik Yapilan

Bu tez boyunca B daima bir Banach uzay1, int K # & olmak tizere K, B iginde bir

koni ve <, K {izerinde kismi siralama bagintisi olarak kullanilacaktir.

Tanim 2.2.1. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. d : X x X — B fonksiyonu

dl. Vx,yeX i¢in 6<d(x,y) ve d(x,y)=0<=x=Yy,
d2. Vx,ye X igin d(x,y)=d(y,x),

d3. Vx,y,ze X i¢in d (x,y)<d(x,z)+d(z,y); (iicgen esitsizligi)

ozelliklerini saglasmn. Bu durumda d fonksiyonuna konik metrik, (X,d) ikilisine de

konik metrik uzay denir (Guang, Xian, 2007).

Ornek 2.2.2. B=R?, K ={(x,y)e B: x>0, yZO}cR2 ve a >0 olmak iizere

d:-RxR—>B
(%y)=>d(xy)=(x-y

a|x-y)

fonksiyonu tamimlansimn. Bu durumda (R,d) B iizerinde bir konik metrik uzaydr.

Gergekten,;
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(d1): d(xy)=(]x- -y|)>0,

=) d(x,y)=0 ise |x—y|=0, a|x—y|=0=x=Yy.

<) x=y=d(xy)=(|x-

—y])=(0,0)=d(x,y)=06.

(d2): d(xy)=(]x- )=( =X)=d(y,x).
@y d(xy)=(]x- )
<(jx—z[+] ~7+alz-y)
=d(x,z)+d(z,y).
Ornek 2.2.3.

B=C, ([0, 1]) = {X| X: [0, 1] — IR, birinci mertebeden tiirevi var ve sﬁrekli} ,
K= {go: p(t)=0, te [0,1]} olsun. X =[0,2] olmak tizere K da bulunan baz1 sabit

birinci mertebeden tiirevli ve siirekli (o(t) fonksiyonlart igin,

d:XxX —>B
(xy)=>d(xy)=[x=y|p(t)

ile tammh d fonksiyonu bir metriktir. (p(t)=2t olsun. d nin konik metrik

aksiyomlarini sagladig1 agiktir.

Tanim 2.24. (X , d) bir konik metrik uzay, (Xn) , X i¢inde bir dizi ve x € X olsun.

@ <c olan Vce B i¢in N e N vardir yle ki vn> N igin d(x,,x)< ¢ oluyorsa

(x,) dizisine yakmsak dizi denir ve n—o0 i¢in X, — X ya da limx, =X seklinde
n—oo

gosterilir (Guang, Xian, 2007).

Lemma 2.2.5. (X , d) bir konik metrik uzay ve K, M normal sabiti ile bir normal

konik ve (x,), X icinde bir dizi olsun. Bu durumda (x,) dizisinin X uzayinda
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yakmsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart n—oo iken d(x,,x)— ¢ olmasidir

(Guang, Xian, 2007).

Lemma 2.2.6. (X,d) bir konik metrik uzay ve K, M normal sabiti ile bir normal
konik, (x,) ve (y,), X iginde iki dizi ve n— o0 iken X, — X, y, =y olsun. Bu

durumda n— oo iken d(x,,y,)—>d(x,y) olur (Guang, Xian, 2007).

Lemma 2.2.7. (X , d) bir konik metrik uzay ve K, M normal sabiti ile bir normal
konik ve (x,), X i¢inde bir dizi olsun. (x,)— x ve (x,)—y ise X=Y dir. Yani

(x,) dizisinin limiti tektir (Guang, Xian, 2007).

Tamm 2.2.8. (X,d) bir konik metrik uzay, X iginde bir dizi (x,) olsun. § «c

n

olan VceB igin IN e N vardir dyle ki Vm,n>N igin d(x,,X,)<¢c ise (X,)

dizisine X ig¢inde bir Cauchy dizisi denir (Guang, Xian, 2007).

Lemma 2.2.9. (X , d) bir konik metrik uzay ve K, M normal sabiti ile bir normal
konik ve (x, ) i¢inde bir dizi olsun. (x,) dizisinin X iginde bir Cauchy dizisi olmasi
icin gerek ve yeter sart m,n—>o iken d (xn, xm) — @ olmasidir (Guang, Xian,

2007).

Lemma 2.2.10. (X,d) bir konik metrik uzay (x,), X iginde bir dizi olsun. (x,)
dizisi xe X noktasina yakimsiyorsa (x,), X iginde bir Cauchy dizisidir (Guang,

Xian, 2007).

Tamm 2.2.11. Bir (X ,d) konik metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X iginde bir

noktaya yakinsak ise (X,d) ikilisine tam konik metrik uzay denir (Guang, Xian,

2007).
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Tamm 2.2.12. (X,d) bir konik metrik uzay olsun.

i. N(ap)={yeX:d(y,a)<p}
olmak iizere, N (a, p)< A saglanacak sekilde bir /< p varsa a ye A kiimesinin

bir i¢ noktas1 denir.
ii.  Eger A kiimesinin her eleman1 A kiimesinin bir i¢ noktasi ise A ya agik

kiime denir.

iii. Her aeA igin d(a,x,)<c olacak sekilde ceB ve x,e€X varsa A

kiimesine sinirlidir denir.
iv. Eger A kiimesinin her agik Ortiisii sonlu bir alt oOrtiiye sahipse Ac X

kompakt kiime olarak adlandirilir.
(Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Tanim 2.2.13. (X ,d) bir konik metrik uzay olsun. Eger X deki herhangi bir (xn)

dizisinin X i¢inde yakinsak olan bir (Xnk) alt dizisi varsa X uzayma dizisel

kompakt konik metrik uzay denir (Guang, Xian, 2007).

Tamm 2.2.14. (X,d) bir konik metrik uzay, f:X — X bir fonksiyon ve X, € X
olsun. Eger X deki her (x,) dizisi igin limx =x,=lim fx =fx, ise f

n—oo

fonksiyonuna X, € X noktasinda siireklidir denir (Ilic, Rakocevic, 2008).

Teorem 2.2.15. Her (X,d) konik metrik uzay bir topolojik uzaydir (Abuloha, 2009).

Onerme 2.2.16. (X,d) bir konik metrik uzay ve Ac X olsun. Her dizisel kompakt

konik metrik uzay kompakttir (Rezapour, Hamlbarani, 2008).

Tanimm 2.2.17. (X,d) konik metrik uzayinin bostan farkli iki alt kiimesi A ve C

olsun. A ile C arasindaki uzaklik d (A,C) ile gosterilir ve
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d(A.C)=inf{d(x,y): xe A yeC}

ile tanimlanir. Eger A={a} ise bu durumda da d (a,C) kullanilir (Abuloha, 2009).

Ornek 2.2.18. B=R?, K ={(x,y)eB: x,yZO} olsun. d :R*xR* > B

fonksiyonu

9

d ((X19X2)’(yl’ yz)):(|xl —YiI)1% _y2|)

ile tanimlansin.

Az{(x,y)eRz:OSXSI, 0< ySI}, C:{(x,y)eR2:2§x§3, Ogygl} ve

D ={(0.0)}

kiimeleri verilsin. Bu durumda

4(AC)=d((11).(21)=d((1,0),(2,0))=(1,0)

bulunur. Benzer sekilde d (A,D)=d(A,0)=(0,0) ve

d(D,C)=d(0,C)=d((0,0),(2,0))=(j0-2

0-d)

(2.0)

5

olarak elde edilir (Abuloha, 2009).

Lemma 2.2.19. (X,d) konik metrik uzay ve U, V, We X olsun. X uzaymnda

asagidaki 6zellikler saglanir:

1. UKV ve VKW ise U<k W dir.
1. ULV ve VKW ise U< W dir.
iii. Her ceintK i¢in 0<u<c ise u=0 dir.

iv. Her ceintK i¢in USV+C ise ULV dir.
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Eger 0<u<v ve k>0 ise 0 <ku <kv dir.
Her neN igin 0<x, <y, ve limX, =X, limy, =y ise 0< X<y dir.
n—oo nN—o0
Eger 0<d(x,,x)<y, ve ¥, >0 ise x, > x dir.
Eger ceintK, 0<X ve n—>wiginX, — 0 ise en az bir n, e N sayisi

vardir dyle ki ¥n >n, i¢in X, < C dir.

(Kadelburg, 2009).

Lemma 2.2.20. (X,d ) konik metrik uzayinda asagidaki 6zellikler saglanir

11.

iil.

Her bir 6 >0 ve xeintK igin,

;/X” < 6 olan bir 0 < y <1 sayisi vardir.

Her bir 0 < ¢, ve ¢, e K i¢in, ¢, < d, ¢, <d olacak sekilde 0 < d elemani
vardir.
Her bir 0« ¢, ve 0<c, icin, €< C, €< C, saglanacak sekilde 0 «e

elemani vardir.

(Rezapour, Hamlbarani, 2008).

2.3. G-Konik Metrik Uzaylar

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi matematik ve uygulamali bilimlerde énemli bir

yere sahip oldugundan matematikgiler i¢in gegen yirmi yil iginde genis bir ¢alisma

alan1 olmustur. Bu ylizden bilinen metrik uzay kavrami farkli yazarlar tarafindan
genellestirilmistir (Gahler, 1963, 1966; Dhage, 1992, 1994, 2000; Mustafa, Sims,
2006, 2008, 2009).

X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tlizere, G — metrik G: X x X xX - R" ile

tanimli bir fonksiyondur (Mustafa, 2005). Burada R" yerine sirali reel bir Banach

uzay1 alarak G — konik metrik fonksiyonu tanimlanmistir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).
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Tanim 2.3.1. X #&, B bir reel Banach uzay1 ve K c B bir konik olsun.

G: X x X x X — B fonksiyonu

Gl. G(x,y,2)=0=>x=y=1,

G2. Her X,y € X igin x#y iken 0<G(X,X,Y),

G3. y=z iken G(x,X,y)<G(X,Y,2),

G4. G(x,Y,2)=G(x,2,y)=G(Y,z,x) =... (Her iig¢ deger i¢in simetrik),

GS5. Her X,Y,z,we X i¢in G(X,y,2)<G(X,W,w)+G(w,y,2)

ozelliklerini saglasin. Bu durumda G- fonksiyonuna X {izerinde bir G —konik

metrik, X uzayina da genellestirilmis konik metrik uzay veya G —konik metrik uzay

denir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

G —konik metrik uzay kavrami, G —metrik ve konik metrik kavramlarindan daha

geneldir.

Ornek 2.3.2. (X ,d) bir konik metrik uzay olsun. G : X x X x X — B fonksiyonu

G(xy,z)=d(x,y)+d(y,z)+d(zx)
ile tanimlansin.

Gl. G(x,y,z2)=0=d(x,y)+d(y,z)+d(z,x)=0 ve d konik metrik
oldugundan X=y =2 olmaldir.
G2. G(x,x,y)=d(xx)+d(x,y)+d(y,x)=2d(y,x)>0 dur.
G3.G (X% y)=d(xx)+d(x,y)+d(y,x)
=d(x,y)+d(y,x)
<[d(x,z)+d(zy)]+d(y.x)

=G(X,Y,2).
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G4. G(x,y,z)=d(x,y)+d(y,z)+d(z,x)

Il
o
X
N
~
+
o
—~
N
<
~
+
o
—
=
>
~
G)
—_
x
N
<
~
|

G(x, y,z)SG(x,w,w)+G(W, y,2)

G fonksiyonu bir G — konik metriktir.

Tanim 2.3.3. Her X,y € X i¢in
G(x,¥,y)=G(Y,y,x)
ise, (X,G) uzayna simetriktir denir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Ornek 2.3.4. X ={a,b}, B=R’, K={(x,y,z)eB:x,y,2>0} olsun.

G: X x X x X — B fonksiyonu

G(a,a,a)=G(0,0,0)=G(b,b.b),

G(a,b,b)

G(0,11)=G(b,a,b) =G (b.b.a)

G(b,a,a)

G(0,1,0)=G(a,b,a)=G(a,a,h)

ile tanimlansin. G (a, a,b) =G (a, b, b) oldugundan X simetrik olmayan bir

G —konik metrik uzaydir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Onerme 2.3.5. X bir G —konik metrik uzay ve
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ds: XxX —>B
(% y) > ds (% Y)=G(X,Y,Y)+G(Y.Y,X)

olsun. (X ,dg ) bir konik metrik uzaydir. Ayrica asagidaki ifadeler gerceklenir:

. 2
i. G(x,y,y)sgdG(x,y),
ii.  Eger X simetrik bir G —konik metrik uzay ise, VX, y € X i¢in

de (%, ¥)=2G(xY,Y)
dir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Tanim 2.3.6. X bir G —konik metrik uzay ve (X,), X de bir dizi olsun. § < ¢ olan
VceB i¢in AN eN vardir 6yle ki Vm,n>N ve X de bulunan bazi sabit X
elemanlar1 igin, G(X,,X,,X)<c oluyorsa (x,) dizisine yakmnsak dizi denir ve

n’“‘m?

n— o0 i¢in X, — X yada limX, =X seklinde gosterilir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Tamm 2.3.7. (X,G) bir G —konik metrik uzay, X iginde bir dizi (x,) olsun. § <« c

n

olan Vce B i¢in IN € N vardir oyle ki vm,n, p>N i¢in G(x X, X )<<C ise

m> n> Mp

(xn) dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi denir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Tanim 2.3.8. X deki her Cauchy dizisi yine X uzayinin bir elemanina yakinsiyorsa

bu uzaya tam G — konik metrik uzay denir (Beg, Abbas,Nazir, 2010).
Onerme 2.3.9. X bir G — konik metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i.  (x,) dizisi X noktasina yakisaktir,

ii. n—oooigin G(X,,X,,X)—>0 dir.

n>“n>

1ii. n — oo i¢in G(Xn,x,x)—>0 dir.
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iv.  m,n—oo igin G(X,,X,,X) >0 dir,

(Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Lemma 2.3.10. X bir G- konik metrik uzay ve (X, ), (V,), (z) bu uzayda birer

dizi olsun. Eger (X,) =X, (¥,)— Y.(z)—> zise, m,n,l -0 iken

G (Xps Yo Z1) > G(X, Y, 2)
dir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Lemma 2.3.11. (X, ), G —konik metrik uzayimda bir dizi ve x e X olsun. Eger (X, )
dizisi X e yakinsak ve ayni zamanda (xn), Yy noktasina yakinsaksa bu durumda

X =Y dir. Yani limit varsa tektir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

Lemma 2.3.12. (x,), G-konik metrik uzaymda bir dizi ve xe X noktasina

yakinsak olsun. m,n — oo igin G(X,, X,, X) >0 dir (Beg, Abbas, Nazir, 2010).

m> “'n>

Lemma 2.3.13. X bir G —konik metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir Cauchy dizisi

m> “Mn»

olsun. Bu durumda m,n,| - o i¢in G(X X X,)—)O dir. (Beg, Abbas, Nazir,

2010).

Tanim 2.3.14. X bir G —konik metrik uzay olsun. xe X ve 6 < ¢ igin
Bs (x.c)={yeX:G(xy,y)<c}

kiimesine X de bir agik yuvar denir.
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Onerme 2.3.15. X bir G —konik metrik uzay olsun. Herhangi bir x, € X ve ¢> 6

i¢in,
G(%,,X y)<c ise X, y € B (X,,c) dir.

Ispat. G ( X5 X, y) < C olsun. G-metrik fonksiyonunun {iglincli 6zelliginden

X # Yy # X, olmak lizere

G (XXX )<G(X%,Y)=G(X,XYy)<c

dir. Lemma 2.2.19 (ii) den G(X,,X,X)<C olur. Bu ise
Bs (X%,€) ={xe X :G(x,, X X) <}

olmasi demektir. Benzer sekilde
G(V,Y,%) <G (Y, %, X)=G(X,Xy)<c

olur. Buda

Bs (%.€)={ye X :G(x,Y.y)<c}

sonucunu verir.

Onerme 2.3.16. X bir G —konik metrik uzay olsun. Herhangi bir X, € X ve ¢> 6

i¢in, y € By (X,,¢) ise Bg (y,r)< By (X,,¢) olacak sekilde r>> @ vardur.

Ispat. y e By (XO,C) olsun. G (XO, Y, y) < C olur. G (XO, Y, y) =C—r diyelim.

X € Bg (y, r) olsun bu durumda G(y, X, X) < r dir. xeBg (XO,C) midir?
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G (%, %, X) <G(X,, ¥, ¥)+G (Y, X, X)

KC-r+r=c
yani X € By (X,,¢) olur. Dolayisiyla B (y,r) < B (X,,c) dir.
Teorem 2.3.17. Her (X , G) konik metrik uzay1 bir topolojik uzaydir.

Ispat. 6 < ¢ olmak iizere c € B igin
Bs(X.c)={ye X:G(xy,y)<c} ve f={B,(x,C):xeX,c>0)

olsun. 7 ={U c X:VxeU i¢in3IV € B oylekixeV cU} ailesi X iizerinde bir

topolojidir. Topoloji 6zelliklerinin saglandigini gosterelim:

i. U, Xerg

ii. U,Verd olsun. xeU NV alahm. xeU ve xeV dir. xeBg(x,¢c)cU
ve XeBg(X,C,)cV saglanacak sekilde ¢,,C,>> 6@ bulunabilir. Lemma
2.2.20 (iii) den c<C; ve C<C, olan ¢> @ vardir. /<K C<C, §<KCKC,,
G(x,x,x)<c<c,G(XXX)<CKCy;

x € Bg (x,¢) = Bs (x,c¢,)
= x € Bg (X,¢) = Bs (X,¢,)NBs (x,c,)cUNV.
x € Bg (x,¢) = B (x,¢,)

Dolayisiyla U NV e z; dir.
iii. Heriel i¢in U, ez ve xeU, U, olsun. Bu durumda en az bir i, € | igin

xeU, dir. xeBg(x,c)cU, <U,,U; olacak sekilde bir ¢>> 6 bulunabilir.

iel

Buradan ise U;_,U; c 7¢ elde edilir.

iel

Yani ( X,G ) bir topolojik uzaydir.
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2.4. ¢ —Doniisiimleri Ve Genellestirilmis ¢ — Doniisiimleri

Tanim 2.4.1. K sirali bir koni olsun. ¢: K — K azalmayan fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglasin.

i p(0)=0,
ii. weK-{0} i¢in 0<p(w)<w,
iii. weintK ise o—p(w)eintK,

iv. Her we K—{6} i¢in limg" (w)=6

nN—oo

Bu durumda bu fonksiyon ¢ — doniisiimii olarak adlandirilir (Di Bari, Vetro, 2008).
Omek 2.4.2. B=R ve K = {X eR:x> 0} normal koni olsun.

p:K—>K

w—p(0)=(2/3)e
ile taniml1 fonksiyon ¢ — doniisiimiidiir.

i (0)=(2/3)6=0,

ii. @eK-{0} olmakiizere p(®)=(2/3)0<w
iii. weintK olmak iizere, —(2/3)w=(1/3)weintK,
iv. @eK-{6} olmak iizere

p(0)=(2/3)o
7 (0)=p(0(0)) = (2/3)p(0) =3 5 0
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limg" (@)= lim(%j w=0.

n—o n—wo| 3

Ornek 2.4.3. B=R* ve K = {(X, y)eR?:x,y> 0} normal konik olsun.

p:K—>K

(0,0,) > (0, 0,)= ((1/2)(:)1,(1/3)@2)
doniistimii bir ¢ — doniisiimiidiir.
Tanim 2.4.4. K bir koni ve F : K — K azalmayan bir fonksiyon olsun ve F

i. F(o)=0cw=06,

ii.  Her o, eK i¢in, 0, >0 = F(w,) >0,

ii.  Her o, eK igin, F(@ +®,)<F(a)+F (o)

ozelliklerini saglasin.

f,g: X — X déniisiimler olsun. ¢ — doniisiimii, F déniisiimii ve VX, y € X icin
F(d(x fy))<o(F (gx.0y))

sartin1 saglasin. Bu durumda f ve ¢ doniisiimlerine genellestirilmis ¢ — doniisiim

cifti denir (Sabetghadam, Masiha, 2010).

Ormnek 2.4.5. B=R ve K={xeR:x>0} normal koni olsun. X=R ve

d(x,y)=|x-y| ile tammlansn.

F:K—>K
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w—>F(0)=(1/2)e
ile taniml1 fonksiyon (i‘, it iii') Ozelliklerini saglar.

i. =) F(o)=0=(1/2)0=0 yani 0=6 dur.
<) w=0=F(»)=(1/2)0=0 olur.
11",

@, € K olsun.

=)
w, = 6= Vc> 0 i¢in In, € N vardir dyle ki Vn>n, i¢in d (o,,0) < 2¢

saglanir. |a)n| < 2¢ dir. Buna gore

vn > n, i¢in d ((I/Z)a)n,e):‘%a)n —0‘ =%|a)n|<<%20 =C

olur. Yani F(@,)=(1/2)e, —» 6 di.

<) (1/2)w, > 0= Ve > 0 igin I, € N vardir dyle ki Vn > n, igin

‘la)n—e <<£:>l|a)n—6?|<<E:>d(a)n,¢9)<<c
2 2 2 2

olur. Buda @, — 6 olmasi demektir.

ii.  F(a +a)2)=%(a)1 +a)2)=%a)1 +%a)2 =F(®)+F(w,) dir.

Omek 2.4.6. B=R* ve K = {(x, y)eR*:x,y> 0} normal koni olsun. X =R’ ve

d(xy)=(x-y

L(1/2)|x- y|) ile tanimlansin.

F:K—>K

(0, 0,)> F(o,0,)=(0,, o +0,)

seklinde tanimli fonksiyon (i, ii', iii') sartlarini saglar (Sabetghadam, Masiha, 2010).



BOLUM 3. KONIK METRIK VE G-KONiK METRIK
UZAYLARDA f ~-DARALMA DONUSUMLERI

Sabit nokta teorisinde Banach daralma doniisiimiiniin kullanildig1 birgok g¢alisma
bulunmaktadir. Bu daralma doniisiimii baska bir fonksiyona bagli olarak f —daralma
dontistimii adiyla 2009 yilinda Beiranvand tarafindan genellestirilmistir. Daha sonra
bu doniisiimler 2009 da Morales, Rojas, 2010 yilinda ise, Sumitra, Uthariaraj ve
Hemavathy tarafindan ¢esitli sabit nokta teoremlerinde kullanilmistir. Biz ise bu
daralma doniistimleri ile konik ve G —konik metrik uzaylarda bazi sabit nokta

teoremlerini verdik.

3.1. Konik Metrik Uzaylarda f —Daralma Déniisiimleri

Teorem 3.1.1. (X,d) tam konik metrik uzaymda f,S,T:X — X doniisiimleri
strekli doniisiimler ve f doniisiimii bire-bir olsun. f,S ve T doniistimleri her

X,ye X ve a+2f<1 ozelligini saglayan o, f € [0,1) icin

d (fSx, fTy) <ad ( fx, fy)+ B[ d(fx, fTy)+d(fy, fSx)] (3.1.1)

ifadesini saglasin. Bu takdirde T ve S bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ayrica

(f,S) ve (f,T) birer Banach ¢ifti ise f,S ve T doniisiimleri X uzayinda bir tek

ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X, noktast X uzayinda keyfi bir eleman olsun. Her bir n >0 igin X,,,, = SX

2n+1 2n

Ve X,,., = I%,,,, dizileri tanimlansin. (3.1.1) ifadesi ve liggen esitsizligi kullanilarak

2n+1

d (X, 75, ) = d (8%, TTX,, ) < ad (X, Xy, )

2n+12 2N



+ B d (X, X, ) +d (1, 15X, ) ]
= ad ( fX,,, X, )

+ B[ d (X0, B0 ) +d (1, Xy ) ]
<ad( X, i, )

+BLd (F, o ) +d (X, Xy ) ]

yani,

d (s oy ) < 01““ ﬂﬂ d( fx,p, %, )

elde edilir. Benzer sekilde

d(PXonsas Xonea) =0 (X000 TTXop, ) S @d (1,5, o0

+ ﬂ[d ( fX2n+2’ fTX2n+1 ) +d ( fx2n+1’ fSX2"+2 ):l

=ad ( X025 fX2n+1)

+ ﬂ[d ( fX2n+2’ fX2n+2 ) + d ( fX2n+1’ fX2n+3 ):'
= OZd ( fX2n+2’ fX2n+l)

+ ﬁl:d ( 1:X2n+l H fx2n+2 ) + d ( 1:X2n+21' 1:X2n+3 ):'

ve buradan da

< a+ﬂ d ( fX2n+2’ fX2n+1)

d(fX 2n+2)— l—ﬂ

fx

2n+3°

a+pf

bulunur. Béylece, her n>0 i¢cin A = <1 olmak iizere

d(fx,,,, fx,)<Ad(fx,, fx, ) <..<A"d(fx, fx))

olur. Yn>m icin ise

44
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d(fx,, fx, ) <d (fx,, X, )+d( X, B )+ +d (X, ;)

< (/1”" + A" +...+/1m)d (fx,, fx,)

m

A
< md (fx,, fx,)
elde edilir. X uzaymnda (fx,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in ceintK verilsin. N,(8)= {y eB:||y| < 5} seklinde tamimli bir kiime

olmak iizere C+ N (0) c K ifadesini saglayan ¢ >0 secelim. Ayrica Vm2> N, i¢in

4 7 d( fx,, fx,) € N; (&) olacak sekilde bir N, dogal sayis1 segelim. Ym=> N, igin

A P d( fx,, fx,) < ¢ olur. Buradan Vn>m igin

m

ld(fxl,fx0)<<c

d(fxn,fxm)sl/1

yazilabilir. Bu ise (fxn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam uzay
oldugundan (fxn) dizisinin yakinsadig1 bir z € X noktasi vardir. f doniisiimii alt

dizisel yakinsak oldugundan (Xn) dizisi limx, =u olan bir (Xnk) alt dizisine

k—o0

sahiptir. f siirekli bir doniisiim oldugundan &im fx, = fu ifadesi dogrudur. Konik

metrik uzaylarda bir dizinin limitinin tek olmasindan z= fu olmalidir. S ve T

donistimleri de sitirekli birer doniigiim olduklarindan lim Sx, =Su ve limTx, =Tu

k— k—0

oldugu agiktir. f nin siirekliligini tekrar kullanarak lim fTx, = fTu ve

lim fSx, = fSu ifadelerini elde ederiz. Dolayisiyla, eger n, tek ise

k—o0

lim fTx

m-—oo

d (X, fu) < {E( 1-p ﬂ ve d (i, fu) < F(ﬂﬂ
2\a+p 2\ 1+

= fTu dur. Her m= N, i¢in

2m+1
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olan N, e N secelim. u =Tu oldugunu gosterecegiz.

d( fu, fTu)<d( fu, X, )+d( X, fTu)

(
d( fu, £Sx,, )+d ( fSx,,, fTu)
( d

<d(fu, 5%, )+ ad ( fx,,, fu)+ B[ d (fx,,, fTu)+d( fu, fSx,, )]

(
<d ( fu, Xy, ) +ad (X, fu)
+ B[d (B, fu)+d (fu, fTu)+d (fu, f,,.,)]
)+

=(a+pB)d( Xy, fu)+(1+ B)d( fu, fx,,,, )+ Ad( fu, fTu)

dur. Boylece Vm > N, i¢in

—,Bd (fu, fX,,,, )< C

bulunur. Buradan her i>1 igin d( fu, fTu) <<$ yani, 5— d(fu, fTu)eintK c K
| |

dir. K kapali oldugundan —d( fu, fTu)e K ve dolayisiyla d( fu, fTu)=6 ve
fu= fTu bulunur. f bire-bir doniisiim oldugundan u =Tu olur, bu ise U noktasinin

T doniistimiiniin bir sabit noktasi oldugunu gosterir.

Simdi n, c¢ift olsun. lim fSx,, = fSu dir. (3.1.1) ifadesini ve iiggen esitsizligini

m—oo

kullanarak u = Su oldugunu gosterecegiz.

d( fSu, fu) <d(fSu, fx,,,,)+d ( Xy, fu)
=d(fSu, Ty, )+d (X, fU)
ad (fu, X, )+ Bl d (fu, fTX,., ) +d (., fSU)]+d (fX,,.,, fu)
<ad(fu, f,,,, )+ B[d(fu, ., )+d( ., fu)+d(fu, fSu)]

+d (X, fU)
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=(a+B)d( Xy, fu)+(1+ £)d( fu, X,,,, )+ Bd ( fu, fSu)

dur. Buradan Vm > N, i¢in

fu)+ﬂd(fu, fx

l—ﬂ 2m+12 l—ﬂ 2m+2)<<c

ve T doniisimii i¢in uygulanan islemlerin benzerleri uygulandiginda U noktasinin

S doniisiimii i¢in de bir sabit nokta oldugu goriiliir. Bu noktanin tek oldugunu

gostermek i¢in bir U” noktasini sabit nokta olarak alalim.

d(fu, fu')=d(fSu, fTu") < ed (fu, fu")+ B[ d ( fu, fTu")+d (fu’, fSu)]

=(a+2p)d(fu, fu’)

ve a+2f <1 oldugundan d ( fu, fu*) =0 dir. Buise fu= fu" olmasini gerektirir.

f doniisiimiiniin bire-bir olmasmdan U=u" oldugu elde edilir. Yani sabit nokta bir

tektir.

(f,S) ve (f,T) ikililerini hipotezden Banach ¢ifti olarak kabul edelim. Bu
durumda (f,S) ve (f,T) swasiyla S ve T doniisiimlerinin sabit noktasinda

degismelidirler. Bu da ue F(S) igin fSu=Sfu olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla

fu= fSu olur ki bu da fu noktasinin da S doniisiimiiniin sabit noktasi oldugunu

gosterir. Fakat biz bu doniisiimiin sabit noktasinin tek oldugunu biliyoruz. Bu da

fu=u olmasi anlamina gelir. Bu durum T doniisiimii i¢in de aymidir. Boylece
U= fu=Tu=Su, yani U noktast X uzaymda f,S ve T doniisiimleri i¢in bir tek

ortak sabit noktadir.
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Sonu¢ 3.1.2. (X,d) tam konik metrik uzaymda f,S,T:X — X doniisiimleri
stirekli donlisiimler ve f doniisiimii bire-bir olsun. f,S ve T donisiimleri her

X,y € X ve a+ <1 dzelligini saglayan a, B €[0,1) i¢gin

d( fSx, fTy) <ad ( fx, fy)+ gd( fy, fSx) (3.1.2)

ifadesini saglasin. Bu takdirde T ve S bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ustelik, (f,S) ve (f,T) ikilileri birer Banach ¢ifti ise f,S ve T dontisiimleri X

uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.1.1 de uygulanan benzer metotla ispat elde edilir.

Sonug 3.1.3. (X,d) tam konik metrik uzayinda f,T:X — X doniisiimleri siirekli
doniistimler ve f donilisiimii bire-bir olsun. f ve T doniistimleri her X,y € X ve

a+ f+y <1 ozelligini saglayan «, 3,7 € [O,l) igin

d(fTx, fTy)<ad( fx, fy)+ Bd ( fx, fTy)+yd ( fy, fTx) (3.1.3)

ifadesini saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve ayrica, (f,T)

ikilisi Banach ¢ifti ise bu durumda f ve T doniisiimleri X uzayinda bir tek ortak

sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.1.1de S =T ve y =/ almirsa istenen sonug elde edilir.

3.2. G —Konik Metrik Uzaylarda f —Daralma Doniisiimleri

Tanim 3.2.1. X herhangi bir metrik uzay olsun. f,T : X — X iki siirekli doniisiim

ve f doniisiimii bire-bir bir doniisiim olsun. f ve T doniistimleri VX,y € X igin



49

a,(i= 1,...,5) negatif olmayan sabitler ve a, +a, +a, +a, +a; <1 olmak iizere

d(fTx, fTy)<ad(fx, fy)+a,d( fx, fTx)+a,d( fy, fTy)

+a,d (fx, fTy)+a,d ( fTx, fy) (3.2.1)
esitsizliginine f —Hardy-Rogers daralma doniistimii denir

Simdi de G —konik metrik uzaylarda f —Hardy-Rogers daralma doniigtimleri igin

ortak sabit nokta teoremlerini verelim.

Teorem 3.2.2. X simetrik, tam G —konik metrik uzay ve K< B B Banach
uzayinin normal olmayan bir konisi ve intK =& olsun. f,T:X — X iki siirekli
doniistim ve ayrica f doniisimii bire-bir bir doniisiim olsun. f ve T doniisiimleri,

VX,y € X igin a,b,c,d,e non negatif sabitler ve a+b+c+d +e <1 olmak tizere

G(fTx, fTy, fTz) <aG( fx, fy, fz)+bG( fx, fTx, fTx)+cG( fy, fTy, fTy)

+dG( fx, fTy, fTz)+eG( fTx, fy, fz). (3.2.2)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T doéniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir. Eger (f,T) bir Banach ¢ifti ise bu taktirde f ve T X uzayinda bir tek

ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X uzaymda keyfi bir X, elemani alahm. Her bir n=0,1,2,... i¢in X, =TX,

dizisini tanimlayalim. f ve T doniigiimleri (3.2.2) esitsizligini sagladigindan

G ( fx, s X, ) =G ( fTx,, fTx,, fTx, ) <aG( fx, , fx,, fx,)+bG( fx,, fTx,,, fTx, )
+¢G ( fx, fTx,, fTx,)+dG( fx,, fTx,, fTx, )+eG( fTx, fx,, x, )

<aG( fx,_, fx,, fx, )+bG(fx, fx,, fx,)+cG( fx, fx.,. fx.,)
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+dG( fx,, .., fx,,, ) +eG( fx, fx,, fx,),

n+12

buradan
G( fx, .0 P, )< (a+b+d)G( fx_, B, fx )+ (c+d)G(fx, . ., ) (3.2.3)
bulunur. Benzer sekilde

G ( fXy, %, fx,) =G (fTx, fTx ,, fTx ) <aG( fx, fx, ., fx ) +bG( fx, fTx,, fTx,)

+¢G( fx,, fTx,;, fTx, ) +dG( fx, fTx,,, fTx,, )+eG( fTx, fx,,, fx, )

n—-1> n—-1°

<aG( fx, X, i, ) +bG ( fx, fx,.,, ., )+ cG( fx,_, fx,, fx,)

n+1°

+dG( fx, fx,, fx, )+eG( fx,, fx.,,. fx.,,)
olur ve burada da G —metrik fonksiyonunun besinci 6zelligini kullanarak

G( fx,,, fx,. fx,) < (a+c+e)G(fx, fx ., fx,_)+(b+e)G(fx,, fx,, fx,) (3.2.4)

elde edilir. X uzaymin simetrik olmasindan G( X, T, X, ) =G ( fx, X, X nﬂ) ve

G( fx, fx,_, I, ) =G( fx,, fx,, fx,) dir. (3.2.3) ve (3.2.4) esitsizliklerini toplarsak

_[2a+b+c+d +e

<1 olmak tizere
2—(b+c+d+e)

G( fx, f.p» I, ) S AG( ., ., )

n+1° n+1

olur. Dolayisiyla her ne N i¢in

fx

G( fx, ... 7%, ) < AG( fx,, fx,, fx, ) <...< "G ( fx, x,, fx,) (3.2.5)

ifadesi dogru olur. ( fxn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermeliyiz.
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Her m>n dogal sayilari i¢in (3.2.5) ifadesini kullanarak

G ( fx, T, 1, ) <SG (1%, T, £, )+ G (T X X, )+ + G, fX, X))

n+1°

=(A"+ A"+ .+ A7) G fx, T, )

n

A
SWG(fXO, fx,, fx,)

bulunur.

0 < ¢ verilsin. N;(0)= {y eB:|y|<s } seklinde tanimli bir kiime olmak iizere
e+ N ((9) c K ifadesini saglayan &§>0 secelim. Ayrica Vn=N, icin

A 7 G( fx,, fx;, fx;) € N;(0) olacak sekilde bir N, dogal sayisi segelim. Vn> N,

n

igin G( fx,, fx,, fx;) < & olur. Buradan Ym >n igin

n

iﬂG(fXO, fx, fx )< e

G( fx,, fX,, fx, ) <

yazilabilir. Bu ise (fxn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. X tam
uzay oldugundan bu uzayda ( an) dizisinin yakinsadig1 bir z € X noktas1 vardir. f

doniistimii alt dizisel yakinsak oldugundan limx, =u olacak bigimde (x,) dizisinin

—>0

yakinsak bir alt dizisi vardir. f siirekli oldugundan lim fx, = fu olur. Limitin bir

—>00

tek olmasindan fu=z olur. T doniigimi de siirekli oldugundan limTx, =Tu ve f

nin siirekliligini tekrar kullanarak lim fTx, = fTu bulunur. Béylece %im fx, . = fTu

k—0

olur. Her n, > N, i¢in

G(fU, fx. , X, )<<{£(l_b—_eﬂ ve G(an B )<<{£(l—b—eﬂ
o 2la+d+e+1 k k k atcre
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olan N, e N secelim. Gostermemiz gereken u=Tu oldugudur. Bunun i¢in (3.2.3)

esitsizligini ve metrigin besinci 6zelligini kullanacagiz.

G( fTu, fu, fu)SG(fTu, X, » fxnk)+G(fxnk, fu, fu)

N —1°

:G(fTu fTx, ., fTX, 1)+G(1‘xnk,fu, fu)

<aG( fu, fx, . fx, ,)+bG(fu, Tu, fTu)+cG( fx, ,, fTx, . fTx, )
+dG( fu, fTx, . fTx, ,)+eG( fTu, fx, . fx, ,)+G( fx, . fu, fu)

ne—1> ne-1°

(
<aG( fu, fx, . fx, ,)+bG(fu, fTu, fTu)+cG( fx, . fx, . fx, )
(

fu, fx, . fx, )+eG( fTu, fx, . fx, ,)+G( fx, . fu, fu)
dur. Bu ifadeden bazi hesaplamalar yaparak asagidaki sonucu Vn, > N, i¢in elde

ederiz.
(1—%)6( fTu, fu, fu) S(MJG( fu, fx, . x, )

1-b

(et

E €
K—+—=c.
2 2

Dolayisiyla Vi >1 tamsayist igin G ( fTu, fu, fu) < £ vani
[
£_G(fTu, fu, fu)eintK c K
1

olur. i — o iken < -0 ve K kapali oldugundan —G( fTu, fu, fu) e K dir. Koninin
|

Kn-K =@ bzelliginden G(fTu, fu, fu)=6 olur bu da fu=fTu demektir. f
bire-bir oldugundan u=Tu yani ue X noktast T doniisiimii i¢in bir sabit noktadir.

Bu noktanin bir tek oldugunu gésterelim.u” € X noktast T doniisiimiiniin baska bir

sabit noktasi olsun. Bu durumda
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G( fu, fu’, fu") =G ( fTu, fTu", fTu’)
<aG( fu, fu", fu")+bG ( fu, fTu, fTu)+cG( fu’, fTu", fTu’)
+dG ( fu, fTu", fTu")+eG( fTu, fu", fu’)

G(fu, fu", fu")<(a+d+e)G(fu, fu’, fu’)

olur ki bu ise (a+ d +e) <1 oldugundan G( fu, fu’, fu*) =0 dolaysiyla fu= fu" ve

f doniisiimiiniin bire-bir olmasindan U =u" elde edilir. Yani sabit nokta bir tektir.

( f ,T) ikilisinin bir Banach ¢ifti olmasi durumunda ise doniisiimlerin bir tek ortak
sabit noktaya sahip olduklarin1 gosterelim. (f,T) bir Banach cifti ise T

doniisiimiiniin sabit noktasinda f ile degismeli doniisiimlerdir. Bu da ue F(T) i¢in

fTu=Tfu olmasini gerektirir. Buradan Tfu = fu olur dolayisiyla fu noktasi T igin

bir sabit noktadir. Halbuki sabit noktanin bir tek oldugunu biliyoruz. Bu taktirde

fu=u olmalidir. Béylece fu=u=Tu yani f ve T doniisiimleri bir tek ortak sabit

noktaya sahiptirler.

Sonug 3.2.3 X simetrik, tam G —konik metrik uzay ve K B B Banach uzaymin
non normal bir konisi ve intK #@ olsun. f,T:X — X iki siirekli doniisiim ve
ayrica f doniisiimii bire-bir bir déniisiim olsun. f ve T doniigiimleri, VX,y € X ve

k <1 bir sabit olmak lizere
G(fTx, fTy, fTz) <kG( fx, fy, fz). (3.2.6)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T donisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Bir 6nceki teoremde k =a ve b=c=d =e =0 alindiginda istenen sonug elde

edilir.
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Sonug 3.2.4. X simetrik, tam G —konik metrik uzay ve K < B B Banach uzaymin

non normal bir konisi ve int K # & olsun. T : X — X siirekli bir doniisiim olsun. T

doniisimii a,b,c,d,e non negatif sabitler ve a+b+c+d +e <1 olmak iizere

G(Tx,Ty,Tz)<aG(x,y,z)+bG(x,Tx,Tx)+cG(y,Ty,Ty)+dG(x,Ty,Tz)

+eG(Tx,y,z). (3.2.7)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T donisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. i1k teoremde | birim doniisiim olmak iizere f =1 alindiginda ispat elde edilir.



BOLUM 4. KONIiK METRIK VE G-KONIK METRIK
UZAYLARDA ¢ -DONUSUMLERI

4.1. G — Konik Metrik Uzaylarda ¢— Doniisiimleri

Bu bolimde G- konik metrik uzaylarda ¢—doniisiimlerini inceleyecegiz. Bu

doniistimler konik metrik uzaylarda Di Bari ve Vetro tarafindan 2008 yilinda, G —
metrik uzaylar i¢in Shatanawi tarafindan 2010 yilinda ¢alisilmistir. Biz de ilk olarak

G —konik metrik uzaylarda ¢ —ddniisiimlerini inceleyecegiz.

Teorem 4.1.1. X bir G —konik metrik uzay ve her x,y, ze X igin T,S: X —» X

doniisiimleri
G(Tx,Ty.Tz) < (G (Sx, Sy.52)) (4.1.1)

esitsizligini saglasin. TX < SX olmak iizere T ile S birer zayif uyumlu doniigiimler

iken eger TX veya SX, X uzaymm tam alt uzay1 ise, bu durumda T ve S

dontistimleri X uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x,, X uzaymnda keyfi bir nokta olsun. Tx, = Sx, olacak sekilde X, eleman

secilsin.  TX < SX oldugundan bdyle bir se¢im yapilabilir. Bu sekilde devam

edilerek, herhangi bir x, € X alindiginda her ne N i¢in TX, = Sx,,, olacak sekilde

n+1

X,,; € X secilebilir. Baz1 n dogal sayilar1 i¢in TX, =Tx,_, ise, m>n olan her me N
igin Tx, =Tx, dir ve boylece (Tx,) dizisi bir Cauchy dizisi olur. Her ne N igin

TX, #Tx,, oldugunu kabul edelim. (4.1.1) ifadesinden,

G (TXn+1 ’TXn+1 9TXn ) < (/’(G (an+1 > SXn+1 2 SXn ))
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= Q’(G (Txn s TXo> TXo ))
<¢’ (G (an s SXq SX, ))

=" (G(TX, TX 1. TX, )

n-12

= (o”.(G (T, Tx, TX, ))
elde edilir. § < c € B verilsin. N(6+5)={yeB:|y|<5} olmak iizere,
c-¢(c)+N(6+6)cintK
saglanacak bigimde & pozitif reel sayisi segilsin. Ayrica, her m> N igin
G (T TXn T ) < 0™ (G (T, TX,, T, ) ) < €

olacak sekilde bir N € N alinsin. Sonugta, her m> N i¢in

G (T TX

m+1> m+12

TX, )< C

olur. m> N sabitlensin ve YN>m igin

G (T, Ty, TXo, ) < C

n+1°

(4.1.2)

oldugunu ispatlayalim. n=m iken (4.1.2) saglansin. Baz1 n>m dogal sayilar1 i¢in

saglandigin1 gosterelim. G5 6zelligi kullanilirsa

G (T, T2 T2 ) < G (T, T T ) + G (X, T 20 T )

m+12 m+12

< C=9(C)+P(G(SXpu1» Xy SX,0r ) )
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<c—(c)+p(G(TX,, X, TX,, )

<c—p(c)+p(c)=c

elde edilir. Buradan m=n+1 oldugunda (4.1.2) saglanir. Tiimevarim yolu ile,
vm,neN igin (4.1.2) ifadesinin saglandigi goriiliir. Boylece (Tx,) dizisi bir
Cauchy dizisidir. Kabul edelim ki; TX, X uzayinin tam alt uzay1 olsun, bu durumda
Tx, > W ve ayrica SX, > W olacak sekilde weTX < SX wvardir. X wuzayinda

Sv=w olan bir vV elemani1 vardir. Sv=Tv oldugunu gosterelim.
0 < sabitlenip G (w,Tx,,Tx, )< % ve G(Sx,,Sv,Sv) < % olan N eN secilsin.

G5 ozelligi ve ¢ fonksiyonunun birinci 6zelligi kullanilarak

G (W, TV, Tv) <G (W, Tx,,Tx, )+ G (Tx,, Tv,Tv)
<G(W,Tx,,Tx, )+ (p(G (Sx,, SV, SV))
<G(W,Tx,,Tx, )+G(SX,, SV, Sv)

c C
<—+—=C.
2 2

oldugu elde edilir. Buradan, her =1 igin G(w,Tv,Tv) <<£ dir.
i

S—G (w,Tv,Tv) eintK = K oldugundan her i i¢in, i >0 iken —G(w,Tv,Tv) e K
|

dir. Ayn1 zamanda G(W,TV,TV) € K 1idi. Bu ise G(W,TV,TV) =6 oldugunu gosterir

ki bu da Sv=Tv=w olmasin1 gerektirir, yani W, T ve S doniisiimlerinin bir
cakisma noktasidir. W noktasinin T ve S doniisiimlerinin ortak bir sabit noktasi
oldugunu gostermek i¢in doniisiimlerin zayif uyumluluk 6zelliklerini kullanmaliy1z.

Sv=Tv oldugundan, T ve S nin zayif uyumlu olmasindan

Tw=TSv=STv=_3w
dir. SwW=Tw=w oldugu gosterilmelidir. Eger Sw=w ise, bu durumda (4.1.1)

ifadesinden asagidaki sonug¢ bulunur;
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G (Tw, Tw,Tv) < (p(G (Sw, Sw, SV))
<G(Sw, Sw, Sv)

=G (Tw,Tw,Tv)
yani, TW=w=Sw; w, T ve S igin ortak sabit noktadir.

Son olarak bu sabit noktanin tekligini gdstermek icin kabul edelim ki; z noktas1t T

ve S igin bir bagka sabit nokta olsun. Ispat i¢cin (4.1.1) kullanilirsa

G(w,w,z)=G(Tw,Tw,Tz)
< o(G(Sw,Sw,Sz))

<G(Sw,Sw,Sz)=G(w,w,z)

oldugu gorilir ki bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla T ve S bir tek ortak sabit

noktaya sahip dontistimlerdir.

Simdi bu teoremi bir 6rnek tizerinde gorelim.

Ornek 4.12. B=R ve K = {X eR:x2> 0} konisini alalim. X = [l,oo) lizerinde

G(x,y,z)=d(xy)+d(y,z)+d(zx)

d (X, y) = |X— y| alisilmis  metrik olmak tizere VXxe X igin T,S:X — X

doniigiimleri sirastyla TX =X ve SX=2X—-1 olarak ve ayrica Vt e K i¢in ¢: K — K
. 2 . .
doniigiimii ise (o(t) = Et olarak tanimlansin. Buradan asagidaki ifadeleri elde

edebiliriz:

L T(X)es(X),

2. T ve S zayif uyumlu doniisiimlerdir,
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3. (4.1.1) esitsizligi saglanir;

G(Tx,Ty,Tz)=d (Tx,Ty)+d(Ty,Tz)+d (Tx,Tz)
= [Tx=Ty|+ [Ty - Tz|+[Tx - T¢|
=[x=y|+|y-7+[x-7|
4
<S(x=yl+ly-2+[x-2)
2
:§(|2x—2y|+|2y—22|+|2x—22|)
:§(|2x—1—2y+1|+|2y—1—2z+1|+|2x—1—2z+1|)

2
:§(|Sx—Sy|+|Sy—Sz|+|Sx— s7))

:§G(Sx,8y,82)

G(Tx,Ty,Tz) < o(G(Sx, Sy, Sz)).

4. T1=S1=1.

Boylece yukaridaki teoremin sartlarinin saglandigi ve ayrica X =1 noktasinin T ve

S dontistimlerinin bir tek ortak sabit noktas1 oldugu goriliir.

Simdi Teorem 4.1.1’i, t,>0 ve g:[0,t)]xR —>R siirekli bir fonksiyon olmak

lizere;
(4.1.3)

ile verilen birinci mertebeden periyodik sinir deger problemine uygulayalim.

Ornek 4.1.3. Her X,y € R igin < %/1 olan A, > 0 sayilar
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‘g(t,y)+/1y—[g(t,x)—/1x]‘Sy|y—x| (4.1.4)

ifadesi saglanacak sekilde var olsun. Bu durumda (4.1.3) denkleminin bir tek ¢éziimii

vardir.

Coziim. (4.1.3) den

{u'(t)+/1u(t)g(t,u(t))+ﬂu(t), te[0,t,],
u(0)=uf(t,)

ifadesini yazabiliriz. Bu sinir deger problemi

e/l(t0+s—t)

e (0<s<t<t,),
F(t,s)= 50

o (0<t<s<t,)),
olmak tizere,

ty

u(t)=[F(t,s)[g(s.u(s))+Au(s)ds

0

integral denklemine denktir.
T :Cy ([0.,1]) > C; ([0.1]) fonksiyonunu t €[0,t,] iken

ty

(Tu)(t)= _[ F (t,s)[g (s,u(s))+Au (s)] ds

0

ile tanimlayalim. Eger ueC} ([0,1]), T nin bir sabit noktasi ise bu durumda

ueCy ([0,1]), (4.1.3) iin bir ¢dziimiidiir.
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X:B:C%([O,l]) uzaylr lzerinde ||u||:||u||w+||u’||w normu verilsin  ve

K= {u eB:u> 0} olsun. X tizerinde f :[O,to] —->R, f (t) =e' olacak bicimde

d:XxX—>B,d(x y)_[tfﬁﬁ‘ (t)‘]f(t),

olmak tizere G (X, Y, Z) =d (X, y)+ d (y, Z) +d (Z, X) metrigi tanimlansi. X bir G-

konik metrik uzaydir. Her @ €K igin ¢:K — K fonksiyonu ¢(®) =§a) olarak

tanimlansin. Bu durumda S birim doniisim olmak {izere Teorem 4.1.1 deki

TX < SX, SX uzaymm X in tam alt uzay1 olmasi ve T ile S nin zayif uyumlu

olma sartlar1 saglanir. (4.1.1) daralma sart1 da saglanirsa istenilen sonug elde edilmis

olur. Herhangi u,v,we X i¢in

G(Tu,Tv,Tw) =d (Tu,Tv)+d (Tv,Tw)+d (Tw,Tu)

=| sup ‘(Tu)(t)—(Tv)(t)UeI +( sup ‘(Tv)(t)—(Tw)(t)‘]et

tef0.t ] tef0.t ]
+| sup ‘(TW) (t)—(Tu)(t )U e'
tef0.t ]

)

sup [F(t,s)[ g(s.u(s))+Au(s)-g(s.v(s))+Av(s) ‘ds]e

IA

te[0,] %

t

+| sup |F(t,s) [g (s,v(s))+Av(s)-g (s,w(s))+iw(s)] ‘ds]et

te0,5]

)

+| sup [F(t,;5)[ g(s,w(s))+Aw(s)-g(s,u(s))+Au(s)] ‘dsJet

te[0,, ]

IN

t
tS%]E)O]IF (t.s)ufu(s) s)‘dsje

+| sup J'F (t.s)ulv(s) (s)\ds}et

teOtO
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t
+[ts[13€ IF (t.5)uew(s) s)‘dsje

< s o) vl Je s o) -

SeOtO SeOtO

+( sup ‘W u(s)‘j } sup IF (t,s)ds
se0.t] te0.6]

t

= u(d (u,v)+d(v,w)+d (w,u))ts[lgz]%_l(%ea(wst) o
© 0

1 s
Rty

= u(d(u,v)+d(v,w)+d (W,u))m(eﬂt’ —1)

:%(d (Su,Sv)+d (Sv,Sw)+d (Sw,Su))

:gG(Su,Sv,SW)

dir. Yani;

G(Tu,Tv,Tw) < (G (Su, Sv, Sw))

olur. Boylece Teorem 4.1.1 in tiim sartlart saglanir. Boylece T ve S bir tek ortak

sabit noktaya sahiptirler ve u e C}, ([0, 1]) , T bir tek sabit noktasidir ve (4.1.3) iin tek

¢cOzimiidiir.

Teorem 4.1.1°de k €[0,1) olmak tizere ¢(t)=kt doniisiimiinii alarak simetrik bir

G —konik metrik uzayda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.3. X wuzayr simetrik G—konik metrik uzay olsun. T,S:X — X

doniisiimleri ise k €[0,1) olmak iizere VX, y,ze X igin

G(Tx,Ty,Tz) <kG(Sx,Sy,Sz) (4.1.5)
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esitsizligini saglasin. Eger T(X)cS(X) ve S(X), X uzaymin bir tam alt uzayi

ise, bu durumda bu doniisiimler X wuzayinda bir tek cakisma noktasina sahiptir.
Ayrica, eger T ve S zayif uyumlu doniistimler ise, T ve S bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. T ve S déniisiimleri (4.1.5) esitsizligini saglasmnlar. VX, y € X igin

G(Tx,Ty,Ty) <kG(Sx, Sy, Sy) (4.1.6)
ve
G(Ty,Tx, Tx) < kG(Sy, Sx, Sx) 4.1.7)

saglanir. X simetrik bir G—konik metrik uzay oldugundan (4.1.6) ve (4.1.7)

esitsizliklerini topladigimizda Vx,y € X igin

dg (Tx, Ty) <kdg (Sx, Sy) (4.1.8)

ifadesini elde ederiz. Buradan sonra da bilinen metotlarla ispat elde edilir.

Sonug¢ 4.1.5. X wuzay1 simetrik, tam G —konik metrik uzay olsun. T:X — X

doniisiimii ise k €[0,1) olmak iizere VX,y,z € X igin

G(Tx,Ty,Tz)<kG(X,Y,2) (4.1.9)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Bir onceki teoremde | birim doniisiim olmak iizere S =1 alindiginda ispat

elde edilir.

Teorem 4.1.6. X uzayi tam G —konik metrik uzay olsun. T : X — X doniisimii
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G(TX.Ty,Tz) < (M (x,Y.2)) (4.1.10)
ifadesini saglasin. Vx,y,ze X i¢in

M (X.Y,2) €{G(X.Y,2).G(x.TxTx),G(y.Ty.Ty).G(Tx.y,z)}
alalim. Bu durumda T doniisiimii bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X uzayinda bir X, noktast segelim. ne€ N igin X, =Tx__, olsun. Her bir ne N

icin X, # X, , alalim. Boylece asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

G (Xor Xpu1s X1 ) = G (TX, . T, TX ) S (M (X, 10 %05 X)) -

no *n+12 Mn+l n-1°"n>*n
Burada

M (X 12X % ) € {G (X 12X % )G (X a T T, )5 G (%0 T, TX, ), G (TX, 40 X0 X, )}

n-1°>"n>""n

={G (Xt s %02 %0):G (Xt X X )5 G (X Xt X )2 G (X0 X X, )}

n> *n+l2 n+l n»“'n®"'n

:{G(xnfl,xn,xn),G(X Xos X )’9}

n> *n+l12 “*n+l

dir. Eger M (X, X, X, ) =G (X,, X111, X,y ) is€

n—1°>"n>"n n> *n+l2 n+l

G (Xn’xm—l’xml)S w(G(Xn’ Xn+1’Xn+1))

¢ fonksiyonunun 6zelligi kullanilarak

n> *n+l2 n+l n> *n+l12 n+l

G (> Xn1> X ) <G (Xns X1 Xt )

yazilabilir ki bu ise dogru degildir. Eger M (X, .%.X )=6 ise

n-1°>"n> n

G (Xys Xy Xos ) S@(0) <@ olur bu da bir geliskidir. Ve son olarak eger
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M (X, is X5 Xy ) =G (Xyps Xy, X, ) alirsak G (X, X0 X )Sw(G(X X X)) elde

n> *n+l° n+l n—1°>"n>""n

ederiz. Teorem 4.1.1 deki teknigi kullanarak (Xn) dizisinin bir Cauchy dizisi

oldugunu goriiriiz. X tam oldugundan (Xn) bu uzayda bir X noktasina yakinsar.

Simdi u=Tu oldugunu gosterecegiz. N€ N i¢in, G —konik metrik fonksiyonunun

besinci 6zelligini kullanirsak

G (u,u,Tu) <G (u,u,X,)+G(X,, X%,,Tu)

n’>“'n?

=G (u,u,x,)+G(Tx,,,Tx,,,Tu)

n-12 n-1>

<G(U,U, %)+ (M (X, 15X, ,U))

M (X 15 X, 1:U) € {G (X, 15 X0 15U), G (X, T, 1 TX, ), G (X, 1, TX

n-1° n-1»

T, ),

n-1°>"n>"n n-1°>"n>

={G (Xy1 X1 U), G (X2 %0, %, ), G (%10 X, 1)}

olur. Vvn>N, ig¢in G(u,u,xn)<<% olan bir N, dogal sayis1 vardir.

M (X, , X u)e{G(x X115U),G (X5 %o X, ), G (X xu)}

n-1°>"n-1° n-1°>"n-1° n-1°>“"n>"n n-1>“"n>

ifadesini inceleyelim:

1. Durum. M (X, X, ;,U) =G (X, %, ;,U)

n-1°“*n-1» n-1°>"n-1»

G(u,u,Tu)sG(u,u,xn)+go(G(x X, 1-U))

n-1°"*n-1>
<G (U,U, %, )+ G (X0 Xy U)

(O
< —+—=C.
2 2

2. Durum. M (X, X, ,u) =G (X, X, X,)

n-1°>"n>"n
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G (u,u,Tu)<G(u,u,x )+(p(G(x X, X ))

PR n—1>“*n>n
<G (U,U, X, )+ G (Xyps X0 %)
cC ¢
< —+4+-—=cC.
2 2
3.0 M (Xyps Xy U) =G (X, Xy, X, )

n—1°>"ns™n

G (u,u,Tu) <G (u,u,%,)+@(G (X, X,_;,u))

n> *n-1»
<G (u,u,%,)+G(X,,X,_;,U)

<G (U U, X, )+ G (X5 X Xy ) +G (X, X, U)

n’>“'n?

< C.

Bu ii¢ durum icin de her i>1 igin G(U,U,TU)<<$ olur. Yani, g—G(u,u,Tu)e K
| |

dir. i > oo iken 3—> 0 ve K konisi kapali oldugundan —G(u,u,Tu) e K, buradan
|

G(u,u,Tu) =6 ve sonug olarak U=Tu bulunur. Bdylece istenilen elde edilmis olur.
Teorem 4.1.7. X bir tam G —konik metrik uzay ve T doniisiimii VX,y,z e X igin
G(Tx,Ty,Tz)<kM(x,Y,z) (4.1.11)
ifadesini saglayan X uzayindan kendi iizerine tanimli bir dontisiim olsun. Burada

M(x,y,z)e {G(x, y,2),G(x,Tx,Tx),G(y,Ty,Ty),G(z,Tz,Tz),
[G (x,Ty,Ty)+G (z,Tx,Tx)]/z,[G (x,Ty,Ty)+G (y,Tx,Tx)]/z,

[G (v,T2,T2)+G (z,Ty,Ty)}/z,[G (x,72,Tz)+G (z,Tx,Tx)]/z}

ve 0 <k <1 olan bir sabittir. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. 0<k <1 olmak iizere go(X):kX almip, bir Onceki teoremdeki metot

uygulanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.8. X simetrik, tam G —konik metrik uzay ve T doniisimi VX,y,z € X

vek €[0,1) igin

m(x,y.z)€{G(xy,2),G(xTxTx),G(y.Ty,Ty),
G(x.Ty,Ty).G(y,Tx.Tx),G(z,Tz,Tz)} (4.1.12)

veya

m’(x,y.2) € {G(x,.2),G(x,xTx),G(y,y.Ty),

G(%%.Ty),G(Y,y.Tx),G(z,2,Tz)} (4.1.13)
olmak iizere
G(Tx,Ty,Tz) <km, (X,Y,2) (4.1.14)
esitsizligini saglasin. Bu durumda T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. (4.1.14) esitsizliginde z = y alirsak
G(Tx,Ty,Ty)<km,(x,y,y)
elde ederiz. Burada

m, (X, Y,y)€{G(X.y.y).G(XTx.Tx),G(y.Ty,Ty),G (x.Ty,Ty).G(y.Tx.Tx)}
veya

m, (X.Y,¥)€{G (% ,Y).G(X,xTx).G(Y.y,Ty).G(x,x,Ty),G(y,y,Tx)}
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dir. dg (X,¥)=2G(x,X,y) oldugu kullamlirsa X uzay1 konik metrik uzaya doniisiir

m, (X,y) € {dg (. ¥),de (%.Tx),dg (¥.Ty).de (X, Ty),dg (v, TX)}

dir. x, € X ve X, =TX,, olsun. X, # X,, oldugunu kabul edelim.

n+1

dg (X, X ) =dg (X, TX, ) < km™ (X, %)

ns *n+l n-1° n—1°"*n

Ve

M (X% ) € {da (X%, )- Ao (X T, )2 Ao (X0 T, ). dg (X TX, )0 (%,.TX, )}

< {dG (Xn—l’xn)’dG (Xn9Xn+1)=dG (Xn—19xn+1)=0}'

olur. Buradaki olasiliklar1 inceleyelim.
1. Durum. m™ (X, X, ) =dg (X,;,X,,, ) ise
dg (Xgs Xy ) < Kdg (X0 ps X))

n> *n+l

< k[dG (Xn—l’xn)+dG (X”’X”” )]

dg (X0 X, ) < kdg (X415 X, )-

n-1°“n n-1°“n

2. Durum. m” (X, %) =dg (X, X,y ) ise dg (X, X, ) S kdg (X5 X, ) dir ve

n>n+l
buradan dg (X,,%,,;)(1-k)<@ elde edilir ki k €[0,1) oldugundan bu bir
celigkidir.

3. Durum. m” (X, ,X,)=6 ise bu durumda dg(X,,X,,,)<k@ olur. X, =X,

n> n+l
olmasi kabuliimiiz ile ¢elisir.

Son olarak

4. Durum. m” (anl, X, ) =d, (anl, X, ) olmas1 durumunu inceleyelim.
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Birinci ve dordiincii durum goz oniine alinirsa (Xn) dizisi bir Cauchy dizisi olarak

bulunur. Ispatin devaminda Teorem 4.1.1 deki metot kullanilirsa istenen sonug elde

edilir. Boylece T doniistimiiniin bir tek sabit noktaya sahip oldugu goriiliir.

4.2. G — Konik Metrik Uzaylarda Genellestirilmis ¢ — Doniisiimleri

Teorem 4.2.1. X bir G —konik metrik uzay ve {T,S} ikilisi X uzaymndan kendi

tizerine taniml1 genellestirilmis ¢ — doniigiimii olsun. VX,y,z € X igin
u(x,y.2)€{G(Sx,Sy,52),G(Sx, Tx,Tx),G (Sy, Ty, Ty)}
olmak lizere

F(G(Tx,Ty,Tz))ggo(F(u(x, y,z))) (4.2.1)

saglansin. T (X ) cS ( X ) ozelligini saglayan T,S zayif uyumlu doniisiimleri igin
eger T(X) veya S(X), X uzaymnin tam alt uzay1 ise, T ve S bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. X,, X uzayinda keyfi bir nokta olsun. Tx, = SX, olacak sekilde X, elemani
secilsin. TX < SX oldugundan bdyle bir se¢im yapilabilir. Bu sekilde devam

edilerek, herhangi bir x, € X alindiginda her ne N i¢in Tx, =Sx,,, olacak sekilde

X,,; € X segilebilir. Baz1 n dogal sayilar1 i¢in Tx, =TX,, ise, m>n olan her me N

n+1
igin Tx, =Tx, dir ve bdylece (Tx,) dizisi bir Cauchy dizisi olur. Her ne N igin

Tx, #TX,,, oldugunu kabul edelim. (4.2.1) ifadesinden,
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F (G (SXyu1sSX5125 S%002 ) ) = F (G (T, T, T, ))

< gp(F (U(Xn,Xn+laXn+1)))

n+1°

dir. Burada

U (s Xos Xpoy ) € {G (SX,, SX

n+1> an+l ) 4 G (an ’TXn 9Txn )9 G (an+l ’Txn+1 ’Txn+1 )}

={G (Tt T%,.T%, ), G (TX, 1 T%,. TX, ), G (T, T, T, )}

={G(T%, 1> TX,. 1%, ), G (TX,, T, T )}

dir. Eger u(X,,X,,;» Xy, ) = G (Tx,,TX

o Xnars Xnat Tan) ise @ fonksiyonunun 6zelliginden

n+1°

F(G(T%,, TXou0, TX,u ) < qo( F (G (T, T, T, )))

<F(G(T%,, T : T, ))
olur, bu ise dogru degildir. Boylece

F (G (T, T, T ) < @(F (G (T, 10 T%, T, )

< ¢2 (F (G (TXH’Tanl’Tanl )))

<" (F (G(Tx,, T, TX, )))

bulunur. Teorem 4.1.1 de kullanilan metotla (Txn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu
sonucuna variriz. T(X) uzayr X in tam alt uzayr olsun. Bu durumda bir

yeT(X)c=S(X), Tx,>y ve Sx, >y olacak bigimde vardir. X uzayinda

Sz =y ifadesini saglayan z elemani alinsin. Tz =Sz oldugu gosterilmelidir. F

fonksiyonunun ikinci 6zelligi uygulanarak &>>6 icin bir N dogal sayist Vn> N

i¢cin
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F(G(y,Txn,Txn))<<§ ve F(G(S,,5x,,52)) <<§

olacak sekilde secilebilir.

F(G(Tz,y.y)) < F(G(Tz.T%,,Tx,)+G(Tx,.Y,Y)) = F (G(T%,.TX,,Tz) + G (Tx,. Y. y))

(4.2.1) esitsizligini uygulayalim:
F(G(T2,,)) < F(G(T%., ¥, ¥))+o(F (u(%.%,.2))).
Burada

U(X,.%,,2) €{G(S%,,5%,,52),G (5%, T, T%, ), G (S%,, Tx,, Tx, )}
={G(TX1: %> ¥)- G (T, TX,, Tx, )}

n-12 n-1°

olur. Tz =y oldugunu gostermek i¢in bu durumlari inceleyecegiz.

1. Durum. Eger

u(x,,%,,2)=G(Tx

ns X, Y) dse,

F(G(T2.,Y)) < F(G(T%, ¥, ¥))+o(F (G(Tx, . T%, 1, Y)))

<F(G(T%,.Y.Y))+F(G(TX . T%,1,Y))

E ¢
LK —+—=¢
2 2
olur.
2. Durum. Eger

u(X,%,,2)=G(Tx,,,Tx,,Tx,)ise (Tx,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu

kullanirsak,

F(G(Tzy.,y))<F(G(Tx,.Y, y))+(o(F (G (T, TX,, TX, )))
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<F (G (TXn, Yy, y))+ F (G (TanaTXn »TXn ))

& &
K—+—=¢
2 2

elde edilir. Boylece Vi>1 icin = ~F(G(Tzy,y))eintK c K dir. Bu da i—o0
|

iken —F (G (Tz,y, y)) e K olmasmi gerektirir, buradan da F (G (Tz,y,y )) =0 du.
F in birinci 6zelliginden G(Tz,y,y)=6, Tz=y bulunur. Buradan da y=Tz =Sz

olur. Dolayisiyla y, T ve S doniisiimlerinin bir ¢akisma noktasidir. T ve S zayif

uyumlu olduklarindan

Ty =TSz =STz =Sy
dir. Eger Sy # y ise, F(G(Ty,Ty,Tz))< (o(F (u'(y, y,z))) ve

u(y,y.2) €{G(Sy.Sy.52),G(Sy,Ty.Ty),G(Sy,Ty.Ty)}

={G(Ty,Ty,Tz)},
buradan
F(G(Ty,Ty.Tz))< (o(F (G (Ty,Ty,Tz))) <F(G(Ty,Ty,Tz))

elde edilir bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. Boylece Sy =y =Ty olur. O halde y, T ve

S doniistimlerinin ortak sabit noktasidir. Bu noktanin tekligi ise kolaylikla elde

edilir.

Teorem 4.2.2. (X,G) tam G-—konik metrik uzayinda f:X — X fonksiyonu

VX,y,Z€ X igin
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u(x,y,z) e{G(x, y,2),G(x, fx, x),G(y, fy, fy),G( fx, y,z)}

olmak tizere
F (G(Tx,Ty,Tz)) < go(F (u(x, y,z))) (4.2.2)

esitsizligini saglasin. Bu taktirde f fonksiyonu X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Bir 6nceki teoremde | birim fonksiyon olmak iizere S =1 alindiginda ispat

kolaylikla elde edilir.

4.3. Konik Metrik Uzaylarda Genellestirilmis ¢ — Doniisiimleri

Genellestirilmis @ —doniisiimlerinin ~ taniminda  verilen  baz1  Ozellikleri

teoremlerimizde asagidaki sekilde kullanacagiz.

. VeoekK —{6’} icin < (p(a)) < Ozelliginin yerine K € [O, 1/2) olmak iizere
(p(a)) <k ifadesini kullanacagiz.

ii. Va,0,eK i¢in F(o+®,)<F(o)+F(w,) ifadesi yerine ise
vw,, W, eK ve a,be(0,1] icin F(aw, +bw, ) <aF (w,)+bF (w,) ézelligini
kullanacagiz. Bu ézelligi (F,)' ile gdsterecegiz.

Teorem 4.3.1. (X,d) tam konik metrik uzayinda T, S: X — X doniistimleri her

X,ye X ve a+2f<1 esitsizligini saglayan «, f € [O,l) i¢cin

F(d(Sx.Ty))<k(F(ad (xy)+B[d(xTy)+d(y,5%)])) 43.1)
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esitsizligini saglasin. Ayrica K € [O,%) olsun. Bu durumda S ve T bir tek ortak

sabit noktaya sahiptir.

= Sx =TX

Ispat: X uzayinda keyfi bir X, elemam alip X X dizilerini

2n+l1 2n > 2n+2 2n+1

tanimlayalim. (4.3.1) esitsizliginden

F (d (X2n+l’ X2n+2 )) F (d (SX TX2n+l ))
<kF (ad ( 2n> 2“+1)+ﬂ[ (XZH’-I-XZHH)+ d (X2n+1’SX2n )])
= kF (ad (X2n b X2n+1 ) + ﬂl:d (in b X2n+2 ) + d (X2n+l H X2n+1 ):')

<kF(dd( o0 2n+1)+ﬂ[ ( 2n 2n+1)+d( 2n+12 2n+2)])

k(a+p)

<1 olmak tlizere

elde edilir. Ayrica (F3)' ozelligini kullanirsak A =

X X

Ska{l:(d(XZni'XZnH))—"_kﬂF(d(XZn’ 2n+l)+d( 2n+1° 2n+2))

2n+2 = kCZF (d (X2n9X2n+l))+ kﬂ[F (d (XZn’ 2n+1))+ F (d ( 2n+1° X2n+2)):|
k

)
)

X2n+2)) = (a +ﬂ) F (d (in, 2n+1))+ kBF ( ( 2n+l’X2n+2))
)

AF (d (ina X2n+1))

2n+1° “2n+2

X

X

2n+1°

IN

d X2n+1 ’ X2n+2

(
(X2n+1’
(
(

olur. Benzer sekilde

F (d (X2n+27 X2n+3 )) <AF (d (X2n+1’ X2n+3 ))

oldugu da gosterilebilir. Boylece her n>0 igin
F (d (X X,0)) S A"F (d (%,.%,))

bulunur. Her m>n i¢in
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F(d (X X)) < F(d (%0 X0 )+ 8 (X Xon ) o0 (X 10 X,))
<F (A (X X))+ F (A (X X))+t F(d (X0 %,))

n+12 “*n+2 m—1°“"m

< (/1” + A +...+/1m’1) F (d (XO’XI))

dir. @< verilsin. N5(0)={yeE:||y||<5}. olmak iizere ¢+N;(6)cK olan

n

A
7 F(d(XO,Xl))e N;(6) olan N,

0 >0 sayisini secelim. Ayrica her n = N, i¢in 1

n

7 F (d (%95 X, )) < C dir. Boylece

dogal sayisini segelim. Buradan her n > N, i¢in

her m>n i¢in

n

F(d (% %,)) < 4

1_/1F(d(x0,x1))<<c

bulunur. F in ikinci 6zelliginden n— oo igin F(d(X,,x,))—> 6, yani (X,) dizisi

n’“'m

X uzayinda bir Cauchy dizisidir. X uzaymin tam olmasindan X, — z olan bir

z € X noktasi vardir. Her n> N, i¢in F (d (Z,XZH)) <<§{1—kﬂ} olacak sekilde bir

1+kp
N, dogal sayisi segelim. Z=Tz oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun igin (F;)'

ozelligini kullanirsak

F(d(2,72)) < F(d (X 2)+d (X0, T2))

F(d(Xyn,1-2))+ F(d(SX,,.T2))

IN

ve ayrica (4.3.1) esitsizligi ile F in ikinci 6zelliginden

F(d(z.Tz)) < F(d(Xy,.2))+kF (ad (Xy-2)+ B[ d (X, T2) +d (z,szn)])
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<F(d(Xy-2))+kaF (d (Xy.2) )+ KBF (d (X1, 2))

+KBF (d(%,,.2))+kBF (d(2,72))

F(d(zTz))< LHkf ¢ (d (Xyp02))+ K(a+5) F(d(Xy,2))

Y 1—Kp
1+k 1+k
F(d(zTz)) S%F (d (Xy0-2))+ ltkﬁ F(d(%,.2))

elde edilir. d(z,x,,)—> 6@ olmas: igin gerek ve yeter sartin F (d (2, %, )) —0

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle her n> N, i¢in

cl1-kp
F(d(z,x2n))<<5{1+kﬂ}

.. cC C . . .
dir. Her n> N, icin F (d (Z,TZ)) < §+§ < ¢ sonucunu elde ederiz. Her m >1 icin

F (d (Z,TZ)) <L , yani CF (d (Z,TZ)) e K, bulunur. m — o iken limit alinirsa
m m

%—) 0 ve K kapali oldugundan, —F (d (Z,Tz)) e K olur. Ayrica F (d (Z,Tz)) eK

dir. Boylece F (d (Z,TZ)) =60 ve F fonksiyonunun birinci 6zelliginden d (Z,TZ) =0

olur ki buda z =Tz olmasini gerektirir. Ayn1 yolla z = Sz oldugu da gosterilebilir.

Bu noktanin tekligini gostermek z° noktasi T ve S déniisiimlerinin baska bir

ortak sabit noktasi olarak alalm. Tz =z =Sz" olsun. z=2z" mudir?

F (d (z,z*)) = F(d (Sz,Tz*))

<kF (ad (z.2')+ B[ d(272")+d (Z*’SZ)])

ve buradan da (F,)" 6zelligini kullanarak
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F(d(z2))<k(a+28)F(d(z.2))

bulunur. k(a+24)<1 oldugundan F (d (z, z' )) =0 olur. F fonksiyonunun birinci

ozelliginden d (Z, Z*) =@ ve sonugta z =2 bulunur. Bu da istenilen sonugtur.

Sonug 4.3.2. (X , d) tam konik metrik uzayinda T : X —» X doniisiimii her x,y e X

ve a+b+c <1 esitsizligini saglayan a,b,c e [O, l) icin
F(d(Tx.Ty))< k(F (ad(xy)+bd(xTy)+cd (y,Tx))) (4.3.2)

esitsizligini saglasin ve k E[O,%) olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya

sahiptir.

. : : b+c :
Ispat. Bir onceki teoremde S=T ve S :T<1 alindiginda istenen sonug elde

edilir.

Ornek 4.3.3. X =B :C([O,l]) ve K :{u eB:u 20} olsun.

p:[0,1] >R, p(x)=e"

olmak tlizere
d:XxX—>B

(1.9)-4(1.0)= sun] £ (1) -3(x] | o

xel0,1

ile tanimlansin. Bu durumda Sonu¢ 4.3.2 deki sartlar1 saglayan yalniz bir

1
f :[0,1] > R siirekli bir f (x)=cosx+ I f(y) dy fonksiyonu vardir.
0

X+y+1
e y
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Coziim. T :C([0,1]) - C([0,1]) déniiiimiinii

(Tf)(x)=cosx+j)' {0 g

X+y+1
e y

ile tanimlayalim. F:K — K fonksiyonu da F (a)) = (1/ 2)0) ile verilsin.

f,geC([0.1]) igin

<l sup U f(x)-g (X)Hp(x)e‘xj‘ﬂ
2 ko] 0 e’

1(1 1 11
<—|———1d(f,g), |O0<ka=|———|<l,b=c=0
2(6 ezj (f-0) [< (e e2j< J

<kF(ad(f,g)+bd(f,T(g))+cd(g,T(f)))

bulunur. O halde Sonu¢ 4.3.2 den T ( f ) = f olacak bi¢cimde bir tek f e C([O,l])

vardir.

Teorem 4.3.4. (X , d) tam konik metrik uzayinda T, S: X — X doniisiimleri her

X,ye X ve a+2p<1 esitsizligini saglayan «, f € [O,l) ve k e [O,%) igin

F(d(8x.Ty)) <k(F (ad (x )+ B[d(x5)+d(y,Ty)])) (43.3)

esitsizligini saglasin. Bu durumda S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 4.3.1 deki benzer metot uygulanirsa ispat elde edilir.
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Bundan sonra, bu kisimda verilecek olan teoremlerde doniisiimler zayif uyumlu

dontigiimler olarak alinacak ve X uzaymin tamlik Ozelligine sahip olmasi

kullanilmayacaktir.

Teorem 4.3.5. (X,d) konik metrik uzaymnda T, S:X — X doniisiimleri her
X,ye X ve a+2p<1 esitsizligini saglayan «, f € [O,l) ve k e [O,%) igin

F(d(TTy)) <k(F (a[d(SxTy)+d(Sy,Tx)]+ Ad (Sx.y))) (43.4)

esitsizligini saglasin. Ayrica, TX < SX ve SX, X uzayinin tam alt uzay1 olsun. Bu

durumda T ve S doniisiimleri cakisma noktasina sahiptir. Ustelik bu déniisiimler

zayif uyumlu bir doniisiim ¢ifti ise bu durumda S ve T doniistimlerinin bir tek ortak

sabit noktasi vardir.

Ispat. x, noktast X uzayimnda keyfi bir nokta olsun. TX < SX oldugundan Tx, = SX,
olacak sekilde X, € X segilsin. Bu yolla devam ederek X, € X i¢in Tx, = SX,,, olan

X,,; € X segilebilir. (SXn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir.

F(d(S%,,5%,.,)) = F (d(Tx,,,Tx,))

ng(a[d(anfl,Txn)+d SX,, TX, ]+,Bd

i S%))
10 5%))
i 5%))

<k(a+B)F(d(SX,,9%))+kaF (d(S%,,9%,.,))

F (d (S%,,S%,,,)) < AF (d (X, 5%, ))

=kF(a[d(an_1,an+l)+d (Sx,, 5%, ) |+ d (Sx

<KF ([ d(SX,,, 5%, )+d(Sx,,S%,.,) ]+ Bd (SX

k(a+
burada 4 =—$ak B ) <1 dir. Boylece Vn >0 i¢in
—ka
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F (d (S%,.S%,,,)) < A"F (d(Sx,,5x,))

olur. Her m > n igin

F(d(5%,,5%,)) < F (d (%, X0y ) +d (S%,15 X,y )+ k0 (SX, 4, 5%, ))

<F(d (8%, X))+ F (A (SXy015 %))+t F (d (%4, SX,,))

< (/1“ + A +...+/1”"1) F (d (SXO’SXI))

n
<

— F(d(S%,,5%,))

oldugu gorillir. O<c verilsin. N, ()= { yeE:|y|< 5}. olmak iizere
C+ Ny ((9) cK olan 6>0 sayisim secelim. Ayrica her n2>n,

1/1 - F (d (SXO,SXI)) e Ny (49) olan n, dogal sayisini secelim. Buradan her n>n,

i¢cin

n

7 F (d (SX,, Sx, )) < ¢ dir. Boylece her m>n igin

i¢cin

m

A 3 F(d(S%,.5%))<c

F(d(S%,.5%,)) <

bulunur. F in ikinci 6zelliginden n — oo igin F (d (SXn, SX., )) — @, yani (an ) , X

uzaymda bir Cauchy dizisidir. SX, X uzaymnin tam alt uzayr oldugundan

SX, >Vv=3Su olan u ve v elemanlar1 X uzaymin elemani olarak vardir. Su=Tu

oldugunu gostermeliyiz. Vn> N i¢in

G el RS ]
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olacak bigimde bir N dogal sayist ¢ > @ i¢in F fonksiyonunun ikinci 6zelliginden
secilebilir. Uggen esitsizligini, (4.3.4) ifadesini ve (F3)' Ozelligini kullanirsak her

n> N icin asagidaki ifadeyi elde ederiz;

F(d(v.Tu))<F(d(v.Tx,)+d(Tx,,Tu))
F )+F(d(Tx,.Tu))

)
<F(d(v,Tx,))+kF (cx[d (S%,.Tu)+d (Su,Tx,) |+ Ad (an,Su))
k

k(a+,3)
1-ka

F(d(v,Tu))<<(1+ka)£ 1-ka +k(a+,8)£ I-ka | _c c__
1-ka 2| (1+ka) l-ka 2| k(a+p)| 2 2

F(d(v.Tx,))+ F(d(Sx,.Su))

Her i>1 igin F(d(v,Tu))<<% dir. Buradan %—F(d(v,Tu))einthK ve

I =00 igin E—) 0, ayrica K kapali oldugundan —F (d (V,Tu)) e K olur. Aym
|

zamanda F(d (V,Tu))e K da oldugundan F(d (V,Tu)):é’ olur. F in birinci

dzelliginden d(v,Tu)=86 ve dolaysiyla v=Tu olur. Su=v=Tu elde ederiz ki bu

da ve X noktasinin bu doniisiimler icin bir ¢akisma noktast oldugunu sonucunu
verir. Bu doniisiimlerin zayif uyumlu olma hipotezini kullanarak v noktasinin tek

ortak sabit nokta oldugunu gosterecegiz.

Tv=TSu =STu =Sv

oldugu doniistimlerin zayif uyumluluk 6zelligine sahip olmalarindan elde edilir.

Tv =v midir? (4.3.4) ifadesinden

F(d(Tv,v))=F(d(Tv,Tu))< k(F (a[d (Sv,Tu)+d (Su,Tv)] + Bd (Sv,Su)))

C(F (a4 (Tv)+d (uTw) ]+ d (1))

=k(2a+ B)F(d(Tv,v))
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olur. k(2a+ f)<1 oldugundan F (d (v,Tv)) =@ olmalidir. Tekrar F in birinci
ozelliginden d(v,Tv)=6, yani v=Tv olur. Buradan v=Tv=Sv dir. v noktas

ortak sabit noktadir. Bu noktanin tek oldugunu gostermek i¢in baska bir noktanm v’

noktasinin da sabit nokta oldugunu kabul edelim. TV =v" =Sv" olsun.

F (d (v*,v)) =F (d (Tv*,Tv)) < k(F (a[d (Sv*,Tv)+ d (SV,TV*)]+,Bd (Sv*,Sv)))

= k(F (a[d (v*,v)+d (v,v*)}tﬂd (vv)))
=k(2a+ B)F (d (v*,v))
dir. Yine F (d (V*,V)) =0 ve dolayistyla V' =V bulunur. Béylece (4.3.4) esitsizligini

saglayan bu doniistimlerin bir tek ortak sabit noktaya sahip olduklari gosterilmis olur.

Ornek 4.3.6. X =B :C([O,l]) ve K :{u eB:u 20} olsun.

p:[0,1] >R, p(x) =€
olmak tlizere

d:XxX —>B

(10> (0= sap £ (5)-h()] |0

x€[0,1]

ile tanimlansin. Bu durumda g, [0, 1] tizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere

Teorem 4.3.5 daki sartlari saglayan yalmz bir f:[0,]] >R siirekli

f(x)=g (X)+I f (X—t)e’tzdt fonksiyonu vardir.
0

Coziim. T :C([0,1]) - C([0,1]) déniisiimiinii (Tf )(x) =g (x)+JX' f(x—t)e"dt
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ile tammlayalim. F:K —K fonksiyonu da F(w)=(1/2)e ile verilsin.

f,heC([0,1]) igin

S%[ sup][:[‘ f (X—t)—h(X—t)‘e—tzdtDp(X)

x€[0,1

S%d (f,h)sup Ie"tz

xe[0,1] )

S%(O.S)d(f,g), (0<kB=(0.8)<La=0)
<kF(4d(S(f),8(9))+a[d(S(f).T(9))+d(S(9).T(F))])

bulunur. Burada S birim donisim, TXcSX ve T ile S zayif uyumlu
dontisiimlerdir O halde Teorem 4.3.5 den T(f)=f olacak bigimde bir tek

feC ([0,1]) vardir.

Sonug 4.3.7. (X ,d) konik metrik uzayinda T, S: X — X doniisiimleri her x,y e X

ve a+ [+ <1 esitsizligini saglayan «, S,y € [O,l) ve k e [0,%) icin

F(d(TxTy)) <k(F(ad(Sx.Ty)+Ad(Sy, Tx)+yd (Sx.5y))) (4.3.5)

esitsizligini saglasin. Ayrica, TX < SX ve SX, X uzayinin tam alt uzay1 olsun. Bu

durumda T ve S doniisiimlerinin bir ¢akisma noktas1 vardir. Ustelik bu déniisiimler

zayif uyumlu bir doniisiim ¢ifti ise bu durumda S ve T doniisiimleri bir tek ortak

sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teoremde verilen ispat metodu kullamlarak ispat tamamlanur.
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Teorem 4.3.8. (X,d) konik metrik uzayinda T, S, f:X — X doniisiimleri her

X,y € X ve a+f+y<l esitsizligini saglayan «, 5,7 €[0,1) igin
F(d(Sx.Ty)) <k(F(ad(fTy)+Bd(fy,5x)+yd(x, fy))) (4.3.6)

esitsizligini saglasin ve ayrica K € [0,%) olsun. Ayn1 zamanda, TX USX c fX ve
fX, X uzaymn tam alt uzay:r olsun. Bu durumda T,S ve f doniisimleri bir tek
¢akisma noktasma sahiptir. Ustelik eger (f,T) ve (f,S) doniisim giftleri zayif

uyumlu ise bu durumda T,S ve f donisiimleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X, noktast X uzaymn keyfi bir noktasi olsun. x, € X noktasini ise fx, = Sx,
ve fx, =Tx, olacak sekilde segelim. Bu sekilde devam ederek segilen bir X, € X

noktasi i¢in X_,, noktasini

fx, , =SX

2n+l1 2n

Xonea =TX

2n+1

saglanacak sekilde secelim. Sonrasinda ise (4.3.6) esitsizligi ile (F3)' ozelligini

kullanarak

F (d ( Xonis Xoni )) =F (d X TXons ))
<KF (@d (X0, Ty )+ B (5,1, 5%, )
+yd ( fXZn, fX2n+1 ))

<kaF (d( Py, o)) +kaF (d (o, F,0.))

+kyF (d (%, FXy,1 )

F (d (Panir> Ponis )) < {M} F (d (Xans Xy ))

1-ka



elde edilir. Benzer bicimde

F (d ( Xonezs PXonis )) =F (d (SX2n+2’TX2n+1 ))
< kF (ad ( fX2n+2 ’TX2n+l ) + ﬂd ( fX2n+l 4 SX2n+2)

+yd ( My X0 ))

(
+ k;/F (d ( fX2n+1, fX2n+2 ))

k
F (d ( fX2n+2, fX2n+3 )) < |:1(_ﬂ—k+ﬂ}/)i| F (d ( fX2n+1 ’ fX2n+2 ))

oldugu da goriiliir. Buradan indiiksiyonla her bir n > 0 igin

k
F (d (P fxzm)){ ff‘k? F (d (P, Foner)

k(a+7/) _k(,B+}/)_
I-ka || 1-kg |

S =

L]l e

<

F(d (X, 7X,))

IA

Ve

k
F (d ( fX2n+2, fX2n+3 )) < |:1(_ﬂ—k+ﬂ}/)i| F (d ( fX2n+1 ’ fX2n+2 ))

. 'Sﬂkl(?:;)}[kl(f:i)}jw F(d(fx,. fx))
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k k
elde edilir. M =1 ve M = u olsun. Au <1 oldugu agiktir. r <s
1-ka 1-kp

icin asagidaki esitsizlikler elde edilir;

F(d(fx,, fXy.,)) < (1+4)

l—|

—)} (d( . ).

F(d( Xy, fx,))<(1+2 {(—] (%, fx,)

F(d( ., fX, ))S(Hﬂ){l—i)r] (d(fx,, fx,)).

Boylece, 0< p<( igin p—> iken r - o olan I < p<(q vardir ve

F(d(fx,, fxq))<max{(l+’u){/i(/;) ] (1+/1)[—)}}F(d (%, %))

H Au

olur. Buradan eger p,q— oo ise bu durumda

max {(l+y){ﬂl(/122r }(1+1){%]} —0

ve sonugta da p,q—>o0 igin F(d(fxp, fx, ))—)0 olur. F, 6zelligi kullanilirsa

( fx,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu sonucunu elde ederiz. X, X uzaymmn tam

alt uzayr oldugundan fx, >y=1fz olan y,ze X vardir. fz=Sz oldugunu

1-k
gosterecegiz. F, oOzelliginden c¢> 6 i¢in F (d (Ya fon)) < %L kﬁ
+ka

} ifadesini

saglayan bir N dogal sayis1 ¥n> N igin segilsin. Uggen esitsizligi, (4.3.6) esitsizligi

ve (F3)' ozelliginden Yn> N i¢in
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B, 1, y)+d(12,52) |+ 7d (v, B, )

F(d(f2,52))< i*k“ F(d(y. )+ K(6+7) F(d (Y. fo)

—kp 1-kp

1+k
e F A0 b))+ F(d (3, )
<C

elde edilir. Boylece Vi1 icin F (d ( fz, SZ)) <<$ dir. Buradan
|

E— F (d ( fZ,SZ)) eintK cK ve i > icin S—) 0, ayrica K kapali oldugundan
1 |

-F (d (fz, SZ)) eK olur. Aym zamanda F (d (fz, SZ)) eK da oldugundan
F (d (fz, SZ)) =0 olur. F, ozelliginden d( fz,Sz)=6 ve sonugta fz =Sz olur. Ayni
metotla F (d ( fZ,TZ)) <F (d (fz, Xy, )) +F (d ( fXZnH,TZ)) ifadesini  kullanarak

fz=Tz oldugu gosterilir. Bu ise Y= fz=S2=Tz oldugunu yani ye X noktasinin
f,T ve S doniisiimleri i¢in bir ¢akisma noktasi oldugu sonucunu verir. f,T ve S
doniistimlerinin  ¢akisma noktasmin tek oldugunu gosterecegiz. Bunun igin X

uzayindan baska bir Yy~ noktasini da bu déniisiimlerin ¢akisma noktasi olarak alalim.

Bazi z° elemanlar icin
y =Sz"=1"=Tz

olsun. Buradan

F(d(y.y7))=F(a(se1))
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< kF (ad (f2.72" )+ p(d(f2'.52))+ 7 (d ( f2, fz*)))

=kF((a+,B+]/)d(y,y*))

ve (F;)' ozelligini kullanirsak F (d (y, y*)) <k(a+pB+y)F (d (y, y*)) ifadesini
elde ederiz. k(a+pf+y)<1 oldugundan F (d (y, y' )) =6 ve F kullanilarak da

y=Y oldugunu goriiriiz. (f,T) ve (f,S) doniisiim ¢iftlerinin zayif uyumlu

olduklar1 hipotezini kullanarak

Ty=Tiz=1Tz="fy

2

Sy=Sfz=1Sz=fy

olur, bu ise Ty=fy=Sy=w olmasmi gerektirir. Yani wnoktasi bir g¢akisma
noktasidir. Cakigsma noktasinin tekliginden W=y olmalidir. Bu da f,T ve S

dontistimlerinin bir tek ortak sabit noktaya sahip olduklarini gosterir.



BOLUM 5. CESITLI DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE DONUSUMLERIN P OZELLIGI

Bu boliimde daha 6nce A. Azam, M. Arshad (2009), M. Abbas, B. E. Rhoades
(2009) ve M. Abbas, G. Jungck (2008), tarafindan konik ve G —metrik uzaylarda
verilen doniisiimleri G —konik metrik uzaylara genellestirerek cesitli daralma
doniistimleri ile sabit nokta teoremleri elde ettik. Ayrica bazi doniisiimlerin P

ozelligine sahip olduklarini gosterdik.

5.1. G — Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 5.1.1. (X,G) uzay1 bir G —konik metrik uzay olsun. f,g ve T: X —> X

doniistimleri asagidaki sartlari saglasin:

1. VX,y,ze X igin a+b+c+d <1 oldugunda
G(Tx, fy, fz) <aG(gx, 9y, 9z)+bG (gx, Tx,TX)
+cG(ay, fy, fy)+dG(gz, fz, fz) (5.1.1)
2. T(X)uf(X)cg(X) ve

3. g(X), X uzaymnin tam alt uzay1 olsun.

Bu durumda f,g ve T doniisiimleri bir tek ortak ¢cakigma noktasina sahiptir.

Ayrica;

4, { f, g} ve {T , g} dontiisiim ¢iftleri zayi1f uyumlu doniisiimler ise bu taktirde

f,g ve T doniisiimleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. x, noktast X uzayinda keyfi bir nokta olmak {izere gx, =TX, olacak sekilde
X uzaymdan bir X, elemani segelim. Benzer olarak, gx, = fX, olan X, € X segelim.
Bu sekilde devam ederek X wuzayinda secilen bir X, noktasmna karsihk X .,

noktasini (2) 6zelligini kullanarak

O = TX2k

Porar = Koy (5.1.2)
olacak sekilde segebiliriz. (5.1.1) esitsizligi saglandigindan

G ( OXoks10 FXopsas gX2k+2) =G (szk 5 fX2k+1> fX2k+1)
< aG Q%15 Poiear> Paiear ) +0G (9% T, Ty )

+ CG ( gx2k+1 ’ fX2k+1 ’ fX2k+1 ) + dG (gX2k+l > fX2k+l s fX2k+1 )
yani;

G ( gX2k+1 s gX2k+2 ’ gX2k+2 ) < aG (gXZk H gX2k+1 2 gX2k+1 ) + bG (gXZk H gX2k+1 4 gX2k+1 )
+ CG (gX2k+l ’ gx2k+2 2 gx2k+2 ) + dG ( gX2k+1 H gX2k+2 ’ gX2k+2 )

<AG ( Xk > xXoksr> Poka )

olur. Burada 0< 4= —2"2 <1 dir. Simdi her ne N icin,

1-(c+d)
G (9%y5 OXo1s 9%y ) S AG (09X, OX,, 9%, ) < ... < A"G (9%, 9%, OX, )

yazilabilir. m>n iken

G (9%,> P> B% ) < G (9%, 9% 0%y )+ G ( 9%y O%ons OXo iy ) + o+ G (9%, 9%y, 9%, )
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= (/1” + A +...+/1”"1)G(gxo, 9%, 9%, )

n

<

7 C (9%, 9%.9x)

n

2 G(9g%,,9%,0x )< & olacak sekilde bir

olur. 0« ¢ verildiginde Vn>n, i¢in 1

n, dogal sayisi segelim. Boylece, m>n>n, i¢in G(gx,,9x,,9x, )< & dir. Buradan
(gxn) bir Cauchy dizisidir. Ugiincii sarttan g(X) in X uzaymin tam alt uzayi

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla g (X) de n — oo iken gx, —V olan bir v elemant
vardir. Sonugta X uzayinda ise gu =V olacak sekilde bir U noktasi vardir. fu=gu
oldugunu gostermeliyiz. Vn=>n, i¢in bir N, e N sayisim asagidakiler saglanacak
bi¢cimde segelim.

£
G (gu: gX2n+l’ gx2n+1 ) < 5(1 _(C +d ))’

G (g%, QU gu) < %(1—(c+d)),

G (gXZn » OXKoni1s gX2n+1) < %(1 - (C +d ))

Buradan

G(gu, fu, fu) <G(Qu, 915 IXonyy ) + G (X, fU, fu)

= G ( gU, gX2n+1 b gX2n+1 ) + G (TXZn') fus fU)
ve (5.1.1) esitsizligini kullanirsak

G(gua fu’ fU) < G(gu’ gx2n+1’ gx2n+1)+ aG (gXZna gua gu)+bG(gX2n ’szn ’TXZn)
+¢G(gu, fu, fu)+dG(gu, fu, fu)

<G (gU, 9%yp15 GXopy ) +aG(9X,,, 9U, gU ) +bG (9X,, 9%, 9%y )
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+(c+d)G(gu, fu, fu)

olur. Buise Vn2=n, i¢in

a
G(gu, fU, fU)Smc}(gu,gXZnH,gXZnH)-FmG(ngn,gU,gU)
+me (%30 O%ys15 B )
E & €&
L—+—+—=¢
3 3 3

olmasint  gerektirir. Bunun sonucu olarak V¥m=>1 dogal sayist icin

G(gu, fu, fu) << olur. Dolayisiyla Ym>1 igin ——G(gu, fu, fu) eintK = K
m m

olur. m—> o iken < — 0 ve K konisi kapal1 oldugundan, —G(gu, fu, fu) e K olur.
m
G(gu, fu, fu) €K oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1, G(gu, fu, fu) =6, yani

gu = fu =v dir. Benzer sekilde gu =Tu oldugunu gostermek icin (5.1.1) esitsizligini

ve G(Tu,gu,gu)=G(Tu, fu, fu) oldugunu kullanacagiz.

G(Tu,gu,gu)=G(Tu, fu, fu)<aG(gu,gu,gu)+bG(gu,Tu,Tu)
+¢G(gu, fu, fu)+dG(gu, fu, fu)
<bG( fu,Tu,Tu)=bG(Tu,Tu, fu)
< b[G (Tu, fu, fu)+G( fu,Tu, fu)]

(1-2b)G(Tu, fu, fu)<é

olur. Buise G (Tu, fu, fu) = @ olmasini gerektirir. Yani, fu=Tu dur. Buradan

gu=fu=Tu=v dirkibu f,g ve T doniisiimlerinin X uzayinda ortak bir cakisma

noktasina sahip olduklarini gosterir. Bu doniisiimlerin X i¢indeki cakisma
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noktalarmin bir tek oldugunu gdstermeliyiz. Bunun ic¢in bazi u” e X igin X de

baska bir ¢cakisma noktas1 v elemanini

* * *

gu =fu' =Tu =v
olacak sekilde segelim. Buradan

G(v*,v,v) = G(Tv*, fv, fv) < aG(gv*,gv, gv)+bG(gv*,Tv,Tv)+(c+d)G(gv, fv, fv)

olur. Bundan dolay1 v=V" oldugu kolaylikla gorilliir. {T,g} ve {f,g} dordiincii

sarttan birer zay1f uyumlu dontisiimlerdir. O halde asagidaki ifadeler saglanir.

gv =gfu= fgu = fv
Tv=Tgu=gTu=gv.

Bu gv=fv=Tv=w olmasin1 gerektirir. Bu yiizden W noktast f,g ve T

doniisiimlerinin ¢akigsma noktasidir. Ancak cakigsma noktasinin tekliginden v =w dir.

“f,g zayif uyumlu doniisiimler iken bir tek g¢akisma noktasina sahipseler bu

takdirde bu nokta bu doniisiimlerin tek ortak sabit noktasi olur” dnermesinden Vv

noktasmin f,g ve T doniisiimlerinin tek ortak sabit noktast oldugunu elde ederiz.

Teorem 5.1.2. X bir G —konik metrik uzay ve f ve g asagidaki sartlar1 saglayan

f,g: X — X birer doniigiim olsun:

I. VX, y,ze X igin ae [O, 1/4) bir sabit olmak {izere

G(fx, fy, fz)<a{G( fx,ay,9z)+G(gx, fy, fz)

+G( fx, g%, gx)+G( fy, gy, gy)} (5.1.3)
olsun.

2. f(X)cg(X)ve
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3. g(X), X uzaymmn tam alt uzay1 olsun.

Bu durumda f ve g bir tek cakisma noktasina sahiptir. Ayrica,
4. { f, g} zay1f uyumlu bir doniisiim cifti ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.
Ispat. Teorem 5.1.1 de kullanilan metotla ispat elde edilir.

Bu teoremle ilgili bir 6rnek verelim.

Omek 5.13. B=R ve K:{XEB:XZO} bir koni olsun. X:[O,l] ve

G: X xXxX — B fonksiyonu d (X, y) :|X— y| olmak iizere

G(x,y,z)=d(xy)+d(y,z)+d(zx)

ile tanimlansin. (X , G) bir G —konik metrik uzaydir. VX e X igin

f:X—>X g: X > X

X
X— fx=— X— gX=
16

olsun. Buradan

1. f,g zayif uyumlu doniistimlerdir,

2. f (X ) cg (X ) ve g ( X ) , X uzayimnin tam alt uzayidir,

3. G(fx fy, fz)=d(fx, fy)+d(fy, fz)+d( fz, fx)

1
= e =yl ly=z+[z =

Bu esitlikten

1 1
e sl+ly-lefz-p -3
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XYL Y YL Y 2z X
g2 8/ 8 2| |2 2] |2 8
S RS P KSR PR DA D 4
8 2| |2 8 [8 2] |2 2
I A W B A R e I .
2 8| |8 8 |8 2| |2 2

yani,

G( fx, fy, fz) s%{G( fx, gy, 9z)+G(gx, fy, fz)+ G ( fx,9x,9x) + G ( fy, gy, gy)}.
4. f0=g0=0
bulunur.

Yukaridaki teoremin sartlar1 saglandigindan, f ve g doniisiimleri bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir ve bu nokta 0 noktasidir.

Teorem 5.1.4. (X,G) bir G —konik metrik uzay ve f,g,T:X — X doniistimleri

VX,Y,z€ X igin a€[0,1/4) olmak iizere
G(Tx, fy, fz) <a{G(Tx,gy.9z)+G(gx. fy, fz) + G(Tx,gx,gx) + G ( fy.gy. gy} (5.1.4)

esitsizligini saglasin. Eger T (X )u f (X ) cg ( X ) ve @ ( X ), X uzaymin tam alt
uzay1 ise f,g ve T bir tek cakisma noktasina sahiptir. Ayrica, {f,g} ve {T,g}

zayif uyumlu doniisiim ¢iftleri ise f,g ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Teorem 5.1.1 deki aym1 teknikle ispat elde edilir.

Teorem 5.1.5. (X,G) bir G—konik metrik uzay ve f,g,T:X — X doniisiimleri

VX,Y,z€ X igin a€[0,1/2) olmak iizere
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G(Tx, fy, fy)<a{G(gx, fy, fy)+G(gy.Tx,Tx)} (5.1.5)

esitsizligini saglasin. Eger T (X )u f (X ) cg ( X) ve g ( X ), X uzaymin tam alt
uzayi ise f,g ve T bir tek cakisma noktasina sahiptir. Ayrica, {f,g} ve {T,g}

zayif uyumlu doniisiim ¢iftleri ise f,g ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Teorem 5.1.1 deki benzer ispatla istenen sonug elde edilir.

Omek. B=R’> ve K={(x,y)eB:x,y=0} bir koni olsun. X=[0,1] ve

G:XxXxX —B fonksiyonu d(X,y)=(|x-y|.a[x—y|) olmak iizere

,

G(x,y,z)=d(xy)+d(y,z)+d(zx)

ile tanimlansin. (X , G) bir G —konik metrik uzaydir. VX e X igin

f:X>X g: X > X T:X->X

X X
X—> fX=— X—gX=— X—>TXx=
8 2

olsun. Buradan

1. f,g zayif uyumlu doniisiimlerdir,

2. T(X)uf(X)c g(X) ve g(X); X uzayinin tam alt uzayidir,

3. G(Tx, fy, fy)=d(Tx, fy)+d(fy, fy)+d(fy,Tx)

2a(Tx— fy|)

)

:(2|Tx— fy

(2x—y|.a[2x—y

_1
4
A\

G(ox, fy, fy)=d(gx, fy)+d(fy, fy)+d( fy,gx)
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=(2[gx—fy

2a|gx~ fy)
),

G(gy,Tx,Tx)=d(gy,Tx)+d (Tx,Tx)+d (Tx,gy)

4x -y

:i(|4x—y ,a

:(2|gy—Tx

2a|gy—Tx|)

=%(|4y—2x|,a|4y—2x|) .

1
G(ox, fy, fy)+G(gy,Tx,Tx) = Z((|4X_ y|+]4y - 2x

). (j4x—y|+|4y - 2x|)).
Buradan,

G(Tx, fy, fy) :%(|2x— yl, o

2x—yD

,a

1
< Z(|6X_ y|.a[6x—Y])

S%(|y—2x—4x+4y ,a

y—2X—4x+4y])

s%(|4x—y|+|4y—2x .

4x—y|+[4y—2x|)

G(Tx, fy, fy) <—(G(gx, fy, fy)+ G (gy.Tx,Tx))

N

olur. a=%e[0,1/2) dir.

4, TO=f0=g0=0.

Teoremin tiim sartlart saglandigindan f,g ve T donilisimleri bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir ve bu nokta 0 noktasidir.

Teorem 5.1.6. X bir tam G —konik metrik uzay olsun. f:X — X doniigimi

VX,y,ze X iginve a,b,c,d €[0,1), a+b+c+d <1 olmak iizere
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G(fx, fy, fz)<aG(x,y,z)+bG(x, fx, fx)+cG(y, fy, fy)+dG(z, fz, fz) (5.1.6)
esitsizligini saglasin. Bu durumda f bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x,, X de keyfi bir nokta olsun.

X, = X (5.1.7)
seklinde bir dizi tanimlansin. G —metriginin O6zelliklerini ve (5.1.6) ifadesini
kullanarak asagidaki sonuglari elde ederiz;

n> *n+l2 n+l

G (Xys Xop1> Xpur ) =G (X, X, X))
<aG (X,_ys Xy, X, ) +0G (X, X, %, )

+cG(x X ., X )+dG(x XX )

n> *n+l2 n+l n> *n+12 “n+l

=(a+b)G (X, X, X, ) +(C+d)G (X, Xprs X )

ve A= a—+b <1 olmak tlizere

1-(c+d)

G (%> Xy Xner ) S AG (X0 X Xy ) S APG (Xgs Xypo Xy ) S e S A"G (X0 X, X, )

no *n+1° “n+l n—-1>"n>"n
elde edilir. m > n i¢in

G (Xn> Xs X ) < G (Xos X5 Xy )+ G (Xot> Xpazs X2 )+ G (Xoas Xouss Xos )

n>*m> ™m n> *n+l2 n+l

+o+ G (Xppy» Xps X )

m-1°>"m> 'm

< (/1“ +A™ +...+lm")G(x0,x1,x1)
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olur. X uzaymnda {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. Bunun
igin @ < c verilsin. N (6)= {y eB:|y|<s } seklinde taniml1 bir kiime olmak {izere
c+ Ny (6?) c K ifadesini saglayan &>0 secelim. Ayrica Vn=N, i¢in

ﬂn
1-4

G(Xy, %, % ) € N; (@) olacak sekilde bir N, dogal sayis1 segelim. Vn> N, igin

n

1-1

G (X, XX )< C olur. Buradan ¥m>n igin

n

G(xn,xm,xm)Sl/l—/lG(xo,xl,xl)«c

yazilabilir. Bu ise (X,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam uzay
oldugundan bu dizinin yakinsadigi bir ue X noktasi vardir. Bu noktanin f
doniistimiiniin sabit noktasi oldugunu gostermeliyiz. fu=uU esitligi saglanir m?

(5.1.6) esitsizligi ve metrigin besinci Ozelliklerini kullanarak bu sonucu elde
edecegiz. 0 < ¢ olan ¢ € B verilsin ve Vn>n, i¢in bir n, dogal sayisini1 asagidaki

ifadeler saglanacak sekilde segelim.

G(u,xn,xn)<<§(l—(c+d)), G(xn_l,u,u)<<£(l—(c+d)),

ve (5.1.6) esitsizliginden

G(u, fu, fu) <G (u,%,, X, )+aG (X, u,u)+bG(x,_;, ., X ,)
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+(c+d)G(u, fu, fu)

olur. Buise ¥n2>n, i¢in

demektir. Bu sonugtan hareketle her k >1 dogal sayisi i¢in G(u, fu, fu) <<E dir.

Dolayisiyla, Yk >1 igin E—G (u, fu, fu)eint K = K olur. K kapali oldugundan

k > o0 igin -G (u, fu, fu)e K olur. G(u, fu, fu)e K ifadesi de dogru oldugundan
G(u, fu, fu)=6 ve metrigin birinci 6zelliginden U= fu elde ederiz. Yani ue X

noktas1 f doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu noktanin tekligini gostermek icin
ve X noktasmin da f in bagka bir sabit noktasi oldugunu kabul edelim. (5.1.6)

esitsizliginden

G(v,u,u)=G(fv, fu, fu)
<aG(v,u,u)+bG(v, fv, fv)+(c+d)G(u, fu, fu)

=(1-a)G(v,u,u)

dir. Bu da u=v olmas1 yani u nun tek bir sabit nokta olmas1 demektir. Boylece

istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 5.1.7. X bir tam G —konik metrik uzay olsun. f:X — X doniigimi

VX,y e X i¢in a€[0,1/4) olmak iizere
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G(fx, fy, fz)<a{G(fx,y,z)+G(x, fy, fz)+G(x, fx, &)+ Gy, fy, fy)} (5.1.8)

esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda f doniistimii X uzayinda bir

tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Teorem 5.1.6 da kullanilan metotla ispat kolaylikla elde edilir.
5.2. P Ozelligine Sahip Déniisiimler

Onceki teoremlerde doniisiimlerin sabit noktalarinin var ve tek oldugunu
gostermistik. Burada ise bu doniigiimlerin P &zelligine sahip olup olmadiklarini

arastiracagiz.

Teorem 5.2.1 X bir tam G-konik metrik uzay ve f:X — X donisimi
VX,y,ze X i¢in ve a,b,c,de[0,1), a+b+c+d<1 olmak iizere (5.1.6)

esitsizligini saglasin. Bu takdirde f, P 06zelligine sahip bir doniisiimdiir.

Ispat. Teorem 5.1.6 dan F ()= dir. Yani f dniisiimii tek sabit noktaya sahiptir.
F(f)=F ( f ”) oldugunu, f donistiminin P  6zelligine sahip oldugunu
gosterecegiz. ue F(f) ise ueF ( f ") oldugunu biliyoruz. Simdi f doniisiimii i¢in
ueF ( f n) iken ueF(f) midir? sorusunu cevaplayacagiz. Kabul edelim ki

ueF(f") olsun. (5.1.6) esitsizliginden

G(u, fu, fu)=G(f"u, ™, £"u)=G(f (f"'u), f(f"u),f(F'u))
<aG(f"'u, f'u, f"u)+bG(f""u, f'u, f'u)
+(c+d)G(f“u, f "y, f"”u)

a+b

G(f"u,f“”u,f”*‘u)gm

G(f”“u, fu, f”u)
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olur. 1= a—+b <1 denirse

1-(c+d)

G(u, fu, fu):G(f“u, £y, f"“u)g/lG( £y, fu, f”u)

3/126( £72u, £, fu) <. < A"G(u, fu, fu)

bulunur. 0 < ¢ € B verilsin. n — o iken 4" =0 oldugundan G (u, fu, fu) < ¢ elde

ederiz. Vk 21 dogal sayist igin G(u, fu, fu)<<E, yani E—G(u, fu, fu)eintK c K

dir. k- o igin E—>O ve K kapali oldugundan -G (u, fu, fu)e K olur. Aym

zamanda G(u, fu, fu)e K oldugu da bilindiginden K konisinin 6zelliginden

G(u, fu, fu)=0 ve sonugta da U= fu dur. Yani f doniisimii P 6zelligine sahiptir,

Teorem 5.2.2. X bir tam G —konik metrik uzay olsun. f: X — X doéniisimii de
VX,y,Z€e X i¢in ae [O, 1/ 4) olmak tizere (5.1.8) esitsizligini saglasin. Bu durumda

f dontistimii P 6zelligine sahiptir.
Ispat. Teorem 5.2.1 de uygulanan metot kullanilarak ispat elde edilir.

Konik metrik uzayda f —daralma doniisiimleri igin P 6zelliginin saglandigini

gosterelim.

Teorem 5.2.3. (X,d) tam konik metrik uzaymnda f,T:X — X doniisiimleri siirekli
doniisimler ve f doniisiimii bire-bir olsun. f ve T doniisiimleri VX,ye X ve

a+ f+y <1 ozelligini saglayan «, 8,y €[0,1) icin
d (fTx, fTy)<ad(fx, fy)+ Bd ( fx, fTy)+yd ( fy, fTx) (5.2.1)

ifadesini saglasinlar. Bu durumda T donistimi P 6zelligine sahiptir.
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Ispat. ue F (T") olsun. u e F(T) oldugunu gosterecegiz.

d(fTu, fu)=d(fT""u, fT"u)=d (T (T"u), T(T""u))
<ad(fTu, fT"™'u)+ Ad (T u, fT"u)+yd (T""u, fT""u)
<ad (T, T"u)+yd (T, fT""u)+yd (T u, fT""u)

a+y

d(fT““u, fT”u)s =,

d ( fT"u, fT“-lu)

dir. 1= 015+ Y <1 olmak tizere
-V

d(fTu, fu)=d( fT"u, fT'u)<Ad ( fT"u, fT™'u) < 2%d (T""u, T u)

<..< A" (fTu, fu)

saglanir. Teorem 5.2.1. deki benzer ifadelerden d(fTu, fu)=0 yani fTu=fu

sonucu elde edilir. f bire-bir doniisim oldugundan Tu=u dur. Bu da T

doniistimiiniin P 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.4. X tam konik metrik uzayinda f,T:X — X doniisiimleri siirekli ve
f bire-bir olsun. f ve T doniigiimleri VX,y € X igin a,i=1,...,5 negatif olmayan

sabitler a, +a, +a, +a, +a, <1 olmak lizere
d(fTx, fTy)<ad( fx, fy)+a,d( fx, fTx)+a,d ( fy, fTy)+a,d( fx, fTy)+a,d( fy, fTx)(5.2.2)
ifadesini saglasinlar. Bu durumda T dontisiimii P 6zelligine sahiptir.

Ispat. T déniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 oldugu (Sumitra, Uthariaraj, Hemavathy,

2010) gosterilmistir. u € F (T”) olsun. u e F(T) oldugunu gosterecegiz.
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d(fTu, fu)=d ( fT (T”u), fT (T”“u))s ad ( fT"u, fT"'u)+a,d ( fT"u, fTT"u)
+a,d ( fT"u, fTT“‘lu)+a4d ( fT"u, fTT”“u)+a5d ( fT"u, fTT"u)

=(a +a,+a,)d( Ty, fT"'u)+(a, +a,)d ( T"u, fT"u) (5.2.3)
Benzer bi¢cimde

d(fu, fTu)=d(fT(T""u), fT(T"u))<ad(T""'u, fT"u)+a,d (fT""u, fT"u)
+a,d ( T u, fT "”u) +a,d ( fT™'u, fT "“u) +a.d ( fT"u, fT”u)

=(a +a,+a,)d( fT"u, fT"'u)+(a,+a,)d( fT""u, fT"u) (5.2.4)
olur. (5.2.3) ve (5.2.4) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,

/1=2a1+a2+a3+a4+a5 <1
2—(a,+a,+a,+a;)

olmak tlizere

d(fTu, fu)=d( fT"u, fT'u)<Ad (T u, fT"'u) <. < 2"d( fTu, fu)

elde edilir. Teorem 5.2.4 deki benzer ifadelerle d(fTu,fu)=0 ve dolayisiyla

fTu= fu bulunur. Buradan da f nin bire-bir olmasindan Tu=u olur. Yani T

dontistimii P 6zelligine sahip bir doniistimdiir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, tezde elde edilen onceki boliimlerdeki sonuglar 6zetlenecektir. Tezin

ii¢, dort, bes ve altinc1 boliimleri orijinal ¢alismalari bulundurmaktadar.

Ucgiincii boliimde, Beiranvand tarafindan tanimlanan f — daralma doniisiimleri konik
ve G-konik metrik uzaylara genellestirilerek bu uzaylarda doniisiimlerin sabit
noktalarinin varligi ve tekligi arastirilmistir. Burada {f,T} ve {f,S} ikililerinin
Banach ¢ifti olma 6zellikleri kullanilarak tam konik metrik uzayda bir tek ortak sabit
noktaya sahip olduklar1 gdsterilmistir. Tam G —konik metrik uzayda ise f — Hardy-

Rogers daralma doniisiimleri incelenmistir.

Bolim 4 iin ilk kisminda G —konik metrik uzaylarda ¢ — doniisiimleri kullanilarak
zayif uyumluluk o6zelligine sahip olan iki doniisiim i¢in sabit nokta teoremleri
ispatlanmistir. Ikinci kistmda da yine G —konik metrik uzaylarda Sabetghadam ve
Masiha tarafindan tanimlanan genellestirilmis ¢ — doniisiimleri kullanilarak
doniigsiimlerin zayif uyumlu olma hipotezi altinda bir tek ortak sabit noktaya sahip
olduklar1 gosterilmistir. Bu boliimiin son kisminda ise genellestirilmis ¢ —

doniisiimleri konik metrik uzaylarda da ¢alisilmastir.

Besinci boliim daha 6nce Azam, Arshad, Abbas, Rhoades ve Jungck tarafindan konik
ve G-—metrik uzaylarda c¢alisilan dontisimlerin G —konik metrik uzaylara
genisletilmesinden olusmaktadir. Ayrica bu boliimde teoremleri dogrulayan 6rnekler
verilmis olup bdoliimiin ikinci kisminda da P 06zelligine sahip olan doniistimler

incelenmistir.

Bu c¢alismalarin devaminda ise bircok matematik¢i tarafindan D, D" ve T metrik

uzay olarak tanimlanan yapilarla konik yapisi birlestirilerek daha genel uzaylar elde
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edilip bu uzaylarin topolojik yapisi incelenerek farkli doniisiimlerle sabit nokta

teoremleri elde edilebilir.
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