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OZET

Anahtar kelimeler: Esnek kiime, esnek eleman, elemanter islemler, elemanter esnek
topoloji, esnek baz, esnek siirekli fonksiyon

Bu tezde, esnek kiimeler iizerine yeni topolojik yapilar kurulmustur. Once esnek
eleman siniflar iizerine klasik anlamda bir topoloji kurulmus ve sonra esnek kiimeler
tizerinde elemanter islemler kullanilarak yeni bir esnek topoloji tanimlanmistir. Bu
yeni topoloji elemanter esnek topoloji olarak adlandirilmistir. Elemanter esnek
topolojinin, literatiirde mevcut olan esnek topolojiler ve esnek eleman siniflar1 izerine
kurulan topoloji ile iligkileri ispatlanmis ve elemanter esnek topolojinin diger esnek
topolojilerden farkli oldugu goriilmiistiir. Boylece elemanter esnek topolojik uzaylarda
esnek acik ve esnek kapali kiime, esnek komsuluk, esnek i¢ elemani, esnek kapanis
elemant, esnek baz, esnek yerel baz gibi 6nemli topolojik kavramlar tanimlanmis ve
onlarin bir¢ok Ozellikleri ispatlanmistir. Bunlarin yani sira esnek eleman simiflar
tizerinde esnek doniisiim ve esnek fonksiyon kavramlari tanitilarak, elemanter esnek
topolojik uzaylar iizerinde esnek siirekli fonksiyonlar ve onlarin bazi ozellikleri
incelenmistir. Son olarak elemanter esnek carpim ve elemanter esnek boliim uzaylar
lizerine ¢alisilmustir.
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INTRODUCTION TO ELEMENTARY SOFT TOPOLOGICAL
SPACES

SUMMARY

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, elementary soft topology,
soft base, soft continuous function

In this thesis, new topological structures are constructed on soft sets. First, a topology
in the classical sense is constructed on classes of soft elements, and then a new soft
topology is defined on the soft sets using elementary operations. This new topology is
called elementary soft topology. The elementary soft topology has been proven to be
related to the soft topologies found in the literature and the topology constructed on
the classes of soft elements, and has been demonstrated to be different from other soft
topologies. Thus, in the elementary soft topological spaces, important topological
concepts such as soft open and soft closed set, soft neighborhood, soft interior element,
soft closure element, soft base and soft local base are defined and many features of
them are proved. In addition to this, by introducing concepts of soft mapping and soft
function on the classes of soft elements, soft continuous functions on elementary soft
topological spaces and some properties of them are investigated. Finally, elementary
soft product and elementary soft quotient space are studied.

vii



BOLUM 1. GIiRiS

Miihendislik, ekonomi, ¢evre bilimleri ve sosyal bilimler gibi alanlarda dogruluk
degeri goreceli olan kavramlar ile ¢ok fazla karsilasilir. Bunun sonucu ortaya ¢ikan
belirsizligi igeren bir problemin, matematiksel olarak ele alinmasi ve ¢oziilmesi igin
Aristo mantig1 ve Georg Cantor’un klasik kiimeler teorisi yetersiz kalabilir. Bu tiir
problemlerle basa ¢ikabilmek igin olasilik teorisi [1], bulanik kiimeler teorisi [2],
yaklagimli kiimeler teorisi [3], sezgisel bulanik kiimeler teorisi [4], aralik matematigi
teorisi [5] ve esnek kiimeler teorisi [6] gibi bir¢ok teori gelistirilmistir. L. A. Zadeh
tarafindan gelistirilen ve belirsizlik kavramiyla biiyiik 6l¢iide basa ¢ikabilen bulanik
kiimeler teorisi bircok alana basariyla uygulanmigtir [2]. Fakat iyelik
fonksiyonlarindan yararlanilan bu teoride her bir durum i¢in iiyelik fonksiyonunun
inga edilmesi zorlugu vardir. D. Molodtsov karsilasilan bu zorluklar1 ortadan
kaldirmak i¢in esnek kiimeler teorisini gelistirmistir [6]. Esnek kiimeler teorisinde,
bulanik kiimeler teorisindeki reel degerli iiyelik fonksiyonunun aksine kiime degerli
bir dontisiim kullanilmis ve bir esnek kiime, bir parametre kiimesinden bir evrensel

kiimeye bir doniisiim olarak tanimlanmuistir.

D. Molodtsov esnek kiimeler teorisini oyun teorisi, olasilik teorisi, optimizasyon
teorisi, stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, Riemann integrasyonu, Peron
integrasyonu ve yoneylem arastirmasi gibi alanlara basarili bir sekilde uygulamistir
[6,7]. Ayrica D. Molodtsov ve arkadaslar1 esnek sayi, esnek tiirev ve esnek integral
gibi kavramlar1 tanitarak esnek kiime teorisi temelinde bir analiz insa etmeye
calismislardir [8]. P. K. Maji ve arkadaslar1 esnek kiime teorisini karar verme
problemlerinde kullanmis, esnek kiimelerin bazi islemlerini tanimlayip onlarin
Ozelliklerini incelemis ve bulanik esnek kiime kavramini tanitmislardir [9-11]. Bunun
disinda bir¢cok arastirmacit da esnek kiimeleri ve esnek kiime islemlerini farkli

sekillerde yorumlayarak gelistirmeye ¢alismistir [12-29]. D. Pei ve D. Miao esnek



kiimelerin bilgi sistemlerinin bir simnifi oldugunu gostermislerdir [30]. Son yillarda
esnek kiimeler tizerine birgok matematiksel yapi kurulmustur. Bu baglamda esnek
kiimeler teorisinde grup, halka, ideal vb. cebirsel yapilar iizerine ¢ok sayida ¢alisma
yapilmis ve bu c¢alismalarin sonucu olarak esnek kiimelerin bazi yeni uygulamalari
elde edilmistir [31-44]. ilk kez 2011 yilinda M. Shabir ve M. Naz esnek kiimeler
tizerine topolojik yapilar kurmuslardir [45]. W. K. Min bu esnek topolojik uzaylarda
esnek ayirma aksiyomlart ile ilgili ¢alismalar sunmustur [46]. 2012 yilinda H. Hazra
ve arkadaslari Shabir ve Naz’in tamimladigi esnek topolojiden farkli bir topoloji
tanimlamiglardir [47]. Bu siiregte A. Aygilinoglu, B. P. Varol ve H. Aygiin esnek
kiimeler ve bulanik esnek kiimeler iizerine topolojik yapilar kurup birgok topolojik
kavrami incelemislerdir [48-51]. 1. Zorlutuna ve arkadaslar1 esnek topolojik uzaylarda
esnek nokta kavramini kullanarak esnek i¢ nokta, esnek komsuluk, esnek siireklilik ve
esnek kompaktlik gibi kavramlar1 tanitmiglardir [52]. Bunlarin disinda birgok yazar
esnek nokta kavramini kullanarak esnek topolojik uzaylar ile ilgili cok sayida yeni
caligma yapmuslardir [53-62]. 2012 yilinda S. Das ve S. K. Samanta, esnek reel kiime,
esnek reel say1 ve onlarin 6zelliklerini [63], 2013 yilinda esnek kompleks kiime, esnek
kompleks say1 ve onlarin 6zelliklerini [64] inceledikten sonra ayni yil esnek eleman
ile esnek kiimeler tizerinde elemanter esnek kiime islemlerini tanitarak bu islemlere
gore esnek kiimeler iizerine esnek metrik yapilari kurmuslardir [65]. S. Das, S. K.
Samanta ve bir¢cok yazar esnek eleman kavramini kullanarak esnek vektdr uzaylari,
esnek normlu uzaylar, esnek i¢ ¢arpim uzaylari gibi ¢esitli matematiksel yapilar

lizerine ¢alismalar yapmislardir [66-72].

Bu tez ¢alismasinda, literatiirde tanimlanmis esnek topolojik yapilardan farkli olarak,
esnek eleman temelinde esnek kiimeler iizerinde tanimlanan elemanter islemler ile
yeni bir topolojik yap1 kurulmus, literatiirdeki birgok temel topolojik kavram bu yeni

yapiya uygun sekilde tanimlanmis ve onlarin 6zellikleri ispatlanmistir.

Bu tez sonug¢ ve &neriler boliimii ile birlikte alt1 boliimden olusmaktadir. ikinci
boliimde, esnek kiimeler ile ilgili temel kavramlar verilmis ve elemanter islemler ile
ilgili baz1 yeni 6zellikler ispatlanmistir. Elemanter birlesim ve kesisim islemlerinde

dagilma ozellikleri, De Morgan kurallart ve tiimleyen kurallar1 genel olarak



saglanmadigindan dolay1r bu boliimde bu 6zelliklerin bazi sartlar altinda saglandigi

ispat edilmistir.

Uciincii béliimde, once esnek elemanlarin smiflart iizerine klasik islemlerle bir
topolojik yapr kurulmustur. Klasik topolojik uzaylardaki kavramlar, bu topolojik
uzayda da gecerli oldugundan detaylar incelenmemistir. Sonra esnek kiimeler iizerine,
esnek kiimelerin elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemleri ile yeni bir esnek
topolojik yap1 kurulmus ve bu topolojiye elemanter esnek topoloji adi verilmistir.
Elemanter esnek topolojik uzaylara agiklayici 6rnekler verilmistir. Elemanter esnek
topoloji hem esnek eleman smiflari ilizerinde tanimladigimiz topoloji hem de
literatiirde tanimlanan esnek topolojilerle karsilagtirilmistir. Ayn1 zamanda elemanter
esnek topolojiler ile klasik topolojiler arasindaki gegislerin bazi sartlar altinda
mimkiin oldugu gosterilmistir. Bu boliimde elemanter esnek topolojik uzaylarda
esnek acik kiime, esnek kapali kiime, esnek komsuluk, esnek i¢ elemani, esnek dis
elemani, esnek kapanis elemani, esnek sinir elemanti, esnek yigilma elemani, esnek baz
ve esnek yerel baz gibi temel topolojik kavramlar tanimlanmis ve onlarin 6nemli

ozellikleri ispatlanmustir.

Dordinci boliimde, esnek kiimeler tizerinde esnek eleman kavrami kullanilarak esnek
doniisiim tanimlanmis, esnek doniisim ile klasik dontisiimler arasindaki iliski
incelenmis ve baz1 sartlar altinda esnek doniisiimlerden elde edilen
parametrelendirilmis doniisiimlerin kesin dontisiimler oldugu ispatlanmistir. Bu esnek
dontisiimlere esnek fonksiyon adi verilmistir. Ayn1 zamanda esnek doniisiim ve esnek
fonksiyonlarin esnek kiimeler iizerindeki elemanter islemler ile ilgili baz1 6zellikleri
ispatlanmistir. Son olarak elemanter esnek topolojik uzaylar iizerinde esnek siirekli

fonksiyonlar tanimlanmis ve bazi 6nemli 6zellikleri ispatlanmustir.

Besinci boliimiinde, elemanter esnek topolojik yapilardan yararlanarak elemanter
islemler ve esnek fonksiyonlar vasitasi ile elemanter esnek alt uzay, elemanter esnek
baslangi¢ uzayi, elemanter esnek carpim uzayi, elemanter esnek sonug¢ uzayi, esnek

bagint1 ve elemanter esnek boliim uzay1 tanimlanmis ve bazi 6zellikleri ispatlanmastir.



Tezin son boliimiinde, bu tez kapsaminda elde edilen sonuglar ve bu tez konusu
kapsamindaki caligmalar1 kaynak gosterecek ileri calismalar icin bazi Oneriler

verilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde esnek kiime, esnek kiime islemleri, esnek eleman, esnek sayi, esnek
sayilar lizerindeki cebirsel islemler ve esnek kiimeler {izerinde tanimlanan elemanter
islemler [6,9,21,63,64,65]’den yararlanilarak verilmis ve elemanter islemlerin bazi
yeni Ozellikleri ispatlanmigtir. Ayrica esnek elemanlar sinifi iizerinde esnek metrik

uzaylar ve esnek topolojik uzaylar ile ilgili 6zet bilgiler verilmistir.
2.1. Esnek Kiimeler

Tamm 2.1.1. [6] X # O bir evrensel kiime ve A= bir parametreler kiimesi olsun.
F:A->P(X)

doniisiimiine X iizerinde bir esnek kiime denir ve (F, A) ikilisi ile gosterilir. Baska
bir ifade ile X kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir ailesine X

tizerinde bir esnek kiime denir. Her A € A igin F (ﬂ,) kiimesi, (F, A) esnek kiimesinin

A -yaklagimli elemanlarinin bir kiimesi olarak goz oniinde bulundurulabilir. Boylece

X kiimesi tizerinde bir (F, A) esnek kiimesi
(F.A)={(4F(1)):2e AveF (1) X}

seklinde ifade edilir.

A parametre kiimesi tarafindan parametrelendirilmis X evrensel kiimesi iizerindeki

biitiin esnek kiimelerin smifi S, (X ) ile gdsterilir.



Tamm 2.1.2. [9] X iizerinde bir (F, A) esnek kiimesi verilsin.

1.

Her A€ A igin F(1)=4 ise (F,A) kiimesine bos esnek kiime denir ve ®
ile gosterilir.
Her A€ A igin F(1)=X ise (F,A) kiimesine mutlak esnek kiime denir ve

X ile gosterilir.

Tamm 2.1.3.[9,21,24] (F,A) ve (G,B) X iizerinde iki esnek kiime olsun.

1.

AcB ve her AeA igin F(1)=G(4) ise (F,A) kiimesine (G,B) esnek
kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve (F,A)&(G,B) ile gosterilir. (G,B)
kiimesine de (F,A) esnek kiimesinin esnek iist kiimesi denir ve
(G,B)5(F,A) ile gosterilir.

(F,A) kiimesi, (G,B) kiimesinin esnek alt kiimesi ve (G,B) kiimesi de

(F,A) kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F,A) ve (G,B) kiimelerine X

iizerinde esit esnek kiimeler denir.

C=AuB veher 1eC igin

olmak iizere (H,C) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin
esnek birlesimi denir ve (H,C)=(F,A)JU(G,B) ile gosterilir.

C=ANB ve her 1€C igin H(1)=F(1)nG(4) olmak iizere (H,C)
esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir ve

(H,C)=(F,A)A(G,B) ile gosterilir.



5. C=ANB ve her 1eC igin H(4)=F(4)\ G(4) olmak iizere (H,C)
esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek farki denir ve
(H,C)=(F,A)\(G,B) ile gosterilir.

6. FC:A—P(X) doniisiimii her 1€ A i¢in F®(1)=X —F (A1) olmak iizere
X iizerindeki (F©,A) esnek kiimesine (F,A) esnck kiimesinin esnck
timleyeni denir ve (F°, A)=(F, A)" ile gosterilir.

7. H:AxB—>P(XxX) doniisiimii ~ her (a,b)e AxB igin
H(ab)=F(a)xG(b) olmak iizere (H,AxB)=(F,A)X(G,B) esnek

kiimesine (F, A) ile (G, B) esnek kiimesinin kartezyen ¢arpimi denir.

Onerme 2.1.4. [21,24] (F,A), (G,A) ve (H,A), X iizerinde esnek kiimeler olmak

lizere asagidaki esitlikler saglanir.

R
T
=
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©
&
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L
>
~5
0
©
>
)

2.2. Esnek Elemanlar

Tezin bundan sonraki kisminda bir A= parametre kiimesi ile ¢alisilacagi igin esnek

kiimenin gdsteriminde (F, A) yerine Kolaylik i¢in sadece F kullanilmistir.

Tamm 2.2.1. [63] X #O bir kiime ve A#J bir parametreler kiimesi olsun. Bir

g:A— X fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir esnek eleman denir.



g, X tzerinde bir esnek eleman ve bir FeS A(X) verildiginde her A€ A igin

e(A)eF(A) ise & esnek elemani F esnek kiimesine aittir denir ve £&F ile

gosterilir.

Her A€ A igin F(4)c X tek elemanli bir kiime ise F kiimesine tek elemanli esnek

kiime denir. Boylece her tek elemanli esnek kiime ayni zamanda bir esnek elemana

karsilik gelir.

Her A€ A i¢in F (l) # & olacak sekilde X ftizerinde tanimli tiim esnek kiimeler ile
® bos esnek kiimenin olusturdugu simif S ()Z) ile gosterilir. F e S()Z) esnek

kiimesinin tiim esnek elemanlarinin sinifi da SE ( F) ile gosterilir.

Tezin bundan sonraki kisminda esnek elemanlar icin X, V,Z,... gosterimi

kullanilmastir.

Onerme 2.2.2. [65] Bir F S()Z) esnek kiimenin esnek elemanlarinin bir sinifi, bu

esnek kiimenin bir esnek alt kiimesini iiretir. 28, X mutlak esnek kiimesinin esnek

elemanlarmin bir smifi olmak lizere B smifinin {rettigi esnek kiime SS (23 ) ile

gosterilir.

Onerme 2.2.3 [65] Herhangi bir F e S(X ) esnek kiimesi igin SS(SE(F))=F olur.

Ancak X mutlak esnek kiimesinin esnek elemanlarmin bir % smufi icin

SE(SS(Z))= % olur.

Uyan 2.2.4. 31,$2CSE()2) olmak iizere B, <8, olsun. Her A€A igin

B,(A)=3,(A) ise SS(B,)=SS(2,) olur.

Ornek 2.2.5. A={4,u} ve X ={a,b,c} olsun. Bu durumda



olmak iizere SE(X)={%,%,...%} olur. B, ={%,%}, B,={%% % %} ve

, ={%.,%, %, %} eleman siniflari ele alinirsa

F=55(%,)=55(%,)={(4{ab}).(x {a.b})}.

G=55(%,)={(4{ab}).(x{ab.c})]

oldugu gdriilir. Buradan SE(F)={%,%,. %, %} ve SE(G)={%.,%, %, %, %%}

olup B, < SE(F), B, < SE(G) ve B, =SE(F) elde edilir.

Onerme 2.2.6. [65] Herhangi F,G e S()Z) esnek kiimeleri i¢in F kiimesinin her

esnek elemam G kiimesinin de bir esnek elemani ise F &G olur.

Uyan 2.2.7. [65] F,G e S()Z) verilsin.

1. XEF UG ise XéF veya X&G olmasi gerekmez.

2. F, G esnek kiimelerinin esnek kesisiminin veya esnek timleyeninin S ( )Z)

siifina ait olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.8. Ornek 2.2.5. iizerinden H = {(ﬂ,,{a, C}),(u, {C})} € S()Z) ve
K= {(/1, {a, b, C}) , (,u, {b, C})} eS ()Z ) esnek  kiumeleri  verilsin.  Buradan

Kcz{(/l,Q),(y,{a})}eS()Z) olur ve FQH:{(i {ab.c}).(u {abc})} olup

FJO olmasina ragmen X, ¢F ve X, ¢H  olur. Ayrca

ml

H={(2.{a}).(1D)} £S(X) olur.
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2.3. Elemanter Esnek Islemler

Bu kisimda esnek kiimeler tizerinde esnek elemanlar kullanilarak yapilan elemanter

esnek birlesim, elemanter esnek kesisim ve elemanter esnek tiimleyen olarak

adlandirilan elemanter esnek islemler verilmis ve bu islemlerin bazi yeni 6zellikleri

ispat edilmistir.

Tanmim 2.3.1. F,.G €S (x ) esnek kiimeleri verilsin.

1.

23‘2{)?@ X:X&F veya )?éG} olmak iizere FUG =SS(23‘) esnek
kiimesine F ve G esnek kiimelerinin elemanter birlesimi denir. Diger bir
ifadeyle F UG =SS (SE (F)USE(G )) olarak tanimlanir [65].

B = {Y( EX:XEF ve X éG} olmak iizere F MG =SS (B) esnek kiimesine

F ve G esnek kiimelerinin elemanter kesisimi denir. Diger bir ifadeyle

FmG=SS (SE (F)NSE(G )) olarak tanimlanir [65].

B = {)~( EX:RE FC} olmak iizere F~ =SS(2) esnek kiimesine F esnek

kiimesinin elemanter tiimleyeni denir. Diger bir ifadeyle F© =SS (SE(FC ))
olarak tanimlanir [65].

23’:{)? EX:XEF \~G} olmak iizere F\G =SS () esnek kiimesine F ve
G esnek kiimelerinin elemanter farki denir. Diger bir ifadeyle

F\G=SS (SE ( F\X.G )) olarak tanimlanir.

Onerme 2.3.2.[65] F,.Ge S ( >Z) esnek kiimeleri i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

1.
2.

3.

FUG=FUG,
FAF® =0,

Her iel i¢in F =SS(%;) ise (UJF, :SS(UQ‘?J.

iel iel
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Onerme 2.3.3. F,G eS()Z) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda asagidakiler

saglanir.

1. FAGEFAG,
2. FC&F°,

3. F\G&F\G,
4. FUF“&X,

Her iel igin F =SS(B,) ise ()F éSS(ﬂaszj,

iel iel

Ispat: 1.  Eger her A€ A igin F(A1)NG(1)=D ise FAG#® olur. Buradan

2.

4.

FAG=FAG olur. Eger en az bir €A i¢in F(A)NG(1)=D ve
A'e AN {4} igin F(A')=G(A') ise FAG=® ve FAG#® olur. Bdylece

FMmG&FAG elde edilir.

Eger her A€ A i¢in Fc(ﬂ,):® ise F©=F® =® olur. Eger en az bir 1€ A
icin F€(1)=92 ve 'e AN {4} igin F*(A)# D ise F*=® ve FC 2 ®

olur. Béylece F© & F°© elde edilir.

Eger her AeA i¢in F(A)\G(1)#D ise F\G#® olur. Buradan
F\G=F\_ G olur. Eger en az bir 1A igin F(A)NG(1)=D ve
A'e AN{A} igin F(2')#=G(X') ise F\G=® ve F\ G #® olur. Béylece

F\G & F\ G elde edilir.

Eger F°=® ise FUF =FU®=F&X olur. Eger F =®d ise

FWF®=X olur. Boylece FUF® & X elde edilir.
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5. Her iel igin B, cSE(F) oldugundan ﬂ%‘i c ﬂSE(Fi) olur. Buradan

iel iel

SS (ﬂﬂ%‘, j &SS (ﬂ SE(F, )j yazilir. Dolayistyla SS (ﬂﬂ%‘, j E(MF elde

iel iel iel iel

edilir.

Uyari 2.3.4. Herhangi F,G €S ()Z ) esnek kiimeleri icin F MG =® olmas1 F &G*

ve G & F° olmasmm gerektirmez. Ornegin; X = {a,b,c,d} ve A= {}L,,u} olmak tizere

F={(2.{ab}).(w{ac})},
G ={(4{c.d}).(u{b.c})},
H = {(4{c.d}),(ufab,d}))

esnek kiimelerini ve onlarin elemanter tiimleyenlerini ele alalim. FMG=® ve
FAH=® olmasina ragmen FZG® veya GZF° ve FZH® veya HZFC elde
edilir. Fakat H°cF ve F®&H olur. Ayrica GAH #® olmasma ragmen

G°AMH® = olur.

Onerme 2.3.5. Herhangi F,G e S()Z) esnek kiimeleri icin FmG=®d ve

FﬁGeS()Z) ise F&EG® ve GEFC olur.

ispat: FAG=® ve FﬁGeS()Z) olsun. Eger her A€ A igin F(A)NG (1) =D
ise FAG#® ve F(1)NG(1)=9 ise FAG=® olur. Bdylece, FﬁGeS()Z)

iken her iki durumda da F MG =F AG elde edilir. Bu durumda F MG =® olmasi

F AG =® olmasimi gerektirir. Buradan

F&G® veGEF® = SE(F)=SE(G®) ve SE(G) = SE(F°)
= SS(SE(F)) & SS(SE(G®)) ve SS(SE(G)) = SS(SE(F°))

SF&G veGEF®
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olur.

Lemma 2.3.6. Herhangi F,G €S ()Z ) esnek kiimeleri i¢in asagidakiler saglanir.
1. SE(F mG)=SE(F)nSE(G),

2. SE(FUG)>SE(F)USE(G).

Ispat. Her XeSE(FMG) i¢in Tanim 2.3.1.°"den XeSE(F)NSE(G) olur. Bu
durumda SE(F MG)cSE(F)NSE(G) olur. Aym zamanda Onerme 2.2.3.’{in bir

sonucu olarak SE(F)NSE(G)cSE(FMG) ve SE(F)USE(G)c=SE(FUG)

bulunur. Dolayisiyla ispat her iki madde i¢in de tamamlanr.

Onerme 2.3.7. Herhangi F,G,H €S ()Z) esnek kiimeleri i¢in asagidaki ozellikler

saglanir.

Ispat. 1
(FMG)UH =SS(SE(FMG)USE(H))
=SS((SE(F)NSE(G))USE(H)) (Lemma2.3.6. (1))
= SS((SE(F)USE(H))(SE(G)USE(H)))
& SS(SE( FUH mSE(G@H)) (Lemma 2.3.6. (2))
=(FUH)m(GUH).
2.
(FUG)mH = SS(SE(F UG)NSE(H))
58S ((SE(F)USE(G))NSE(H)) (Lemma2.3.6. (2))
=SS((SE(F)NSE(H))U(SE(G)NSE(H)))

=SS (SE FmH uSE(GrmH)) (Lemma 2.3.6. (1))
=(FmH) (GAaH).
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Uyan 2.3.8. Yukaridaki dnermeye gore elemanter birlesim ve elemanter kesigim

islemleri S(X) iizerinde dagilma ozelligine sahip degillerdir. Asagidaki drnekten

[65]°deki Onerme 2.1.18.’in dogru olmadig1 goriilmektedir.

Ornek 2.3.9. Uyar1 2.3.4.’deki F, G ve H esnek kiimeleri igin (F 0 G) UH=H

olmasina ragmen
(FuH)a(GuH)={(4{cd}),(«{ab.cd})}

olur. Ayrica (FUG)mH = {(l, {C,d}),(u, {a,b})} olmasina ragmen

(FaH)U(GAH)={(4{cd}),(u{b})}
olur.

Hangi sartlarda elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemlerinin S ()Z ) iizerinde

dagilma 6zelligine sahip olacag1 asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 2.3.10. Herhangi F,G,H €S ( )Z) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda

1 Eger FAGeS(X) ise
(FAG)UH=(FUH)m(GUH)

olur.

2. Eger FAH eS()Z)VeGﬁHeS()Z)ise

(FuG)mH=(FAH)U(GmH)
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olur.

Ispat. 1. FﬁGeS()Z) ise her AeA icin F(A)NG(1)=D veya

F(2)NG(A)=9 olur. Budurumda FAG=F MG olur. Buradan

elde edilir.

2. FﬁHequmGﬁHes&)meFﬁH=F@HveGﬁH:G@H

olur. Buradan

elde edilir.

Onerme 2.3.11. Herhangi F,G €S ( X ) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda
1. F°mG°=® ise (FUG) =F°mG",
2. (FAG) #® ise (FMG) =F°wG®

olur.

Ispat. 1.
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(FUG) =(FUG)
=F°AGS
=F°MG". (F°AG® =d ile)

(FAG) =(FAG)" ((FAG) z® ile)
=F°OG*
=F°uG".

Onerme 2.3.12. Herhangi F,G e S ( X ) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda

1. F°AG°#2®,F #® ve G° #dise (FUG) =F°mG",
2. FMG#®, F#d ve G°#® ise (FAG) =F°UG®
olur.
ispat: 1.
C PO I C
(FUG) =ss{xeX :R&(FuG)|

(FCAGS 2 ile)
e
E(GC)}. 2.1)
F'CrmG‘C=ss{>~<é>Z REFC ve)?éG‘C}
=SS{Xé)Z:)?éF° veXéGc} (FC£Dve G = ile)

=SS{SE(F°)mSE(GC)}. (2.2)

Boylece (2.1) ve (2.2)’den ispat tamamlanir.
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xeX:%&(FAG) | FAG = ile)

SE(FC)usE(GC)}. (2.3)

FCuwG© :SS{XéX XEFC veya)?éGC}
:SS{Y(éX xeF° veanéGc} (FC£D veG° = ile)
=SS{SE(FC)usE(G°)}. (2.4)

Boylece (2.3) ve (2.4)’den ispat tamamlanir.

Uyan 2.3.13. Yukaridaki onermelerde de goriildiigii gibi esnek kiimeler iizerinde
elemanter iglemler dagilma 6zelligini ve De Morgan kurallarin1 genelde saglamaz.

Eger verilen esnek kiimelerin esnek kesisimleri, esnek tiimleyenleri ve esnek

tiimleyenlerinin esnek kesisimleri S(X ) smifina ait ise dagima ozelligi ve De
y g g

Morgan kurallar1 elemanter islemler i¢in de saglanir.

2.4. Esnek Sayilar

Tanmim 2.4.1. [63] B(R), R reel sayilar kiimesinin bostan farkli tiim sinirh alt

kiimelerinin smifi olsun. F: A— B(R) dontstimii ile birlikte F esnek kiimesine

esnek reel kiime denir. Eger F esnek reel kiimesi tek elemanli esnek kiime ise F

kiimesine karsilik gelen esnek eleman ile iliskilendirerek bu esnek kiimeye esnek reel

say1 denir. Tiim esnek reel kiimelerin sinifi R(A), tim esnek reel sayilarin sinifi
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R(A) ve negatif olmayan esnek reel sayilarm sinifi R(A)* ile gosterilir.

R(A) =SE (]R) oldugu agiktir.

Tezin bu kismindan sonra esnek sayilar i¢in ,S§,t,... gosterimi ve 6zel olarak her

Ae€A igin I’(/I) =r ise T gosterimi kullanilmistir.

Tamim 2.4.2. [63] 7,S€R ( A) esnek reel sayilar verildiginde bu esnek reel sayilarin

siralamasi, her 4 € A igin
1. l’(ﬂ)ﬁ§(l) ise F<§,

2. F(A)=>8(A
ise F>8§ seklindedir.

Tamm 2.4.3. [62] F,G e R(A) esnek reel kiimeler olsun.

1. Fve G esnek reel kiimelerinin toplam1 her AeA igin

F+G =la+b: aeF beG( )} ile tanimlidur.
Fl

A)
F-G)(

( ) esnek reel kiimelerinin farki her Ae€A igin
{a b:ae F b eG (/1)} ile tanimlidir.
(

A) esnek reel kiimelerinin ¢arpimi her Ae€A igin

A
FG)(4)= {a.b :aeF(4),beG (i)} ile tanimlidir.

n

,A) ve (G,A) esnek reel kiimelerinin bolimi her A€A igin

(
(
(
3. (F.A) ve
(
(
(

FIG)(A )={a/b:aeF(/1),beG(/l)\{O}} ile tanimlidir.

Uyan 2.4.4. [63] R(A) esnek reel sayilar sinifi tizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma
ve bdlme islemleri R(A) iizerindeki islemlere benzer sekilde yapilir. Ornegin;

F,§ER(A) verildiginde bu iki esnek reel saymin toplami her AeA igin
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(F+5)(4)= {a+ b:a=F(1),b= §(/”t)} olmak iizere ¥+3§ bigiminde ve bu iki esnek
reel saymin ¢arpimi her 4 € A i¢in (F§)(/1) = {a.b ra= F(/l) b= §(/”t)} olmak tizere
r.S bigimindedir. Bu durumda R ( A) , tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore

bir cisim olur.
2.5. Esnek Metrik Uzaylar

Bu kisimda esnek metrik uzay tanimi ve esnek metrik uzayin bazi 6zellikleri, esnek

elemanlar iizerinden verilmistir.

Tamm 2.5.1. [65] X # O bir evrensel kiime ve A# J bir parametreler kiimesi olmak
iizere ve d : SE ( X )>< SE ( X ) - R( A)* esnek doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa d
doniigiimiine X tizerinde esnek metrik denir.

EMI. Her %, §&X igin d(X,§)20,

EM2. Her %, & X icin d(X,§)=0<X=7,

EM3. Her X,§& X icin d(X,¥)=d(¥,%),

EM4. Her %,9,Z&X igin d (% §)<d(%2)5d(Z9).

X mutlak esnek kiimesine iizerindeki d esnek metrigi ile birlikte esnek metrik uzay
denir ve (>Z .d, A) veya ()Z : d) ile gosterilir. (EM1)-(EM4) aksiyomlarina da esnek

metrik aksiyomlar1 denir.

Ornek 2.5.2. [65] {d LiAE A}, bir X Kkesin kiimesi {izerindeki kesin metriklerin

herhangi parametrelendirilmis edilmis ailesi olsun. Bu durumda her X, § & X ve her
AeA i¢in d ()~(, )7)(1) =d, ()?(l), y(l)) seklinde tanimlanan d donisimi X

uzerinde bir esnek metrik olur.
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Ornek 2.5.3. [65] p, bir X kesin kiimesi {izerindeki herhangi kesin metrik olmak

lizere, her X,JE€X ve her AcA icin d(>~(,)7)(/1)=p(>~((ﬂ,),§/(;t)) seklinde

X
tamimlanan d :SE ( X )>< SE ( X ) —->R ( A)* doniisiimii bir esnek metrik olur. Bu

sekildeki bir esnek metrige p kesin metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik denir.

Boylece X iizerindeki herhangi metrik bir esnek metrige genisletilebilir.

Ornek 2.5.4. R iizerindeki Oklid metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik asagidaki

sekildedir.
d:SE(R)xSE(R)>R(A), VAeAve VX, § &R, d(X §)(4)=|%(1)-¥(4)

Ornek 2.5.5. R" iizerindeki Oklid metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik asagidaki

sekilde tanimlidir ve bu esnek metrige esnek Oklid metrigi denir.

*

d:SE(R")xSE(R") > R(A),

VieAve VX=(%,%,...% ), = (9, V,...9,) ER" 5 &,¥, ER, i=12,...n,

Uyan 2.5.6. [65] Kesin metriklerin herhangi parametrelendirilmis ailesi bir esnek
metrik olmasina ragmen, herhangi esnek metrik kesin metriklerin parametrelendirilmis
bir ailesi degildir. Boylece esnek metrik, kesin metriklerin herhangi bir

parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Ornek 2.5.7. [65] X ={x,y} ve A={a, B} olsun.
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olmak iizere SE( ,} olur. X iizerinde esnek ayrik metrik her

>
N—
I
S~
'_><l
xX
N
°f><
X

%, §&X icin

olur. Boylece her A€ A i¢in d,, X iizerinde metrik degildir.

Teorem 2.5.8. [65] X #OJ bir evrensel kiime ve A= bir parametreler kiimesi

olsun. X iizerinde bir d :SE(X)X SE()Z)—)R(A)* esnek metrigi (EMS5) sartimi
saglarsa her X,§&X icin d,(X(2),§(4))=d(X §)(4) seklinde tanimlanan
d,:XxX —>R", her A€ A i¢in X fizerinde bir metriktir.

EM5. Her Ae A, her %,§&X veher (1,&)e XxX igin

tek elemanl: bir kiimedir.
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Bu bakis agisiyla (EM5) sartini saglayan d : SE ( X )x SE ( X ) ->R ( A)* esnek metrigi,

P. Majumdar ve S.K. Samanta [73] tarafindan verilen tanima gore d : A—)(R*)XXX

bi¢iminde bir 6zel esnek doniisiim olur.

Tanmim 2.5.9. [65] ()Z,d,A) esnek metrik uzay ve F eS()Z) esnek alt kiimesi
verilsin. d :SE(F)xSE(F)—>R(A) esnek donisimi, her % §&F igin

d. (%,

) =d ()?, )7) olmak ilizere F iizerinde bir esnek metriktir. Bu esnek metrige F

<

iizerine indirgenen esnek alt metrik ve (F,d., A) igliisiine de esnek alt metrik uzay

denir.

Tamm 2.5.10. [65] ()Z,d,A) esnek metrik uzay, a& X ve FeR(A) olsun.

—~
>
Qn
A
A
]
——
N
w
m
—_—~
xa
N—

siniflarina sirasiyla & merkezli ¥ yarigapli agik yuvar, kapali yuvar ve kiire,
SS(B(é, I’)), SS(B(&, f)) ve SS(B(é, f)) esnek kiimelerine de sirasiyla & merkezli

f yarigapl esnek acik yuvar, esnek kapali yuvar ve esnek kiire denir.

Tammm 2.5.11. [65] F, ()Z ,d, A) esnek metrik uzayinda bir esnek kiime olsun. Bir

dEF esnek elemani igin &€ B(&,F) < SE(F) olacak sekilde T e ]R(A)* var ise 4
elemanina F kiimesinin bir i¢ elemani denir ve F kiimesinin tiim i¢ elemanlarinin
kiimesi Int(F) ile gosterilir. Buradan SS(Int(F)) esnek kiimesine de F esnek

kiimesinin esnek i¢i denir.
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Tamm 2.5.12. [65] (X,d, A) esnek metrik uzay ve % < SE(X) simfi bostan farklr
olsun. B smifinin her elemani i¢ eleman ise 2 sinifina ()Z,d,A) icinde acik denir.

Buradan SS () esnek kiimesine de esnek agik denir.

Tamm 25.13. [65] (X,d,A) esnek metrik uzay olsun. Bir FeS(X) esnek
kiimesinin esnek tiimleyeni i¢in F° e S()z) ve F°, ()Z,d,A) iginde esnek agik ise F

kiimesine ()Z ,d, A) icinde esnek kapali denir.

Teorem 2.5.14. [65] Bir esnek metrik uzayda her agik yuvar bir agik kiimedir ve

bdylece her esnek agik yuvar bir esnek agik kiimedir.

Tamm 2.5.15. [65] (X,d,A) esnek metrik uzay, &€ X ve N (&)< SE(X) olsun.
deB(a,7)c= N (&) olacak sekilde Fe ]R(A)* var ise N (&) smifina & elemaninin

komsulugu denir ve SS (N (é)) kiimesine de @ elemaninin esnek komsulugu denir.

Teorem 2.5.16. [65] ()Z .d, A) esnek metrik uzaymda

1. ® ve X esnek kiimeleri esnek aciktir.

2. Herhangi sayida esnek agik kiimenin elemanter birlesimi esnek agiktir.

Uyar 2.5.17. [65] SS(,) m SS(B,) # SS(B, "B, ) oldugundan herhangi iki esnek

acik kiimenin elemanter kesisimi esnek ag¢ik olmayabilir.

Ornek 2.5.18. [65] X ={x,y,z} ve A={4,u} olsun.

% ={(A. %), (1, )} %
% ={(A ) (1Y)} %
%={(42).(u.2)}, %

(4, %), (s )}
14 y): (1 2)}
1(4,2), (1,3}
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olmak iizere B, ={%,%,. %} ve B, ={%,%,.%, %} smflart verilsin. Bu durumda
SS(B,)=X ve SS(B,)=X olup SS(B,)MSS(B,)=X elde edilir. Fakat

B,NB,={%} olup SS(B,B,)= X olur.

Onerme 2.5.19. [65] ()Z .d, A) esnek metrik uzayr (EM5) sartin1 saglasin. ()Z .d, A)
igindeki her 1€ A ve B(&F) agik yuvar i¢in SS(B(4,7))(4)=B(a(1).7(4)),

(X .d, ) metrik uzayi i¢inde bir acik yuvardir.

Onerme 2.5.20. [65] ()Z,d,A) esnek metrik uzayr (EM5) sartin1 saglasin. F,

()Z ,d, A) icinde esnek agiktir ancak ve ancak her A€ A igin F (/1) , (X : dl) metrik

uzay1 i¢inde aciktir.

Teorem 2.5.21. [65] ()Z,d, A) esnek metrik uzayr (EMS5) sartin1 saglasin. ()Z,d,A)

i¢inde iki esnek agik kiimenin elemanter kesisimi esnek ac¢ik kiime olur.

Teorem 2.5.22. [65] ()Z ,d, A) esnek metrik uzayida

1. ® ve X esnek kiimeleri esnek kapalidir.

2. Herhangi sayida esnek kapali kiimelenin elemanter kesisimi, esnek kapalidir.

Teorem 2.5.23. [65] ()Z,d,A) esnek metrik uzayr (EMS5) sartini saglasin ve

{Fi :i:1,2,...n}, ()Z,d,A) icinde sonlu sayida esnek kapali kiimelerin bir sinifi

olsun. r[nﬂ F(=®)eS ()Z ) ise LLn_JJ F., (>Z ,d, A) icinde esnek kapalidir.
i=1

i=1
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2.6. Esnek Topolojik Uzaylar

Tanim 2.6.1. [45] 7 = S, (X ) olmak iizere

1. (D,)Zer,

2. {F}._ <7 igin OFier,

iel
n

3. (R}, cri¢in(Fer,
i=1

sartlar1 saglanirsa 7 sinift X tiizerinde bir esnek topoloji denir. (X,r, A) ticliisiine de

esnek topolojik uzay denir.

Ornek 2.6.2. [4548] (X,7,A) bir esnek topolojik uzay olsun. Her 1€ A igin
T, = {F (2):(F,A)e r} siifi X {izerinde bir topolojidir. Bu topoloji A -parametre

topolojisi olarak adlandirilir.

Tamim 2.6.3. [45] 7 smifinin elemanlarina esnek agik kiimeler ve esnek tiimleyenleri

esnek agik olan esnek kiimelere de esnek kapali kiime denir.

Tanim 2.6.4. [47] 7, X {lizerinde A ile parametrelendirilen esnek kiimelerin bir sinifi

veher AeAigin 7, = {F (A):Fe z‘} olsun. Eger 7, smifi her A€ A igin X iizerinde

bir topoloji ise 7 smifina X iizerinde esnek kiimelerin bir topolojisi denir.

Teorem 2.6.5. [45] (X, 7, A) bir esnek topolojik uzay olmak iizere

1. ® ve X esnek kapalidir.

2. X tizerindeki herhangi sayida esnek kapali kiimenin esnek kesisimi esnek
kapalidir.

3. X lizerindeki herhangi iki esnek kapali kiimenin esnek birlesimi esnek

kapalidir.



BOLUM 3. ELEMANTER ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu boliimde esnek kiimeler lizerine, esnek kiimelerin elemanter birlesim ve elemanter
kesisim islemleri ile yeni bir esnek topolojik yap1 kurulmustur ve bu topolojiye
elemanter esnek topoloji adi verilmistir. Elemanter esnek topoloji tanimindan 6nce
esnek elemanlarin smifi {lizerine klasik islemlerle bir topolojik yapi1 kurulmustur.
Elemanter esnek topoloji, esnek eleman siniflari lizerine kurulan topoloji ve literatiirde
bilinen esnek topolojiler ile karsilastirilmis ve bazi 6rnekler verilmistir. Ayn1 zamanda
elemanter esnek topolojik uzaylarda esnek kapali kiime, esnek komsuluk, esnek i¢
elemant, esnek kapanig elemani, esnek yigilma elemani, esnek baz ve esnek yerel baz
gibi bazi temel kavramlar tanimlanmis ve bu kavramlarin bircok 06zelligi

ispatlanmustur.

3.1. Elemanter Esnek Topoloji

X # & bir evrensel kiime ve A# @ bir parametreler kiimesi olmak iizere X mutlak

esnek kiime olsun.

Tamm 3.1.1. T c P(SE ( X )) , esnek elemanlarin siniflarinin bir koleksiyonu olmak

uzere

1. @, SE(X)GS,

2. {B}_, <c%Ticin{ B eT,

iel
3. {B}_, =T iin szsi et
sartlar1 saglanirsa T koleksiyonu X iizerinde bir topolojidir. Bu topoloji esnek

elemanlarin smiflarmin olusturdugu topoloji (EES topoloji) olarak adlandirilir ve
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()Z,‘I, A) ticliisiine de EES topolojik uzay adi verilir. T koleksiyonunun her bir

elemanina agik sinif ve tiimleyeni agik sinif olan bir sinifa da kapali sinif denir.

Ornek 3.1.2. ()Z Z, A) , EES topolojik uzay olsun. Her 4 € A igin
T, ={B, cX:%(1)eB, VXeBeT|
smifi X iizerinde bir topolojidir.

Ornek 3.1.3. ()Z ,d, A) esnek metrik uzayinda & & X merkezli tim acik yuvarlarin

sinifi
B={B(ar):aeX,rs0}

X tizerinde bir EES topoloji i¢in bir bazdir. Bu bazin iirettigi topolojiye, yani d esnek

metrigi tarafindan iiretilen EES topolojiye X iizerinde metrik EES topoloji denir.

Boylece her esnek metrik uzay ayni zamanda bir EES topolojik uzaydir.

Tezin bundan sonraki kisimlarinda elemanter islemler yardimi ile X iizerine bir

topoloji kurulmus ve bu topolojik uzayda temel kavramlar incelenmistir.

Tanim 3.14. 7 S ( X ) olmak tlizere

1. D, XeT,

2. U}, =T i¢in U, eT,

iel
3. (U}, =T igin (rnﬂui eT
i=1

sartlar1 saglanirsa 7 sinifi X tizerinde bir esnek topolojidir. Bu topolojiye elemanter

esnek topoloji ve (>Z 7, A) ticliisiine de elemanter esnek topolojik uzay adi verilir.
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Tamim 3.1.5. 7, ve 7,, X iizerinde iki elemanter esnek topolojik uzay olsun. 7; = 7,
ise 7, topolojisi 7, topolojisinden daha kaba ya da 7, topolojisi 7, topolojisinden

daha ince yapiya sahiptir denir.

Ornek 3.1.6. 7 :{GD,)Z} smifi X izerinde bir elemanter esnek topolojidir. Bu

topolojiye en kaba elemanter esnek topoloji denir.

Ornek 3.1.7. T :S()Z) smifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir. Bu

topolojiye en ince elemanter esnek topoloji denir.

Ornek 3.1.8. Her esnek metrik uzay bir elemanter esnek topolojik uzay degildir.

Ciinkii esnek metrik uzayda iki esnek agik kiimenin elemanter kesisimi esnek agik

olmayabilir (Uyar1 2.5.17.e bakiniz). Fakat, (EM5) sartin1 saglayan ()Z ,d, A) esnek

metrik uzayinda tiim esnek agik kiimelerin sinifi Teorem 2.5.16. ve 2.5.21.’den esnek
kiimelerin elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemlerine gore bir topoloji olur.

Bu topolojiye elemanter esnek metrik topoloji denir.

Ornek 3.1.9. X ={x,y,z} ve A={A, u} olmak iizere

esnek kiimeler olsun. Bu durumda 7; ={CI), )Z,Fl, FZ} sinifi X iizerinde hem bir

elemanter esnek topoloji hem de Tanim 2.6.1. ve 2.6.4.e gore bir esnek topolojidir.

T, = {CD, X,F,, F3} siifi X iizerinde ne bir elemanter esnek topoloji ne de bir esnek
topolojidir. 7, ={CI), X, F, F3} sinifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

Ancak, X iizerinde Tanim 2.6.1. ve 2.6.4.’¢ gore bir esnek topoloji degildir.
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Gergekten, FlﬁFsz{(,u,{z})}e’Z; olur ve 7,={@,X,{xz},{y,z}} smfi X

tizerinde bir topoloji degildir. Son olarak 7, = {CI), X, F.F,. F3} sinifi X iizerinde bir

elemanter esnek topoloji ve Tanim 2.6.1.°e gore bir esnek topoloji olmasina ragmen

Tanim 2.6.4.”¢ gore bir esnek topoloji degildir.

Uyarn 3.1.10. En az iki elemanli bir X kiimesi iizerinde kurulan elemanter esnek

topolojinin bu kiime iizerinde kurulan esnek topoloji olmas1 gerekmez. Ornegin; Ornek

3.1.9.°daki 7, smifi X iizerinde hem elemanter esnek topoloji hem de esnek
topolojidir. Fakat, 7, simifi X iizerinde elemanter esnek topoloji olmasina ragmen bir
esnek topoloji degildir. Yine Ornek 3.1.7.’deki S()Z) smifi X iizerinde en ince

elemanter esnek topoloji oldugu halde bir esnek topoloji degildir. Ornek 3.1.6.”daki en

kaba simf X iizerinde hem elemanter esnek topoloji hem de esnek topolojidir.

Asagidaki Onermeler ve teoremler, elemanter esnek topoloji ile diger topolojiler

arasindaki iliskileri verir.

Onerme 3.1.11. ()Z,T , A) bir elemanter esnek topolojik uzay olsun. Eger bostan

farkli her U,V € 7 esnek kiimeleri i¢cin U MV #® ise 7 smift ayn1 zamanda X

tizerinde bir esnek topolojidir.

n

Ispat. Onerme 2.3.2.°den (UJU, :OUi ve ﬁnﬂUi # @ i¢in ﬁ_nﬂUi :ﬂUi oldugundan
1 =1

iel iel i= i i=1

ispat agiktir.

Teorem 3.1.12. ()Z,r, A), Tanim 2.6.4.’e gore bir esnek topolojik uzay olsun. Bu

durumda 7 = {U €S ( X ) U(A)er, Ve A} sinifi X {izerinde bir elemanter esnek

topolojidir.

ispat: 1. @, X e7 oldugundan @, X €7 oldugu kolayca goriilir.
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2. {U;}., =7 olsun. [UJu, :OUi oldugundan (UJU, € T oldugu agiktir.

iel iel iel
3. U,VeTZolsun. Eger UMV =® ise UMV e7 oldugu aciktir. Eger
UAVz2® ise UMV =UAV olur. Buradan, Ormek 2.6.2. yardimiyla
Umav(4)=(UAV)(A)=U(A1)nV (4)er, olur. Béylece UMV €7 elde

edilir.
Bu durumda 7~ smifi X iizerinde bir elemanter esnek topoloji olur.

Teorem 3.1.13. ()Z,T, A) bir EES topolojik uzay olsun. Bu durumda

7= {U €S ()Z ) :SE(U)e ‘Z} sinifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

spat: 1. &, SE()Z ) € ¥ oldugundan SS ()= ve SS (SE()Z )) = X olur. Buradan

@, X €7 elde edilir.

iel iel

2. {U;}_, =T olsun. (UJU, =SS [U SE (Ui)J olur. ¥ bir topoloji oldugundan

| JSE(U;) e T olur. Bylece [UJU; € T elde edilir.

iel iel
3. UVeT olsun. UMV =SS(SE(U)NSE(V)) olur. T bir topoloji

oldugundan SE(U)NSE(V)e ¥ olur. Bdylece U MV €7 elde edilir.

Bu durumda 7~ sinifi X iizerinde bir elemanter esnek topoloji olur.

Onerme 3.1.14. ()Z T, A) bir elemanter esnek topolojik uzay olsun. Eger U,V € 7
icin UAV € S()Z) ise her 1A igin 7, = {U (A):Ue T} sinifi X {izerinde bir

topolojidir.
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fspat: U,V e T icin U AV s(x) ise UAV =U @MV olur. Bu durumda 7 esnek

topoloji olur. Dolayisiyla Ornek 2.6.2.’den her A€ A igin 7, = {U (A):UeT } sinifi

X iizerinde bir topoloji olur.

Tamim 3.1.15. ()Z T, A) bir elemanter esnek topolojik uzay olmak tizere 7 sinifinin

her bir {iyesine esnek acik kiime denir.

Bir Ke S()Z) esnek kiimesi verildiginde K® e S()Z) ve K®eT ise K esnek

kiimesine esnek kapali kiime denir.

Onerme 3.1.16. ()Z T, A) bir elemanter esnek topolojik uzay olsun.

1. ® ve X esnek kapalidir.

2. {Ki e I}, ()Z,T : A) uzayimda esnek kapali kiimelerin bir sinifi olsun. Bu
durumda K = M {K; :i e I} esnek kapalidir.
3. K mK; #® olacak sekilde K, ve K,, ()z,T : A) uzayinda iki esnek kapali

kiime olsun. Bu durumda K, U K, esnek kapalidir.

spat: 1. d° =X e S()Z) ve ®° =X 7T oldugundan ® esnek kapalidir. Benzer

sekilde X da esnek kapalidir.

2. Her i€l igin K; =® yadabaz1 jel indislerii¢in K; =® ise K kiimesinin
esnek kapali oldugu goriilir. Her i€l igin K, #® ve K=® ise yine K
kiimesinin esnek kapal1 oldugu goriiliir. Eger K = ® ise K¢ e S()Z) olur ve
Onerme 23.12°den  K®=(m{K;:iel}) =u{K :icl} elde edilir
Buradan, her iel icin K®e7 oldugundan K®e7 olur. Dolayisiyla K

esnek kapalidir.
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3. K, ve K, esnek kiimelerinden biri ya da her ikisi @ ise K; U K, kiimesinin

esnek kapali oldugu agiktir. K, #® ve K, #® olsun. K; ve K, esnek kapali

oldugundan KS,Kj €S ()Z) ve K',KyeT olur. KFAK; 2D ise
KS Ky eS ()Z) oldugundan (K, UK,)" €S ()Z) olur ve Onerme 2.3.12.’den
(K,UK,) =K MK elde edilit Buradan K{,K; €7 oldugundan

(K,UK,) =K @K €7 olur. Dolayisiyla K, UK, esnek kapalidir.

Ornek 3.1.17. Ornek 3.1.9.°da verilen ’2'3={CI),)Z,F1,F3} elemanter esnek

topolojisine gore esnek kapali kiimelerin sinifi,
Ki={(242}) (s y))f ve Ko ={(24xv}) (1 {3))
olmak tizere K = {CD, X, K., KS} olur.

Ayrica Ornek 3.1.9.°da verilen X evrensel kiimesi ile A parametreler kiimesi

uzerinde

Fo={(2 009D (X)) ve B ={(2 X (nfy.2})

esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda ’Ts’z{CD,)Z,Fl,F3,F4,F5} X iizerinde bir

elemanter esnek topoloji olup TS' topolojisine gore esnek kapali kiimelerin sinifi yine

K= {GD, )Z, K., K3} olur.

Dikkat edilirse K; ve K, iki esnek kapali kime oldugu halde
K, WK, ={(4,X),(1{xy})} esnck kapah degildir. Ciinkii K," @ K," = olur.
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3.2. Esnek Kiimenin I¢i, Dis1, Smir1, Kapamisi ve Yigilma Elemanlarmin Kiimesi

Tanmm 3.2.1. ()Z,T , A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve X & X olsun. Bir

N e S()Z) esnek kiimesi i¢cin X&U & N olacak sekilde U €7 esnek agik kiimesi

varsa N esnek kiimesine X esnek elemaninin esnek komsulugu denir. X esnek

elemaninin tim esnek komsuluklarinin smift N ()~() veya 7 anlasiliyor ise N ()”() ile

gosterilir.

Tanim 3.2.2. ()Z,T , A) elemanter esnek topolojik uzay olmak iizere F,N e S()Z)

esnek kiimeleri igin F U C N olacak sekilde N €7 esnek agik kiimesi varsa N

esnek kiimesine F esnek kiimesinin esnek komsulugu denir.

Teorem 3.2.3. ()Z 7T, A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve X & X olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir.
1. Her N € NT()?) icin Xe N olur,

2. N,N'ENT()N() iginN@N'eNT()N() olur,
3. NeN,(X) ve NEN'ise N'e N, (X) olur,
4. Her N € NT(Y() icin N'e NT()?) vardir 6yle ki her §e N' igin N € NT(V)

olur.

Ispat: Yalnizca 2. 6zellik ispatlanmustr.

N,N'eN,(X) ise XEUEN ve XEU'EN" olacak sekilde Ue7 ve U'eT
esnek agik kiimeleri vardir. Buradan Xe SE(U)< SE(N) ve Xe SE(U )= SE(N")

olur. Xe SE(U)NSE(U")= SE(N)NSE(N") oldugundan
XESS(SE(U)NSE(U")) & SS(SE(N)NSE(N"))

yani XU MU'E N @ N' olur. Dolayisiyla N @M N'e N, (X) elde edilir.
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Tamim 3.2.4. ()Z 7, A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve F e S()Z) olsun. Bir

XE€F i¢in X€U C F olacak sekilde bir U € 7 varise X elemanma F kiimesinin bir
esnek i¢ elemani denir. F kiimesinin tim esnek i¢ elemanlarinin sinifi intF ile

gosterilir. F kiimesinin tiim esnek i¢ elemanlarinin sinifinin iirettigi esnek kiimeye de

F kiimesinin esnek i¢i denir ve F* =SS (intF) ile gosterilir.

Teorem 3.2.5. ()Z,T , A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve F e S()Z) olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir.

1. F°, F kiimesinin esnek agik alt kiimelerinin elemanter birlesimine esittir,
2. F°, F kiimesinin en biiylik esnek acik alt kiimesidir,
3. F esnek aciktir & F* =F.

Ispat: Yalnizca 1. 6zellik ispatlanmustr.

F kiimesinin ~ esnek  agik  alt  kiimelerinin  elemanter  birlesimi
G=U {U € S()z ) UcFveUe ’T} olsun. F'=G oldugunu gdstermeliyiz.

X eintF olsun. Buradan X €U & F olacak sekilde U € 7 vardir. Bu durumda U &G

ve XeSE(G) olur. Boylece intFcSE(G) elde edilir Dolayisiyla

SS (intF )& SS(SE(G)) yani F* &G olur.

Tersine, X €G olsun. Buradan X e SE (G) olur ve XeU CF olacak sekilde U €T
vardir. Bu durumda XeintF olur. Boylece SE (G)c intF elde edilir. Dolayisiyla

SS(SE(G)) & SS(intF) yani G & F olur.
Boylece F° =G olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.6. ()Z 7, A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve F,G e S ( X ) olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir.
1. X=X ve O =0,
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2. F&cGise Fr &G,
3. (F)=F,
4.  FAG =(FAG),

5. F UG &(FUG).

Ispat: Yalnizca 4. 6zellik ispatlanmustr.

FAGEF ve FMGEG oldugundan 2. ozellikten (FMG) &F° ve

(FMG) &G’ olur. Boylece (FMG) &F° MG’ elde edilir.

Diger taraftan, F"CF veG &G oldugundan F°'MG S F MG olur. Ayrica

(FMG), FMG kimesinin en biyiik esnek agik alt kiimesidir. Boylece

F'AG &(FMG) elde edilir.
Dolayisiyla F° mG” =(F mG) olur ve ispat tamamlanir.

Tamm 3.2.7. ()Z,T : A) elemanter esnek topolojik uzay ve F e S()Z) olsun. F®

kiimesinin bir esnek i¢ elemanina F kiimesinin bir esnek dis elemani denir. F
kiimesinin tiim esnek dis elemanlarmin sinifi extF ile gosterilir. F kiimesinin tim

esnek dis elemanlarinin smifinin trettigi esnek kiimeye de F kiimesinin esnek dist

denir ve F° ile gosterilir.

Tanim 3.2.8. ()Z,T , A) bir elemanter esnek topolojik uzay, F e S()Z) ve X&X

olsun. Eger her bir N € N (X) igin F @ N 3 ® ise X elemanma F kiimesinin esnek

kapanis eleman1 denir. F kiimesinin tiim esnek kapanig elemanlarinin smifi clF ile

gosterilir. F kiimesinin tiim esnek kapanis elemanlarinin siifinin {irettigi esnek

kiimeye de F kiimesinin esnek kapanist denir ve F =SS (CIF) ile gosterilir.
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Eger FAIN=® ve FAN eS()Z) olacak sekilde en az bir N e NT(Y() var ise

% & X , F kiimesinin bir esnek kapanis eleman1 degildir.

Teorem 3.2.9. ()Z,T , A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve F e S()Z) olsun.

Asagidaki ozellikler saglanir.

1. F, F kiimesini kapsayan esnek kapali kiimelerin elemanter kesisimine esittir.
2. F, F kiimesini kapsayan en kiiciik esnek kapali kiimedir.

3. F esnek kapalidir & F=F .

Ispat: Yalnizca 1. 6zellik ispatlanmustir.

F  kimesini kapsayan esnek kapali kiimelerin elemanter kesisimi

G=m {K € S()Z ): F & K ve K esnek kapall} olsun. F =G oldugunu gostermeliyiz.

X €G olsun. Kabul edelim ki X & F olsun. Buradan FAN =® ve FAN ¢ S()Z)

olacak sekilde en az bir NeN, ()~() vardir. Ayrica, N e N, ()~() oldugundan

XEU & N olacak sekilde U € 7 vardir. Boylece FmMU =® ve F AU € S()Z) olur.

Buradan U° e S()Z) olur ve Onerme 2.3.5.den F &U° elde edilir. Dolayisiyla
C q ..

U®=UF° olur ve bu ise (U C) =U €7 yani U kiimesinin esnek kapali olmasini

gerektirir. Fakat X €U olur ve bu ise X&G olmasi ile celisir. Bu durumda X & F

olur ve G & F elde edilir.

Tersine, XecClIF olsun. Buradan X&F olur. Kabul edelim ki X&G olsun. Bu
durumda F &K olacak sekilde K esnek kapali kiimesi vardir ve X & K olur. X & K©

ve K®eT oldugundan K € N, (X) olur. Ayrica, F &K oldugundan F mK® = ®
ve FAK® (: d)) ) ( X ) olur. Boylece X, F kiimesinin bir esnek kapanis elemant

degildir. Buise X e ClIF olmasi ile gelisir. Dolayisiyla X €G olurve F & G elde edilir.

Dolayisiyla F =G olur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 3.2.10. ()Z T, A) bir elemanter esnek topolojik uzay ve F,G € S ()Z ) olsun.

Asagidaki ozellikler saglanir.

1. X=X ve D=,
2. F&EGise FaG,
4 FCmG =d ise FUG=(FWG),

Ispat: Yalnizca 4. 6zellik ispatlanmustir.

FEFUG ve GEF UG oldugundan 2. dzellikten F &(FUG) ve GE(FUG)

olur. Boylece F UG &(F WG) elde edilir.

Diger taraftan, F & F ve G &G oldugundan FUG &F UG olur. FC AG® # @ ise

Onerme 3.1.16.’dan F UG esnek kapalidir. Ayrica, F UG kiimesini kapsayan en

kiigiik esnek kapali kiime (F U G) olur. Bu durumda (FWG)&F UG elde edilir.

Béylece F UG =(F WG) olur ve ispat tamamlanr.

Onerme 3.2.11. ()Z T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F € S ()Z ) olmak tizere

(IE)(c = ( F© ) olur.

Ispat. )?é(lf)(c olsun. X¢&F, yani X¢cIF olur. Bu durumda FAN=® ve

FANe S()Z) olacak sekilde bir N e N, (X) vardir. Buradan Onerme 2.3.5.
yardimiyla X& N & F© olur. Dolayisiyla X €intF© ve bunun sonucunda X é(FC)O

olur. Boylece (IE)(C & ( F© ) elde edilir.
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)?é(FC)O olsun. (FC)OENT(X) olur. (FC)O@FZCD ve her durumda
(F(C)OF\F:QD olup (F(C)oﬁFeS()Z) olur. Dolayisiyla XeclF ve bunun

sonucunda X & F yazilir. Bu durumda X é(lf)(C olur. Boylece (F(C ) é(lf)(C elde

edilir.
Dolayisiyla (If)<C = ( F© ) olur ve ispat tamamlanur.

Onerme 3.2.12. ()Z 7T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F,F° €S ( X ) olmak

lizere (F")(C :(FC) olur.

Ispat. F°=G olsun. Onerme 3.2.11.°den (GC)Oz(C_E)(C elde edilir. Buradan

F¢ eS()Z) oldugundan (GC)O =((FC)C)O =F° olur. Bu durumda (C_S)(c =F" ve

bunun sonucunda G = ( F° )(C yazilir. Dolayisiyla (F° )(C = ( F(C) elde edilir.

Tamim 3.2.13. ()Z T, A) elemanter esnek topolojik uzay, F € S ()Z )Ve g & X olsun.

Eger XgintF ve XgextF ise X elemanina F kiimesinin esnek sinir elemani denir.
F kiimesinin esnek sinir elemanlarinin sinifi bdF ile gosterilir. F kiimesinin esnek

sinir elemanlarmin sinifinin iirettigi esnek kiimeye de F kiimesinin esnek sinir1 denir
ve OF =SS (bdF) ile gosterilir. XEOF iken X&F° ve X&F° olduguna dikkat

edilmelidir.

Onerme 3.2.14. ()Z,T, A) elemanter esnek topolojik uzay, F,F® e s(>Z ) olmak

lizere OF = IE@(F(C): F\F° olur.

Ispat. F¢ S ()Z) oldugu ve Onerme 3.2.11. ve 3.2.12. gbz 6niinde bulundurulursa
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oldugundan 6F = F @ (F)=F\F" clde edilir

Uyan 3.2.15. F°gS(X) ise Onerme 3.2.12. ve 32.14’deki esitlikler

saglanmayabilir. Ornek 3.2.20.’ye bakiniz.

Tamim 3.2.16. ()Z 7, A) elemanter esnek topolojik uzay, F € S ( X ) ve X & X olsun.

Eger her bir N e N, (%) icin F @ (N \{X})#® ise X elemanmna F kiimesinin esnek

y1gilma elemani denir. F kiimesinin tiim esnek yigilma elemanlarinin siifi limF ile
gosterilir. F kiimesinin tiim esnek yigilma elemanlarinin smifinin {irettigi esnek

kiimeye de F kiimesinin esnek yigilma elemanlarinin kiimesi denir ve

F =SS(limF) ile gdsterilir.

Eger F rm(N \{X}):q) ve FF\(N \{)?})ES()Z) olacak sekilde en az bir N € N(X)

var ise X& X, F kiimesinin bir esnek yigilma elemam degildir. Ayrica F &F

oldugu agiktir.
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Teorem 3.2.17. ()Z 7, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F € S ()Z ) olmak iizere

F UF esnek kiimesi esnek kapalidir.

Ispat. F U F  kiimesinin esnek kapali oldugunu gostermek icin (F UF )C eT ve
~\C o .. .. ~\C
(F uF ) € S(X) oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in keyfi X é(F uF ) alalim.

Bu durumda X¢FUF , yani X¢F ve X¢F olur X¢F oldugundan

FAa(N\{x})=® ve FA(N\{x})eS(X) olacak sekilde en az bir N €N (X)
vardir. X¢F ve Fﬁ(N\{f(})eS()z) oldugundan FMN =® ve FAN eS()Z)
olur. Her § €N i¢cin F M N =® oldugundan N kiimesinin hicbir esnek eleman1 F

kiimesinin bir esnek yigilma elemanm degildir, yani §&F olur. Dolayisiyla

- ~ ~ C
F AN=® ve F AN eS(X) olur. Bdylece X&N EF® ve XN &(F ) olup
~\C . ~\C
XRENEF A(F ) elde edilir. Onerme 2.3.12. yardimiyla X&N &(FUF ) elde
~\C\° ~\C
edilir. Bunun sonucunda Xé((F uF ) ), yani (F@F ) €7 olur. Ayrica
FANeS(X) ve F- AN eS(X) oldugundan F*eS(X) ve (F) eS(X) ol

~\C ~
Bunun sonucunda da (F UF ) eS ( X) bulunur.

Teorem 3.2.18. ()Z 7, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F € S ()Z ) olmak {izere

F=FUF olur

Ispat. F &F ve F & F oldugundan FUF &F olur. Diger taraftan FEF U F -
olur. Teorem 3.2.17.dan F U F  esnek kapal1 ve Teorem 3.2.9.’dan F , F kiimesini
kapsayan en kiiciik esnek kapali kiime oldugundan F & F W F  olur. Dolayisiyla
F=FUF elde edilir.
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Teorem 3.2.19. ()Z T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F €S ()Z) olsun. F

esnek kapalidir & F &F.

Ispat. = F esnek kapal1 olsun. Teorem 3.2.9.’dan F = F olur. Bu durumda Teorem

32.18’den F=FUF oldugundan F=FUWF olur. Dolayisiyla F &F elde

edilir.

& F &F olsun. Budurumda FUF &F olup Teorem 3.2.18.°den F & F olur.

Ayrica Teorem 3.2.9.°dan F &F olur. Sonug olarak F=F olup yine Teorem

3.2.9.’dan F esnek kapali olur.

Ornek 3.2.20. Ornek 3.1.9.°a gére 7, elemanter esnek topolojisi igin
F= {(/I,{x, Z}),(,u, X)} ve G :{(i,{x, Z}),(,u,{x, y})} esnek kiimeleri verilsin. Bu

durumda

olur.

Ayrica F° eS()z) oldugundan (F(’)(CzK3 ve (F—C)=CD olup (F)

F\F =K, olup oF # F\F" oldugu goriiliir.
3.3. Esnek Baz ve Esnek Yerel Baz

Tamim 3.3.1. Bc S ()Z) esnek kiimelerin bir smifi olsun. Eger B smifi asagidaki

sartlar1 saglarsa bu siifa X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji igin esnek baz
denir.

Bl. Her x& X icin X &B olacak sekilde en az bir B € B esnek kiimesi vardir.
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B2. B,B,eB igin XX ve X&B MB, ise X&B,& B, MB, olacak sekilde

B, € B esnek kiimesi vardir.

Ornek 3.3.2. X ={x,y,z} ve A={A, u} olmak iizere

B ={(20).(w )} B ={(A ). (D)} B ={(2 X)) (w2})},
B, = (A (0¥ (X)) By = {2 {2 ()

esnek kiimeleri igin B:{Bl,BZ,B3,B4,BS} olsun. B smfi X iizerindeki bir

elemanter esnek topoloji i¢in esnek bazdir.

Coziim. X mutlak esnek kiimesinin esnek elemanlari

{4y ()} % ={(4,2), (1, )},
{4y (.9} % ={(4,2),(u.y)},
1) ()} %5 ={(42),(1,2)}

)~(1 :{(ﬂ,, X)! (;u! X)}, )h('4
)?2 :{(l! X)! (/J, y)}’ )~(5
X3 :{(ﬂ,, X), (/u’ Z)}! X6

olmak {izere SE()Z):{)?1,X2,X3,)~(4,)?5,)?6,)?7,)?8,)?9} olur. Bu durumda

B1.

X

) %, %, %, % EB, ve %, %, % &B, olur.

<

B2. BmB,=BeB, B,MB,=B,cB, B,mB,=B,eB, B mMB =B eh,

B,MB;=B,eB, B,AB;=B,eB ve BB ={(4{x}),(,X)} =B, B
cByv

m

olur. Burada By esnek kiimesii¢in X, € B, £ By, X, €B, e X, €B, C B,

elde edilir.

Dolayisiyla B esnek bazdir.

Uyar1 3.3.3. B, X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji icin esnek baz ise

B,,B, € B i¢in B, M B, kiimesinin B smifina ait olmas1 gerekmez. Omegin; Ornek

3.3.2.°de B,,B; € B oldugu goriilmesine ragmen B, M B, = By ¢ B olur.
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Onerme 3.3.4. BcS ( X ), X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji igin bir esnek

baz olsun.
7,={UeS(X):vxeX icinIBeB > XEB&U)
sifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

Ispat: 1. Her X& X igin U=® ise XU olur. Bu durumda ® €7, elde edilir.
U =X ise her BeB i¢in B&U olacagn igin X €7, olur.
2. Her il igin U, € 7, olsun. Bu durumda her X & X i¢in X&B, &U, olacak

sekilde her i€l igin B, € B esnek kiimeleri vardir. Boylece X & LUJUi ve

iel

x&B, &|UJU, olur. Dolayisiyla (UJU; &7}, elde edilir.

iel il
3. U,U,e7, ve XéU, MU, olsun. XEU, ve X€U, olur. U ,,U, € 7, oldugu
icin XéB, cU, ve XéB, &U, olacak sekilde B;,B, e B esnek kiimeleri
vardir. Buradan X € B, mB, olur. Tanim 3.3.1.’den X& B, © B, m B, olacak
sekilde B, € B vardir. Boylece X€ B, & B mB, cU, mU, olur. Dolayisiyla

U, mU, €7, elde edilir.

Tamim 3.3.5. Onerme 3.3.4.’de verilen 7, sinifina B esnek bazi tarafindan iiretilen

elemanter esnek topoloji denir.

Bu tanima gore B < 7, oldugundan B sinifinin elemanlar1 esnek agik kiimelerdir.

Onerme 3.3.6. ()Z 7, A) elemanter esnek topolojik uzay ve B, 7 i¢in bir esnek baz

olsun (7 =7,). Bu durumda her esnek agik kiime B sinifinin bazi elemanlarmin

elemanter birlesimi olarak ifade edilebilir.
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ispat: U €7 olsun. Her X& X igin Onerme 3.3.4.’den X & B, ©U olacak sekilde

B, € B vardir. Boylece U =(UJB, olur.

XeU

Ornek 3.3.7. Ornek 3.3.2.’deki esnek baz B simfimn X iizerinde iirettigi elemanter

esnek topoloji

U, ={(2. 03, (0. 03} U, ={(A.03), (X yh} Uy ={(4.03), (1, X))},
U, ={(4.0D), (udyD} Us ={(4. {03, (X, 2D} U ={(4.{x, y}), (&, X)},
U, ={(4.03), (u{zD} Ug ={(4. 03, (Y. 2D} Ug ={(4.{x. 2}), (1. X)}

olmak iizere 7 ={®, X,U,,U,,U;,U,,U;,Ug,U; U, U | olur.

Uyan 3.3.8. Onerme 3.3.6.’nin tersi dogru degildir.

Ornek 3.3.9. X ={x,y,z} ve A={A,u} olsun. X iizerinde

olmak flizere 7 = {)Z O, F,F, K, F, FS} elemanter esnek topolojisi verilsin. Bu
durumda B= {)z,(l), F.F, F3} sinifi Onerme 3.3.6.’nin sartin1 saglar. Fakat
X = {(/1, x), (4, y)} € SE()Z) i¢in X &F, olmasima ragmen X& B & F, olacak sekilde

bir B € B kiimesi yoktur. Dolayisiyla B smifi 7 topolojisi igin bir esnek baz degildir.

Onerme 3.3.6.’da bir elemanter esnek topoloji esnek baz yardimiyla tanimlanmustir.
Bunun tersi i¢in yani verilen elemanter esnek topolojiye bir esnek baz bulmak icin

asagidaki teorem verilmistir.
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Teorem 3.3.10. ( X, T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve B <7 olsun. Asagidaki

(B.) sart1 saglanirsa B smifi 7 i¢in bir esnek baz olur.

B.. HerUe7 veher X€U igin X€B U olacak sekilde B € B vardur.

ispat: Bl. U =X olsun. Ue7 ve X&U oldugundan (B.) sartindan dolay1

X &B &U olacak sekilde B € B vardir. Boylece her X & X igin X € B olacak
sekilde B € B vardir.

B2. B,B,eB ve XéX igin X&B, MB, =U olsun. B, ve B, esnek agik kiime
oldugu i¢in U esnek agiktir. Boylece (B.) sartindan dolayr X € B, U olacak

sekilde B, € B vardir. Yani X € B, & B, m B, olur.

Dolayistyla B bir esnek bazdir ve 7 =7, oldugu agiktir.

Ornek 3.3.11. B={SS(B(X,¢)):X&X ve 50}, (X,d,A) esnck metrik uzaymda
esnek acik kiimelerin bir sinifi olsun. ()Z,d, A) esnek metrik uzayr (EMS) sartini

saglarsa B smifi Ornek 3.1.8.’deki elemanter esnek metrik topoloji 7~ icin bir esnek

baz olur.

Tanim 3.3.12. ()Z 7T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve S <7 olsun. § smifinin

elemanlarinin her sonlu elemanter kesisimi 7 i¢in bir esnek baz ise S sinifina 7

topolojisinin bir esnek alt baz1 denir.

Tanim 3.3.13. ()Z,T : A) elemanter esnek topolojik uzay ve X & X keyfi bir esnek
eleman olsun. X elemanini igeren esnek agik kiimelerin bir sinifi B; olmak tizere X
elemanini igeren her U esnek agik kiimesi i¢in X € B, &U olacak sekilde B, € B, var

ise B, smifina X elemaninin esnek yerel bazi denir.
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Onerme 3.3.14. B, X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji i¢in esnek baz ve

X & X olsun. B esnek bazmin X elemanini igeren elemanlar1t X esnek elemani igin

bir esnek yerel baz olusturur.

Ispat. Teorem 3.3.10.’dan ispat elde edilir.



BOLUM 4. ESNEK FONKSIYON VE ESNEK SUREKLILIK

Bu boliimde esnek doniisiim tanimi ve esnek doniisiimiin 6zellikleri [73,74]’den farkli
olarak esnek elemanlar iizerinde verilmistir. Ayrica esnek stireklilik tanimi elemanter

esnek topolojik uzaylar iizerinde verilmistir.
4.1. Esnek Fonksiyon

Tanim 4.1.1. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. f :SE ( X ) —SE (Y~) dontistimiine bir esnek doniisiim denir.

Ornek 4.1.2. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime, A bostan farkli parametreler
kiimesi ve { f,iAde A} , X’den Y’ye kesin doniisimlerin herhangi bir
parametrelendirilmis ailesi olsun. Bu durumda her X&X ve her AeA igin
f(X)(4)=f,(X(4)) seklinde tanimlanan f : SE()Z ) — SE (Y~) doniisiimii bir esnek

doniisiim olur.

Ornek 4.1.3. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. g: X — Y, bir kesin doniisiim olmak tizere her X & X ve her 1€ A
igin f(X)(1)=g ()?(l)) seklinde tanimlanan f : SE()Z ) —SE (Y~) doniisiimii bir
esnek dontisiim olur. Bu sekildeki bir esnek doniisiime g kesin doniisiimii tarafindan

tiretilen esnek doniisiim denir. Boylece, X ’den Y ’ye herhangi bir kesin doniisiim bir

esnek doniisiime genisletilebilir.

Uyan 4.1.4. Ornek 4.1.3.%iin tersi dogru degildir (Ornek 4.1.5.’e bakiniz). Kesin

dontistimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi bir esnek doniisiim olmasina



48

ragmen bir esnek doniisiim kesin doniistimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi
olmayabilir. Bdylece esnek doniisim kesin  donilisimlerin  herhangi  bir

parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Ornek 4.1.5. X ={a,b}, Y ={c,d} ve A={4,u} olsun. Bu durumda

% ={(1a).(ma), 7={(2c)(mo)),
22:{(/1,a),(y,b)}, )72={(/1’C)’(/"d)}’
%, = {(Ab).(wa)}, §,={(2d).(sc)).
%, ={(A.b),(sb)}, i ={(2d).(r0)}

olmak iizere SE(X)={%,%,, %%} ve SE(Y)={§,,9,,¥,,9,} olur.
f:SE()Z)—)SE(V) esnek doniisimii  f(%)=9,, f(%)=¥, f(%)=V,,

f (X,) =¥, seklinde tanimlansin. Buradan

F(%)(2)=5.(2)= 1,(%(2))=1,(a)=d,
f(%)(4)=%(4)= 1, (%(2))=f.(a)=c,
F(%)(4)=9%(2)= f,(%(2))=f.(b)=c,
F(%)(4)=9:(2)= f,(%(2))=f,(b)=d

oldugundan f,: X —Y bir doniisiim degildir.

Teorem 4.1.6. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farklh

parametreler kiimesi olsun. f :SE()Z ) — SE (Y~) esnek doniisiimii asagidaki ( f.)
sartin1  saglarsa, her X&X ve her £eX igin )?(ﬂ,) =& olmak iizere
f.(&)=f(X)(4) ile tanimlanan f,:X —Y, her bir 1eA icin bir kesin

doniisimdiir.
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f.. AeAve £eX igin

{f(%)(2):x&X5%(4)=¢]
tek elemanli bir kiimedir.

ispat: Her AeAicin f,: X —»Y, X kiimesinin her bir elemanmn1 Y kiimesinin bir
elemani ile iliskilendiren bir kural olsun. Her A€ A i¢in f, doniisiimiiniin iyi
tanimlilik Gzelligi ( f.) sartindan ¢ikar. Boylece ( f.) sartini saglayan f esnek

doniistimii kesin doniistimlerin parametrelendirilmis bir ailesini verir.

Bu bakis agisiyla ( f.) sartin1 saglayan f :SE()Z)—)SE (YN) esnek donlisiimi, P.

Majumdar ve S. K. Samanta [73] tarafindan verilen tanima gére f : A— Y bigiminde

bir 6zel esnek doniisiim olur.

Tanimm 4.1.7. f :SE ( X ) — SE (\7) bir esnek doniisiim olsun.

1. FeS ()Z) esnek kiimesinin f altindaki goriintiisii f (SE(F)) olarak

tanimlanir ve F  kiimesinin f altindaki esnek goriinti kiimesi
SS ( f (SE (F ))) €S (Y~) esnek kiimesidir.

2. F'eS (Y~) esnek kiimesinin f altindaki ters goriintiisii f (SE ( F’)) olarak
tamimlanir ve F' kiimesinin f altindaki esnek ters goriinti kiimesi

SS ( ft (SE ( F’))) €S ( X ) esnek kiimesidir.

Uyan 4.1.8. f :SE()Z)—) SE (YN) bir esnek doniisim ve F e S()Z) olmak tizere

Onerme 2.2.3.°den f (SE(F)) < SE(SS( f (SE(F)))) olur.
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Uyan 4.1.9. FeS(X) ve BcSE(X) igin SS(B)=F ve f:SE(X)—>SE(Y)
bir esnek déniisiim olsun. Bu durumda 2 < SE(F) oldugundan f (8)c< f (SE(F))
olur. Buradan da SS( f ())& SS( f (SE(F))) olur. Fakat, f esnek doniisiimi ( f.)
sartint saglarsa her A€ A i¢in f(2)(1)=f(SE(F))(1) olacagindan Uyar 2.2.4.

geredi SS ( f (25‘)) =SS ( f (SE(F))) olur.

Tammm 4.1.10. Teorem 4.1.6.’nin sartlarin1 saglayan bir esnek doniisiime esnek

fonksiyon adi verilir.

Onerme 4.1.11. Bir f esnek fonksiyonunun bire bir (her %,y & X icin f (%)= f (¥)
se X=9) ve orten ( f (SE()Z )) =SE (YN)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 1€ A

igin f,(%(2))=f(X)(4) ile tammlanan f,:X —Y doniisiimiiniin bire bir ve érten

olmasidir.

Onerme 4.1.12. Herhangi F,GeS(X) esnek kimeler ve f:SE(X)—>SE(Y)

esnek dontigiimii verilsin. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

1. F&Gise SS(f(SE ))css( (SE(G))),

2. SS(f(SE(FUG)))>Ss(f(SE(F)))uss(f(SE(G))),
3. SS(f(SE(FMG)))&Ss(f(SE(F)))mss(f(SE(G))).
4. F&Gise SS(f(SE(F)) ( t(SE(G))),

5. ss(ffls (FuG))

)&s
))28S(f(SE(F)))uss(f*(SE(G))),
))& ss(f(SE(F)))mss(f(SE(G))).

( )
6.  SS(f*(SE(FMG)

Ispat. 1. ve 4.”iin ispatlar1 asikardir. 5. ve 6.’nn ispatlar1 2. ve 3. ile benzer sekilde

yapildigindan sadece 2. ve 3.’lin ispatlar1 yapilacaktir.
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SE(FUG
f(SE(FuG)
f(SE(FUG

(F)USE(G) (Lemma 2.3.6. (2))
S (

f(SE(F)))uss(f(SE(G))) (Onerme2.3.2.(3))

NSE(G) (Lemma 2.3.6. (1))
(

F)))mss(f(SE(G))) (Onerme 2.3.3.(5))

Uyan 4.1.13. f: SE()Z ) —SE (Y~) esnek fonksiyon ise Uyar1 4.1.9.’dan yukaridaki

onermede 2. 5. ve 6. dzellikte esitlik durumu saglanir.

4.2. Esnek Siireklilik

Tanim 4.2.1. ()Z T, A) ve <Y~, 7', A) elemanter esnek topolojik uzaylar,
f :SE()Z)—) SE (YN) esnek donisimi ve X&X esnek elemani verilsin. Her
N"e N, ( f ()?)) esnek komsulugu i¢in f (SE (N )) < SE(N’) olacak sekilde en az bir
NeN, (>~() esnek komsulugu varsa f esnek doniisiimiine X esnek elemaninda esnek

stireklidir denir. f esnek doniisiimii her bir X € X esnek elemaninda esnek siirekli ise

f esnek doniisiimiine ()Z,T : A) iizerinde esnek siireklidir ya da sadece esnek

sureklidir denir.



52

Teorem 4.2.2. ()Z,T , A) ve (V,T ! A) elemanter esnek topolojik uzaylar,
f:SE ( X ) — SE (Y~) bir esnek doniisiim olsun. f doniisiimiiniin esnek siirekli olmasi

icin gerek ve yeter sart her U’ € 7" igin SS ( ft (SE (U '))) €7 olmasidur.

Ispat: = f esnek siirekli ve U'e7’ olsun. Keyfi Xe f™(SE(U’)) alalim.
Buradan f(X)eSE(U’) ve U'e N, (f(X)) olur. f esnek siirekli oldugundan

f(SE(N))=SE(U’) olacak sekide NeN,(%X) vard Bu durumda
XeSE(N)c f*(SE(U’)) ve XEN&SS(f*(SE(U"))) olur NeN, (%)
oldugundan X &U &N & SS(f™(SE(U"))) olacak sekilde U e7 vardir. Bylece
Xeint(ss(f*(SE(U")))) ve X&SS(f*(SE(U’))) olur Dolayisiyla Teorem

3.2.5.den SS(f™(SE(U")))eT olur.

& Her U'eT’ igin U=SS(f*(SE(U’)))eT olsun. Keyfi KeX ve
N e N, (f(X)) alalim. Buradan f(X)&U'&N olacak sekilde U’ e 7" “vardir ve
f(X)eSE(U')=SE(N) olur. Bu durumda %e f*(SE(U’))= f*(SE(N)) ve
X&U &8s (f(SE(N))) olur. Ayrica U €7 oldugundan U € N, (%) olur. Béylece

f(SE(U)) < f (SE(SS(f’l(SE(N))))) elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.2.3.’den

SS ( f (SE (SS ( f1 (SE ( N )))))) esnek kiimesi de f ()~() elemaninin esnek komsulugu

oldugundan f esnek doniisiimii X ’de esnek siireklidir.

Sonuc 4.2.3. ()Z,T , A) ve (\7,7 ’, A) elemanter esnek topolojik uzaylar olsun. X ve

Y mutlak esnek kiimelerindeki esnek agik kiimelerin sonlu elemanter kesisimleri

sirastyla S ()Z ) ve S (\7) simiflarinin elemanlart olsun. f :SE ( X ) — SE (Y~) esnek

fonksiyonunun ()Z,T , A) tizerinde esnek siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
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AeA ve her x&X i¢in f,(%(4))=f(X)(1) ile tanimlanan f,:X —>Y

doniistimiiniin (X ,’Z;) tizerinde stirekli olmasidir.

Ornek 4.2.4. Ornek 4.1.5.°den X ve Y iizerindeki elemanter esnek topolojiler

olmak iizere sirasiyla Tz{)Z,CD,Ul,UZ} ve 7' ={Y~,CD,V1,V2} olsun. Bu durumda f
esnek doniisiimii X, elemaninda esnek siirekli fakat X elemaninda esnek siirekli

degildir. Gergekten; N, (X,)= {UZ, )Z} ve N, (f(%,))= {Vl,V2 ,Y~} olmak tizere

oldugundan f, X, elemaninda esnek siireklidir. NT()Yi):{Ul,)Z} ve
Ny (f(%))={V,.Y} olmak iizere SS(f(SE(U,)))=X &V, oldugundan f, %

elemaninda esnek siirekli degildir.

Ornek 4.2.5. ()Z T, A) ve (Y~, T’ A) elemanter esnek topolojik uzaylar olmak {izere
her X& X ve bir €&V icin f (7() =C seklinde tanimh f :SE()Z ) — SE (Y~) sabit
esnek doniistimii esnek siireklidir. Gergekten, herhangi bir U’ €7’ igin € €U’ ise
SS(f*(SE(U')))=XeT ve czU' ise SS(f7(SE(U)))=@eT olur
Dolayisiyla sabit esnek doniisiim topolojik yapiya bagli olmaksizin her zaman esnek

sureklidir.
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Teorem 4.2.6. ()Z,T , A) ve (V,T ! A) elemanter esnek topolojik uzaylar,

f :SE()Z ) — SE (Y~) bir esnek doniisiim ve F e S()Z) olsun. f esnek doniisiimi

% & X elemaninda esnek siirekli ve X eclF ise f (X)ecl (SS ( f (SE (F )))) olur.

ispat: f esnek doniisimii X € X elemaninda esnek siirekli olsun. Teorem 4.2.2."den
her U’ e Ny ( f (X)) esnek agik komsulugu igin U =SS(f7(SE(U’)))e N, (X) bir

actk  komsuluktur. X eclF oldugundan FMU=®d  olur. Buradan
f (SE (FmU )) #@ ve Lemma 2.3.6. dan f(SE(F)nSE(U )) # olur. Ayrica

f(SE(F)NSE(U))< f(SE(F))n f(SE(U)) =D oldugu iyi bilinir. Bsylece

SS(f(SE(F)))msS(f(SE(U)))=®

elde edilir. Teorem 3.2.3.’den SS(f (SE (U ))) esnek kiimesi de f (X) elemaninin

esnek komsulugu oldugundan f(X) ecl (SS( f (SE (F )))) olur.

Sonu¢ 4.2.7. ()Z,T , A) ve (YN,’Z' " A) elemanter esnek topolojik uzaylar,

f :SE()Z)—)SE (V) esnek siirekli bir esnek doniisim ve F eS()Z) olsun. Bu

durumda SS( f (CIF)) c SS ( f (SE(F))) olur.

Teorem 4.2.8. ()Z,T, A) , (Y~,T " A) ve (Z T, A) elemanter esnek topolojik uzaylar
olmak tizere f: SE()Z ) — SE (YN) , X&X elemaninda ve g:SE (Y~) — SE(Z) ,
f (X)€Y elemaninda birer esnek siirekli doniisim ise go f :SE ( X ) — SE (Z )

doniistimii X & X elemaninda esnek siireklidir.
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ispat. x& X igin f eY ve (f )eZ olur. f, X&X elemaninda esnek

siirekli oldugundan, her N"e N, (f (X)) igin SE(N) < f*(SE(N’)) olacak sekilde

en az bir N € N, (X) vardir. g, f (X)€Y elemaninda esnek siirekli oldugundan, her
N"eN,.(g(f(x))) icin SE(N')cg™(SE(N")) olacak sckilde en az bir

N’e N, (f (X)) vardir. Buradan her N" e N,.. (g( f ()?))) i¢in

SE(N)c f*(SE(N"))= f*(g™*(SE(N")))
olacak sekilde en az bir N e N ( ) var ve

(g (SE(N"))= Fog*(SE(N")=(g- F) *(SE(N")

oldugundan go f, X& X elemaninda esnek siireklidir.

Teorem 4.2.9. ()Z,T , A) ve (Y~,T ! A) elemanter esnek topolojik uzaylar, B < 7"’

smift 7" topolojisi i¢in esnek baz, &' 7" smifi 7' topolojisi igin esnek alt baz ve

f :SE ( X ) — SE (Y~) esnek fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

=

f, ()Z,T , A) uzayinda esnek siireklidir.
2. Her $'eS' igin SS(f*(SE(S')))e7 olur.

3. Her B' e B’ igin SS ( f (SE ( B'))) e T olur.

Ispat. (1)=(2) S smufi 7' topolojisi i¢in esnek alt baz ve bdylece S'<T”
oldugundan her S'e€ S’ igin S'e€7" olur. f esnek siirekli oldugundan

Teorem 4.2.2. geregi SS( fr (SE (S’))) €7 elde edilir.
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(2)=(3) B’ smfi 7' topolojisi igin esnek baz ve S’ smifi 7" topolojisi igin esnek

alt baz oldugundan her B € B i¢in ve her S’ € &’ i¢in

B'=(NS (& cSsonlu)

S'eG

olur. Kabulden dolay1 her S’ € S’ igin SS ( f (SE (S'))) €7 olup buradan

f esnek fonksiyon oldugundan Uyar1 4.1.13. geregi

@Ss(f‘l(SE(S'))):SS s@f‘l(SE(S’))j
=SS f-l(SElSE(S')D
=SS f‘l(SE(@S’jJ

elde edilir.

(8)=(1) B’ smifi 7' topolojisi i¢in esnek baz oldugundan her B'e B’ ve Onerme

3.3.6. geregi her U' €7’ i¢in

U':@B;

iel

yazilir. Kabulden dolay1 her B'eB’ igin SS ( £t (SE ( B’))) €T olup

buradan f esnek fonksiyon oldugundan Uyar1 4.1.13. geregi



SS(f(SE(U)))=S5S

=SS
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elde edilir. Bu durumda Teorem 4.2.2.’den f, ()Z,T , A) uzayinda esnek

sureklidir.



BOLUM 5. ESNEK ALT UZAY, ESNEK CARPIM UZAYI, ESNEK
BOLUM UZAYI

Bu boéliimde mevcut elemanter esnek topolojik yapilardan yararlanarak elemanter
islemler ve esnek doniisiimler vasitasi ile yeni topolojik yapilar olusturulmustur.

Ayrica bu yapilarin temel bazi 6zellikleri ispatlanmustir.
5.1. Esnek Alt Uzay

Bu kisimda verilen elemanter esnek topolojik uzayin herhangi bir esnek alt kiimesi
tizerinde bir elemanter esnek topoloji tanimlanmis ve bu topolojik yapinin bazi temel

Ozellikleri ispatlanmistir.

()Z,T : A) elemanter esnek topolojik uzay olmak iizere elemanter islemler ile bu
uzayin bir esnek alt uzaymni elde etmek her durumda miimkiin degildir. Ornegin,
herhangi F €S ()Z) esnek kiimesi i¢in 7. ={F MU :U € 7} sifi F esnek kiimesi
tizerinde bir elemanter esnek topoloji degildir. Ciinkii, her i el i¢in V, € 7. esnek
kiimelerinin herhangi elemanter birlesimleri 7. sinifina ait olmayabilir. Gergekten;
her iel i¢in V,=F MU, olacak sekilde U, €7 vardir. Bu durumda Onerme
2.3.7.°den elemanter kesisim ve birlesim islemlerinin genelde dagilma o6zelligi

olmadigindan

@Vi :M(F@Ui)éF@@Ui

iel iel iel

elde edilir.
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Herhangi bir ()Z T, A) elemanter esnek topolojik uzayi ve F €S ( X ) esnek kiimesi

verildiginde 7 topolojisinden indirgenen 7. smifinin F iizerinde elemanter esnek

topoloji olmasi asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 5.1.1. ()Z,T : A) elemanter esnek topolojik uzay ve F €S ()Z) olsun. Her

UeT icin FAU e S()Z) ise 7 z{F muU:U e T} simift F lizerinde bir elemanter

esnek topolojidir.

ispat. 1. FA®=® ve FA X =F oldugundan ®,F €7, olur.

2. V,,V, €7. olsun. Bu durumda V,=F mU, ve V,=F mU, olacak sekilde
U,,U, €7 vardir. Buradan V, mV, =(FmU,)a(FAaU,)=Fa(U,AU,)
olur. Boylece U, MU, € 7 oldugundan V, MV, € 7. elde edilir.

3. Her i€l igin V, € 7. olsun. Bu durumda V;, = F MU, olacak sekilde U, € T
vardir. Buradan her Ue7 i¢cin FAU e S()Z) oldugu goz Oniinde

bulundurularak Onerme 2.3.10.’dan (U)V, ={UJ(F mU,)=F m(UJU; olur.

iel iel iel
Boylece (UJV, e 7, elde edilir.
iel
Tanim 5.1.2. ()Z,T,A) elemanter esnek topolojik uzay olmak flizere herhangi

FeS ( X ) esnek kiimesi i¢in Onerme 5.1.1.’deki 7 topolojisinden F esnek kiimesi
tizerine indirgenen 7. elemanter esnek topolojisine elemanter esnek alt uzay topolojisi

ve (F e, A) uzayma da ()Z 7T, A) uzayinin elemanter esnek alt uzay1 denir.

Ornek 5.1.3. Ornek 3.1.9.°a gore X iizerinde 7, elemanter esnek topolojisi ve
F:{(/I,{X,Z}),(,u,X)} esnek kiimesi verilsin. Her U €7, igin FAU eS()Z)

oldugu kolayca goriiliir. Buradan
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FAd=0o, FAaX=F,

Fo R = (a0 x 2 =% F R ={(242) (2]} =V,

olmak tizere 7; = {CD, F ,Vl,VZ} siift F iizerinde elemanter esnek alt uzay topolojisi

olur.

Onerme 5.1.4. ()Z,T , A) elemanter esnek uzay ve (F,T E A) elemanter esnek alt
uzayi verilsin. Eger U,V €7 i¢cin U AV € S()Z) ise her A€ A i¢in TFW, F (l)

tizerinde bir topoloji olur ve (F (l) : ’TF( l)) uzayl1 (X T, ) uzayinin bir alt uzay1 olur.

Ispat. Onerme 3.1.14.’den agiktir.

Teorem 5.1.5. ()Z,’T , A) elemanter esnek uzay, F, FCe S()Z) olmak tzere
(F.7,A) elemanter esnek alt uzayr ve GeS(F) verilsin. G esnek kiimesinin
(F e, A) elemanter esnek alt uzayinda esnek kapali olmasi igin gerek ve yeter sart

Ue7 ve UC eS()Z) olmak tizere G =F MU olmasidir.

Ispat. = GeS(F) esnek kiimesi (F,7;,A) uzayinda esnek kapali olsun. Bu

durumda Gf €7, ve Gf €S(F) olur. Gf €7, oldugundan Gf =F mU olacak

sekilde U €7 vardir. Buradan F esnek kiimesine gore her iki tarafin elemanter

tiimleyeni alinirsa

C
(62): ~(F nu)
G=Fma(FAU)

olur. Esnek alt uzay tanimmdan F AU € S ( X ) ve kabulden F° €S ()Z ) oldugu goz

oninde bulundurulursa
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G=Fm(F°uu®)
esitliginin saglanmasi i¢in U €eSs ( X ) olmalidir. Boylece

G:(F@F@)@(F @U@)
=FmU®

elde edilir.

& G=FmMU" olacak sekilde U €7 kiimesi var ve U° € S()Z) olsun. Buradan

esitlikte her iki tarafin F esnek kiimesine gore elemanter tiimleyeni alinirsa

G =(Fau®). |
:F@(F@USY
~(Fn Fc)@(p @(uc)\’)

=(FmU)

elde edilir. Bu durumda G£ € 7, olur. Ayrica kabulden F,F® €S ( )Z) ve GeS(F)

oldugundan G € S(F) olur. Dolayistyla G esnek kiimesi (F, 7, A) uzayinda esnek

kapal1 olur.

Teorem 5.1.6. ()Z,T , A) elemanter esnek uzay1 verilsin.
1. F eS()Z) olmak iizere (F,TF,A) uzayinda esnek acik olan bir esnek
kiimenin ()Z,T : A) uzayinda esnek acik olmasi i¢in gerek ve yeter sart F

kiimesinin ()Z T, A) uzayinda esnek acik olmasidir.
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2. F,F¢eS ()Z ) olmak tizere (F,T £ A) uzayinda esnek kapali olan bir esnek

kiime ()Z,T : A) uzaymda esnek kapali ise F esnek kiimesi ()Z,T ,A)

uzayinda esnek kapalidir.

ispat. 1. = Her Ue7 icin FAU €7 ise X €7 oldugundan F=FmX €T

olur.

< Eger FeT ise her Ue7 icin FAU €7 olup Onerme 5.1.1.°den
FmU e7; olur.

2. UeT7 ve USe S()Z) olmak iizere (F,’TF , A) uzayinda esnek kapali olan
FAU® esnek kiimesi ()Z,T , A) uzaymda esnek kapali olsun. Buradan X

esnek kapali oldugundan U® = X almirsa F @ X = F esnek kapali olur.

Onerme 5.1.7. ()Z,T , A) elemanter esnek uzay ve (F,T o A) elemanter esnek alt

uzay olsun. B 7 esnek baz ise B, ={F M B:Be B} smifi 7, igin esnek bazdur.

ispat. B1. X&F olsun. X& X olur. B esnek baz oldugundan X € B olacak sekilde

en az bir B € B vardir. Buradan Xe F m B olup F m B e B olur.
B2. C,,C,eB. olsun. Bu durumda C,=FmB, ve C,=F m B, olacak sekilde

B,,B, € B vardir. X&€C, MC, igin X& X olur ve
XE(FmB,)m(FmB,)=Fm(B MB,)

olur. Boylece XéB, mB, olup B esnek baz oldugundan XE€B, & B mB, olacak
sekilde =~ B;eB  vardir. Dolayisiyla XeF ve X€B;  oldugundan

XEFmMB,&F m(B,MB,) olur.
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5.2. Esnek Carpim Uzay1

Bu kisimda esnek kartezyen carpimin bazi Ozellikleri ispatlandiktan sonra ilgili
mevcut elemanter esnek topolojilerden ve esnek siirekli fonksiyonlardan faydalanarak

yeni elemanter esnek topolojiler elde edilmistir.

X, ve X, herhangi iki mutlak esnek kiime olmak iizere her % & X, ve %, & X, ayn1
zamanda tek elemanli birer esnek kiimeye karsilik geldiginden tanimdan her

X= ()~(1, )”(2) € )Zl X )Zz esnek eleman: X, ve X, esnek elemanlarinin kartezyen carpimi
yoluyla elde edilen esnek elemandir. Ayrica F, € S ( )Zl) ve F, e$S ()Zz) esnek kiimeler
olsun. B, < SE(F,) ve B, c SE(F,) smuflart igin SS(B,)=F, ve SS(B,)=F,
olmak iizere F,XF,=SS(B,x8,)=SS(SE(F,)xSE(F,)) elde edilir ve buradan

F xF, €S ()Zl X )Zz) oldugu agiktir.

Onerme 5.2.1. Herhangi F,G,H eS()Z) esnek kiimeleri verilsin. Asagidaki

ozellikler saglanir.

1. (FAG)xH=(F%H)m(GXH),
2. H%(FAG)=(HXF)A(HXG),
3. (FUG)xH 5(FxH)U(GxH),
4, HX(FUG)S(HXF)U(HXG).

Ispat. Yalnizca 1. ve 3. 6zellikler ispatlanmustir. 2. ve 4. benzer sekilde ispatlanur.
1.

(FMG)%H =SS(SE(F mG)xSE(H))
=SS ((SE(F)SE(G))xSE(H))
= SS((SE(F)xSE(H))(SE(G)xSE(H)))
=SS ((SE(F)xSE(H)))mSS(SE(G)xSE(H))

~(FH)A(GH).
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3.
(FUG)%XH =SS(SE(F UG)xSE(H))
5 SS((SE(F)USE(G))xSE(H))
= SS((SE(F)xSE(H))U(SE(G)xSE(H)))
=SS ((SE(F)xSE(H)))wsS(SE(G)xSE(H))
=(FXH)U(GXH).

X herhangi mutlak esnek kiime, (Y~,T ’,A) elemanter esnek topolojik uzay ve

f:SE ( X ) — SE (Y~) esnek doniisiim olmak lizere

T={Ues(X):U=88(f*(SE(U"))), U'eT]

smifi X iizerinde bir elemanter esnek topoloji degildir. Gergekten, her iel igin

U, €T verildiginde U, =SS ( f ’1(SE (Ui'))) olacak sekilde U, € 7' vardir. Buradan

@u;@ss( -1(55( ))) [Uf‘l(SE( ))] (Onerme 2.3.2. (3))

iel iel iel

- SS(f‘l[iLJSE(Ui')B
=SS [ f 1(35(@@'}}} (Lemma 2.3.6. (2))

elde edilir. Boylece (UJU, € 7' oldugundan SS [ f (SE (@ui’ m €T olur. Fakat

iel iel

WU, €T olmayabilir.

iel

Ayrica U ,U, € T olsun. Bu durumda
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U, = SS(fl(SE(Ul'))) veU,= SS(fl(SE(UZI)))

olacak sekilde U, ,U," € 7" vardir. Buradan

)Joss(
= SE(UI') A f‘l(SE(UZ'))) (Onerme 2.3.3. (5))
)

fl(SE (ul’ A u;))) (Lemma 2.3.6. (1)

elde edilir. Béylece U, MU, €7’ oldugundan SS ( f ‘1(SE (Ul' M Uz'))) eT olur.
Fakat U, mU, € 7 olmayabilir.

Bir elemanter esnek topolojik uzay verildiginde esnek fonksiyonlardan faydalanarak
bir baska esnek kiime lizerine elemanter esnek topoloji kurmak asagidaki teorem ile

mumkindir.

Teorem 5.2.2. X herhangi mutlak esnek kiime, (Y~,T " A) elemanter esnek topolojik

uzay ve f :SE()Z)—)SE (Y~) esnek fonksiyon olmak {izere
T'={Ues(X):SE(U)=f(SE(U)) 3U'eT > U=sS(f(SE(L)))}

smifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

ispat. 1. U'=d= f(SE(®))=0=U =S5(Q)=0=>0eT .

U'=Y= f’l(SE(Y)):SE()Z):U :ss(SE(X))=>Z —XeT .
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Her iel i¢in U eT" verildiginde U, =SS(f™(SE(U/))) olacak sckilde

U, €7’ vardir. Buradan

@u;@ss( 1(35( ))) (Ufl(SE(u'))J (Onerme 2.3.2. (3))

:Ss(fl[gSE(Ui,)D

olur. f esnek fonksiyon oldugundan Uyar1 4.1.13. geregi

ou-ss{ (s - s )}

olur. Dolaysiyla ([UJU €T ve USE (U,)= f‘l(U SE (Ui')j oldugundan

iel iel iel

iel iel

WUy, =ss [ f 1[SE[@UKD) e T elde edilir.

U,,U, €7 olsun. Bu durumda
SE(U,)= f‘l(SE(Ul')) ve SE(U,)= f‘l(SE(UZ'))
olacak sekilde U,',U," € 7" vardir. Buradan
SE(U, mU,)=SE(U,)nSE(U,) (Lemma 2.3.6. (1))

= (s (0| se(ur])

f l(SE(Ul' Jnse(u ))

l(SE(Ul' AU )

Il
—h
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elde edilir. Boylece U, mU, = SS( f! (SE (Ul' Ay, ))) olur. Dolayisiyla

U,/ MU, €7 oldugundan SS(f‘l(SE(Ul' ﬁﬂUz')))eT* olur.

Onerme 5.2.3. X herhangi mutlak esnek kiime, (\7, T’ A) elemanter esnek topolojik

uzay ve f :SE()Z)—)SE (V) esnek fonksiyon olmak iizere 7 smifi f esnek

fonksiyonunu esnek siirekli kilan en kaba elemanter esnek topolojidir.

ispat. 7, X iizerinde 7" topolojisinden baska f esnek fonksiyonunu esnek siirekli

kilan elemanter esnek topoloji olsun. Bu durumda f esnek siirekli oldugundan her
U'e7' igin SS(f‘l(SE (U'))) €7 olur. T  topolojisinin tanimindan her
U=sS(f*(SE(U"))eT" icin U=SS(f*(SE(U")))eT oldugundan 7 =T

olur. Yani 7~ smifi f esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan en kaba elemanter

esnek topolojidir.

Tanmm 5.2.4. X herhangi mutlak esnek kiime, {(\7,,’]:’, A):ie I} elemanter esnek
topolojik uzaylar ailesi, her i€l igin f, :SE()Z ) — SE (YNI) esnek fonksiyon ve her
f, esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan X iizerindeki en kaba elemanter esnek
topoloji 7~ olsun. Bu durumda 7 topolojisine {7;:iel} topolojiler ailesinin
{fi e I} esnek fonksiyonlarma gére X iizerindeki elemanter esnek baslangig
topolojisi ve ()Z,’Z' 5 A) uzayma da {(YNI,’]I' ! A) e I} uzaylarmm {f,:iel} esnek

fonksiyonlarina gore elemanter esnek baslangic uzay denir.

Teorem 5.2.5. X herhangi mutlak esnek kiime, {(f,fﬁ A) e I} elemanter esnek

topolojik uzaylar ailesi ve her iel igin f, :SE()Z)—)SE (Yj) esnek fonksiyonu

verilsin. Bu durumda
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I Ij

5={F, es(X):3iel, SE(F, )= *(SE(U") 3U'e T 5F, =S5( 1 (SE(L))|

sinifin1 esnek alt baz kabul eden X iizerindeki en kaba elemanter esnek topoloji

{(\7,,77 : A) e I} uzaylarinin { fiiel } esnek fonksiyonlarina gore elemanter esnek

baslangi¢ topolojisidir.

Ispat. S smifinin iiretti§i elemanter esnek topoloji 7 (S) olsun. Herhangi bir

F e7(S) alalim. J = | sonlu alt ailesi ver herhangi i € | igin Fij € S olmak lizere

iel \_jed

F:@[@Ejj

olur. Dolayisiyla F',. € S oldugundan Fij = SS(fil(SE (Ui’j ))) olacak sekilde en az

bir Uj €7 vardir. Her i el igin f, esnek siirekli oldugundan SS( fifl(SE (Ui’j )))

esnek kiimesi X iizerindeki 7" elemanter esnek baslangig topolojisine aittir, yani

ss( 4 (sE(y; ))) 7" olur. Buradan F 7" elde edilir. O halde 7 (S)< 7" olur.

Diger taraftan her il igin her f, esnek fonksiyonu 7 (S) topolojisine gore X

tizerinde siireklidir. Elemanter esnek baslangi¢ topolojisi tanimi ve Teorem 5.2.5.

geregi 7 < T (S) olur. Boylece 7 (S)=7" elde edilir.

()Zl,’TI,A) ve ()ZZ,TZ,A) uzaylari verilsin. X, ve X, esnek kiimelerinin kartezyen

arpimi X = X, % X, ile tanimlandigindan her i € | igin 7, : SE()Z ) — SE ( )Zi) esnek

izdiisiim doniisiimii X = (%, %,) & X igin 7, (X) =%, ve 7,(X) =%, seklindedir.
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Bundan sonraki kisimda her i €| igin ()Zi,’Z} , A) elemanter esnek topolojik uzaylari

verildiginde X =1_[)Zi carpimi lizerine bir topolojik yapiin nasil kurulacagi

iel
aciklanmistir. Bunun ig¢in Oncelikle verilen iki elemanter esnek topolojik uzay icin

carpim lizerinde elemanter esnek topoloji tantmlanmuistir.

Tanim 5.2.6. ()Zl, 1, A) , ()Z2 T, A) uzaylari ve X = ()Zl X )Zz) carpimu verilsin. Her
i1=1,2 icin 7, : SE ( X ) — SE ( X, ) esnek izdiisiim fonksiyonlarini esnek stirekli kilan

X tizerindeki en kaba elemanter esnek topolojiye ya da X fiizerindeki elemanter

esnek baslangi¢ topolojisine 7, ve 7, topolojilerinin elemanter esnek g¢arpim

topolojisi denir.
SE(U, % X,)=7"(SE(U,))

olacak sekildeki her U, € 7; igin U, % X, =SS (7, (SE(U,))) ve
SE(X,%U,)=1,"(SE(U,))

olacak sekildeki her U, € 7, igin X,%U, =SS (72'2_1(SE (Uz))) oldugundan Teorem

5.2.5den X iizerindeki elemanter esnek carpim topolojisinin bir esnek alt bazi
S={85(z(SE(U,))).88 (7, (SE(V,))):U; e U, e T,
ya da
S={U,%X,,X,%U, U, e T, U, T}

smifidir.
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Teorem 5.2.7. ()21,71, A), ()ZZ,TZ, A) uzaylari ve X :()Zl>~< )Zz) carpimi verilsin.

Her U, €7, igin ve her U, € 7, igin
B={U,xU,:U, eT, U,eT,}
sifi X iizerindeki elemanter esnek ¢arpim topolojisi icin bir esnek bazdur.

ispat. Tanim 3.3.12.°den X iizerindeki elemanter esnek garpim topolojisinin esnek
alt bazi S smifinin elemanlarmin sonlu elemanter kesisimleri esnek ¢arpim

topolojisinin esnek bazinin elemanlarini verir. S sinifinin elemanlari

SE(U, %X, )=7,"(SE(U,))
olmak iizere her U, € 7, igin U, % X, =SS (7[1_1 (SE (Ul))) ve
SE(X,%U,)=1,"(SE(U,))

olmak iizere her U, € 7, igin X, XU, =SS (ﬂz_l(SE (Uz))) oldup Onerme 5.2.1.’den

elde edilir. Boylece

(U X, )@ (U, %X, ) =SS (7 (SE(U,)))mSS (7, (SE(U,)))=U, =U,
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bulunur. O halde B smifi Tanim 3.3.12.°den X iizerindeki elemanter esnek topoloji

i¢in bir esnek bazdir.

Sonu¢ 5.2.8. ()Z 7, A) elemanter esnek carpim uzayinda bir F e S()Z) esnek
kiimesinin esnek agik olmast igin gerek ve yeter sart her X=(%,%,)&F i¢in % €U,
ve X, €U, olacak sekilde U, € 7, ve U, € 7, olmak iizere

F=UJ(u,%U,)

XEF

olmasidir.

Teorem 5.2.9. ()Zl,’]z, A) ve (X 7, A) uzaylar1 i¢in sirasiyla B, ve B, birer esnek

21720

baz olsun.
B={B,%XB,:B, eB veB, B}

smifi X = X, X X, iizerindeki elemanter esnek ¢arpim topolojisi P icin bir esnek

bazdir.

Ispat. B1. )~(:()~(1,)~(2)é X olsun. B, ve B, birer esnek baz oldugundan sirasiyla
X, € B, ve X, € B, olacak sekilde en az bir B, € B, ve B, € 3, vardir. Buradan
X=(%,X,)&B,%XB, olup BXB, e B olur.

B2. T,T,eB olsun. Bu durumda T, =B XB, ve T,=C XC, olacak sekilde

B,C,eB ve B,,C, €B, vardir. X=(%,%,)ET, MT, i¢in X& X olur ve

T,mT,=(B,%B,)A(C,%C,)
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olur. Boylece X, €B mC, ve X,€B,mC, olup B, ve B, esnek baz
oldugundan X, € D, & B, mC, ve X, € D, & B, mC, olacak sekilde D, € B, ve
D,eB, wvardir. Dolayisiyla X= ()?l, )”(2) €D, xD,=D  oldugundan

XeDCT mT, elde edilir.
Tanim 5.2.6. genellestirilerek asagidaki sekilde verilebilir.

Tanim 5.2.10. Her i€l igin ()Zi,’Z ,A) elemanter esnek topolojik uzaylar ailesi

verilsin. X =H )Zi carpimu tizerinde her iel igin 7, :SE()Z)—)SE()Zi) esnek

iel
izdiisim fonksiyonlarini esnek siirekli kilan X iizerindeki en kaba elemanter esnek
topolojiye veya X iizerindeki elemanter esnek baslangic topolojisine ()Zi,Ti ,A)
uzaylarinin elemanter esnek carpim topolojisi denir ve B ile gosterilir. ()Z,‘B, A)
uzayina ()Zi T, A) uzaylarinin esnek ¢arpim uzayi ()Zi T, A) uzaylarinin her birine

de esnek ¢arpan uzayi denir.

Ornek 5.2.11. X, ={x,y,z}, X,={ab} evrensel kiimeler ve A={4,u}

parametreler kiimesi olsun. F,F, €S ()Zl) ve G,G, €S ()Zz) esnek kiimeleri

olmak tizere 7, ={)21,CD, F. F2} ve 7, ={)22,CD,Gl,GZ} sirastyla X, ve X, iizerinde

elemanter esnek topolojiler olsun. Teorem 5.2.5.’den X = >21§>22 esnek carpim
kiimesi {iizerindeki bir elemanter esnek topoloji icin bir esnek alt baz,

. SE ( X ) — SE ( X, ) , 1=1,2 esnek izdiisiim fonksiyonlar1 olmak {izere
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=SE(F,%X,),

m(SE(F,))
m (SE(F,))

7, ' (SE(X,))=SE(X,%X,), 7, (SE(®))

7 (SE(X,)) = SE(X, % X,),
7, (SE(G,)) = SE(X,%G,),

SE(F,%X,),

SE(®%X,),

7 (SE(@))

SE(X, %),

=SE(X,%G,)

7, (SE(G,))

elde edilir ve buradan

~N

X, %X, =X, 8§ (SE(®% X

sS(SE(X,%X,))
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olmak tuzere B={)Z,CD,Hl,Hz,HS,H4,J1,J2,J3,J4} sinifi X iizerindeki bir

elemanter esnek topoloji i¢in esnek baz olur.
5.3. Esnek Boliim Uzay1

Bu kisimda bir esnek fonksiyon ve bu fonksiyonun tanim kiimesi iizerindeki elemanter
esnek topoloji yardimiyla deger kiimesi iizerine bir topolojik yapt kurulmustur.
Devaminda esnek elemanlar yardimiyla esnek kiimeler lizerinde baginti, denklik
bagintis1 ve boliim kiimesi gibi kavramlar verilerek esnek boliim topolojisi

tanitilmastir.

()Z,T, A) elemanter esnek topolojik uzay, Y herhangi mutlak esnek kiime ve

f :SE()Z)—) SE (Y~) esnek doniisiim olmak lizere
T'={U'es(V):88(f*(SE(U")))=U eT}

siifi Y iizerinde bir elemanter esnek topoloji degildir. Gergekten, her i€l igin

U/ e 7' oldugundan U, =SS ( f*(SE (Ui'))) €7 olur. Buradan
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UJu, =\UJss ( fr (SE (u))) _sS (U £ (SE (u))) (Onerme 2.3.2. (3))

iel iel

& SS[f‘l[SE (@ui’m (Lemma 2.3.6. (2))

iel

elde edilir. 7 elemanter esnek topoloji oldugundan @Ui €7 olur. Fakat

iel

iel

SS ( fr [SE (@U(D] €T olmayabilir ve dolayisiyla (UJU," € 7" olmayabilir.

iel

Benzer sekilde U;,U, 7" olsun. Bu durumda U, =SS ( f 1(SE (Ul'))) €T ve

U,=SS ( f (SE (Uz'))) €7 olur. Buradan

[ (s (v))
= ss( f‘l(SE Ul') AL SE(UZ'))) (Onerme 2.3.3. (5))
_ SS(fl(SE(Ul')mSE(UZ' ))
- SS(fl(SE(Ul' rmUz’))) (Lemma 2.3.6. (1))

elde edilir 7 elemanter esnek topoloji oldugundan U, MU, €7 olur. Fakat

SS( f (SE (Ul' Ay, ))) €7 olmayabilir ve dolayisiyla U/ MU, € 7' olmayabilir.

Bir esnek fonksiyonun tanim kiimesi iizerindeki elemanter esnek topoloji yardimiyla,

deger kiimesi lizerine elemanter esnek topoloji kurmak asagidaki teorem ile saglanr.
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Teorem 5.3.1. ()Z,T : A) elemanter esnek topolojik uzay, Y herhangi mutlak esnek

kiime ve f :SE()Z)—)SE (Y~) esnek fonksiyon olmak iizere
Z:{u'es(\f):u =SS(f*(SE(U")))eT > SE(U)= f’l(SE(U’))}

smifi Y iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

ispat. .U'=0= f*(SE(D))=@=U=55(0)=deT =deT..
U'=Y = f*(SE(Y))=SE(X)=U =SS(SE(X))=X e T =Y .

2. Her i€l igin U/ e 7. oldugundan U, = SS( f (SE (Ui'))) €7 olur. Buradan

UJu, =UJss ( f1 (SE (ui’ ))) —ss (U f1 (SE (u))) (Onerme 2.3.2. (3))

=ss[f1(93E(ui'm

elde edilir. f esnek fonksiyon oldugundan Uyar1 4.1.13. geregi

T ()

olur. Dolayistyla T elemanter esnek topoloji ve
USE (Ui ) =f l(LJSE (Ui')j olur ve @Ui -sS ( f l[SE(LUJUi'jJ] T

iel iel iel iel

yazilir. Bdylece (UJU," € 7. elde edilir.

iel

3. U,,U; € 7. olsun. Bu durumda
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SE(Ul):fl(SE(Ul')) ve SE(U )_fl(SE(u ))

ile U1:SS(f1(SE(Ul')))eT ve UZ:SS(fl(SE(UZ')))eT vardir,

Buradan

SE(U,mU,)=SE(U,)nSE(U,) (Lemma 2.3.6. (1))

f l( (Vi) (o (u)

:fl(SE Jrse(u ))

elde edilir. Béylece U, mU, = SS( f (SE (Ul' M Uz'))) olur. Dolayisiyla 7°

elemanter esnek topoloji oldugundan U, MU, =SS ( f (SE (Ul' ny, ))) eT

olur ve dolayistyla U, mU," € 7. elde edilir.

Onerme 5.3.2. ()Z 7T, A) elemanter esnek topolojik uzay, Y herhangi mutlak esnek

kiime ve f:SE()Z)—>SE(V) esnek fonksiyon olmak iizere 7. smmifi f esnek

fonksiyonunu esnek siirekli kilan en ince elemanter esnek topolojidir.

ispat. 77, Y iizerinde f esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan 7, topolojisinden

farkli bir elemanter esnek topoloji olsun. Bu durumda f esnek stirekli oldugundan
Teorem 4.2.2.°den her U’ €7’ igin SS(f‘l(SE(U')))eT olur. Dolayisiyla 7.

topolojisinin tanimindan U’ € 7, oldugundan 7 'c 7. olur. Yani 7, smifi f esnek

fonksiyonunu esnek siirekli kilan en ince elemanter esnek topolojidir.



78

Tanim 5.3.3. {( X, 7., A) el } elemanter esnek topolojik uzaylar ailesi, Y herhangi

mutlak esnek kiime, her i €| i¢in f,:SE ( X, ) — SE (Y~) esnek fonksiyonu ve her bir
f. esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan Y iizerindeki en ince elemanter esnek
topoloji 7. olsun. Bu durumda 7. topolojisine {7;:iel} topolojiler ailesinin
{ f.riel } esnek fonksiyonlarma gore Y iizerindeki elemanter esnek sonug topolojisi
ve (Y~,’ZZ, A) uzayma da {()Zi,’]; A):i S I} uzaylarinin {fi e I} esnek

fonksiyonlaria gore esnek sonug uzayi denir.

Teorem 5.3.4. {( X, 7, A) el } elemanter esnek topolojik uzaylar ailesi, Y herhangi

mutlak esnek kiime, her iel igin f, :SE()Zi)—>SE (V) esnek fonksiyon ve 7.

topolojisi de Y iizerindeki elemanter esnek sonug topolojisi olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

1. Her iel igin f;: SE()Zi ) — SE (Y~) fonksiyonu esnek siireklidir.
2. Her iel igin f :SE()ZJ—)SE (YN) fonksiyonunu esnek siirekli kilan Y

tizerindeki herhangi elemanter esnek topoloji 7" olmak lizere 7' < 7. olur.
Ispat. Teorem 5.3.1.’in direkt sonucudur.

Teorem 5.3.5. {()Z, 7T, A) el } elemanter esnek topolojik uzaylar ailesi, (Z T, A)

elemanter esnek topolojik uzay, Y herhangi mutlak esnek kiime, her iel igin

f. :SE()Zi ) — SE (\7) esnek fonksiyon ve 7. topolojisi de Y iizerindeki elemanter
esnek sonug topolojisi olsun. g : SE (\7) — SE (Z) esnek fonksiyonunun esnek stirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her iel icin gof :SE()zi)—> SE(Z) bileske

fonksiyonunun esnek stirekli olmasidir.
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Ispat. = ¢:SE (\7) - SE(Z) esnek fonksiyonu esnek siirekli olsun. Tanim 5.3.3.

geregi her i €l icin f, fonksiyonlari esnek siirekli oldugundan ve Teorem 4.2.8.’den

her i €| i¢in g e f; bileske fonksiyonlar1 esnek siirekli olur.

< Her iel igin gof, bileske fonksiyonlar1 esnek siirekli olsun. Keyfi X & X
verilsin. Buradan her N'e N_.(go f,(X)) i¢in SE(N;)< f*og™(SE(N’)) olacak
sekilde en az bir N; € N (X) vardir. Tamm 5.3.3. geregi her i € | igin f; fonksiyonlari
esnek sirekli oldugundan her N.e N, (f,(X)) icin SE(N;)< f;*(SE(N.)) olacak
sekilde en az bir N; e N, ()~() vardir. Teorem 5.3.1.°den her V €7, ve U, €7, i¢in

SE(U;)= fi’l(SE \Y )) olur ve N; € N, (X) oldugundan Tanim 3.2.1.°den
SE(U;)=f*(SE(V))=SE(N;) = ftog™*(SE(N"))

bulunur. Buradan ¢ (SE (V )) c SE(N ’) olup Ve7, f ()~() elemaninin esnek agik

komsulugu oldugundan g esnek fonksiyonu esnek siirekli olur.

Tammm 5.3.6. F,G eS()Z) herhangi iki esnek kiime olsun. R < SE(F)x SE (G)
sinifina bir esnek bagint1 denir. Bu durumda X€F ve §&G i¢in R bagintisinin bir

elemant (X, ¥)e R ise X esnek elemani § esnek elemanma R ile baghdir denir ve
xR ile gosterilir. Eger R < SE(F)xSE(F) ise R ’ye F iizerinde bir esnek baginti

denir.

Tamm 5.3.7. R < SE(F)xSE(G) esnek bagntist verilsin.

R {(3.9:(%.9)< R)

esnek bagintisina R bagintisinin esnek ters bagintisi adi verilir ve
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RgSE(F)xSE(G)@R’lgSE(G)xSE(F)

ile tanimlanir.

Ornek 5.3.8. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. R, X ’dan Y “ya bir esnek bagint1 olmak iizere her X € X , Y ve

o <
me

her 1€ A igin ()?Ry)(ﬂ) = )?(l)’Rﬂ(i) olacak sekilde R,, X ’den Y ’ye bir kesin

bagmti olur. Tersine, {R/1 Ae A}, X ’den Y ’ye kesin bagmtilarin herhangi

parametrelendirilmis ailesi olsun. Bu durumda her & X, §&Y ve her A€ A icin
b

(7(72)7) (i) =X ( l) R, Y (/1) seklinde tanimlanan R bagintist bir esnek bagint1 olur.

Ornek 5.3.9. X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli parametreler

kiimesi olsun. R, bir kesin bagint1 olmak iizere her & X , §&Y ve her A€ A i¢in
(XRY)(A)=%(A)RY(A) seklinde tanimlanan R bagmntist bir esnek bagmt: olur. Bu

sekildeki bir esnek bagintiya R kesin bagintisi tarafindan iiretilen esnek baginti denir.

Boylece, X ’den Y ’ye herhangi bir kesin bagimnti bir esnek bagintiya genisletilebilir.

Tanim 5.3.10. R, FeS (>Z ) izerinde bir esnek baginti olsun.

3. Her X€F igin ()~(, X)eR ise R ’ye yansimali esnek baginti denir.

4, Her X, § € X igin ()~(, )7) € R iken ()7, )~() e R ise R ’ye simetrik esnek baginti
denir.

5. Her X,§ & X icin (X, §)eR ve (¥,X)eR iken X = ise R ’ye ters simetrik
esnek bagint1 denir.

6. Her X,¥,Z& X igin (X, ¥)eR, (¥,Z)eR iken (X,Z)eR ise R ’ye gegisli

esnek bagint1 denir.

Tanmim 5.3.11. R, FeS ()Z ) tizerinde yansimali, simetrik ve gecisli bir esnek baginti

ise R ’ye esnek denklik bagintist denir.
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Tamim 5.3.12. R, X iizerinde bir esnek denklik bagimtisi olmak iizere X & X igin

simifina X elemanmin R esnek denklik bagintisina gore esnek denklik sinifi denir.

R bagmtisinin X iizerindeki biitiin denklik siniflarinin kiimesine X kiimesinin R

bagintisina gore boliim kiimesi denir ve SE ( X ) /R ile gosterilir. Buradan SE ( X ) IR

boliim kiimesinin iirettigi esnek kiimeye de esnek boliim kiimesi denir ve X /R ile

gosterilir.

Tanim 5.3.13. ()Z 7, A) elemanter esnek topolojik uzay ve X iizerinde herhangi bir
R esnek denklik bagintis1 verilsin. ¢:SE ( X ) — SE ( X ) /'R esnek fonksiyonu her

x& X icin go(f() = [)~(]72 ile tanimlansin. ¢ esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan,

X I R esnek boliim kiimesi iizerindeki topolojilerin en incesine veya 7 topolojisinin
X | R esnek boliim kiimesi iizerindeki esnek sonug topolojisine, 7~ topolojisinin R

esnek bagintisina gore elemanter esnek boliim topolojisi denir ve 2% ile gosterilir.
()Z IR, 7, A) uzayina da ()Z,T , A) uzaymin R esnek bagintisina gore esnek boliim

uzay1 denir.

Teorem 5.3.14. ()Z,T , A) elemanter esnek topolojik uzay ve X iizerinde herhangi

bir R esnek denklik bagintis1 verilsin. Bu durumda ( X IR, A, A) esnek boliim uzay1

icin agagidakiler saglanir.

1. W e S()Z / R) kiimesinin %7 topolojisine ait olmasi igin gerek ve yeter sart
SE(U)=¢"(SE(W)) olmak iizere U =SS (¢ (SE(W)))e7 olmasidur.

2. ¢:SE ( X ) — SE ( X )/ R esnek fonksiyonunu esnek siirekli kilan X /R

tizerindeki en ince topoloji 7 elemanter esnek boliim topolojisidir.
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3. (Z,T’, A) elemanter esnek topoloji olmak iizere g: SE()Z)/R —>SE(Z)

esnek fonksiyonunun esnek siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart

goq:SE ( X ) — SE (Z) bileske fonksiyonunun esnek siirekli olmasidir.

Ispat. 1. Teorem 5.3.1.’in direkt sonucudur.
2. Tanim 5.3.3.’den elde edilir.

3. Teorem 5.3.5. geregi ispat agiktir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez elemanter esnek topolojik uzaylara giris niteligindedir. Tezde ilk Once
elemanter islemlerin yeni Ozellikleri ispatlanmistir. Bu ozellikler esnek kiimeler
tizerine elemanter islemler kullanilarak kurulacak yeni matematiksel yapilar igin

gereklidir.

Tezin asil amac1 dogrultusunda esnek kiimeler iizerine elemanter islemler kullanilarak
elemanter esnek topoloji adinda yeni bir topolojik yap1 kurulmus ve bu topolojinin
literatiirde verilen esnek topolojilerden farkli oldugu gosterilmistir. Elemanter esnek
topoloji i¢in esnek acik ve esnek kapali kiime, esnek i¢ elemani, esnek kapanis
elemani, esnek yigilma elemani, esnek baz ve esnek yerel baz gibi temel topolojik
kavramlar tanimlanmistir. Bu kavramlar kullanilarak elemanter esnek topoloji
tizerinde yakinsaklik, ayirma aksiyomlari, kompaktlik, baglantililik gibi bircok

topolojik yap1 ve bu yapilarin 6zellikleri incelenebilir.

Esnek eleman simniflar1 {izerinde yeni bir esnek doniisiim tanimlanmis ve bu
doniistimden elde edilecek parametrelendirilmis dontisiimlerin birer kesin doniisiim
Olmasi sarta baglanmistir. Bu sart1 saglayan esnek doniisiimlere esnek fonksiyon adi
verilmistir. Esnek kiimeler {izerine ve elemanter esnek topolojik uzaylarda esnek
fonksiyonlar, esnek siirekli fonksiyonlar ve onlarin 6zelliklerinden yararlanarak yeni
matematiksel yapilar insa edilebilir ve karar verme problemleri i¢in yeni uygulamalar

bulunabilir.

Son olarak elemanter esnek topolojik uzaylar ftizerine esnek fonksiyonlardan
yararlanarak elemanter esnek ¢arpim ve elemanter esnek bolim uzayr gibi yeni
topolojik yapilar kurulmustur. Bu yapilar esnek metrik uzaylar tizerinde ya da esnek

topolojik gruplar lizerinde calisilabilir.
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