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OZET

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis kompleks diizlem, bir-parametreli diizlemsel
hareket, Steiner formiilli, Holditch-tipi teoremler

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; oncelikle, Z£>, Oklid diizleminde klasik Holditch teoremi ifade
edilmistir. Daha sonra Holditch teoremi ve Holditch—tipi teoremler ile ilgili bazi
onemli ¢alismalarin genel bir degerlendirilmesi ile birlikte literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci béliim dort alt boliimden olusmaktadir. Ilk olarak Oklid uzaylan ile ilgili baz
temel kavramlar anlatilmistir. Daha sonra, sirasiyla, kompleks, hiperbolik ve Galile
diizlemlerinde bir-parametreli diizlemsel hareket ve Holditch teoremi verilmistir.

Ugiincii boliim iki alt boliimden olusmaktadir. ilk alt bdliimde genellestirilmis
kompleks say1 sistemi tanitilmistir. Ayrica, genellestirilmis kompleks say1 sisteminin
geometrik tanimi ve cebirsel ozellikleri teoremler ile ifade edilmistir. Ikinci alt
bolimde genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket
tanitilmustir.

Dordiincii ve besinci bolim bu calismanin orijinal kismimni olusturmaktadir.
Dérdiincii boliim iki alt basliktan olusmaktadir. Tlk olarak hareketli genellestirilmis
kompleks diizlemde verilen sabit bir noktanin sabit diizlemde ¢izdigi yoriingenin
alan1 hesaplanarak dogrusal {i¢ noktanin ¢izdigi yoriinge alanlari arasindaki iliski
Holditch teoremiyle verilmistir. Daha sonra genellestirilmis kompleks diizlemde
dogrusal olmayan ii¢ nokta alinarak ilk kisimda verilen Holditch teoreminin bir
genellemesi elde edilmistir. Besinci bdliimde ise; genellestirilmis kompleks
diizlemde verilen sabit bir noktanin ¢izdigi yoriingenin kutupsal atalet momenti
hesaplanmistir. Son olarak dogrusal ve dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢in Holditch-tipi
teoremler ispatlanmistir.

Altinc1 boliimde ise bu tezin bir degerlendirmesi yapilmaistir.



THE STEINER FORMULA AND THE HOLDITCH-TYPE
THEOREMS IN THE GENERALIZED COMPLEX PLANE

SUMMARY

Keywords: The generalized complex plane, the one-parameter planar motions,
Steiner formula, Holditch-type theorems

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, primarily, the classical Holditch theorem in Euclidean plane %>
is expressed. Afterwards, summary of literature together with a general evaluation of
some significant studies reletad to the Holditch theorem and the Holditch-type
theorems is given.

The second chapter consists of four subsections. Firstly, some basic notions of n—
dimensional Euclidean space are given. Then, the one-parameter planar motions and
the Holditch-type theorems in complex, Galilean and hyperbolic planes are
introduced, respectively.

The third chapter consists of two subsections. In the first subsection, the generalized
complex number system is represented. Moreover, the geometric exposition and
algebraic properties of this generalized complex number system are expressed. In the
second subsection, the one-parameter planar motions in the generalized complex
plane are given.

The fourth and fifth chapters are the original part of this thesis. The fourth chapter
consists of two subsections. First of all, by calculating the area of orbit curve in the
fixed plane drawn by the fixed point in the moving generalized complex plane, the
Holditch theorem that gives the relationship between the orbit curves drawn by linear
three points is given. Then, by considering non-linear three points in generalized
complex plane, a generalization of the Holditch theorem, which was given in the first
subsection is obtained. In the fifth chapter, the polar moment of inertia of the orbit
curve drawn by the fixed point in the generalized complex plane is calculated.
Finally, the Holditch-type theorems for linear and non-linear three points are proved.

In the sixth chapter, an evaluation of this thesis has been made discussed.



BOLUM 1. GiRiS

1.1. Literatiir Ozeti

Fizigin bir alt dali olan mekanik, sistemlerin hareketini, harekete neden olan etkileri
ve sistemlerin denge durumlarini inceler. Mekanik; statik, kinematik ve dinamik
olarak li¢ boliime ayrilir. Statik, sistemlerin denge durumlarini; kinematik, kuvveti
katmadan sistemlerin hareketini; dinamik ise hareketi degistiren etkenleri inceleyen

bilim dalidir.

Kinematikte géz oniine alinan temel biiytikliikler uzunluk ve zamandir. Dinamikte
ise uzunluk, zaman ve kiitle olmak tizere 6nemli olan ii¢ temel biiyiikliik vardir.
Boylece kinematik, geometri ile dinamik arasinda bulunan bir bilim olarak

adlandirilabilir.

Kinematik, sistemlere etki eden ve yer degistirmesini saglayan kuvvetleri géz Oniine
almadan sadece sistemlerin nasil hareket ettiini, hareket boyunca nasil bir yol
izledigini, herhangi bir andaki yerini, hiz ve ivmesinin ne oldugunu, herhangi bir
zaman aralifinda ¢izdigi yorlingeyi, yoriingenin alanini ve momentlerini kisacasi
sistemlerin geometrik 6zelliklerinin zamanla degisme seklini inceleyen bilim dalidir.
Kinematigin bagimsiz bir bilim olarak ele alinisi, bu bilim dalin1 ilk defa tanimlayan
ve ona bu adi veren André Marie Ampére’ye (1775-1836) dayanmaktadir.
Ampére’ye gore “Kinematik, sistemleri hareket ettiren kuvvetlerden bagimsiz olarak
sistemlerin hareketleriyle ilgili sdylenebilecek her seyi kapsar. Hareket boyunca
olusan alan, bu alani olusturmak i¢in gerekli zaman ve bu alanla bu zaman arasinda
bulunabilecek ¢esitli baglantilar gibi bir¢ok hesaplama goz oniine alinarak kuvvetten

bagimsiz hareketin tiim tasarimlarini inceler” [1].



Kinematikte bir-parametreli diizlemsel hareket bir¢ok bilim adami tarafindan farklh
diizlem ve uzaylarda calisilmistir. Bunlardan temel olanlar1 su sekildedir. Miiller,
[2]’de hem Oklid hem de kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareketleri
tanitmistir. Ayrica hareketli diizlemde herhangi bir noktanin hareketli ve sabit
diizlemlere gore ve diizlemlerin birbirine goére hizin1 hesap etmistir. Benzer sekilde
ivmeleri hesap etmistir. Lorentz diizleminde bir-parametreli diizlemsel hareket Ergin
[3] ve GOrmez [4] tarafindan ¢alisilmistir. Ayrica Ergiit ve ark. Lorentz diizleminde
bir-parametreli diizlemsel hareket ve kanonik sistemin geometrisi iizerine ¢alismistir
[5]. Ayrica Ergiit ve ark. Lorentz ve kompleks diizlemlerde iistel hareketler i¢in
caligmalar1 mevcuttur [6, 7]. Daha sonra Yiice ve Kuruoglu, hiperbolik diizlemde bir-
parametreli dlizlemsel hareketleri tanitmislardir [8]. Galile diizleminde bir-

parametreli hareket ise Akar ve Yiice tarafindan ¢alisilmistir [9].
Genellestirilmis kompleks say1 sistemi ilk kez Yaglom tarafindan
C, ={(x,y): x+iy, x,yeR, i’ =peR}

seklinde tanitilmistir [10]. 2004 yilinda ise Harkin ve Harkin, bu calismay1 goz

Ontine alarak p e R i¢in genellestirilmis kompleks say1 sisteminin bir-parametreli

ailesi tlizerine ¢calismislardir [11].

Erisir ve ark., C, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli hareket i¢in

cesitli calismalar yapmuistir [12, 13, 14, 15].

Ayrica Giirses ve ark. genellestirilmis kompleks diizlemin 6zel bir halini
p

Cj:{x+Jy: x,yeR, J*=p, pe{—l,O,l}}cC

seklinde gdoz oOniine alarak C; diizleminde bir-parametreli diizlemsel hareketi

calismislardir [16].



Holditch teoremi kinematigin 6nemli teoremlerinden biridir. Holditch teoremi ilk kez

Hamnet Holditch [17] tarafindan asagidaki gibi ifade edilmistir:

“Diizlemde sabit a+b uzunluklu bir 4B dogru pargasinin 4 ve B ug noktalar bir

k ovali boyunca bir defa hareket ettiginde, AB dogru pargasi tizerinde ‘E‘ =a ve
‘X_B‘ =b olacak sekilde tespit edilen bir X noktas1 da genellikle konveks olmasi

gerekmeyen kapali bir k, egrisini ¢izer. Bu k ovali ile k, egrisi arasinda kalan

Holditch halkasinin F yiizey alan
F =mab (1.1)

dir. Burada F yiizey alani, sadece X noktasinin AB dogru pargasinin ug
noktalarma olan uzakliklarina bagli olup k ile k, egrilerinden ve hareketten

bagimsizdir.”
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Sekil 1.1. Holditch halkasi [17]

Bu klasik Holditch teoreminin en 6nemli noktasi aradaki bolgenin alaninin segilen
egriden bagimsiz olmasidir [17]. Dolayisiyla Holditch teoremi teknik uygulamaya
acik olmasi ve egriden bagimsizligl nedeniyle, egriyi tasiyan diizlemin segimleriyle
oldukca ilgi toplamis ve bircok bilim adami tarafindan farkli bakis agilari ile

calisilarak degisik metotlar ile genellestirilmistir.



Steiner [18], bir-parametreli kapali diizlemsel hareket altinda hareketli diizlemde
verilen sabit bir X =(x,,x,) noktasinin sabit diizlemdeki ¢izdigi yoriinge egrisinin

siirladig1 bolgenin alanini

F,=F, +7zv(x]2 +x5 —2x,5, —2X2S2) (1.2)

seklinde bulmustur. Bu formiile Steiner alan formiilii denir. Burada £, ; O=(0,0)
hareketli diizlemin orijin noktasinin yoriinge alani, v; hareketin donme sayisi ve

S=(s,,s,) Steiner noktasi; hareket esnasinda sabit diizlemdeki hareketli pol

egrisinin agirlik merkezidir.

Bir-parametreli kapali diizlemsel hareket boyunca, Holditch [17] ve Steiner [18]
tarafindan yapilan ¢aligmalar biiyiik dlclide ilgi gorlince kinematik {izerine calisan
bircok bilim adami cesitli ¢alismalarla Holditch teoremini genellemislerdir. Bu

caligmalardan en temel olanlar1 asagidaki gibidir:

Blaschke ve Miiller [19], Holditch teoreminin bir genellemesini su sekilde vermistir:

“Bir-parametreli kapali diizlemsel hareket boyunca bir AB dogru parcasinin

A=(0,0) ve B=(a+b,0) ug noktalar, sirastyla, k, ve k, kapali egrilerini gizsin.
Dolayisiyla 4 ve B noktalar ile dogrusal olmayan ‘E‘:a ve ‘E‘zb olacak
sekilde bir X =(a,0) noktas: da kapali fakat genellikle konveks olmasi gerekmeyen
bir k, egrisini ¢izer. O halde 4, B ve X noktalarinin ¢izdigi yoriinge egrilerinin

sinirladigr bolgelerin alanlari, sirasiyla, F,, F, ve F), olmak iizere bu alanlar

arasinda

J R - (1.3)
a+b



seklinde bir bagint1 vardir. Burada v; bir-parametreli kapali diizlemsel hareketin

donme sayisidir.” Eger burada 6zel olarak 4 ve B noktalar1 ayn1 yoriingeyi ¢izer
(k,=ky) ve AB dogru pargasi oval iizerinde bir defa dolamirsa (v=1), (1.3)

denkleminden klasik Holditch teoremi elde edilir.

Hering [20], Holditch teoreminin bir bagka genellemesini su sekilde vermistir:

“Bir-parametreli kapali diizlemsel hareket boyunca bir AB dogru parcasimnin
A= (0,0) ve B= (a +b,0) uc noktalari, sirasiyla, k, ve k, kapali egrilerini ¢izsin.
Bu durumda 4 ve B noktalari ile dogrusal olmayan bir X = (a,c) noktasi da bir &,
kapal1 egrisini ¢izerse A,B ve X noktalarinin ¢izdigi egrilerin yoriinge alanlari,

sirastyla, F,, F, ve F, olmak iizere bu alanlar arasinda

_aF, +bF, N

F
x a+b

(cz—ab)ﬁv—cLAB (1.4)

seklinde bir baginti mevcuttur. Burada v ; hareketin donme sayist ve L, ; AB dogru

parcasinin zarf egrisinin uzunlugudur.” ¢ =0 olmasi durumunda (1.3) denklemi elde

edilir.
Pottmann [21], Holditch teoreminin farkli bir genellemesini su sekilde vermistir:

“Bir-parametreli kapali diizlemsel hareket altinda dogrusal olmayan 4, B ve C

noktalar1 ayn1 F alanina sahip k egrisini ¢izerse herhangi bir X noktasi da F

yoriinge alanina sahip kapali k, egrisini ¢izer. Bu durumda k ve k, egrilerinin

sinirladigi bolgelerin alanlar1 arasindaki fark

F—FX=7Z'V(I”2—R2) (1.5)



A
dir, 6yle ki R, X ve O noktalar1 arasindaki uzaklik, » de ABC {liggeninin ¢evrel
cemberinin yarigapidir.” Ayrica, Pottmann [21]’de hareketli diizlemdeki, dogrusal

olmayan 4= (0,0), B= (b,O), C= (c,d) ve X = (x,y) noktalarinin ¢izmis oldugu

yoriinge egrilerinin sinirladig bolgelerin alanlar1 arasindaki iliskiyi

F, :(1—%+c_b jFA +(£+QJFB +2F,

bd * b bd) " d w6
s c’+d? bc .
+| x"+y —bx— p y+;y v

olarak vermistir.

Ek olarak, Pottmann [22], Holditch teoreminin farkli bir genellemesini asagidaki

sekilde vermistir:

“E /E', (i=1,2) kat etme sayilar1 aym v, donme sayili bir-parametreli kapali
diizlemsel hareketler olsun. O halde XY, dogru pargalarmmn X, =(0,0) ve
Y = (ﬂ,,. (a +b),0) ug noktalarinin ¢izdigi yoriinge egrileri, sirasiyla, k, ve k, olmak

lizere Z, = (/La,O) noktalari da F] yoriinge alanina sahip k. yoriinge egrilerini ¢izsin.

O halde F; alanlar1 arasindaki fark,

F —F, =(v,A; =w4 ) zab (1.7)
seklindedir.”

Bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca verilen noktalarin ¢izdigi yoriinge
egrilerinin smirladigr bolgelerin alanlar1 hesaplanirken yapilan islemlere benzer
islemler kullanilarak yoriingelerin  kutupsal atalet momentleri hesaplanabilir.
Boylelikle Holditch [17] tarafindan verilen klasik Holditch teoremine benzer olarak

kutupsal atalet momenti i¢in Holditch-tipi teoremler verilebilir. Kutupsal atalet



momenti ile ilgili bircok ¢alisma yapilmistir. Bunlardan temel olanlar1 asagidaki

gibidir:

Miiller [23], bir-parametreli kapali diizlemsel hareket altinda hareketli diizlemde

verilen sabit bir X =(x,,x,) noktasmmn sabit diizlemde ¢izdigi kapali yoriinge

egrisinin sinirladigl bolgenin kutupsal atalet momentini
T =2rab (1.8)

seklinde hesaplamistir. Ek olarak Miiller, esit kutupsal atalet momentine sahip
hareketli diizlemdeki biitiin sabit noktalarin geometrik yerinin, merkezi Steiner
noktasi olan bir ¢ember oldugunu belirtmis ve Holditch teoremine benzer bir sonug
vermistir. Boylelikle Miiller, Holditch [17] ve Blaschke ve Miiller [19] tarafindan

verilen alan formiillerine benzer olarak kutupsal atalet moment formiilleri

Ty =T, +27v(x] +X; —2x,5, —2x,5, ) (1.9)
ve
TX:%—ZZWZ) (1.10)
olarak hesaplamistir.

Yukarida bahsedilen caligsmalar 1s18inda diizlemsel homotetik hareketler ile ilgili

bir¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan temel olanlari su sekildedir:
Tutar ve Kuruoglu, [24] tarafindan % homotetik oranli ve 7 periyotlu kapali

homotetik hareketler icin kapali yOriinge egrisinin Steiner alan formiiliinii ve

Holditch teoremini

F,=F,+h (to)izv(xl2 +x5 — 2%, —2x2s2)+x1,u1 + X, 1, (1.11)



A\

F=hn (to)ﬁab (1.12)

olacak sekilde bir-parametreli diizlemsel homotetik hareketler i¢in ifade etmistir.

Burada 4, = %45(—2@241;1 + hdu, +u,dh) ve u, = %(ﬁ(thldh — hdu, —u,dh) dir.

Kuruoglu ve Yiice [25], Blaschke ve Miiller [19] tarafindan verilen caligmanin

homotetik hareketlerdeki karsiligini arastirmislar ve

_aF, +bF,

F
i a+b

—h*(t,) mvab

sonucu elde etmislerdir. Yukaridaki denklemde A=1 alinmast durumunda (1.3)

denkleminde verilen formil elde edilir.

Yiice ve Kuruoglu [26], Hering [20] ve Pottmann [21] tarafindan verilen ¢alismalarin

homotetik hareketlerdeki karsiligini arastirmislar ve sirasiyla,

F, _ aFy +bF, N
a+b

—2h* (1) wveL
ﬂ 3

(c2 - ab)h2 (ty)mv—

F-F,=h (to)m/(Rz—rz)

Ve

x c—b X cy y
—+ F, +| —+—|F,+=F
b bd yj 4 ( bdj BT

c’+d* bc
+

+[x2+y2 —bx—

sonuglarini elde etmislerdir. Burada A = cf)hd(p dir.



1.2. Tezin Amaci

Bu tez caligmasinin amact kompleks, Galile ve hiperbolik diizlemlerin bir
genellemesi olan genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel

hareket i¢in Holditch-tipi teoremleri vermektir. Boylelikle bu calismada kompleks
(p=-1), Galile (p=0) ve hiperbolik (p=1) diizlemlerdeki Holditch-tipi
teoremler pe R i¢in genellestirilerek tek bir teorem olarak verilmistir. Bu tez

caligmast asagida belirtilen dort adimda incelenmistir.

1. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket i¢in hareketli diizlem
tizerinde verilen sabit bir noktanin ¢izdigi yoriingenin kutupsal atalet momenti
Steiner noktasi cinsinden Miiller [23, 27] tarafindan verilmistir. Hiperbolik
diizlemde ise Holditch teoremi Yiice ve Kuruoglu tarafindan [28]’de
calisilmistir. Galile diizleminde heniiz literatiirde bu teoremle ilgili bir ¢alisma
mevcut degildir. Dolayisiyla 6n ¢aligma olarak Galile diizlemindeki Holditch
teoreminin esitligi bulunmustur. Daha sonra bu ¢alismalar g6z oniine alinarak
kompleks, Galile ve hiperbolik diizlemlerin bir genellemesi olan
genellestirilmis kompleks diizlemde, bir-parametreli diizlemsel hareket altinda
hareketli diizlemde verilen sabit bir noktanin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge
alan1 hesaplanmistir. Ayrica hareketli diizlemde sabit olan dogrusal {i¢ nokta
icin bu noktalarin sabit diizlemde c¢izdigi yoriingelerin alanlar1 arasindaki
iliskiyi veren Holditch teoremi ispatlanmistir. Son olarak genellestirilmis
kompleks diizlemde verilen Holditch teoremi ile ilgili baz1 teorem ve sonuclar

elde edilmistir.

2. Genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket
boyunca alinan bir dogrunun zarf egrisinin uzunlugu hesaplanip Cauchy
uzunluk formiilii verilmistir. Daha sonra dogrusal olmayan sabit ii¢c noktanin

¢izdigi yoriingelerin alanlar arasindaki iliski Holditch teoremi ile verilmistir.

3. Genellestirilmis kompleks diizlemdeki bir-parametreli diizlemsel hareket
altinda hareketli diizlemde verilen sabit bir noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin

smirladigr bolgenin kutupsal atalet momenti hesaplanmistir. Daha sonra



10

hareketli diizlemde sabit olan dogrusal {ic noktanin sabit diizlemde ¢izdigi
yoriingelerin siirladigr bolgelerin  kutupsal atalet momentleri arasindaki
iliskiyi veren Holditch-tipi teorem ispatlanmistir. Boylece Holditch-tipi teorem

ile ilgili 6nemli teorem ve sonuclar elde edilmistir.

Son olarak genellestirilmis kompleks diizlemdeki bir-parametreli diizlemsel
hareket altinda hareketli diizlemde sabit dogrusal olmayan {i¢ noktanin sabit
diizlemde ¢izdigi yoriingelerin simirladiklart bolgelerin - kutupsal atalet
momentleri arasindaki iliski, zarf egrisinin uzunlugu cinsinden Holditch-tipi

teorem ile ispatlanmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. £" Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. A4, bos olmayan bir climle ve K cismi iizerinde bir vektor uzayr V'

olsun. Eger VP,Q € 4 i¢in

fiAxA->V
(P,0)— f(P,0)=PO

seklinde tanimlanan bir f donlisiimii, asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa A4

climlesine V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

1.  VP,Q,Redicin f(P,Q)+f(O.R)=f(P.R)
2. VYPed ve VaeV i¢in f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Qe 4 noktas

vardir [29].

Burada 4 nin boyutu boyA4 =boy} olarak tanimlanir [29].

Tamim 2.1.2. K cismi tizerinde iki vektor uzay1 ¥, ve V, olsun. V| ve V, ile birlesen

afin uzaylar 4 ve A, olmak iizere f:A4 — A, bir doniisiim olsun. P,Q € 4 olmak

luzere

S aad?
POy (PO)=f(P)f(Q)
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seklinde tanimlansin. Burada y doniisiimiine f ile birlesen doniistim adi verilir.

Eger y doniisiimii lineer ise f doniisiimiine bir afin dontlistim denir [29].

Tamm 2.1.3. V = R olmak iizere VOP=a € R" ve V@ =B € R" vektorleri i¢in

f doniistimi

fiAxA->V
(PaQ)_)f(P7Q)=IJ_Q>:ﬂ_a

olarak verilsin. O halde 4=R" ciimlesine V' =R" n—boyutlu standart reel vektor
uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay denir ve »n—boyutlu standart reel afin uzay

olarak adlandirilir [29].

Tanmim 2.1.4. V', n—Dboyutlu reel vektor uzay1 ve 4 da V ile birlestirilmis bir afin
uzay olsun. Eger V ; bir i¢ ¢arpim uzay: ise A4 afin uzayina n—boyutlu bir Oklid

uzay1 denir ve bu uzay, £" ile gosterilir [29].

Tamim 2.1.5. R", n—boyutlu standart reel vektdr uzayinda x =(x,,x,,....x,) ve

y= ( Vs Vyseen yn) herhangi iki vektor olmak tizere

(,);R"xR" >R

(x,y)—>(x,y>=izzl‘,x,~y,»

seklinde tamimlanan i¢ ¢arpima R”’de standart i¢c carpim veya Oklid i¢ ¢arpimi

denir.

Tanim 2.1.6. E", n—boyutlu Oklid i¢ carpim uzay1 V ile birlestirilmis bir Oklid

uzayi1 olmak iizere VX,Y € E" igin
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d:E"xE" - R
(X,Y)>d(X,Y)=|y - X|

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonuna Z”" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

|Y -X | reel sayisina da X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir. Bu sekilde

tammli d uzakhk fonksiyonu bir metriktir Bu metrik Oklid metrigi olarak

adlandirilir [29].

Tamm 2.1.7. E' ve E,, swasiyla, V; ve V,, n—boyutlu i¢ ¢arpim uzaylar ile

birlesen birer Oklid uzayi olsunlar. Bir
[iE > E
afin déniisimii Ve, B €V} i¢in

(v (a).v(B))=(a.5)
olacak sekilde bir
A4t
lineer doniisiimii ile birlesiyorsa f* ye bir izometri denir [29].

Tanim 2.1.8. n—boyutlu £" Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olmak iizere

FE"’deki bir {x,,x,,....... ,x ¢ dik koordinat sistemine gore f izometrisinin matrissel
1 2 n

ifadesi 4 € O(n) , yani det 4=+1 olsun. O halde X, X’,C e R" olmak lizere

i
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veya

X' =4X+C

yazilir. O halde f izometrisine ", n—boyutlu Oklid uzayimnda bir hareket denir. f

hareketine, det 4 =1 ise direkt hareket ve det A =—1 ise karsit hareket denir [29].

Tanmm 2.1.9. E", n—boyutlu Oklid uzaymm bir f izometrisi i¢cin f(0)=0

olacak sekilde bir O € £" noktas: varsa f hareketine O noktas: etrafinda £ " nin
bir donmesi adi verilir. Eger hareket direkt hareket ise f hareketine direkt donme,

karsit hareket ise karsit donme denir.

E"de baslangi¢ noktast O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz, ....... ,xn} olsun.

f:E" —> E" izometrisi O noktasi etrafindaki bir ddnme ise f izometrisinin bu dik

koordinat sistemine gore ifadesi
X'=A4X

seklindedir. Burada 4 € O(n) ve X, X" e R" dir [29].

Tanmim 2.1.10. E", n—boyutlu Oklid uzayinmn bir f izometrisi ve VX € B" igin

f(X)=X+C olacak sekilde bir tek C=(¢;,c;,.......,c,) € " noktast varsa f ye

FE"’nin C ile belirtilen bir 6telemesi denir.

E"’de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz, ....... ,xn} olsun.

fiE" > E" izometrisi C=(c,,c,,.......,c,) € B" noktast ile belli olan bir dteleme

olmak tizere f ’nin bu dik koordinat sistemine gore ifadesi

s
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veya
X'=X+C
dir [29].

Tanim 2.1.11. E hareketli diizleminin £’ sabit diizlemine gore hareketi B=E/E’

ile gosterilsin. B hareketinin ¢ donme agis1 ve u Oteleme vektoriiniin bilesenleri u,
ve u, bir ¢ reel parametresinin @ =¢(¢), u, =u (), u,=u,(t) seklinde siirekli

diferensiyellenebilen fonksiyonlar1 ise B hareketine bir-parametreli diizlemsel
hareket denir. Bu bir-parametreli hareketin ¢ parametresi, genellikle zaman olarak ele

alinmaktadir [29].

Tanmm 2.1.12. u,u, ve ¢; bir t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilen
fonksiyonlar1 olmak iizere u, =u, (), u, =u,(t) ve @=¢() fonksiyonlar: ayni

t, <t <t, araligda tanimlanmis olsun. O halde,

uj(t+T)=u.(t)

(), j=12
go(t+T)=(p(t)+27rv

bagintilar1 saglanacak sekilde en kiigiik bir 77> 0 sayis1 varsa x'=x—u denklemi
ile tanimlanan harekete T periyotlu ve v donme sayili bir-parametreli kapali
diizlemsel hareket denir [2, 19].

2.2. Kompleks Diizlemde Hareket ve Holditch-Tipi Teoremler

2.2.1. Kompleks diizlemde hareket

Bu boliimde Miiller [2] tarafindan verilen kompleks diizlemde bir-parametreli

diizlemsel hareket verilmistir.
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Tamm 2.2.1. £ ve E' sirastyla, {O;e.e,} ve {O';e],e;} koordinat sistemlerine

sahip hareketli ve sabit iki diizlem olsun. Hareketli diizlemdeki herhangi bir X

noktasinin, sirastyla, hareketli ve sabit sisteme goére ifadeleri x=x +ix, ve

X' = x| +ix, olmak iizere

seklinde verilen denkleme kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket

denir [2].

Sekil 2.1. Kompleks diizlemde hareket [2]

Burada O'O =u' seklindedir. Ek olarak, & agis1 kompleks diizlemde E/E’

hareketinin donme agisidir. Ayrica, @ dénme acis;, X, X' ve u#' fonksiyonlari

tel c R zaman parametresine bagh siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

t =0 aninda koordinat sistemleri ¢akisiktir. Ayrica, %‘9 =0 =0 oldugunda hareket
t

otelemeden ibaret olacagindan @ = 0 olarak alinmustir [2].
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Tanim 2.2.2. £ hareketli kompleks diizlemde verilen bir X' noktasi i¢in

’ dx 1z
I/r:—:xeg’
dt
V= J =—ne” +if(x—u)e"” + xe”
t

ve
V=L —_je? + i@(x —u)e’

dt
esitlikleri ile verilen hizlara, sirasiyla, relatif, mutlak ve siirtiklenme hiz1 denir [2].

O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.3. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel harekette bir noktanin

mutlak, stiriiklenme ve relatif hiz vektorleri arasindaki iliski
V=V 4V,
seklindedir [2].

Kompleks diizlemde hareketin pol noktalari siiriklenme hizinin sifir olmasiyla

karakterize edilir. Dolayisiyla @ =q= (ql, qz) pol noktasinin bilesenleri

q1:u1+—., q2=u2——. (21)

olarak elde edilir.
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Ayrica kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareketin siiriiklenme hiz

vektort, pol noktasinin yer vektorii cinsinden
V) =if(x-q)e" (2.2)
seklinde yazilabilir [2].

Boylece asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 2.2.4. Q7 pol 15111 ile Vf'. siiriklenme hiz vektorii kompleks diizlemde

birbirine diktir [2].

Teorem 2.2.5. Kompleks diizlemde V; siiriiklenme hiz vektoriiniin uzunlugu ile

QTf pol 1s1n1nin uzunlugu arasindaki iliski
Vil=lelox]
seklindedir [2].
Teorem 2.2.6. Kompleks diizlemde bir-parametreli hareket boyunca sabit ve
hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen pol noktalarinin hizlart ve yay-

uzunluklart aynidir [2].

Teorem 2.2.7. Kompleks diizlemde bir-parametreli hareket boyunca hareketli ve

sabit diizlemdeki pol egrileri birbiri tizerinde kaymaksizin yuvarlanir [2].
2.2.2. Kompleks diizlemde Steiner alan formiilii ve Holditch teoremi

Bu boliimde Miiller [23, 27] tarafindan verilen hareketli kompleks diizlemde, sabit

bir X noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin siirladigi bolgenin alani
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ve bu alan i¢in kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket altinda

Holditch teoremi verilmistir.

Teorem 2.2.8. X noktas1 hareketli kompleks diizlemde sabit bir nokta olmak tizere

X noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alanm

1 tl ! ! ! ! 1 tl ! !
F, =Ej.(x1dx2—x2dx1)=5“x,dx] (2.3)

seklindedir [30].

Tamim 2.2.9. P pol noktalarmin hareketli diizlemde ¢izdigi pol egrisinin agirlik

merkezine Steiner noktast denir ve S =(s,,s,) olmak iizere

2as, = 2} q,d0— ]Ldu2
(2.4)
2as, = 2J.q2d6?—J.du]

ly ly

seklinde hesaplanir. Steiner noktasi ilk kez Jakob Steiner tarafindan bulunmustur [2,

18].
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.10. E hareketli kompleks diizlemde, sabit bir X noktasinin sabit

diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alani
F, =F, +%(xl2 +x," =25, —2x252) (2.5)

dir [27].
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Bu formiile kompleks diizlemde Steiner alan formiilii denir.

Simdi 6zel olarak F) alani sabit kabul edilsin. Bu durumda, (2.5) denklemi goz

Oniine alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.11. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca ayn

F

v alanma sahip yoriinge egrilerini ¢izen biitlin X noktalar1 sabit diizlemde bir

cember lizerinde bulunur. Bu ¢emberin merkezi Steiner noktasidir [23].

E hareketli diizlem iizerinde sabit X ve Y noktalar verilsin. O halde XY dogru
parcas1 lizerinde Z sabit bir nokta olmak ilizere Z noktasinin ¢izdigi yoriinge
egrisinin sinirladigi bolgenin alani, X ve Y noktalarinin ¢izdigi yoriinge egrilerinin

alanlar1 cinsinden ifade edilsin.

Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket icin X,Y ve Z noktalarinin

yer vektorleri arasindaki iliski,
7 =Ax"+uy' (2.6)
seklinde yazilabilir. O halde (2.6) denkleminin diferensiyeli alinirsa,
dz' = Adx'+ udy' (2.7)
denklemi bulunur. Burada (2.3) denklemi, Z noktasinin ¢izdigi yoriinge alani i¢in
kullanilir ve (2.6) ve (2.7) denklemleri yardimiyla Bolim 2.2.1.°deki islemlere

benzer islemler yapilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.12. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca E

hareketli diizlem iizerinde sabit X ve Y noktalari verilsin. XY dogru pargasi

tizerinde Z sabit bir nokta olmak ilizere Z noktasinin £’ sabit kompleks diizlemde

¢izdigi yoriinge egrisinin £, alani,
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F, = A’Fy +2AuF,, + i1I’F, (2.8)
dir [23].
Burada verilen F,, ifadesi i¢in agsagidaki tanim verilebilir.

Tammm 2.2.13. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel E/E' hareketi
boyunca verilen X ve Y noktalart igin (2.8) denkleminde verilen F,, ifadesine

karisik alan formiilii denir ve
a
F,, =F, +E(x1y1 +X,9, —(x1 +y1)s1 —(x2 +y2)s2) (2.9)

formiilii ile hesaplanir [27].

Z noktasmin E’ sabit kompleks diizlemde ¢izdigi ydriinge egrisinin F, alani igin
(2.8) ve (2.9) denklemleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa F, yoriinge

alani,

F, = AF, + yiF, —%/mdz (2.10)
denklemi ile verilir.

Simdi X ve Y noktalarinin aynm yoriinge egrisi lizerinde oldugu kabul edilsin. Bu

durumda

F,=F, 2.11)

esitligi yazilabilir. O halde (2.10) ve (2.11) denklemleri kullanilirsa, A+ =1 olmak

luzere
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F,-F, =%/1ﬂd2 (2.12)
denklemi bulunur. Boylece (2.12) denkleminden asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.14. Kompleks diizlemde, E/E' bir-parametreli diizlemsel hareketi
boyunca E diizleminde sabit uzunluklu bir XY dogru parcasi lizerinde sabit bir
nokta Z olsun. Belirli bir zaman araliginda Xy kirisi bir k, egrisini ¢izerken Z
noktas1 da baska bir &, egrisi ¢izer. Bu iki egri arasinda kalan alan, hareketin donme

acisina ve X,Y,Z noktalar1 arasindaki uzakliga baglidir [23].

2.2.3. Kompleks diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta icin Holditch teoremi

Bu boliimde Blaschke ve Miiller [19] tarafindan Oklid diizleminde verilen bir
dogrunun zarf egrisinin uzunlugu kullanilarak Hering [20] tarafindan verilen
dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢in Holditch teoremi yardimiyla kompleks diizlemde
verilen bir dogrunun zarf egrisinin uzunlugu ve dogrusal olmayan ii¢c nokta igin

Holditch teoremi verilmistir.

E ve E', sirastyla, hareketli ve sabit kompleks diizlemler olmak iizere E/E' bir-
parametreli diizlemsel hareketi boyunca hareketli E diizleminde verilen sabit X ve

Y noktalart k, ve k, yoringelerini ¢izsin. E hareketli diizleminin @, normal
vektorii yardimiyla {al,az,a3} dik catist verilsin. O halde e, ile a, vektorleri

arasindaki ag1 ¥/, e ile @, vektorleri arasindaki ag1 ' olmak iizere

a, =—sinye, +cosye
1 ve, . ye, (2.13)
a, =cosye, +sinye,
ve
a =-siny'e +cosy'e!
1 ve ve, (2.14)

r_ rr : [
a, =cosy'e +siny'e,
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esitlikleri yazilabilir. (2.14) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

da; =—(cosy'e’ +siny/'e, ) dy’ 215
da), = (—siny'e] +cosy'e; ) dy' '

elde edilir [19].

XY dogru pargasi lizerinde olmayan E hareketli kompleks diizlemde sabit bir nokta

Z olsun. Bu durumda Z noktasmin XY dogru par¢asina uzaklig1 ¢ olmak lizere Z

ve X,Y noktalarinin yer vektorleri arasindaki iliski, vektorel islemler yardimiyla

z=ax+fy+ca, (2.16)

seklinde yazilir. Ayni zamanda (2.13), (2.14), (2.15) ve (2.16) denklemleri g6z 6niine

alinirsa bu yer vektorlerinin sabit diizleme gore ifadeleri
7 =ax'+py +cd, (2.17)
seklinde elde edilir. (2.17) denkleminin diferensiyel alinirsa,
d7' = adx'+ Bdy' + cda (2.18)

bulunur [19]. Kompleks diizlemde verilen bir g dogrusunun Hesse formundaki

denklemi

g=X,CoSy +X,siny —r (2.19)

olmak iizere g dogru demetlerinin zarfinin yay-uzunlugu

szM¢ (2.20)

)
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esitligi ile verilir. Burada », g dogrusunun orijine olan uzakhigidir. [19]. Ayrica (Q)
hareketli pol egrisinin Q,Q, dogru parcasimnin g dogrusu iizerine dik izdiistimiiniin

uzunlugu L, olmak tizere

]

L, :J.(rl siny —r, cosy ) do (2.21)

esitligi gecerlidir [19].

O halde (2.17), (2.18), (2.20) ve (2.21) denklemleri kullanilirsa kompleks diizlemde

dogrusal olmayan {i¢ nokta i¢cin Holditch teoremi asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.2.15. Kompleks diizlemde, E/E' bir-parametreli diizlemsel hareketi

esnasinda E kompleks diizlemde sabit X (0,0) ve Y (a+b,0) noktalar, sirasiyla,
F, ve F, alanli k, ve k, yoriinge egrilerini ¢izsin. O halde XY dogru parcasi
tizerinde olmayan bir Z(a,c) noktasinin ¢izdigi k, yoriinge egrisinin sinirladig

bolgenin alani

_bFy+aF, &
a+b 2

F,

z

(ab—c*)+cLy, (2.22)

dir. Burada L,,, X ve Y noktalarinin olusturdugu dogrunun zarf egrisinin

uzunlugudur [20].
Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.22) denklemi

_bF +aF, «

L= abd’ (2.23)
a+

FZ



25

denklemine indirgenir. Bu formiil ise (2.10) denkleminde verilen dogrusal ii¢ nokta
icin alan formiilii ile aynidir. Dolayisiyla (2.22) denklemi (2.23) denkleminin daha
genel halidir.

2.2.4. Kompleks diizlemde Holditch-tipi teorem

Bu boliimde Miiller tarafindan [23]’de verilen hareketli kompleks diizlemdeki sabit
bir X noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin
kutupsal atalet momentini ve bu moment i¢in Holditch-tipi teoremi ifade edelim.
Teorem 2.2.16. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel bir hareket boyunca

bir X noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin smirladigr bolgenin kutupsal atalet

momenti

T, = j|x'|2 do (2.24)

seklindedir [23].

O halde (2.1), (2.4) ve (2.24) denklemleri goz Oniine alinirsa asagidaki teorem

verilebilir.
Teorem 2.2.17. Bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca, £ hareketli kompleks

diizlemde verilen sabit bir X noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin

siirladig bolgenin kutupsal atalet momenti
T,=T, +5(x12 +x,° —2x,8, —2x2S2) (2.25)
dir [23].

Simdi 6zel olarak (2.25) denkleminde verilen 7, kutupsal atalet momenti sabit kabul

edilsin. Bu durumda (2.25) denkleminden asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.2.18. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca ayn
T, kutupsal atalet momentine sahip yo6riinge egrilerini ¢izen biitiin X noktalar: sabit

diizlemde, merkezi Steiner noktasi olan bir ¢ember {izerinde bulunur [23].

E hareketli kompleks diizlem iizerinde sabit uzunluklu XY dogru pargasi lizerinde

Z sabit bir nokta olmak lizere X,Y ve Z noktalarinin yer vektorleri arasindaki

iliski,

7 =Ax"+uy' (2.26)

seklinde yazilabilir. Burada (2.24) denklemi, Z noktasinin ¢izdigi yoriingenin
kutupsal atalet momenti i¢in kullanilir ve Bolim 2.2.2°deki alan hesaplamalarina

benzer islemler yapilirsa (2.26) denklemi yardimiyla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.19. Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket esnasinda
sabit uzunluklu XY dogru parcasinin X ve Y u¢ noktalar1 sabit diizlemde,

sirastyla, k, ve k, yoriinge egrilerini ¢izerken X ve Y noktalari ile dogrusal Z
noktasi da bir k, yoriinge egrisi ¢izer. Bu yoriinge egrilerinin sinirladigi bolgelerin

kutupsal atalet momentleri, sirasiyla, 7,, 7, ve I, olmak tizere bu momentler

arasindaki iliski,

T, = 2°T, +22uTy, + 1°T, (2.27)

seklindedir [23].

(2.27) denkleminde verilen 7, ifadesine kompleks diizlemde E/E' hareketi i¢in

karisik kutupsal atalet momenti denir ve

Ty =T, +5(x1y1 T X0, _(x1 +y1)S1 _(xz +)’2)52) (2.28)



27

seklinde bulunur [23].

O halde (2.27) ve (2.28) denklemleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket i¢in Z noktasinin ¢izdigi

yorlinge egrisinin smirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti 7,, 7, ve T,

momentleri cinsinden
T, = AT, + uT, — Audd’ (2.29)

seklinde elde edilir.

Simdi X ve Y noktalarinin ayni ydriinge egrisi lizerinde oldugu kabul edilsin. Bu

durumda

T, =T, (2.30)

esitligi yazilabilir. O halde (2.29) ve (2.30) denklemleri kullanilirsa asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.2.20. Holditch-Tipi Teorem: Kompleks diizlemde E/E' bir-parametreli

diizlemsel hareketi esnasinda £ diizleminde sabit noktalar X ve Y olmak iizere bu
noktalardan olusan XY dogru pargasi iizerinde sabit bir nokta Z olsun. Belirli bir
zaman araliginda XY kirisi bir k, egrisini ¢izerken Z noktasi da baska bir k, egrisi

¢izer. Bu iki egrinin ¢izdigi yoriingelerin 7, ve 7T, kutupsal atalet momentleri

arasindaki iligki

T, —T, = Audd’ (2.31)

dir [23].
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2.2.5. Kompleks diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta icin Holditch-tipi

teorem

Bu béliimde, Yiice ve ark. [31] tarafindan Oklid diizleminde verilen E/E’ bir-
parametreli diizlemsel hareketi boyunca dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢in verilen

Holditch-tipi teorem yardimiyla kompleks diizlemde Holditch-tipi teorem verilmistir.

Hareketli £ kompleks diizlemde verilen sabit X ve Y noktalari bir-parametreli
diizlemsel hareket boyunca k, ve k, yoriinge egrilerini ¢izsin. O halde E hareketli
kompleks diizlemin @; normal vektdrii yardimiyla tanimlanan dik cati {a,,a,,a;}

olmak iizere (2.14) ve (2.15) denklemlerinden

a =-—siny'e/ +cosy'e,
y & & (232)
a, =cosy'e, +siny’e,
ve
da; =—(cosy'e' +siny'e] ) dy'
== ) 233

da), = (—siny'e] +cosy'e; ) dy'

yazilabilir [31]. Ayrica (2.19), (2.20) ve (2.21) denklemleri goz Oniine alinirsa

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.21. Kompleks diizlemde E/E' bir-parametreli diizlemsel hareketi
esnasinda, hareketli E diizleminde sabit uzunluklu XY dogru pargasmm ug

noktalari, sirasiyla, k, ve k, egrilerini ¢izerken, X ve Y noktalar1 ile dogrusal
olmayan sabit bir Z noktasi, k, egrisini ¢izer. Bu durumda k,, k, ve k, yoriinge

egrilerinin, sirasiyla, T, T, ve T, kutupsal atalet momentleri arasinda,

T, =aT, + ST, +g(c2 —apd’)+cLy, (2.34)
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bagintist mevcuttur. Burada L,,, X ve Y noktalarimin olusturdugu dogrunun zarf

egrisinin uzunlugudur [31].
Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.34) denklemi

T, = AT, + uT, — SAud’ (2.35)

olarak indirgenir. Bu formiil ise (2.29) denklemindeki dogrusal ii¢ nokta ig¢in
kutupsal atalet momenti formiilii ile aynidir. Dolayisiyla (2.34) denklemi (2.35)
denkleminin daha genel halidir.

2.3. Hiperbolik Diizlemde Hareket ve Holditch-Tipi Teoremler
2.3.1. Hiperbolik diizlemde hareket

Bu béliimde Yiice ve Kuruoglu tarafindan [8]” de verilen hiperbolik diizlemdeki bir-

parametreli diizlemsel hareket verilmistir.

Tamm 2.3.1. H ve H', sirasiyla, {O;h,h,} ve {O';h,h,} koordinat sistemlerine

sahip hareketli ve sabit iki diizlem olmak iizere hareketli diizlemin I. bolgesinde
verilen herhangi bir X noktasinin, sirasiyla, hareketli ve sabit diizlemlere gore yer
vektorleri x=x,+jx, ve X =x +jx, ( ji =1 j;til) olmak {izere hiperbolik

diizlemde bir-parametreli hareket

seklinde verilir [8].



30

Sekil 2.2. Hiperbolik diizlemde hareket [32]

Burada O'O =u' olmak tlizere B agist hiperbolik diizlemde H/H' hareketinin
donme agisidir. Ek olarak B donme agisi, x,x' ve u' fonksiyonlart telc R

zaman parametresine bagl siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir ve =0

ap

o [ =0 ise hareket sadece
1

aninda koordinat sistemleri c¢akisiktir. Eger

Otelemeden ibaret olacagi icin hareket boyunca ,B #0 oldugu goz 6niine alinir [8].

Ayrica aksi belirtilmedik¢e bundan sonraki islemler hiperbolik diizlemin 1. bolgesi

g0z Oniine alinarak yapilmustir.

Tamm 2.3.2. H / H' hareketi boyunca hareketli hiperbolik diizlemde verilen bir X

noktasi i¢in

'=—=—ue’’ + jf(x—u)e’’ + xe”’

“ o dt
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ve

d.x , . .
v, =—;;t =—ue’’ + jf(x—u)e”

esitlikleri ile verilen hizlara, sirasiyla, relatif, mutlak ve siirtiklenme hiz1 denir [8].
O halde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 2.3.3. Hiperbolik diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca

diizlemin I. bolgesinde verilen bir noktanin mutlak, siirtiklenme ve relatif hiz

vektorleri arasindaki iliski,
ViV,
seklindedir [8].

H / H' hareketi boyunca hiperbolik diizlemde bazi noktalarin siiriiklenme hizlar

sifirdir. Bu noktalara bir-parametreli diizlemsel hareketin pol noktalar1 denir.
Dolayistyla hiperbolik diizlemde pol noktasinin bilesenleri @zq =(q1,qz) olmak

luzere

u u
q1=ul+z.2, c]2=uZ+E1 (2.36)

seklinde elde edilir.

Ayrica hiperbolik diizlemdeki hareket boyunca stiriiklenme hiz vektorii pol noktasi

cinsiden
Vi=Jjbx—qe” (2.37)

seklinde yazilabilir.
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O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.3.4. H / H' hareketi boyunca hiperbolik diizlemde Q—X pol 1511 ile Vf'

siiriiklenme hiz vektorii Lorentz anlamda birbirine diktir [8].

Teorem 2.3.5. H / H' hareketi boyunca hiperbolik diizlemde V; siiriiklenme hiz

vektoriiniin uzunlugu ile QTf pol 1sininin uzunlugu arasindaki iliski

vy

=|4ox]
seklindedir [8].

Teorem 2.3.6. H /H' hareketi boyunca hiperbolik diizlemde sabit ve hareketli

diizlemlerde, pol egrilerini ¢izen pol noktalarimin hizlar1 ve yay-uzunluklart aynidir

[8].

Teorem 2.3.7. Hiperbolik diizlemde bir-parametreli hareket boyunca hareketli

diizlemdeki pol egrisi sabit diizlemdeki pol egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanir

[8].
2.3.2. Hiperbolik diizlemde Steiner alan formiilii ve Holditch teoremi
Simdi Yiice ve Kuruoglu tarafindan [28]’de verilen hiperbolik diizlemde sabit bir X

noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin smirladigi bolgenin alani ve bu alan i¢in ifade

edilen Holditch teoremi verilmistir.

Tanmmm 2.3.8. H/H' hareketi boyunca Qz(ql,qz) pol noktalarinin hareketli

diizlemde ¢izdigi pol egrisinin agirlik merkezine Steiner noktast denir ve
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2as, = 2]. q,dp— ]a’u2
t t

\ \ (2.38)
2as, = 2I q,d B — I du,

l l
sekilde hesaplanir.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.9. Hiperbolik diizlemde bir-parametreli diizlemsel H /H' hareketi
boyunca H hareketli diizlemde verilen sabit bir X noktasinin sabit diizlemde

¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alani
F,=F, +%(xl2 — x> —2x.5, +2x2S2) (2.39)

dir [28].
Bu formiile hiperbolik diizlemde Steiner alan formiilii denir.

Simdi (2.39) denklemiyle verilen F, alani sabit kabul edilsin. Bu durumda asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 2.3.10. Bir-parametreli diizlemsel H /H' hareketi boyunca hiperbolik
diizlemin 1. Bolgesinde, aym1 F, alanli yoriinge egrilerini ¢izen biitin X noktalari

sabit diizlemde bir Lorentz ¢emberi iizerinde bulunurlar. Bu ¢emberin merkezi

Steiner noktasidir [28].

H hareketli hiperbolik diizlemde sabit uzunluklu XY dogru parcasi lizerinde sabit
bir nokta Z olsun. O halde, Z noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigt
bolgenin alanimi hesaplamak igin hiperbolik diizlemde bir-parametreli H / H'

hareketi icin X,Y ve Z noktalarinin yer vektorleri arasindaki iligki,



34
7 =Ax"+puy' (2.40)

seklinde verilebilir. Burada (2.40) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

dz' = Adx"+ pdy’ (2.41)
denklemi bulunur.
O halde (2.3), (2.40) ve (2.41) denklemleri kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.11. H /H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca, H hareketli
diizleminde verilen sabit uzunluklu XY dogru parcasinin iizerinde sabit bir Z

noktasinin H' sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin £, alani

F,=A’F, +2AufF,, + 1I'F, (2.42)

seklindedir [28].
Burada F,, formiilii i¢in asagidaki tanim verilebilir.

Tanmmm 2.3.12. H/H' hareketi boyunca H hareketli diizleminde (2.42)
denkleminde verilen F,, ifadesine hiperbolik diizlemde H/H' hareketi i¢in

karisik alan formiilii denir ve
a
F,, =F, +E(xly1 —X, ), —(x1 +yl)s1 +(x2 +y2)s2) (2.43)

formiilii ile hesaplanir [28].

O halde hiperbolik diizlemde A / H' hareketi i¢in asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.3.13. Holditch Teoremi: Hiperbolik diizlemde H/H' bir-parametreli

diizlemsel hareketi boyunca A diizleminin I. bolgesinde sabit X ve Y noktalar1 ve
XY dogru pargasi ilizerinde sabit bir Z noktas1 verilsin. Belirli bir zaman araliginda
XY kirisi bir k, egrisini ¢izerken Z noktas da baska bir k, egrisi ¢izer. Bu iki egri
arasinda kalan alan, hareketin Lorentz anlamda dénme acisina ve X,Y,Z noktalari

arasindaki uzakliga baghdir [28].
2.3.3. Hiperbolik diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢cin Holditch teoremi

Bu boliimde Yiice [33] tarafindan Lorentz diizleminde verilen bir dogrunun zarf
egrisinin uzunlugu kullanilarak Yiice ve Kuruoglu [34] tarafindan verilen dogrusal

olmayan ii¢ nokta i¢in Holidtch teoremi hiperbolik diizlem i¢in ifade edilmistir.

H/ H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca H ve H', sirasiyla, hareketli ve
sabit hiperbolik diizlemler olmak tizere H diizleminin 1. bolgesinde verilen sabit X

ve Y noktalar1 bir g dogru parcasini olustursun. Hiperbolik diizlemin 1. bolgesinde

verilen bu dogrusunun Hesse formundaki denklemi

g =x,coshy +x, sinhy —r=0 (2.44)

seklindedir. Burada (r,w) ikilisi Lorentz anlamda Hesse koordinatlar1 olmak tizere

r= r(l//) orijinden dogru parcasina olan uzakliktir. (2.44) denkleminden w ye gore

diferensiyel alinir ve ¢oziim yapilirsa,

X, = 7coshys —rsinh
I rmY (2.45)
x, =rsinhy —rcoshy

yazilabilir [33]. Ayrica Lorentz hareketi icin Cauchy Formiilii

L=[(i=r)dy (2.46)

)
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seklinde verilir [33]. O halde (2.45) ve (2.46) denklemleri yardimiyla hiperbolik

diizlemin 1. bolgesinde verilen ¢ dogrusunun zarf egrisinin uzunlugu

L= —j qdy +L, (2.47)

fy

olarak elde edilir. Burada g, O pol noktasinin dogruya olan uzakhigi ve L, ise

Ly =(—g, sinhy +g, coshy/) (2.48)

N
r

seklinde olup (Q) hareketli pol egrisinin Q,0, dogru parg¢asinin g dogrusu ilizerine

dik izdligiimiintin uzunlugudur [33].

Diger taraftan H hareketli diizleminin @, normal vektérii ile birlikte {a,,a,,a,} dik

catis1 verilsin. O halde, I ile @, vektorleri arasindaki agt ¥ ve h' ile a; vektorleri

arasindaki a¢1 ' olmak iizere

a, =sinhyh, +coshyh, 549
a, =coshyh, +sinhyh, (2.49)

Ve

a, =sinhy'h +coshy'h, (2.50)
a} = coshy'h +sinhy'h,

denklemleri yazilabilir. (2.50) denkleminin diferensiyeli alinirsa,
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da, = (cosh w'h' +siny'h, )d://'
(2.51)
da, = (sinh w'h' +coshy'h, )dt//'

elde edilir.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.14. H/H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca H hiperbolik

diizleminde sabit X (0,0) ve Y (a+b,0) noktalary, sirastyla, Fy, ve F, alanh k, ve
k, yoriingelerini ¢izsin. O halde XY dogru pargasi iizerinde olmayan bir Z (a,c)

noktasinin ¢izdigi k, yoriinge egrisinin sinirladigi bélgenin alani

1
F=— (bF, +aF,)=(c* +ab)—cL,, (2.52)

seklindedir. Burada L,,, X ve Y noktalarinin olusturdugu dogrunun zarf egrisinin

uzunlugudur [34].

Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.52) denklemi

F, = AF, + uF, —%,sz (2.53)

olarak indirgenir. Bu formiil ise (2.42) denkleminde verilen dogrusal {i¢ nokta icin
alan formiilii ile aynidir. Dolayisiyla (2.52) denklemi (2.53) denkleminin daha genel
halidir.
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2.3.4. Hiperbolik diizlemde Holditch-tipi teorem

Simdi Yiice ve Kuruoglu tarafindan [35]’de verilen Lorentz diizleminde sabit bir X
noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigr bolgenin kutupsal
atalet momenti hiperbolik diizlem icin elde edilmistir. Ayrica hiperbolik diizlem i¢in

bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca Holditch-tipi teorem verilmistir.

Teorem 2.3.15. H/H', bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca hareketli
hiperbolik diizlemin I. bdlgesinde sabit bir nokta X olsun. O halde X noktasinin

¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti

T, = j|x'|2 do (2.54)

)
dir [35].
O halde Boliim 2.3.2.°deki alan formiilii hesaplanirken yapilan islemlere benzer
islemler yapilir ve (2.36) ve (2.38) denklemleri goz Oniine alinirsa asagidaki teorem
verilebilir.
Teorem 2.3.16. /H /H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca H hareketli

diizlemin I. bolgesinde verilen sabit bir X noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi

yoriinge egrisinin simirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti
T, =T, +5(x12 —x,” = 2x,5, +2x2s2) (2.55)
seklindedir [35].

Simdi ozel olarak (2.55) denklemindeki 7, kutupsal atalet momenti sabit kabul

edilsin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.3.17. H/H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca H hiperbolik
diizleminde ayn1 T, kutupsal atalet momentine sahip yoriinge egrilerini ¢izen biitiin

X noktalar1 sabit diizlemde bir Lorentz ¢emberi iizerinde bulunur. Bu ¢emberin

merkezi Steiner noktasidir [35].

H hareketli diizlem iizerinde sabit X ve ¥ noktalar verilsin. XY dogru pargasi
tizerinde sabit bir nokta Z olmak ftzere hiperbolik diizlemde bir-parametreli

diizlemsel hareket i¢cin X,Y ve Z noktalarinin yer vektorleri arasindaki iligki, (2.40)

denkleminden

7 =Ax"+ uy' (2.56)

seklinde yazilabilir. Burada (2.54) denklemi, Z noktasinin ¢izdigi yoriingenin
kutupsal atalet momenti i¢in kullanilirsa (2.56) denklemi yardimiyla Bolim

2.3.2°deki islemlere benzer islemler goz oniine alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.18. H/H' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca H hareketli

diizlemin I. bolgesinde sabit X ve Y noktalar1 verilsin. XY dogru pargasi iizerinde

Z sabit bir nokta olmak {izere Z noktasinin H' sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge

egrisinin sinirladigr bolgenin 7, kutupsal atalet momenti,

T, = AT, +22uT,, + 1I°T, (2.57)

dir [35].

Burada (2.57) denkleminde verilen 7, ifadesine hiperbolik diizlemde H/H'

hareketi i¢in karisik kutupsal atalet momenti denir ve

T, :TO+5(xlyl - X, ), —(x1 +)’1)Sl +(x2+y2)sz) (2.58)
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seklinde hesaplanir [35].

Simdi X ve Y noktalarmin ayni yoriinge egrisi lizerinde oldugu kabul edilsin. O

halde

T, =T, (2.59)

esitligi yazilabilir. Boylece (2.57), (2.58) ve (2.59) denklemleri goz oniine alinirsa

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.19. Holditch-Tipi Teorem: Hiperbolik diizlemde H/H' bir-

parametreli diizlemsel hareketi esnasinda, A diizleminin I. bolgesinde sabit iki nokta
X ve ¥ olmak iizere XY dogru pargasi lizerinde sabit bir nokta Z olsun. Belirli bir
zaman araliginda XY kirisi bir k egrisini ¢izerken Z noktasi da baska bir &, egrisi

cizer. Bu iki egrinin ¢izdigi yoriingelerin kutupsal atalet momentleri arasindaki fark,

hareketin donme agisina ve X,Y,Z noktalari arasindaki uzakliga baglidir [35].

2.3.5. Hiperbolik diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta icin Holditch-tipi

teorem

Boliim 2.3.3.°deki islemlere benzer islemler yapilarak hiperbolik diizlemde dogrusal
olmayan ii¢ nokta icin Holditch-tipi teorem verilebilir. H ve H', sirasiyla, hareketli

ve sabit hiperbolik diizlemler olmak iizere H /H' hareketi boyunca hareketli H

diizleminin I. bolgesinde verilen sabit X ve Y noktalar1 k, ve k, yoriingelerini
¢izsin. H hareketli diizleminin @, normal vektorii yardimiyla kurulan dik gatist

{al ,az,a3} olmak tizere (2.50) ve (2.51) denklemlerinden

a, =sinhy'h’ +coshy'h) (2.60)
a, =coshy'h’ +sinhy'h,

A~
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da, = (cosh w'h' +siny'h, )d://'
(2.61)
da, = (sinh w'h' +coshy'h, )dt//'

yazilabilir.

O halde Boliim 2.3.3.°deki alanlar i¢in yapilan islemlere benzer islemler yardimiyla

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.20. Hiperbolik diizlemde H/H' bir-parametreli diizlemsel hareketi

esnasinda H diizleminin I. bdlgesinde sabit X ve Y noktalari ve XY dogru

parcasinin disinda bir Z noktasi verilsin. Belirli bir zaman araliginda H diizleminde

verilen sabit X ve Y noktalart k, ve k, yoringeleri ¢izerken Z noktasi da baska

bir k, egrisi ¢izer. Bu egrilerin ¢izdigi yoriingelerin kutupsal atalet momentleri

arasindaki iliski
T, =aT, + fT, +§(c2 —apd’)+cLy, (2.62)

seklindedir. Burada L,,, X ve Y noktalarmim olusturdugu dogrunun zarf egrisinin

uzunlugudur.

Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.62) denklemi

T, = AT, + uT, — SAud’ (2.63)

olarak indirgenir. Bu formiil ise (2.57) denkleminde verilen dogrusal {i¢ nokta i¢in
kutupsal atalet momenti formiilii ile aynidir. Dolayisiyla (2.62) denklemi (2.63)
denkleminin daha genel halidir.
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2.4. Galile Diizleminde Hareket ve Holditch-Tipi Teoremler
2.4.1. Galile diizleminde hareket

Bu boliimde Akar ve Yiice [9] tarafindan verilen Galile diizleminde bir-parametreli

diizlemsel hareket tanitilmistir.

Tanim 2.4.1. G ve G', sirasiyla, {0;g,.8,} ve {O';g/,&,} koordinat sistemlerine
sahip hareketli ve sabit iki Galile diizlemi olsun. Hareketli diizlemde verilen herhangi

bir X noktasinin, sirasiyla, hareketli ve sabit sisteme gore ifadesi x=x, +&x, ve

X'=x+ex) (£2=0, £#0) ve OO =u' olmak iizere

seklinde verilen denkleme Galile diizleminde bir-parametreli diizlemsel hareket denir

[9].

Sekil 2.3. Galile diizleminde hareket [9]

Ayrica, y agis1 Galile diizleminde G/G' hareketinin donme agisidir ve y dénme
agis;, Xx,Xx ve wu' fonksiyonlari €l c R zaman parametresine bagh siirekli

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ek olarak, #=0 aninda koordinat sistemleri
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cakisik kabul edilmistir. v _ y=0 oldugunda hareket OGtelemeden ibaret

dt

olacagindan y # 0 olarak alinmistir [9].

G hareketli Galile diizleminde verilen bir X noktasi i¢in asagidaki tanim

yapilabilir.

Tamm 2.4.2. G/G' hareketi boyunca G Galile diizleminde verilen bir X noktasi

icin relatif, mutlak ve siirliklenme hizlari, sirasiyla,

I/,! = @ = xeé‘}/ 5
dt
= o 4 —ne” +sy(x—u)e” + xe”
dt
ve
d.x
Vi=—L" = _je” +ey(x—u)e”

seklindedir [9].

O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.3. G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca hareketli Galile
diizleminde verilen bir noktanin mutlak, siiriiklenme ve relatif hiz vektorleri
arasindaki iliski

V=V,

seklindedir [9].



44

Genel olarak bir-parametreli diizlemsel hareketler icin pol noktalar1 siiriiklenme
hizinin sifir olmasiyla karakterize edilir. Ayrica hareketin belirli bir zaman araliginda
bu pol noktalar1 her iki diizlemde pol egrilerini ¢izer. Fakat Galile diizlemindeki
hareketin 6zelligi nedeniyle pol noktalar1 yerine Galile diizleminde her ¢ aninda
sanal eksene paralel pol dogrulari olusur. Bu pol dogrulari ise hareketin belirli bir

zaman araliginda pol dogru demetlerini olusturur. O halde Galile diizleminde pol

dogrusunu olusturan Q =(g,,q, ) noktasinin bilesenleri

a9 =u, +Z— 0,=4,(7(1)), 7R (2.64)

P

seklinde elde edilir [9].

O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.4. G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca Q—X pol 15111 ile

Vf' siiriiklenme hiz vektorii Galile diizleminde birbirine diktir [9].

Teorem 2.4.5. G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca Galile diizleminde

V; siiriiklenme hiz vektériiniin uzunlugu ile Q7 pol 1sminin uzunlugu arasindaki

iliski
v/|=lé]ex]
seklindedir [9].

2.4.2. Galile diizleminde Steiner alan formiilii ve Holditch teoremi

Bu boliimde literatiirde bulunmayan Galile diizleminde bir-parametreli diizlemsel

hareket i¢in Holditch teoremi ispatlanmistir.
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Tanim 2.4.6. G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca hareketli O pol

dogrularinin hareketli diizlemde ¢izdigi pol dogru demetlerinin agirlik merkezi Galile
diizleminde Steiner dogrusu iizerinde bulunur. Galile diizlemindeki hareket i¢in

Steiner dogrusunun bilesenleri

2as, =2j.p1d9—j-du2, S, =8, (77(1)), nekR (2.65)

f f
olarak tanimlanir.
O halde Bolim 2.2.2. ve Bolim 2.3.2.°de verilen kompleks ve hiperbolik

diizlemlerdeki alan formiillerine benzer islemler yapilarak (2.64) ve (2.65)

denklemleri yardimiyla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.7. G hareketli Galile diizleminde verilen sabit bir X noktasinin sabit

diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alani
Fy=F+%(x*~2xs,) (2.66)
2

seklindedir.

Bu formiile Galile diizleminde Steiner alan formiilii denir.

Simdi 6zel olarak F, alani sabit kabul edilsin. Bu durumda (2.66) denklemi g6z

online alinarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.8. Galile diizleminde bir hareket boyunca ayn1 F, alanma sahip biitiin

X noktalar sabit diizlemde bir Galile gemberi (cycle) iizerinde bulunur. Bu Galile
cemberi Oklid diizleminde bir parabole karsilik gelir. Bu Galile ¢emberinin (cycle)

tepe noktasi Steiner dogrusu tizerinde bulunur.
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G hareketli diizlem iizerinde sabit X ve Y noktalar: verilsin. XY dogru pargasi
tizerinde Z sabit bir nokta olmak ilizere Galile diizleminde bir-parametreli hareket

icin X,Y ve Z noktalarinin yer vektorleri arasindaki iliski

7 =Ax"+uy' (2.67)

seklinde verilebilir. Burada (2.67) denkleminin diferensiyeli alinirsa,
dz' = Adx'+ udy' (2.68)
denklemi bulunur.

O halde Boliim 2.2.2. ve Boliim 2.3.2.°deki alan islemlerine benzer islemler yapilirsa

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.9. G hareketli Galile diizleminde verilen XY dogru pargasi lizerinde

sabit bir Z noktasinin G’ sabit Galile diizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin
sinirladigi bolgenin F, alani, X ve Y noktalarinin ¢izdigi yoriinge egrilerinin

sinirladigi bolgelerin alanlar1 cinsinden

F, = A’F, +2AuF,, + i1’F, (2.69)

seklinde verilir.

Tanim 2.4.10. Galile diizleminde G/G', bir-parametreli diizlemsel bir hareket
olmak iizere (2.69) denkleminde verilen F), ifadesine Galile diizleminde karisik

alan formiilii denir ve

FXy:FO+—(x,y,—(xl+yl)sl) (2.70)
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seklinde hesaplanir.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.11. Holditch Teoremi: Galile diizleminde G/G' diizlemsel hareketi
boyunca G diizleminde sabit X ve Y noktalar1 ve XY dogru pargas iizerinde sabit
bir Z noktas1 verilsin. Belirli bir zaman araliginda Xy kirisi bir k, egrisi ¢izerken
Z noktas1 da bagka bir k, egrisi ¢izer. Bu iki egri arasinda kalan alan, hareketin

donme agisina ve X,Y,Z noktalari arasindaki uzakliga baghidir.

2.4.3. Galile diizleminde dogrusal olmayan ii¢ nokta icin Holditch teoremi

Bu bdliimde literatiirde bulunmayan ve ilerideki bolimlerde kullanmak iizere
hesaplanan Galile diizleminde bir-parametreli hareket boyunca dogrusal olmayan ii¢

nokta i¢in Holditch teoremi verilmistir.

G ve @', sirastyla, hareketli ve sabit kompleks diizlemler olmak iizere G/G'

hareketi boyunca hareketli G diizleminde verilen sabit X ve Y noktalari k, ve k,
yoriingelerini ¢izsin. G hareketli diizleminin @, normal vektorii ile Dbirlikte
{a,,a,,a,} dik ¢atis1 kurulsun. O halde, G hareketli diizleminin g, g, koordinat

vektorleri ile a,, a, vektorleri arasindaki iliskiyl yazmak icin g, ile @, arasindaki ag1

¥ olmak tlizere

a,=5

a,=81yvg,

2.71)

bagntis1 yazilabilir. (2.71) denklemine benzer olarak sabit G' Galile diizleminde g, ,

g, koordinat vektorleri ile a;, @, vektorleri arasindaki iligki
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a =
1 = &2 2.72)

' ! r !
a,=8 tyg,

yazilabilir. Burada g/ ile a, arasindaki y' agisi Galile diizlemindeki hareketin

acisidir. (2.72) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

da; = (gl' +y'g) )dv/
(2.73)
da; = (l//’gl +8, )dw'

elde edilir.

Simdi XY dogru pargasi lizerinde olmayan G hareketli diizlemde sabit bir Z

noktast verilsin. Bu durumda Z noktasinin XY dogru pargasi lizerine izdlisiim

noktasit R olmak lizere

OR = OX + XR (2.74)
OY =0X + XY (2.75)
XR=pBXY, BeR (2.76)

ve
OR =0 OX + ﬁﬁ
iligkileri g6z oniine alinirsa,

z=ax+fy+ca, (2.77)
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yazilabilir. (2.77) denklemine benzer olarak x,y,z ve a, yer vektorlerinin sabit

Galile diizlemine gore ifadeleri, sirasiyla, x',y’,z" ve a) olmak iizere

7 =ax'+ fy +ca, (2.78)

esitligi yazilabilir. Buradan (2.78) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

dz' = adx'+ pdy' + cda;, (2.79)

elde edilir.

O halde Boliim 2.2.3. ve Boliim 2.3.3.’deki iglemlere benzer iglemler yapilirsa Galile
diizleminde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca dogrusal olmayan ii¢ nokta

i¢in Holditch teoremi asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.4.12. Galile diizleminde G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi

esnasinda G diizleminde sabit X ve Y noktalar1 ve XY dogru pargas iizerinde

olmayan sabit bir Z noktast verilsin. Belirli bir zaman araliginda G diizleminde

verilen sabit X ve Y noktalar1 k, ve k, yoriingelerini ¢izerken Z noktasi da baska

bir k, egrisini ¢izer. Bu egriler arasinda kalan alan

F, =aF, + 3F, +g(02 —apd’)+cLy, (2.80)
seklindedir. Burada L,,, X ve Y noktalarinn olusturdugu dogrunun zarf egrisinin
uzunlugudur.

Bu teorem Galile diizleminde dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢cin Holditch teoremi

olarak adlandirilir.
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Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.80) denklemi

F, = AF, + uF, —%zydz (2.81)

olarak indirgenir. Bu formiil ise Galile diizleminde dogrusal ii¢ nokta i¢in alan
formiili ile aynidir. Dolayisiyla (2.80) denklemi (2.81) denkleminin daha genel
halidir.

2.4.4. Galile diizleminde Holditch-tipi teorem

Bu boliimde literatiirde bulunmayan Galile diizlemindeki sabit bir X noktasinin
sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti
hesaplanmistir. Daha sonra ise Galile diizleminde bir-parametreli hareket ig¢in

Holditch-tipi teorem verilmistir.

Teorem 2.4.13. X noktasi hareketli Galile diizleminde sabit bir nokta olmak tizere

X noktasinin ¢izdigi yoriingenin kutupsal atalet momenti

T, = [|x|"do (2.82)

seklindedir.

(2.82) denklemi kullanilarak Boliim 2.4.2°deki alanlar icin yapilan benzer islemler

kutupsal atalet momenti i¢in yapilirsa agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.4.14. G hareketli diizlemde verilen sabit bir X noktasinin sabit diizlemde

cizdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti

T, =T0+5(x12 _2x1S1) (2.83)
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seklindedir.

Teorem 2.4.15. Galile diizleminde bir hareket boyunca ayni 7, kutupsal atalet

momentine sahip yoriinge egrilerini ¢izen biitiin X noktalar1 sabit diizlemde bir
cycle (Oklid diizleminde parabol) iizerinde bulunur. Bu Galile ¢emberinin (cycle)

tepe noktasi Steiner dogrusu iizerinde bulunur.

G hareketli diizlem iizerinde X ve Y noktalart sabit olmak {izere XY dogru parcast
iizerinde sabit bir nokta Z olsun. Galile diizleminde bir-parametreli hareket i¢in

X,Y ve Z noktalarinin yer vektorleri arasindaki iliski
7 =Ax"+uy' (2.84)
olarak verilebilir.

Burada (2.82) denklemi, Z noktasinin ¢izdigi yoriingenin kutupsal atalet momenti

icin kullanilirsa (2.84) denkleminden asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.16. Galile diizleminde bir-parametreli diizlemsel hareket boyunca G

hareketli diizlem iizerinde sabit X ve Y noktalart verilsin. XY dogru pargasi

lizerinde Z sabit bir nokta olmak ilizere Z noktasimnin G’ sabit diizleminde ¢izdigi

yoriinge egrisinin 7, kutupsal atalet momenti

T, = AT, +22uT,, + 1°T, (2.85)

seklindedir.

Tanmim 2.4.17. (2.85) denkleminde verilen T, ifadesine Galile diizleminde G/G'

hareketi i¢in karisik kutupsal atalet momenti denir ve
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TXY:TO+§(x1yl—(xl+yl)sl) (2.86)

seklinde bulunur.

Simdi X ve Y noktalarinin ayni yoriinge egrisi lizerinde oldugu kabul edilsin. Bu

durumda

T, =T, (2.87)

esitligi yazilabilir. O halde (2.85), (2.86) ve (2.87) denklemlerinden asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.4.18. Holditch-Tipi Teorem: G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi
esnasinda G diizleminde sabit X ve Y noktalari ve XY dogru parcasi iizerinde
sabit bir Z noktas1 verilsin. Belirli bir zaman araliginda XY kirigi bir k, egrisini
cizerken Z noktast da baska bir k£, egrisi cizer. Bu iki egrinin ¢izdigi yoriinge
egrilerinin siirladig bolgenin kutupsal atalet momentleri arasindaki fark, hareketin

donme agisina ve X,Y,Z noktalari arasindaki uzakliga baglidir.

2.4.5. Galile diizleminde dogrusal olmayan ii¢ nokta icin Holditch-tipi teorem

Bu boliimde literatiirde bulunmayan ve 6n c¢alisma olarak hesaplanan Galile
diizleminde bir-parametreli hareket boyunca dogrusal olmayan ii¢ nokta igin

Holditch-tipi teoremi verilmistir.

G ve G, sirasiyla, hareketli ve sabit Galile diizlemler olmak iizere G/G' hareketi

boyunca hareketli G diizleminde verilen sabit X ve Y noktalari k, ve k,

yoriingelerini ¢izsin. G hareketli diizleminin @; normal vektori yardimiyla

% =a, vektorii ile birlikte {a,,a,,a,} dik ¢atist kurulsun. O halde G hareketli

diizleminin g, g, koordinat vektorleri ile a@,, a, vektorleri arasindaki iliskiyi
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yazmak i¢in g, ile @, arasindaki ag1 ¥ ve g ile a, arasindaki ag1 ' olmak iizere

(2.72) ve (2.73) denklemlerinden

(2.88)
a,=g +y'g,
\%~
da; = (gl' +y'g, )dl/f’
(2.89)
da, :(l//'gl +8, )d'//,
elde edilir.

Ayrica XY dogru pargast tizerinde olmayan G hareketli diizlemde sabit bir nokta Z
olmak iizere (2.78) denkleminden

7 =ax'+ py +cd, (2.90)
esitligi yazilabilir.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.19. G/G' bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca G diizleminde

sabit X ve Y noktalari ve XY dogru pargasi lizerinde olmayan sabit bir Z noktasi

verilsin. Belirli bir zaman araliginda G diizleminde verilen sabit X ve Y noktalari
k, ve k, yoriingelerini ¢izerken Z noktasi da baska bir k, egrisini ¢izer. Bu

egrilerin ¢izdigi yoriingelerin kutupsal atalet momentleri arasindaki iliski

T, =al, + fT, +g(c2 —afd’)+cLy, (2.91)
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seklindedir. Burada L,,, X ve Y noktalarinin olusturdugu zarf egrisinin

uzunlugudur. Gorildigii tizere bu kutupsal atalet momenti Galile diizleminde

hareketin donme agisina ve X,Y,Z noktalari arasindaki uzakliga baglidir.

Bu teorem Galile diizleminde dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢cin Holditch-tipi teorem

olarak adlandirilir.

Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (2.91) denklemi

T, = AT, + uT, — SAud’ (2.92)

olarak indirgenir. Bu formiil ise dogrusal {i¢ nokta icin verilen kutupsal atalet
momenti formiilii ile aynidir. Dolayisiyla (2.91) denklemi (2.92) denkleminin genel

halidir.



BOLUM 3. GENELLESTIiRILMiS KOMPLEKS SAYI SIiSTEMI
VE BIR-PARAMETRELI DUZLEMSEL HAREKET

Bir kompleks sayr x+iy seklinde ifade edilir ve i imajiner birim olmak iizere

i> =—1 dir. Kompleks sayilar1 ¢alisan ilk bilim adamlarinin italyan matematikgiler
Cardan (1501-1576) ve Bombelli (1526-1572) oldugu diisiiniilmektedir. 1545 yilinda
Cardan “The Great Art” adl1 bir ¢alisma yayinlamis ve bu ¢alismada kiibik ve kuartik
denklemleri ¢6zmek icin cebirsel bir formiil tanimlamistir. Fakat kompleks sayilari
detayli olarak ele almamistir. Bombelli ise Cardan’in ¢alismasindan 30 yil sonra
Cardan’in formiiliiyle giiniimiizde kompleks sayilar olarak adlandirilan sayilari
tanitmigtir. Daha sonra kompleks sayilar yardimiyla alternatif say1 sistemlerinin
olusturulabilecegi goriilmiistiir. Ingiliz geometrici Clifford (1845-1879) %=1
kullanarak double kompleks sayilar1 (perplex sayilar, split-kompleks sayilar yada
hiperbolik sayilar) tanitmistir [36, 37, 38]. Clifford’un yaptig1 double sayilarin
mekanige uygulamalar;, Oklid olmayan geometrilere uygulamalar tarafindan
desteklenmektedir. Daha sonra Alman geometrici E. Study, kompleks sayilara ;> =0
olan bagka bir birim ekleyerek “dual sayilar” olarak adlandirilan sayilar1 tanitmistir

[10].

Oklid, Galile ve Minkowski geometrilerini icinde barmdiran Cayley-Klein
geometrisi ilk kez Klein ve Cayley tarafindan tanitilmistir [39, 40]. Daha sonra
Yaglom, Klein ve Cayley’in calismalarini géz Oniine alarak bu geometrileri, bir
dogru tizerinde verilen iki nokta arasindaki uzunluk Ol¢iisiine gore tige ve iki dogru
arasindaki ag¢1 Olclistinli gore lice (parabolik, eliptik, hiperbolik) ayirmistir [41]. Bu
ayrim, a¢t ve uzunluk Olciilerine gore dokuz yol gosterir. Bu dokuz diizlem

geometrisi Tablo 3.1.’de verilmistir.
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Iki nokta arasindaki uzunlugun dl¢iisii

Eliptik Parabolik Hiperbolik
2
% Eliptik Eliptik Geometri Oklid Geometrisi Hiperbolik Geometri
=
£
g "
g Parabolik Ko-Oklid Geometrisi Galile Geometrisi Ko-minkowskian
< .
'g (OKklid) Geometri
s
s
’g" Hiperbolik Ko-hiperbolik Geometri | Minkowskian Geometri Double-hiperbolik
E Geometri

Tablo 3.1. Dokuz Cayley-Klein geometrisi [41]

Genellestirilmis kompleks say1 sistemi ise Yaglom tarafindan tanitilmistir [10]. Oklid
geometrisinde kompleks sayilar nasil bir rol oynuyorsa genellestirilmis kompleks
sayilar da Cayley-Klein geometride o rolii oynar [10, 41]. Daha sonra ise Harkin ve
Harkin, bu ¢alismay1 géz oniine alarak genellestirilmis kompleks say1 sisteminin bir-

parametreli ailesi lizerine ¢aligmistir [11].

Bu boliimde yukaridaki caligmalar g6z oniline alinarak ilk olarak genellestirilmis
kompleks sayr sistemi tanitilmistir. Daha sonra bu sayr sistemi kullanilarak

olusturulan diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket verilmistir.
3.1. Genellestirilmis Kompleks Sayilar

Genellestirilmis kompleks say1 sistemi x,y,q, p € R olmak iizere Z =(x,y ) sirali

ikililerinden olusur. Burada i* yine bir siral1 ikili olacak sekilde i* = ( p,q) seklinde
tanimlidir ve bu say1 sistemi 6zel olarak ordinary, dual ve double sayilari igerir.

Ayrica, p+q2 /4 ifadesinin negatif, sifir ve pozitif oldugu durumlarda

genellestirilmis kompleks sayilar, sirasiyla, ordinary, dual ve double sayilara

izomorftur (Sekil 3.1.) [10].
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p

|

double say1
sistemi

J

q

\ dual say1

ordinary say1 sistemi
sistemi

Sekil 3.1. Ordinary, Dual ve Double Sayilar [10]

Bu tezde genellestirilmis kompleks say1 sistemi 6zel olarak g=0, o< p<oo ve

2= p € R olarak se¢ilmistir ve asagidaki gibi tammlanmustir.

Tammm 3.1.1. R reel sayilar climlesi (+) ve (.) carpma islemlerine gore bir

cisimdir. O halde x,y e R olmak lizere Z = (x, y) ikilisine sirali ikili denir.
Bu sekilde tanimlanan R x R ciimlesi C, ile gosterilsin. O halde
C, ={(x,y):x,yeR, i’ =p}

iizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir.

Tamm 3.1.2. Z, =(x,,),), Z, =(x,,y,) €C, olmak iizere
®:C,xC,>C,
i¢ islemi

Z,®Z, :(xl’yl)®(x2=y2):(xl +X,,), +y2):(x1 +x2)+i(y1 +y2)
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seklinde tanimlanir ve C,’deki toplama iglemi olarak adlandirilir.
Tamm 3.1.3. Z =(x,y) € C, olmak iizere

Z@X=7

denkleminin ¢dziimii olarak tanimlanan X genellestirilmis kompleks sayisma C,

’de @ isleminin birim elemani (etkisiz elemanti) denir ve 0=(0,0) ile gosterilir.
Tamm 3.1.4. Z =(x,y) € C, olmak iizere
ZOW =0

denkleminde W ile gosterilen genellestirilmis kompleks saytya C,’de @ isleminin

ters elemani denir ve W = (—x,—y) ile gosterilir.

Onerme 3.1.5. C , genellestirilmis kompleks say1 sisteminde toplama islemi igin

asagidaki ozellikler gecerlidir.

Degisme Ozelligi: Z ®Z, =27, ®Z,,

Birlesme Ozelligi: Z, ©(Z,®7Z,)=(Z,©Z,)® Z,.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.6. (Cp,@) ikilisi bir abel grubudur.
Tamm 3.1.7. Z, =(x,,»,), Z,=(x,,y,)€C, olmak iizere

M’(,):C,xC, —>C,
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i¢ islemi

M?P(Z,,Z,) = (x,x, + py,y,) +i(x,y, +X,),) (3.1

seklinde tanimlanir ve €, ’de ¢arpma olarak adlandirilir.

Bu carpim alisilmis (ordinary), dual ve double sayilar i¢in 6zel olarak

p =—1 i¢in Ordinary Carpim: (x,x, —y,»,)+i(x,y, +X,),),
p=0 icin Study Carpim: (x,x,)+i(x,y, +X,),),

p =1 i¢gin Clifford Carpim: (x,x, +y,y,)+i(x,y, +x,,)
seklinde yazilabilir [11].
Tamm 3.1.8. Z =(x,y) € C, olmak iizere
M?(Z,Y)=Z

denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan ¥ genellestirilmis kompleks sayisina C,de

M?(,) isleminin birim elemani (etkisiz elemani1) denir ve 1=(1,0) ile gosterilir.

Tamm 3.1.9. Z =(x,y) € C, olmak iizere

M (2,7 =1

denkleminde Z~' ile gosterilen genellestirilmis kompleks saytya C ,’de M”(,)

isleminin ters elemani denir.
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Onerme 3.1.10. C , genellestirilmis kompleks sayi sisteminde ¢arpma islemi i¢in

asagidaki 6zellikler gecerlidir.

Degisme Ozelligi: M"(Z,,Z,)=M"(Z,,Z,),
Birlesme Ozelligi: M”(Z,,M"(Z,,Z,))=M"(M"(Z,,Z,),Zy),

Dagilma Ozelligi: M"(Z,,(Z,®Z,))=M"(Z,,2,)®M"(Z,,Z,).

Tamm 3.1.11. Z =(x,,),), Z,=(x,,,)€C, genellestirilmis iki kompleks say1

olmak lizere x, =x, ve y, =y, ise Z, ile Z, esittir denir.

Teorem 3.1.12. Z, ve Z, iki genellestirilmis kompleks say1 olmak tizere agagidaki

ozellikler saglanir.

)
N

©Z,=2,®7,,

on
N

=2,

c. M(Z.Z,)=M"(Z.Z,),

d.  Z, #0 olmak iizere (éJ =
ZZ

NN

Tamim 3.1.13. R reel sayilar climlesi olmak iizere

CP=R><R

climlesi {izerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanan C,

climlesine genellestirilmis kompleks say1 sistemi ve her (x, y) € C, elemanina da bir

genellestirilmis kompleks say1 denir.
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Tanim 3.1.14. Z =(x, y) genellestirilmis  kompleks sayilarin  tamamina

genellestirilmis kompleks diizlem denir ve €, ile gosterilir. Her bir (x, y) ikilisine

de genellestirilmis kompleks diizlemin bir noktas1 denir.

Bu islemler sonucunda (Cp,@,M ’ (,)) climlesi kisaca C, ile gosterilmek iizere

asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.15. C, birimli ve degismeli bir halkadur.
Teorem 3.1.16. C, sadece p <0 igin bir cisimdir.

Teorem 3.1.17. C, genellestirilmis kompleks sayilar halkas1 & reel sayilar cismine

izomorf bir alt ciimleyi alt cisim olarak kapsar.

O halde Teorem 3.1.17.’nin bir sonucu olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.1.18. €, genellestirilmis kompleks say1 sisteminde (x,O) genellestirilmis

kompleks sayisi, x reel sayist ile gosterilir ve (x,0) = x olarak yazilir.

Tamm 3.1.19. Z=(x,y)eC, bir genellestirilmis kompleks sayr olsun. x reel

sayisina Z sayisinin reel kismi, y reel sayisina da Z sayisinin genellestirilmis

kompleks kismi1 denir.

Tamm 3.1.20. C, genellestirilmis kompleks say1 sisteminde (0,1) genellestirilmis

kompleks sayisi i ile gosterilir ve genellestirilmis kompleks birim olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.21. x ve y reel sayilar olmak iizere bir genellestirilmis kompleks say1
Z=x+iyeC, ile gosterilebilir. Bu taktirde x—iyeC, genellestirilmis kompleks

sayisina Z genellestirilmis kompleks sayisinin eslenigi denir ve Z ile gosterilir.
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Tamm 3.1.22. Z = x+iy € C, genellestirilmis kompleks say1 olmak tizere

|Z|p = \/‘M”(Z,f)‘ = \/‘xz —pyz‘ (3.2)
reel sayisina Z € C, genellestirilmis kompleks sayismin modiilii denir [11].

Teorem 3.1.23. Z, =x, +iy, € C, ve Z, =x, +iy, € C, iki genellestirilmis kompleks

say1 olmak lizere asagidaki 6zellikler saglanir.

o 7] =urz.2)

[z, =@z
b. ‘Mp(ZpZz)‘p :|Zl|p|Zz|p
1)

2l

p

Zt

c. Z,#0 olmak iizere

21p

Tamm 3.1.24. z, =X, +iy, ve Z, =X, +1),, C, climlesinin iki eleman1 olmak iizere

genellestirilmis kompleks diizlemde i¢ ¢arpim

<z1’z2>p = RG(MP (zlsz_z)) = Re(Mp (z_l’zz )) =N PR, (3.3)

13 2

seklinde tanimlanir. Burada genellestirilmis kompleks esleniktir [11].

Tamm 3.1.25. Z =x,+iy, € C, ve Z,=x,+iy, e C, iki genellestirilmis kompleks

nokta olmak iizere bu iki nokta arasindaki uzaklik |Z, - Z, |p ile gosterilir ve

|Zl _Zz|p :\/‘(xl _x2)2 _p(yl _y2)2

(3.4)

seklinde hesaplanir.
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Eger (3.4) denklemindeki uzaklik formiilinde p =0 ve x =0 olarak alinirsa Tanim

3.1.25., C, diizlemindeki 6zel uzaklik tanimna karsilik gelir.

Tanim 3.1.25.°den yola ¢ikarak genellestirilmis kompleks diizlemde ¢ember tanimi

asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 3.1.26. C, genellestirilmis kompleks diizleminde Af(a,b) merkezli r

yarigapli cember

2= (3.5)

p

(x=a) = p(y-b)

seklinde tanimlanir [11].

Tamim 3.1.27. C, genellestirilmis kompleks diizleminde |Z|p =1 sartin saglayan

noktalar ciimlesine C , diizleminde birim ¢gember denir [11].

O halde son tamimdan yola ¢ikarak p ’nin 6zel durumlar i¢in genellestirilmis

kompleks diizlemde birim ¢gemberler asagidaki gibi verilebilir.

Sekil 3.2.°den goriildiigii gibi eer p <0 olarak almirsa x”+|p|y” =1 formunda
birim elipsler elde edilir. Boylelikle C, ( p<0) kompleks sayr sistemi eliptik
kompleks say1 sistemine karsilik gelir. Ozel olarak p=—1 olarak segilirse birim

cember X+ y2 =1 seklindeki Oklid ¢embere ve genellestirimis kompleks diizlem

kompleks diizleme karsilik gelir [11].
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Sekil 3.2. p <0 icin birim ¢ember [11]

Eger p =0 olarak alinirsa (3.5) denkleminden birim ¢ember x”> =1 olarak bulunur.
Bu durumda C, i¢in birim ¢emberler x=%1 seklindedir. Dolayisiyla C, say1

sistemi parabolik kompleks say1 sistemine ve genellestirilmis kompleks diizlem
Galile diizlemine karsilik gelir. Sekil 3.3’den goriilecegi gibi parabolik kompleks
diizlem iki bolgeye ayrilir.

Bilindigi iizere Oklid diizlemde bir ¢ember iki farkli yolla tanimlanabilir. ilk tanim
sOyledir: “Sabit bir M noktasindan sabit » uzakligindaki noktalarin geometrik yeri
bir ¢emberdir”. Ikinci tanim ise: “Sabit yonlii bir & agisin1 goren 4B dogru
parcasinin u¢ noktalarinin geometrik yeri bir cember belirtir” seklindedir. Oklid

diizlemindeki bu iki ¢ember tanimi p =0 icin Galile diizleminde farkli ciimleleri

tanimlar. ilk ¢cember tanimmdan Sekil 3.3deki gibi x==%1 dogrular1 olusur. Bu
noktalar climlesine Galile diizleminde ¢ember (circle) adi verilir ve bu ¢emberler
icin egrilikten bahsedilemez. ikinci tanima goére ise bu noktalar ciimlesi Galile
cemberi (cyele) olarak adlandirilir ve bu ¢ember (cycle), Oklid diizleminde bir

parabole karsilik gelir. Bu paraboliin (cycle) denklemi

y=ax’ +2bx+c

olacak sekilde yazilir ve sekli ise asagidaki gibidir [11, 41].
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NY
-}!

7 !

/RS

0

Sekil 3.3. p=0 i¢in birim ¢emberler (circle, cycle) [11]

Son olarak CP( p>0) icin birim c¢emberler, asimptotlar yzix/ \/; olan
‘xz— pyz‘zl seklindeki hiperbollerden olusur. Béylelikle C,(p>0) uzayi

hiperbolik kompleks say1 sistemine karsilik gelir. Ozel olarak p=1 olarak almnirsa

genellestirilmis kompleks diizlem iyi bilinen hiperbolik diizleme karsilik gelir.

Hiperbolik kompleks diizlem ise Sekil 3.4’ten goriilecegi gibi dort bolgeye ayrilir
[11].

Sekil 3.4. p >0 igin birim gember [11]

Simdi genellestirilmis kompleks say1 sisteminde a¢1 kavrami verilsin. Z =x+iy

genellestirilmis kompleks sayisi oT 1sinin1 simgelesin. Ayrica N noktasi oT 151N1
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ile cemberin kesim noktasi olsun. Sekil 3.5’teki gibi Z noktasinin p —argumenti

(HP), OM ve ON yarigaplari, MN yayi1 ve OMN tarali bolgesi verilsin.

~/ T(xy) N/T(xay) \-N/ T(x,y)
016, M0 ol6, | mo) olo, |40
<0 oo /p ;0\

Sekil 3.5. Eliptik, parabolik ve hiperbolik agilar [11]

Boylece C, genellestirilmis kompleks diizlemde ag1 tanim1 agagidaki gibi verilebilir.

Tamim 3.1.28. C, genellestirilmis kompleks diizlemde ag1

ﬁtan1 (0'\/|;), p<0
0 -lo, =0 (3.6)

ELE— (0'\/; ), p <0 (I ve III. bolge)
p

N

seklinde tanimlanir. Burada o = y/x seklindedir [11].

Ustelik acisal dlcii, bir kuvvet serisi olarak

seklinde yazilabilir [11].
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Biitiin parabolik ve hiperbolik kompleks diizlemler boyunca, agisal Olgiiniin

genislemesi Sekil 3.6’da gosterilmistir.

-° A e
4 z
N e
0 > ()
+on —o0
p=0

Sekil 3.6. Hiperbolik ve parabolik kompleks diizlemlerde genisletilmis agisal 6l¢ii [11]

Sekil 3.7.’de gorildiigii iizere N noktasinin OM yarigap: tizerinde dik izdiisim

noktast L ve C, genellestirilmis kompleks diizlemde birim ¢gemberin M noktasinin

tanjantt QM dogrusu olsun. Burada O noktast ON dogrusu ile tanjant dogrusunun

arakesit noktasidir.

0
g, B
] i | M Q M L
p<0 p=0 p>0

Sekil 3.7. p — trigonometrik fonksiyonlarin geometrik gosterimleri [11]
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Boylece C, genellestirilmis kompleks diizlemde OL, NL ve OM dogru
parcalarinin uzunlugu yardimiyla p —kosiniis (cosp) ve p—sinlis (sinp), p—

trigonometrik fonksiyonlari

cos(é’p |p), p<0
cospd, =11, p=0 (L bolge)
cosh(ﬁp\/; ) p>0 (I bolge)

Lsin(ep E ) p<0 3.7)
Jel
sinp6, =46, p=0 (L bolge)
ﬁsinh(&p\/; ) >0 (L bolge)
. OM NL . .
eklinde ve == = — oran1 yardimiyla p — tanjant ( tan fonksiyonu
$ T y yla p—tanjant (tanp) y
sinpd
tanpd, = P L. (3.8)
cospd,

seklinde tanimlanir. Yukarida tanimlanan p — trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla

cosp ve sinp fonksiyonlarmin tiirevleri
d . d .
— (cospa) = psinpa, —(sinpa) =cospa (3.9
da da

seklinde elde edilir [11].
Tamim 3.1.29. €, genellestirilmis kompleks diizlemde 1. bélge i¢in Maclaurin serisi

N P" o . X p" 241
cospd, —;(2]1)!91, ve sinpd, _;Wp .
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seklindedir [11].

Tamim 3.1.30. C, genellestirilmis kompleks diizlemde Maclaurin serisi yardimiyla

genellestirilmis Euler formiilii
&% =cospd, +isinp0, (3.10)
seklindedir [11].

Tamm 3.1.31. Z € C, genellestirilmis kompleks sayisinin kutupsal ve iistel formu
erp(cospﬁp+isinp0p)=rpei9” (3.11)

seklinde tanimlanir. Burada r, =|z |p ve 0, ifadelerine, sirasiyla, Z genellestirilmis
kompleks sayisinin p —biiyiikliigii ve p —argiimenti denir [11].

Genellestirilmis kompleks diizlemde 6, agisimn biitiin reel degerleri igin e’
genellestirilmis kompleks sayist birim p —biiyiikliigiine sahiptir ve genellestirilmis

kompleks diizlemin 1. bolgesinde birim c¢emberinin iizerine uzanir. Dolayisiyla

asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.1.32. €, genellestirilmis kompleks diizlemde ¢” tarafindan tanimlanan

p —donme matrisi

cospd psinpd
A6 =[ g "} (3.12)

"7 |sinpd,  cospd,

seklindedir.

Ayrica genellestirilmis kompleks diizlemde (3.3) denklemi yardimiyla i¢ carpim

tanimindan z, = x, +iy, ve z, =x, +iy,, C ) ciimlesinin iki eleman1 olmak tizere



70

(ae” ™) =(), (3.13)

oldugu kolayca goriilebilir. Ustelik genellestirilmis kompleks diizlemde bir vektorii i

ile carpmak o vektore ortogonal bir vektor olusturur.

C, genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bdlgesinde gosterilen parabolik ve

hiperbolik trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla diger bolgelerdeki p-—

trigonometrik fonksiyonlar agagidaki gibi verilebilir.
Parabolik kompleks diizlem ( p= 0) icin p —trigonometrik fonksiyonlar
cosp,6, =—cosp,0, ve sinp,6 =-sinp,0,

ve hiperbolik kompleks diizlem ( p> O) icin p — trigonometrik fonksiyonlar

i
ﬁcospﬁp,
Jr

sinp,6,, sinp,6, =-sinp,0 , sinp,0, = —Tsinp,é’p

%cosp,ﬁp, cosp,,,@p:—cosp,ﬁp, cosp,,,@p:—
p
o -2

i

cosp,0, =

sinp,,
seklinde tanimlanir. Burada alt indisler bolgelerin numarasidir.
Ek olarak ( p =0 veya p >0 i¢in L. bolge)

cosp(@Pigop):cospﬁp cospy, £ psinpd, sinpy, (3.14)
3.14
sinp(@p + (pp) =sinpf, cospp, tcospb, sinpy,

esitlikleri gecerlidir [11].
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Onerme 3.1.33. C , genellestirilmig kompleks diizlemde a =a, +ia, ve b=b, +ib,

iki keyfi vektor olsun. Bu durumda asagidaki denklemler saglanir,

1. [ae” ,be"" 1=a,b]
1, - - (3.15)
2. [a,ib] =§(ab+ab) =ab, — pa,b,.

a4, a,

Burada [a,b] sembolii [a,b]= =ab, —a,bh, determinantinin yerine

1 2

kullanilmustir [13].
3.2. Genellestirilmis Kompleks Diizlemde Bir-Parametreli Diizlemsel Hareket

Bu bélimde C, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel

hareket tanitilmistir.

K, ve K, siasiyla, {O0;t,,t,} ve {O';t],t,} koordinat sistemlerine sahip hareketli

ve sabit iki diizlem olmak tizere hareketli diizlemde verilen herhangi bir X

noktasinin, sirasiyla, hareketli ve sabit sisteme gore yer vektorleri

X =x, +ix,, x'=x +ix) (3.16)
seklinde olsun. O halde O'O =u' olmak iizere asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 3.2.1. C, genellestirilmis kompleks diizlemde
x'=(x-u')e” (3.17)

seklinde verilen denkleme bir-parametreli diizlemsel hareket denir.
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Burada 6, agis1 genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ K, hareketinin donme
acisidir. Ayrica 6, donme agis;, x,x’ ve u' fonksiyonlar1 telc R zaman

parametresine bagl siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. #=0 aninda

e, .
koordinat sistemleri ¢akisiktir. Ayrica d” =6, =0 oldugunda hareket otelemeden
t

ibaret olacagindan ¢aligma boyunca ép # 0 alinmustir [12].

Giirses ve ark., pe{—l,O,l} alarak bir-parametreli  diizlemsel hareketi

C, = {x+ Jy: x,yeR, J*=p, pe{-], 0,1}} < C, diizleminde ¢alismislardir [16].

Simdi K, hareketli diizleminde bir X' noktasi verilsin. X' noktasinin K, hareketli

diizleme gore relatif hiz vektori,
V =" =x (3.18)

seklindedir. Burada (3.17) denklemi g6z Oniine alinirsa X noktasinin & }', sabit

diizlemine gére mutlak hiz vektorti,

!

= =—it+if (x—u)+x (3.19)

seklinde yazilir. Buradan (3.18) ve (3.19) denklemlerindeki relatif ve mutlak hiz

g0z Oonline alinirsa X noktasinin siiriiklenme hiz vektort,
V,=—i+i0 (x—u) (3.20)

seklinde elde edilir.
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Simdi genellestirilmis kompleks diizlemde hiz vektorlerini & ; sabit diizlemine gore

yazilsin. Bu durumda (3.18) denklemi yardimiyla sabit diizleme gore relatif hiz

vektori,

’ i0 i0,

V' i=Ve” =z, (3.21)

seklinde (3.19) denklemi yardimiyla mutlak hiz vektorti,

0,

V' =V =—ue” + iép (x — u) e + %, (3.22)

a a

seklinde ve son olarak (3.21) ve (3.22) denklemleri yardimiyla siiriiklenme hiz

vektoru

Vf’. = Vf.eig" =i + iép (x— u)eig" (3.23)
seklinde yazilabilir [12].

O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2. € genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel

harekette bir noktanin mutlak, siiriiklenme ve relatif hiz vektorleri arasindaki iligki
V=V +V, (3.24)
seklindedir [12].

p#0 i¢in € genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel

K,/ K, hareketi boyunca 6yle noktalar vardir ki bu noktalarin siiriklenme hiz

vektorleri sifirdir. Yani bu noktalarin her iki diizleme gore de hizlart esittir. Bu

noktalar Q=(gq,,¢,)eC , seklinde gosterilmek tlizere genellestirilmis kompleks
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diizlemde pol noktalari olarak adlandirilir. Dolayisiyla O =(g;,¢,) € C, dénme polii

V; =0 ile karakterize edilir. O halde (3.23) denkleminden

6y

Vf'. = e +i9p (x—u)ei =0

—ﬂ+i9p(x—u):0

almir ve gerekli islemler yapilirsa, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-

parametreli diizlemsel hareketin pol noktalar

olarak bulunur. O halde OQ =¢q = (9,-¢,) yer vektoriine sahip olan O =(g,,9,)€C,

pol noktasi, bilesenleri cinsinden

u u
g, =u,+==, pq,=pu,+—- (3.25)
ep ep

olarak elde edilir [12].

Ozel olarak p=0 olarak segilirse qlzul+g—2,

P

9, =4, (7(0), yeR olacak

sekilde pol dogrulari olusur [9].

O halde asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.2.3. O—Q =¢q yer vektoriine karsilik gelen QO = (ql,qz) noktasina K,/ K ;

hareketinin ¢ anindaki pol (kutup) noktasi, donme polii veya ani donme merkezi

denir [12].

Bu tanimdan yola ¢ikarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.4. €, genellestirilmis kompleks diizlemde agisal hiz1 sifir olmayan bir

harekette, her ¢ aninda, siiriiklenme hiz1 sifir olan yani her iki diizlemde de sabit

kalan bir tek nokta (pol noktas1) vardir [12].

Simdi V} stiriklenme hiz vektorli, pol noktalar1 cinsinden yeniden ifade edilsin.

(3.23) denkleminde (3.25) denklemi g6z Oniine alinirsa siirtiklenme hiz vektori pol
noktalari cinsinden

V=0 (x—q)e” (3.26)
seklinde yazilabilir.

O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.2.5. € genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel

hareket boyunca Q_X pol 1s1n1 ile V} stiriklenme hiz vektori birbirine diktir.
Ispat: O =(q,,q,) poliinden X =(x,,x,) noktasina giden Q7 pol 1511

OX =(x—q)e”

seklinde yazilabilir. Genellestirilmis kompleks diizlemde hareketin siirliklenme hiz

vektori i¢in (3.26) denklemi goz Oniine alinirsa,
AV 1 i, . i0,
<QX,Vf>p = <(x—q)e ,i0,(x—q)e >p (3.27)
yazilabilir. (3.27) denkleminde (3.13) denklemi kullanilirsa,

(ox, V}»>p =((x~4).8,(x~9),
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denklemi elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa,

<Q—X’Vf">p =<(x1 —4q,% _q2)>(p(x2 ~0):% —‘11)>p ép

=p(x-a)(5n-20)-p(x,-a,)(x-4)0,
-0

olur. Dolayisiyla €, genellestirilmis kompleks diizlemde Q—X pol 151 ile V,

suriklenme hiz vektora birbirine diktir.

Teorem 3.2.6. C, genellestirilmis kompleks diizlemde p#0 olmak lizere Vf.'

siiriiklenme hiz vektoriiniin uzunlugu ile QTf pol 1s1n1nin uzunlugu arasindaki iligki

v,

g =\/H‘ép‘

x|
p
seklindedir.

Ispat: V' siiriiklenme hiz vektoriiniin boyu

v,

= \/<i9p (x— q)e’ﬂ” , iép (x— q)eig” >p

p

seklindedir. Burada (3.13) denklemi kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa,

bulunur. O halde son denklemden
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‘nt:ﬁﬂ@ﬁﬁt (3.28)

kolayca elde edilebilir [12].

Sonug 3.2.7. p =+1 6zel durumu i¢in (3.28) denkleminden

oxX

g

=|6,]
P p

oldugu goriiliir [2, 8].

Sonu¢ 3.2.8. p=0 0Ozel durumu i¢in islem yapilirsa Galile diizlemindeki 6zel

uzaklik tanimindan

v,

, :“9.PHQ—X|,,

denklemi saglanir [9].

O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.2.9. €, genellestirilmis kompleks diizlemde p #0 igin sabit ve hareketli

diizlemde pol egrilerini ¢izen pol noktalarmin ve p=0 icin paralel dogru

demetlerini ¢izen pol dogrularinin hizlart aynidir.

Ispat: Pol noktalar1 (dogrusu) Vf' =0 olmasiyla karakterize edilir. Dolayisiyla

Vf' =0 oldugundan (3.24) denklemi g6z Oniine alinirsa Q pol noktalar1 (dogrusu)

i¢cin

V= (3.29)
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esitligi yazilabilir. Dolayisiyla QO pol noktalarinin (dogrularinin) her ¢ anindaki

hizlar1 birbirleriyle aynidir [12].

Teorem 3.2.10. C, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli hareket
boyunca hareketli diizlemdeki p =0 icin pol egrisi ( p=0 icin pol dogrusu) sabit

diizlemdeki pol egrisi (pol dogrusu) lizerinde kaymaksizin hareket eder.

Ispat: Teorem 3.2.9.°dan dolayr her ¢ amnda pol egrilerinin (pol dogrularinin)
hizlar1 aynidir. Ayrica (Q) pol egrisinin (dogrusunun) [to,tl] araligina karsilik gelen

noktalar1 arasindaki yay-uzunlugu

l/r!

ds = dt

P

ve (Q') pol egrisinin (dogrusunun) [to,tl] araligina karsilik gelen noktalari

arasindaki yay-uzunlugu

!

dt

p

ds’ :‘Va

dir. Burada (3.29) denklemi g6z oniine alinirsa,
ds'=ds

bulunur. Dolayisiyla bu pol egrilerinin (pol dogru demetlerinin) her ¢ aninda
tegetleri ve aldiklar1 ds ve ds’ yollart aynidir. Dolayisiyla bu pol egrileri (dogrular)

birbiri iizerinde kaymaksizin hareket eder [12].

Tamm 3.2.11. €, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel
hareket i¢in p =0 i¢in (Q) hareketli pol egrisinin dé, kiitle elementi ile ortiildigi

kabul edilsin. (Q) hareketli pol egrisinin agirlik merkezine Steiner noktasi denir ve
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]qu 0, ]‘du
s=t b (3.30)
[a0, 2ifao,

fy 0}

olmak tzere

26,5, = ZjI[qlde —i][duz, 2pd,s, = 2p]‘q2d9p —jl[dul (3.31)

fy ) ) Iy

seklinde hesaplanir. Burada (3.29) denkleminde pay; koordinat eksenlerine gore
statik momenti, payda ise; Ortiilmiis hareketli pol egrisinin biitiin kiitlesini gosterir

[13].

Ozel olarak p =0 olacak sekilde secilirse (3.30) denkleminden ikinci bilesen igin
s,=5,(n(t)), neR oldugu goriliir. Dolayistyla p=0 icin Galile diizleminde ¢

aninda Steiner noktas1 degil Steiner dogrusu olusur [13].

Oklid diizleminde kapali diizlemsel hareket i¢in Holditch teoremi calisilmistir [2].
Burada bahsedilen Oklid diizleminde kapal1 hareket tanim1 asagidaki gibidir.

Tamm 3.2.12. Oklid diizlemde hareket boyunca V¢ € I = R igin

w, (1+4T)=u,; (1), (j=12)
p(t+T)=op(t)+27v,

sartlarint saglayan en kiigiik 7 >0 reel sayist mevcutsa bu harekete 7 periyotlu v
donme sayili bir-parametreli kapali diizlemsel hareket denir. Hareket kapali degilse

acik hareket olarak adlandirilir [2].
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Lorentz diizlemde kapali hareket tamimlanamaz [42]. Benzer sekilde Galile

diizleminde de kapali hareketten bahsedilemez. Bu yiizden genellestirilmis kompleks

diizlem Lorentz ve Galile diizlemlerini de kapsadifindan bu tez boyunca C,

genellestirilmis kompleks diizlemde agik hareket goz ontine alinmistir. Ek olarak agik

hareket, [z,,7,] zaman aralifinda smirlandirilmis ve €, genellestirilmis kompleks

diizlemin 1. bolgesi ele alinmustir.



BOLUM 4. GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS DUZLEMDE
STEINER ALAN FORMULU VE HOLDITCH
TEOREMI

Bu béliim tezimizin orijinal kismini olusturmaktadir ve iki alt boliime ayrilmistir. ik

bolimde K, = C, hareketli kompleks diizlemde verilen sabit bir nokta tarafindan
sabit diizlemde ¢izilen yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alani hesaplanmistir.
Daha sonra C, genellestirilmis kompleks diizlemdeki K,/ K; hareketi i¢in
hareketli K, diizleminde sabit olan dogrusal ii¢ nokta alinarak, bu noktalar

tarafindan sabit diizlemde ¢izilen yoriinge egrilerinin siirladigr bolgelerin alanlari
arasindaki iliskiyi ifade eden Holditch teoremi ispatlanmistir. Ikinci boliimde ise
dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢in zarf egrisinin uzunlugu cinsinden Holditch

teoreminin bir genellemesi verilmistir.

4.1. Genellestirilmis Kompleks Diizlemde Dogrusal U¢ Nokta I¢in Steiner Alan

Formiilii ve Holditch Teoremi

Bu béliimde K, hareketli diizlemde sabit olarak verilen dogrusal ii¢ noktanin K&

sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrilerinin siirladigr bolgelerin alanlar1 arasindaki
iliski verilerek Holditch teoremi ispatlanmistir. Ayrica Holditch teoremiyle ilgili bazi

0zel durumlar verilmistir.

4.1.1. Genellestirilmis kompleks diizlemde Steiner alan formiilii

K , Ve K 1'), sirastyla, hareketli ve sabit genellestirilmis kompleks diizlemler olmak
lizere K,/ K hareketi boyunca K, hareketli diizleminin I. bélgesinde herhangi bir

sabit X noktast verilsin. O'X = x' ve OX = x olmak iizere (3.17) denkleminden
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x' =(x—u)e” 4.1)

yazilabilir. Dolayisiyla X noktasinin & 1', sabit diizlemine gore dx’ degisimi, X

noktasinin siiriiklenme hizina karsilik geldiginden (3.26) denklemi yardimiyla
dx' =i(x—q)e” do, (4.2)

seklinde yazilir. Burada ¢, C, genellestirilmis kompleks diizlemdeki bir-parametreli
hareketin hareketli diizlemdeki () pol noktasinin yer vektoriidiir. Eger hareket

Vh=— [to,tl] zaman araliginda kisitlanirsa K » hareketli diizlemde sabit X noktasinin
K 1'7 sabit diizlemde ¢izdigi k, yoriinge egrisinin F, yoriinge alani

| T
FX=§j[x,dx] (4.3)

formiilii kullanilarak hesaplanir [30]. Buradaki integral X noktasinin yoriinge egrisi

tizerinde alinmistir. O halde (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemleri yardimiyla
F, = EJ.[ (x—u)e % J(x—q)e % }dé?p

yazilabilir. Burada (3.15) denklemi kullanilirsa X noktasinin ¢izdigi yoriige

egrisinin sinirladig: bolgenin alam 7, ,

F, :%1((x—u)(;—§)+(;—L_t)(x—q))d0p

seklinde yazilabilir. O halde x=x, +ix,, u=u, +iu,, q=q,+ig, ve i’ = p olmak

tizere gerekli islemler yapilirsa bu alan,
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Fy :%]((xl _ul)(xl _%)_p(xz _”2)(x2 _%))d‘gp

seklinde elde edilir. Son denklemde X noktasinin hareketli & , dizleminde sabit

oldugu g6z Oniine alinirsa,

1 4 1 t
F, :5(x12 _prZ)J'dGP —Exlj(ql +u1)d6’p
t o o (4.4)
1 17
+przj(q2 +u2)d6?p +5I(u1ql —puzqz)dﬁp

ly

esitligi elde edilir. Simdi X € K , noktasi K , hareketli dizlemin baslangi¢ noktasi

olarak verilsin. O halde (4.4) denkleminden
14, = =
By = Z;[(uq + uq)d@p
veya
1
FO =EI(”1q1 _pu2q2)d9p (4.5)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.5) denklemi K , hareketli dizlemin baslangig

noktasinin genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket

boyunca sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi boélgenin alanini verir.

Ayrica K,/ K ; genellestirilmis kompleks diizlemdeki hareketin toplam agis1

5, =do, (4.6)

)

olarak verilsin. Bu durumda (4.4) denklemi (4.5) ve (4.6) denklemleri yardimiyla
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] 4

1 1 1
F,=F, +§(x12 —px22)5p _Exlj(ql +u,)d0, +pr2_[(q2 +u,)d0,  (4.7)

) ly
seklinde elde edilir.

Diger taraftan C, genellestirilmis kompleks diizlemde (3.25) denklemi yardimiyla

hareketin pol noktasinin (p =0 i¢in dogrusunun) bilesenleri

d d ..
Q1:u1+iv pQ2:p”2+i: (p:() 191HQ2ZQ2(7(t))v 7ER)

d Hp d (9p
olmak tlizere
du, du,
u =q,——=, pu,= ——L 4.8
1 =4 p 0,, pu, = pq, d ‘9,; (4.8)

esitlikleri yazilabilir. O halde (4.8) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazilirsa,

1 14 du 1 4
FX :FO +E(x12 _pxzz)ﬁp —E)CIJ-L:ZC]] - d@i Jdﬁp +5X2I[2pq2 —ajdap (4.9)

N lo

denklemi elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.9) denklemi

F,=F, +%[5p (x12 —px22)—x1 [2qud9p —j.duz}rxz [2pJLq2d9p —Jl'dulJJ (4.10)

A f f A
seklinde bulunur.

Steiner noktasi, d6, kiitle elementli kiitle ortiilmesinde hareketli pol egrisinin agirlik
merkezidir. Dolayisiyla C, genellestirilmis kompleks diizlem Steiner noktast (p =0

icin dogrusu) i¢in (3.31) denkleminden
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26,5, :2qud0p —]-duz,
o (4.11)
2pé,s, =2pJ.q2d6?p —J.dul, (p =0 igins, =s, (ry(t)), n GR)

) ty

esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla (4.11) denklemi (4.10) denkleminde yerine

yazilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. C, genellestirilmis kompleks diizlemde K, /K ;, bir-parametreli
diizlemsel hareket olarak verilsin. Bu durumda K ) hareketli diizlemde verilen sabit

bir X noktasmin K, sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bdlgenin

alan1
F.=F +l5 (xz— x> —2xs +2 xs) (4.12)
x=Fo™ 50\ N px, 18] T £PX,8, .

seklindedir.

Bu formiile €, genellestirilmis kompleks diizlemde Steiner alan formiilii denir.

p 'nin Ozel degerleri i¢in Steiner alan formiiliiniin ifadeleri asagidaki gibidir.

Ozel Durum 1: p =—1 igin (4.12) denklemi goz dniine alimirsa Steiner alan formiilii

F, =F, +%5(x12 +x,7 —2x.5, —2X2S2)

olarak elde edilir. Bu formiil ise bilinen kompleks diizlemde Steiner alan formiiliine

karsilik gelir [27].
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Ozel Durum 2: p=0 ise (4.12) denkleminden Galile diizlemi igin Steiner alan

formulu

F,=F, +%5(x12 —2xlsl)

olarak elde edilir. Burada Galile diizleminde verilen X noktasi diizlemin I.
bolgesinde alinmistir. Bu formiil ise Galile diizlemindeki Steiner alan formiiliine

karsilik gelir.

Ozel Durum 3: p=1 i¢in (4.12) denklemi gdz Oniine alindiginda Steiner alan

formulinin

1
F,=F, +55(x12 —-x,7 =2x,5, +2x2s2)

oldugu goriliir. Burada X noktast hareketli hiperbolik diizlemin I. bdlgesinde
alimmustir. Bu formiil ise hiperbolik diizlemdeki Steiner alan formiiliine karsilik gelir

[28].

Simdi (4.12) denkleminde verilen €, genellestirilmis kompleks diizlemdeki Steiner
alan formiiliindeki F, degeri sabit kabul edilsin. Bu durumda

2(F, —F
xl2 —pxz2 —2x,8, +2px,s, = —( X O)

P
veya

2(Fy—F)

()cl—sl)z—p(xz—sz)2 =S12—pS22+ (4.13)
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esitlikleri yazilabilir. O halde (3.5) denklemindeki genellestirilmis kompleks

diizlemde ¢ember tanim1 yardimiyla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.2. C, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli K,/ K
diizlemsel hareketi boyunca K 1', sabit diizleminde aym1 £, alanina sahip yoriingeleri

cizen hareketli K, diizlemindeki biitin X noktalar1 K, diizleminde merkezi

Steiner noktasi olan bir gember {izerinde bulunurlar.

Teorem 4.1.2.°yi kullanarak p ’nin 6zel durumlar asagidaki gibi incelenebilir.
(4.13) denkleminde verilen bu ¢ember p <0 i¢in merkezi Steiner noktasi olan bir
elipse karsilik gelir. Ozel olarak p =—1 alinirsa bu cember merkezi Steiner noktasi
olan bilinen Oklid ¢emberine karsilik gelir [23]. p=0 icin (4.13) denklemindeki

cember Galile diizleminde g¢embere (cycle) karsilik gelir. Galile diizlemindeki bu
¢ember (cycle), Oklid diizlemindeki parabole esittir. Bu paraboliin tepe noktasi ise

Galile diizlemindeki Steiner dogrusunun {izerinde bulunur. p >0 igin ise bu gember
bir hiperbole karsilik gelir. Eger 6zel olarak p=1 secilirse Lorentz ¢emberi elde

edilir [28].

4.1.2. Genellestirilmis kompleks diizlemde karisik alan formiilii ve Holditch

teoremi

Genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ K ; hareketi boyunca K&K , hareketli

diizlemde sabit X ve Y noktalar verilsin. Ayrica bu noktalardan olusan XY dogru
parcasi ilizerinde X ve Y noktalarindan farkli sabit bir nokta Z olmak {izere bu

noktalar arasinda

0Z=0X +XZ (4.14)

OY =0X + XY (4.15)
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—_—

XZ=uXY, ueR (4.16)

olacak sekilde iliskiler mevcuttur. O halde (4.14), (4.15) ve (4.16) denklemleri g6z

Ontine alinirsa,
OZ = 20X + u0yY (4.17)
veya
T=Ax+uy, A+u=1 (4.18)

esitlikleri elde edilir. Burada 4 ve x degerlerine z’nin barisantrik koordinatlar:

denir.

(3.17) denkleminde verilen C, genellestirilmis kompleks diizlemdeki bir parametreli

diizlemsel hareket tanimindan yararlanilarak dogrusal X, Y ve Z noktalarinin

hareketi i¢in

e, (4.19)

denklemleri yazilabilir. Benzer sekilde dogrusal X, Y ve Z noktalarinin & }', sabit

diizleminin O’ orijin noktasina gore konum vektorleri, sirasiyla, x',y" ve z' olmak
lizere (4.19) denklemleri goz Oniine alinirsa,

Ax'+uy' =A(x—u)e” +u(y—u)e”

= (/1x+ ,uy)em” —(ﬂ, +,u)ei9"

= (z—u)eig"

olmak tzere
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T =Ax"+uy (4.20)

esitligi ile elde edilir. O halde (4.20) denkleminin diferensiyeli alinirsa,
dz' = Adx' + udy’ 4.21)

denklemi bulunur. Buradan (4.3), (4.20) ve (4.21) denklemleri goz Oniine alinirsa

K, hareketli diizleminde XY dogru pargasinin iizerinde verilen sabit Z noktasinin

K 1', sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin £, alani igin

olmak tzere

F, = % j [Ax'+ py', Adx’ + pdy'] (4.22)

esitligi yazilabilir. Burada basit integral islemleri yapilirsa (4.22) denklemi

esitligi elde edilir. Ayrica

[ S
Fy = Ei[y dy'], (4.24)
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olmak tizere (4.23) denklemi

F,=A’F, +2AuF,, + i’F, (4.25)

olarak elde edilir. Burada F,, ifadesine genellestirilmis kompleks diizlemde
K, K ; bir-parametreli diizlemsel hareketi i¢in karisik alan formiilii denir. Simdi

bu karisik alan formiiliinii hesaplamak i¢in (4.1) ve (4.2) denklemlerinden

x'=(x—u)e”, dx':i(x—q)eia”dﬁp
y :(y—u)e’ﬁ”, dy’:i(y—q)eig”dé?p

esitlikleri g6z oniine alinsin. O halde karigik alan formiilii (4.24) denkleminden
15
6, . i0 6, . i6
F,, :ZI([(x—u)e 7i(y—q)e "d@p}+[(y—u)e 7i(x—q)e "dé?p}) (4.26)
)
olarak yazilabilir. Son denklemde (3.15) denklemi kullanilirsa,

P = ([ il-a)d0, ] [(v-w) i x-g)a6,])

fy

olmak tzere

F,, :%}((x—u)(}—6)+(x—u)(y—q)+(y—u)(?c—t})+(;—;)(x—q))d0p

fy

esitligi elde edilir. Buradan gerekli islemler yapilirsa C, genellestirilmis kompleks

diizlemde karigik alan formiilii

do (4.27)

p

=l]’(2x1y1_2pxzy2_(x1+y1)(”1+%) J
Ta () (uy + 4 )+ 2(1g, - puyg, )

lo



91

seklinde elde edilir. Ayrica (4.5), (4.6) ve (4.8) denklemlerinden yararlanilarak (4.27)

denklemi

olarak bulunur. Son olarak C, genellestirilmis kompleks diizlemde hareketli pol

egrisinin agirlik merkezi olan ve (4.11) denklemi ile verilen Steiner noktasinin

bilesenleri kullanilirsa (4.28) denklemindeki karisik alan formiili

1
Fy =F, +55p (xlyl — P, _(xl +y1)51 +p(x2 +y2)52) (4.29)

seklinde elde edilir.

Simdi X ve Y noktalar1 ayn1 nokta olarak kabul edilsin. O halde (4.29) formiili
F. =F +lé‘ (xz— x,” —2x,8, +2px,s )
w = Ho T (N px, 18] T £PX,8,

seklinde bulunur. Bu formiil ise (4.12) formiiliindeki Steiner alan formiiliine esittir.
Dolayisiyla (4.29) formiilii (4.12) formiiliiniin daha genel halidir. Ayrica (4.29)

formiiliinden
oy = Fy (4.30)
oldugu asikardir.

Simdi F,, kangik alan formiilii F, ve F], yoriinge alanlari cinsinden ifade edilsin.

Bunun i¢in (4.12) ve (4.29) denklemleri gbz Oniine alinirsa,



92

F,-2F,, +F, =F, +%5p (xl2 —px,” —2x.5, +2px2s2)—2F0
_5,; (xlyl - PX), _(xl +y1)sl +p(x2 +y2)sz)+Fo

1
+ 55,; (y12 — Py, =28, +2pys, )
esitligi yazilabilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
F,~2F, +F, =15 (x* -2 P—p(x,’ -2 ?
X xr T r 5% X =24 T p(x2 X, Y2+, )

denkleminden son olarak

1 2 2

FX—ZFXY+FY:55P((xl—yl) -p(,-»)) (4.31)

esitligi elde edilir.

K, hareketli dizleminin I. bolgesinde verilen sabit X ve Y noktalari arasindaki

uzaklik d olarak verilsin. O halde (3.4) denklemi ile verilen genellestirilmis

kompleks diizlemdeki I. bolge i¢in uzaklik tanimindan

2

&> =(x=y) =p(x-1) (432)
esitligi yazilabilir. Dolayistyla (4.31) denkleminde (4.32) denklemi yerine yazilirsa,
[
FX—2FXY+FY:E5pd (4.33)

denklemi bulunur. Bu son denklemden F,, karisik alan formiilii yalniz birakilirsa,

F,, = %(FX +FY)—%5pd2 (4.34)
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kolayca elde edilir. Son olarak (4.34) denklemi (4.25) denkleminde yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa 4+ =1 olmak iizere (4.25) denklemi

F,=AF, + uF, —%/u@dz (4.35)

seklinde bulunur.

Simdi K , hareketli genellestirilmig kompleks diizleminin I. bolgesinde verilen sabit
X ve Y noktalarmin ayni yoriinge tlizerinde oldugu kabul edilsin. Boylece bu
noktalarin ¢izdigi yoriinge egrilerinin siirladigi bolgelerin alanlar (F Y = FY) esittir.

Boyle bir kabul altinda (4.35) denklemi A+ =1 olmak lizere

1
F,-F, =3 ud,d’ (4.36)

olarak bulunur. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.3. (Holditch Teoremi) K ) CCP genellestirilmis hareketli kompleks

diizlem iizerinde verilen sabit X ve Y noktalari ile olusan dogru pargast XY olmak
iizere K,/ K hareketi boyunca [t,,# ] zaman araliginda sabit uzunluklu XY dogru
par¢asinin u¢ noktalar1 aym k, egrisini ¢izsin. O halde XY dogru pargasinin
tizerinde bu noktalardan farkli olarak verilen bir Z sabit noktasi da

(/Ld =|vz

,,ud=‘ﬁ

, A+ ,u=1) hareket boyunca baska bir k, egrisi cizer. C,

genellestirilmis kompleks diizlemde K,/K hareketi boyunca k, ve k, egrileri

arasinda kalan alan hareketin p —donme agisina ve bu noktalar arasindaki uzakliga

baglidir.
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C , genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket igin

Holditch teoremi kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.1.4. K, hareketli genellestirilmis kompleks diizleminde X ve Y sabit
noktalar olmak {izere XY dogru parcasi iizerinde sabit iki nokta Z, ve Z, olsun.
K,/ K, hareketi boyunca Z, ve Z, noktalar birbirinden farkli k, ve k, egrilerini
¢izerken X ve Y noktalart aym k, egrisini ¢izsin. Eger k, ve k, egrilerinin
yoriinge alanlar1 arasindaki fark F, &, ve kZ2 egrilerinin yoriinge alanlar1 arasindaki

fark F' ise F ve F' arasindaki iliski,

L 2

N

i)

N|

S
S

p
seklindedir.

Ispat: (4.36) denklemi goz oniine alinirsa F, i¢in

Xz, |vz,

51)
FZI =FX_7

b

P P

ve [, igin
F, =k, -7 |7z

denklemleri yazilabilir. O halde son denklemlerden yola ¢ikarak F ve F' alanlari,

sirasiyla,

(4.37)

>
p

Fr -, =77 77
2 P
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veE

S _
F'=F,—F, =2|xz,| vz,

i
Z, )

(4.38)

9

P P

seklinde yazilabilir. Burada (4.37) ve (4.38) denklemleri gz oniline alinirsa, F ile

F' arasindaki iliski,

F Xz ‘YZ1 )
F' Xz, |vz,
P P
| i P, 2] |
seklinde bulunur. Boylece y=-12=—2_—" olarak dikkate alinirsa son
7], 7]
P P
denklemden
_ 2
F_ L

o F :
yazilabilir. Dolayistyla — orani sadece X,Y,Z, ve Z, noktalar: arasindaki uzakliga
F

baghdir.

C , genellestirilmis kompleks diizlemde Holditch teoreminin bir genellemesi olan

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.5. K, ve K, hareketli iki genellestirilmis kompleks diizlem olsun.
K, sabit genellestirilmis kompleks diizlem olmak tizere K, /K, ve K, /K,

hareketleri boyunca hareketli & b, Ve K », dizlemlerinde, sirasiyla, sabit X, ve X,

noktalar1 sabit diizlemde F, alanli aym k, egrisini ¢izerken; Y, ve Y, noktalar da
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sabit diizlemde F, alanli aym £, egrisini ¢izsin. X, ve Y, noktalar ile dogrusal Z,

noktasmim ¢izdigi yoriinge egrisinin smirladigi bolgenin alam F ve X, ve Y,

noktalar1 ile dogrusal Z, noktasmim ¢izdigi yoriinge egrisinin smirladigi bolgenin

alan1 F, olsun. O halde a,b,4,,1, € R olmak lizere bu alanlar arasindaki fark,

o
F-F=—ab(%~4)

seklindedir.

Ispat: ‘XlZIL =Aa, ‘ﬁ‘p =Ab, d =2 (a+b) olmak iizere (4.35) denkleminden

F bF F, % *ab
IMM)(& \ +Aaky )= 2

denklemi bulunur. Burada Fy =F, =F, ve F, =F, =F,; oldugu gz 6niine alinr

ve gerekli sadelestirme yapilirsa,

1
a+b

5
F = ——(bFy +aFy)~— 3 ab (4.39)

elde edilir. Benzer sekilde [X,Z,| =4a,
P

=Ab, d,=4 (a+b) olmak iizere

(4.35) denkleminden

F, = F, i ‘ab
TP T

esitligi bulunur. Son denklemde gerekli sadelestirme yapilir ve F\ =F, =F) ve

Fy, = F, = F, oldugu dikkate alinirsa,
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}7'2:

)
bF, +aF,)——2 A ab 4.40
a+b( X aY) 2 “ ( )

denklemi bulunur. O halde (4.39) ve (4.40) denklemleri goz Oniine alinirsa,

5} 2 2
F—F=—"ab(%' = 27) (4.41)

denklemi elde edilir.

Ozel olarak A, =0 alinirsa (4.41) denklemi
o
Fi—F, =~ 4;%ab

seklinde doniisiir. Bu formiil ise (4.36) denkleminin aynisidir. Dolayisiyla Teorem

4.1.5.te verilen ifade Holditch teoreminin daha genel halidir.

C, genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ K bir-parametreli diizlemsel hareketi

i¢in verilen Holditch teoremi ile ilgili bazi 6zel durumlar asagidaki gibi verilebilir.
Ozel Durumlar:

Ozel Durum 1: X,Y,.ZeK ) cC ', noktalarmin Cp genellestirilmis kompleks

diizlemin I. koordinat ekseni iizerinde oldugu kabul edilsin. Bu durumda

d=y—x
b=y—z=1d
a=z—x=ud

a+b=d, A+u=1

oldugundan (4.35) denkleminden
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o
F, zé(bFX +aFy)—7pab (4.42)

olarak bulunur. Ek olarak F, = F, alinirsa (4.42) denklemi

F,—Fy =—Zab (4.43)

olarak elde edilir.

Ozel Durum 2. p#0 igin S =(s,,5,) Steiner noktas: hareketli & , dizleminin

baslangi¢ noktasi (S(Sl,s2)=0(0,0)) olsun. p=0 iken Galile diizleminde her ¢
aninda Steiner dogrusu olustugundan p=0 durumunda Steiner dogrusu sanal

eksenle cakisik olarak (S = (O, S, )) alinsin.

Bu durumda S§(0,0) (yada S=(0,s,)) i¢in (4.12) denklemi goz oniine alinirsa,
1 2 2
Fy=Fy+296, (x? = px,?) (4.44)
esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.29) denklemi icin de ayni islem uygulanirsa,

1
FXY:FS-"_E&p (xlyl_pryZ) (4.45)

esitligi bulunur.

Buna gore (4.44) ve (4.45) denklemleri gbz Oniine alimirsa 6, >0, X #§ ve X #Y

olmak iizere asagidaki geometrik yorumlar yapilabilir.
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1. (4.44) denkleminde 6,>0 ve F;>0 dir. Ayrica, . bolgede x'=px,>0

oldugundan
F,>F

ifadesi yazilabilir. Yani genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli
diizlemsel hareket i¢in hareketli diizlemin I. bolgesinde alinan herhangi bir sabit
noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigr bolgenin alani Steiner noktasinin
cizdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alanindan her zaman i¢in biiyiiktiir. Bu

ifadeye genellestirilmis kompleks diizlemde S Steiner noktasinin F, yoriinge

alaninin minimallik 6zelligi denir.

2. Simdi yukarida bahsedilen sartlar altinda F,, karisik alan formili F, ve F,

yoriinge alanlar1 cinsinden hesaplansin. O halde (4.44) ve (4.45) denklemleri

kullanilarak
517 2 2 517 2 2
FX_2FXY+FY=FS+7('X1 —PX )_2FS_§p(xlyl_px2y2)+FS+7(y1 — PV )

denkleminde gerekli islemler yapilirsa,

o
Fy =2Fy, +F, :?p(x12 —2xp + 3" _p(xzz —2x,), +y22))
olmak tizere
5p 2 2
FX _2FXY +Fy :7(()(1 _yl) —p(X2 _yz) )

denklemi elde edilir. Burada genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bdlgesinde
verilen X ve Y noktalar1 arasindaki uzakligin d oldugu hatirlanirsa (4.32)

denkleminden faydalanilarak
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Fy—2F, +F, =
X XY Yy — 2

esitligi elde edilir. Ayrica 5, >0, d* >0 oldugundan
Fy=2F,+F,>0
olarak bulunur.

3. Simdi F,F,-F,,” ifadesi (4.44) ve (4.45) denklemleri kullanilarak hesaplansin.
O halde

S S ) ’
FyF, —Fy’ :(Fs +?p(x12 _pxzz)][Fs +?p(y12 _pyzz)j_[Fs +7P(X1J’1 _pxzyz)j

denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

FFy _FXY2 =7PFS ('xlz —2x,» +y12 —px22 T PX ), _pyzz)
2

+ % (x12y12 - pxlzyz2 - px22y12 + p2x22y22 - x12y12 + 2px1y1x2y2 - p2x22y22 )

elde edilir. Burada (4.32) denkleminde verilen uzaklik gbz Oniine alinir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa,

2

o o
F\F, _FXY2 ZEPFSdZ _p%(xlyZ _px2yl)

esitligi bulunur. O halde asagidaki yorumlar yapilabilir:

a. p<O0veya p=0icin F,F,—F,,> >0,

b. p>0i¢in F,F,—F,,”eR.
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4. Son olarak (Fy —F,)(F, —Fy)—(Fy —F,) denklemi (4.44) ve (4.45)

denklemleri kullanilarak hesaplanirsa,

o o 57
(FX _FS)(FY _FS)_(FXY _FS)2 :7p(x12 _px22)7p(y12 _pyzz)_%(xl)ﬁ —px2y2)2
52
=_p%(x1y2 _x2y1)2

bulunur. O halde asagidaki yorumlar yapilabilir:

a.  p<0icin (Fy —F)(F, —F)—(Fy —F) >0,
b. p=0i¢in (F, —FS)(FY—FS)_(FXY_FS)z o,

2

C. p>0i(;in (FX_FS)(FY_FS)_(FXY_FS) <0.

Yani p =0 i¢in bu ifade daima sifirdir. p <0 ve p >0 i¢in ise esitlik durumu X,Y

ve § noktalarinin dogrusal olmasiyla miimkiindiir.

4.2. Genellestirilmis Kompleks Diizlemde Dogrusal Olmayan U¢ Nokta icin
Holditch Teoremi

Bu boliimde, oncelikle genellestirilmis kompleks diizlemde Cauchy uzunluk formiilii
verilmistir. Daha sonra Boliim 4.1.’de verilen dogrusal ii¢c noktanin ¢izdigi yoriinge
egrilerinin sinirladig1 bolgelerin alanlar arasindaki iliskiyi veren Holditch teoreminin
bir genellemesi elde edilmistir.

4.2.1. Genellestirilmis kompleks diizlemde Cauchy uzunluk formiilii

Cp genellestirilmis kompleks diizlemde 1. bolgede alinan bir g dogrusu Hesse

formunda

h=x,cospy,—px,sinpy, (4.46)
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seklinde yazilabilir. Burada (h,{//p); Hesse koordinatlaridir. Ayrica 4; O orijin
noktasindan g dogrusuna inilen dikmenin uzunlugu, ¥ ,; bu dikmenin x—ekseni ile
pozitif yénde yaptig1 ag1 ve X (x,,x,) noktasi ise; g dogrusu ile (g) zarf egrisinin

degme noktasidir.

h, w,’'nin bir fonksiyonu ise her bir y, degerine genellestirilmis kompleks
diizlemde bir dogru karsilik gelir. Boylece ,’ye gore genellestirilmis kompleks

diizlemde dogru demeti elde edilir. Oyleyse
h(l//p) =X, COSpy, — px,sinpy,

yazilabilir. Buradan y ,’ye gore diferensiyel alinirsa

dh(y,)
dy,

= px,;sinpy, — px, cospy/,,

denklemi elde edilir. Bu iki denklem sistemi x, ve x, ’ye gore ¢oziiliirse,

x, =hcospy, —hsinpy
l oo (4.47)
px, = phsinpy , —hcospy,

esitlikleri elde edilir. Ek olarak (4.47) denklem sisteminin, sirastyla, diferensiyeli

alinirsa,
% =(ph—h)sinpy, (4.48)

veE

PX, =(ph—ﬁ)cospwp (4.49)
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esitlikleri elde edilir. Boylelikle (4.48) ve (4.49) denklemleri kullanilarak ( g) zarf

egrisinin X noktasinin dx degisimi yardimiyla zarf egrisinin ds yay elementi

ds =

ﬁ\ph—ﬂd%

seklinde yazilabilir. Boylece ( g) zarf egrisinin uzunlugu (cevresi)

ph h|dy, (4.50)

seklindedir. Bu formiile Cauchy uzunluk formiilii denir.

Benzer sekilde g dogrusunun zarf egrisinin uzunlugu sabit diizleme gore ifade
edilebilir. (4.46) denklemine benzer sekilde g dogrusunun sabit diizleme gore Hesse

formundaki denklemi asagidaki gibi hesaplanabilir.
W' =x{cospy, — px,sinpy, (4.51)

olmak tizere burada 4'; O’ orijin noktasindan g dogrusuna inilen dikmenin
uzunlugu, y; bu dikmenin x—ekseni ile pozitif yonde yaptigi agidir. Ayrica &, ;
genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareketin donme agis1

olmak tizere l//;, 6, ve y , agilari arasinda

w,=0,+y, (4.52)

iligkisi mevcuttur. O halde (4.51) denkleminde (3.14), (3.17) ve (4.52) denklemleri

g0z Oniine alinirsa

W' =h—u,cospy, + pu,sinpy, (4.53)
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esitligi yazilir. Burada g dogrusu K , hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde

sabit oldugundan y, sabittir. Dolayisiyla dl//; =d0, yazlabilir. Buradan (4.53)

denklemi yardimiyla (4.50) denklemindeki Cauchy formiiliine benzer olarak

(4.54)

\/; ;th'

yazilabilir. O halde (4.54) denklemindeki integrali hesap etmek i¢in (4.53) denklemi

g0z Online alinirsa
/ .
h'=h—u,cospy,+ pu,sinpy,

W =h—-i, Cospy, + pii, sinpy,
W =h—ii, cospy, + pii,sinpy,,

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (4.54) denkleminde yerine yazilirsa

1 .
L'= —(phép —Acospy, +szmpt//p) (4.55)

=

yazilabilir. Burada 4 = J-( pu, —ii;)d6, ve B= I (pu,—ii,)d@, dir. O halde (3.25)
N l

denklemi gz oniine alindiginda 4 ve B, sirasiyla

f i
A=[(pg, - pd,)d6,. B=[(pa,=d;)d6,

fy ly

elde edilir. Son denklem (4.55) denkleminde yerine yazilirsa,

\/— \/—f peospy g, — p’sinpy q,)do,

\/; I PCOSPY 4, — psinpy/ g, )dg

to
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esitligi elde edilir. Burada Lf, =cospy ,q, —sinpy g, :}, g dogrusu iizerinde (Q)

hareketli pol egrisinin O,0, dogru par¢asinin uzunlugudur. Ayrica Q pol noktasinin

g dogrusuna olan uzakligi ¢ =h—gq, cospy , + pg,sinpy, olmak lizere

L'=p| quep +L§] (4.56)

)
seklinde elde edilir.
4.2.2. Genellestirilmis kompleks diizlemde Holditch teoreminin genellemesi

K, ve K 1'7, sirastyla, hareketli ve sabit genellestirilmis kompleks diizlemler olmak
lizere K,/K,, bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca hareketli &

p

diizleminde verilen sabit X ve Y noktalar1 k, ve k, yoringe egrilerini ¢izsin. &K »

hareketli diizleminin @, normal vektorii yardimiyla %:al olmak iizere

a, =a, A, a, olacak sekilde {a,,a,,a;} dik catis1 kurulsun.
O halde K , hareketli diizleminin ¢, ¢, koordinat vektorleri ile a,, a, vektorleri

arasindaki iligski ¢, ile a, arasindaki ag1 ¥/, olmak tizere

a, | [cospy, psinpy, || t, 457)
a, sinpy,  cospy, ||t .
veya

a, = psinpy , t, +cospy , t,

. (4.58)
a, =Ccospy , t, +smpy 1,
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bagntisi ile verilebilir. Diger taraftan (4.58) denklemine benzer olarak sabit & 1')
genellestirilmis kompleks diizlemin ¢/, ¢, koordinat vektorleri ile a/, a) vektorleri

arasindaki iligki ise ¢ ile ) arasindaki a1 I,V; olmak tizere

a; = psinpy, t/+cospy t,

’ 1o . 1o (459)
a, =cospy , t,+smpy , t,

seklinde yazilabilir. Burada @ ve a) sabit sisteme gore yer vektorleridir. (4.59)

denkleminin diferensiyeli alinirsa,

da] =(pcospy, |+ psinpy, £, )dy/, (4.60)

da, = (psinpt//; t/+cospy, t;)dl//;
esitlikleri elde edilir.

Simdi K, hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde XY dogru parcast iizerinde

olmayan sabit bir Z noktast goz Oniine alinsin. Bu durumda Z noktasinin XY

dogru pargas iizerine dik izdiisiim noktast R olmak iizere K, hareketli diizlemde

X,Y ve R noktalar arasindaki iligkiler

OR =O0X + XR (4.61)
OY =0X + XY (4.62)
XR=pXY, BeR (4.63)

olacak sekilde yazilabilir. Buradan (4.61), (4.62) ve (4.63) denklemleri yardimiyla

1- S =« olmak iizere
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ﬁ:aO?+ﬁ(ﬁ

esitligi veya X,Y ve R noktalarnin hareketli K, genellestirilmis kompleks

diizlemine gore yer vektorleri, sirasiyla, x,y ve r olmak lizere bu yer vektorleri

arasindaki iliski,

r=ax+fy (4.64)

seklinde yazilabilir. Burada o+ =1 dir. Ayrica OZ =OR+RZ oldugu g6z oniine
alinirsa Z noktasimn XY dogru parcasina olan uzakligi ¢ olmak lizere (‘ﬁ‘ :c)

(4.64) denklemi yardimiyla
z=ax+ fy+ca, (4.65)

esitligi yazilabilir. Diger taraftan (3.17) denklemi yardimiyla x',y" ve z' yer

vektorleri i¢in

esitlikleri yazilabilir. Ayrica, (4.58) ve (4.59) denklemleri yardimiyla
' i6
a,=ae" (4.66)
oldugu g6z oniine alinirsa o + =1 olmak iizere

ax'+ By +cd, =a(x_u)ei9,, +ﬁ(y—u)ei9" +Ct12€[9p
=(0{x+ﬂy+ca2)ei9p —(0!+ﬂ)uei9”

= (z—u)ew”
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olacak sekilde
7 =ax'+ By +ca, (4.67)

denklemi yazilabilir. Yani (4.65) denkleminde verilen x,y,z ve a, vektorleri
arasindaki ayni iliski, bu vektorlerin sabit & ; diizlemine gore ifadeleri olan x', y',z’

ve a,, vektorleri arasinda da mevcuttur.

(4.67) denkleminin diferensiyel alinirsa,
dz' = adx'+ pdy’ + cda, (4.68)
esitligi elde edilir.

Simdi K , hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde verilen sabit Z noktasinin

K P' sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin alani hesap edilsin.

(4.3) denkleminden Z noktasiin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigr bolgenin

alani,
14
F — z(, dz!
-4l
olmak tizere (4.67) ve (4.68) denklemleri goz oniine alinirsa,
11
F, = 5J.[ozx’+ﬂy'+ca;,ocdx'Jrﬂa’y'Jrcda;]
Iy

seklinde yazilabilir. Eger burada gerekli islemler yapilirsa,
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| S T |
FZZE(IZJ-[X,CZX]'FE

[ LU TR S TR S I
+5ﬂ2£[y,dy]+E,Bc;[[y,da2]+5ac;[[a2,dx]+Eﬂctj;[a2,dy] (4.69)
1,4

+Ec2“a;,da;]

l
esitligi elde edilir.

(4.24) denkleminden K, hareketli diizleminde verilen sabit X ve Y noktalarmin

K p' sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge egrilerinin siirladigi bdlgelerin alanlar

Lee o,
FX:—I[x,dx]
l

14
Fr=3 [y.dy']

Fy = ﬂ ([« dy']+ [y, dx'])

seklindedir. Burada £, , (4.29) denkleminde verilen K, hareketli diizlemi iizerinde

sabit X ve Y noktalarnin K sabit diizleminde ¢izdigi k, ve k, yOriinge

egrilerinin sinirladig1 bolgelerin karisik alan formiiliidiir. O halde (4.69) denkleminde

son denklemler yerine yazilirsa,

24 4 4
F,=a’F, + B°F, +2afF,, +%J[a;,da;]+%I[ax’+ﬂy’,da;]+%J‘[a;,adx%ﬂdy']

l lo l

denklemi elde edilir. Ayrica son denklemde (4.34) denklemi dikkate alinirsa,
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5 2 4
F,=aF, + fF, —Tpaﬂdz +%J.[a;,da;]

fy

(4.70)

Ctl ’ 1 ’ Ctl !’ [ !’
+Ej.[ax +,By,da2]+§“a2,adx +ﬁdy]

ty )

bulunur.

Simdi (4.70) denklemindeki integraller teker teker hesap edilsin. (4.59) ve (4.60)

denklemlerinden

!/ 4! b 4!
@, =Cospy t,+smpy t,

da, = (p sinpy t +cospy i, )dl//;
esitlikleri gecerlidir. O halde

h fy ’ : ’
Jlas.da]=J| 2PV TPVl
pSll’lpl//p COSpl//p

'
P

fy Ty

t (4.71)
= I(cos pzl//; — psin pzw; )d(//;
esitligi elde edilir. Genellestirilmis kompleks diizlemin I. bolgesinde
2.0 : 2.1
cospy,—psinpy, =1
esitligi gecgerli oldugundan (4.71) denklemi
iy
[[a;,da’] =5, (4.72)

ly

seklinde elde edilir.
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i
Diger taraftan Hax' + Sy, da;] integralini hesap etmek i¢in

)

!

X :(x—u)em”,

r_ i0,
y=(y-u)e”
' '
da; =aidy,
r_ i0

a=ae”’

esitlikleri dikkate alinirsa,

]‘[ax’+,8y’,da;] = ].[a(x—u)em“ +p(y-u)e” ae” :|dl//,’7

oldugu goriiliir ve (3.15) denkleminden « + 8 =1 olmak lizere

]

[[ax'+ By .da)]= [[ax+ py—u.a]dy,

denklemi elde edilir 6yle ki @+ £ =1 dir. Ek olarak, (4.64) denkleminden

] i

[[ax'+ py.da;] = [[r-u.a]dy, (4.73)
f f
oldugu kolayca goriiliir. Burada (4.58) denkleminden @, = psinpy L4 Heospy L,

oldugu dikkate alinirsa (4.73) denklemi,

}[ax’+ﬂy',da;]=}

fy fy

n—u r,—u,

psinpy, cospy,

’
P

=I(r, COSpY, — prysinpy , —u, Cospy , + pu, Sil’lpl//p)dl//;

fy
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seklinde elde edilir. Burada R(7,r,) noktast Z noktasinimn XY dogru pargasina dik

izdiisiim noktas1 olmak {izere (4.46) denklemi kullanilirsa son denklem

i

i
_[[le’+ﬁy’,da;] = I(h —u, COSPY, + pu, sinpy, )dl//; (4.74)

fy fy

esitligi ile yazilabilir.
Diger taraftan (4.53) denkleminden

W' =h—u,cospy, + pu,sinpy, (4.75)

oldugu biliniyor. Burada /' ; orijin noktasindan XY dogru parcasina inilen dikmenin

uzunlugu, l//;,; bu dikmenin x—ekseni ile pozitif yonde yaptigr agidir. O halde

(4.75) denklemi (4.74) denkleminde yerine yazilirsa,

]

J.[ax’+ﬂy’,da;]:_“h'dl//; (4.76)

fy fy

esitligi kolayca bulunur. O halde (4.74) ve (4.76) denklemleri yardimiyla

j[ax' +py',da)] = Jl(h — 1, COSPY , + pu, sinpy, )dl//; = jh'dw; (4.77)

) ) )

esitligi yazilabilir.

l
Son olarak (4.70) esitligini bulmak i¢in J [a;,adx’+ ﬂdy'] integrali hesap edilsin.

l

Oncelikle #' = ax’+ By’ denkleminin her iki tarafinin diferensiyeli alinirsa,

dr' = adx’ + Bdy’ (4.78)
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denklemi elde edilir. (4.78) denkleminde (4.2) denklemi yardimiyla

dx' =i(x—q)e"do,,

dy' = i(y—q)eie”dé’p
esitlikleri kullanilirsa (4.78) denklemi
dr' =i(ax+py—q)e”do,
seklinde bulunur. Son denklemde (4.64) denklemi yerine yazilirsa,

dr'=i(r—q)e”do, (4.79)

elde edilir. O halde (4.79) denklemi J-[a;,adx' + ,de’] integralinde yerine yazilirsa,

)

i

}[a;,adx'+ﬁdy’] = ][a;,dr'] = I[a;,i(r —q)eig”dﬁp]

) fy ly

9,

kolayca elde edilir. Burada a) = azei " ve (3.15) denklemi kullanilirsa,

[atsads’+ pay'] = [[as.i(ra)]ao,

fy

denklemi elde edilir. Ek olarak (3.15) ve (4.58) denklemleri g6z Oniinde

bulundurulursa son esitlik

] ]

I[a;,adx'+ﬁdy’] = I(rl cospy, — prysinpy, —q,cospy, + pq, sinpwp)d@p

fy Iy
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esitliginden

]

j-[a;,ozalx'+ﬂaly']=J.(h—q1 cospy, + pq, sinpl//p)dé?p

) )
olarak bulunur.

Dolayisiyla (4.70) denklemi (4.56) denklemi yardimiyla
5;7 2 2
F, =aFX+/3Fy+7(c —apd’)—cL,, (4.80)

olarak bulunur. Burada L

> X ve Y noktalarmin olusturdugu zarf egrisinin

uzunlugudur.

Simdi X ve Y noktalarinin ayni yoriinge egrisinin iizerinde oldugu kabul edilsin.

Bu durumda F, =F, oldugundan «+ £ =1 olmak lizere (4.80) denklemi

F,—F, =%(cz—aﬂd2)+cLXY

seklinde elde edilir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. Genellestirilmis kompleks diizlemde K, /K 1', bir-parametreli
diizlemsel hareketi esnasinda K, dizleminde sabit X' ve ¥ noktalari ve XY dogru
pargasi Uzerinde olmayan bir Z noktasi verilsin. Belirli bir zaman araliginda K,
diizleminde verilen sabit X ve Y noktalar1 aym k£, yoriinge egrisini ¢izerken Z
noktas: da baska bir k, egrisini ¢izer. Bu egriler arasinda kalan alan, genellestirilmis

kompleks diizlemdeki hareketin donme agisina, X,Y,Z noktalar1 arasindaki uzakliga

ve X ve Y noktalarindan olusan zarf egrisinin uzunluguna baglidir.
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Bu teorem genellestirilmis kompleks diizlemde dogrusal olmayan {i¢ nokta ig¢in

Holditch teoremi olarak adlandirilir.

Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (4.80) denklemi
a 2
F, :ZFX+,L1FY—7"A,ud (4.81)

olarak indirgenir. Bu formiil ise dogrusal iic nokta i¢in alan formiilii ile aynidir.

Dolayisiyla  (4.80) denklemi (4.81) denkleminin daha genel halidir.



BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS DUZLEMDE
KUTUPSAL ATALET MOMENTI IiCIN STEINER
FORMULU VE HOLDITCH-TiPi TEOREMLER

Bu boliim dordiincii boliim ile birlikte tezimizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu
boliimde, ilk olarak K&, hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde verilen sabit
bir noktanin K sabit genellestirilmis kompleks diizlemde ¢izdigi y6riinge egrisinin
sinirladii  bdlgenin kutupsal atalet momenti hesaplanmistir. Daha sonra K,

hareketli diizlemde dogrusal {i¢ nokta alinarak bu noktalardan birinin A& ; sabit

diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin smirladigr bolgenin kutupsal atalet momenti
diger iki noktanin ¢izdigi yoriingelerin momentleri cinsinden hesap edilmistir.
Boylelikle bu noktalarin ¢izdigi yoriinge egrilerinin sinirladigi bolgelerin kutupsal

atalet momentleri arasindaki iliski Holditch-tipi teorem ile verilmistir. Son olarak ise

K, hareketli diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta alinarak genellestirilmis

kompleks diizlemde verilen Holditch-tipi teorem zarf egrisinin uzunlugu kullanilarak

bu noktalar i¢in ispatlanarak genellenmistir.

5.1. Genellestirilmis Kompleks Diizlemde Dogrusal U¢ Nokta Icin Holditch-Tipi

Teorem

Bu boliimde K, hareketli diizlemde sabit olarak verilen dogrusal ti¢ noktanin K

sabit diizlemde cizdigi yoriinge egrilerinin sinirladigi bolgelerin kutupsal atalet
momentleri arasindaki iliski verilerek Holditch-tipi teorem ispatlanmistir. Ayrica

Holditch-tipi teorem ile ilgili baz1 6zel durumlar verilmistir.
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5.1.1. Genellestirilmis kompleks diizlemde kutupsal atalet momenti

Hareketli ve sabit genellestirilmis kompleks diizlemler, sirasiyla, ]KP,K; eCp
seklinde verilsin. C, genellestirilmis kompleks diizlemdeki K, / K, bir-parametreli
diizlemsel hareketi esnasinda K, sabit genellestirilmis kompleks diizleminin O’
orijin noktasina gore K, hareketli diizleminin I. bolgesinde verilen sabit bir X
noktasinin Steiner anlaminda d6@, kiitle elementi ile Ortiilen yoriinge egrisinin,

hareketin / = [to,tl] zaman araliginda kisitlanmasiyla T, kutupsal atalet momenti,

x!

[] 5
T, = [|xT d6, .1)

ifadesi ile hesaplanir. Genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bolgesinde metrik

pozitif tanimli oldugundan (3.2) denklemi yardimiyla &, hareketli diizlemde verilen

sabit bir X noktasinin &K 1', sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin 7, kutupsal

atalet momenti

T, = [(x'.,x) do, (5.2)

)

seklinde yazilabilir. Burada (3.17) denkleminden x’ =(x—u)e'€” oldugu g6z oniine

almirsa (5.2) denklemi

T, = j< (x—u)e” ,(x —u)e™ > de, (5.3)

)

seklinde yazilabilir. Ayrica (3.13) denklemi yardimiyla (5.3) denklemi

T, :]‘< (x—u),(x—u))p do,

)
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seklinde elde edilir ve buradan kolaylikla

= (i) —p () )as

oldugu goriiliir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
T, = J-(xl2 — px,” = 2xu, + 2 px,u, +u’ — pu,’ )dé’p (5.4)

denklemi elde edilir.

Diger taraftan K, hareketli dizlemde verilen sabit X noktasi hareketli diizlemin

baslangi¢c noktas1 olarak segilsin. Bu durumda (5.4) denklemi g6z Oniine alinirsa
hareketli diizlemin baslangi¢ noktasinin hareket boyunca sabit diizlemde ¢izdigi

yoriinge egrisinin sinirladigi bélgenin kutupsal atalet momenti
T, j — puy’)do, (5.5)

seklinde bulunur. O halde (5.5) denklemi (5.4) denkleminde yerine yazilirsa,

T, =T, +(x12 —px22)5p —2xlju1d9p +2px2-[u2d6’p (5.6)

fy fy

denklemi elde edilir. (3.25) denkleminden genellestirilmis kompleks diizlemdeki bir-

parametreli diizlemsel hareketin pol noktalarinin (dogrularinin) koordinatlari ig¢in

‘h:ul"';: p%:puz""%: (p:O igin %:qz(?/(t))a VER)
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esitlikleri yazilabilir. O halde bu pol noktalari (dogrulari) (5.6) denkleminde

kullanilirsa,

. du 1 du
T, =T, +(x12 —pr)é‘p _2X1J.[% _ﬁJdQP +2x2_[[pq2 ——L Jd@p

fy

esitligi elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa son denklem

T, =T, +(x12 —px22)5p —2x, Uqldé’p —j'duzJ+2x2 (quzdep +j‘dulJ (5.7)

fy lo fy ty

seklinde diizenlenir.

(3.31) denkleminden genellestirilmis kompleks diizlemde K, /K ; bir-parametreli

diizlemsel hareketinin Steiner noktasinin koordinatlar1 (5.7) denkleminde yerine

yazilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.1. C, genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ K bir-parametreli
diizlemsel hareket goz Oniine alinsin. K, hareketli diizlemde verilen sabit bir X

noktas: tarafindan K sabit diizlemde ¢izilen yoriinge egrisinin simirladigi bolgenin

Steiner noktasi tarafindan verilen kutupsal atalet momenti

T,=T,+9, (xlz — px,} —2x,s, +2px2s2) (5.8)

seklindedir.

Bu formiil genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket

boyunca kutupsal atalet momenti i¢in Steiner formiilii olarak adlandirilir. p ’nin

0zel degerleri i¢in bu formiil asagidaki gibi ifade edilebilir.
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Ozel Durum 1: p =—1 igin Steiner formiilii (5.8) denklemi géz 6niine alinirsa,
Ty=T,+0, (xl2 +x,° —2x,5, —2x2S2)

seklinde elde edilir. Bu formiil ise bilinen kompleks diizlemde kutupsal atalet

moment i¢in Steiner formiiliine karsilik gelir [23].

Ozel Durum 2: p=0 ise (5.8) denkleminden kutupsal atalet momenti i¢in Steiner

formiili
Iy =T,+9, (x12 —2xls1)

olarak elde edilir. Burada Galile diizleminde verilen sabit X noktasi, diizlemin L.
bolgesinde alinmistir. Bu formiil ise Galile diizlemindeki kutupsal atalet momenti

i¢cin Steiner formiiliine karsilik gelir.

Ozel Durum 3: p = +1 olarak alinirsa (5.8) denklemi goz dniine alindiginda
Ty=T,+0, (xl2 —x,” —2x,5, + 2x252)

oldugu goriiliir. Bu ise hiperbolik diizlemin I. bolgesinde alinan bir noktanin ¢izdigi
yoriingenin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti i¢in Steiner formiiliine

karsilik gelir [35].

Simdi (5.8) denkleminde verilen Steiner noktasi cinsinden elde edilen kutupsal atalet

momentinde 7, sabit kabul edilsin. O halde (5.8) denklemi

=x, — px,” —2x,5, +2px,s,

seklinde yazilabilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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TX_TO
o

P

(xl -5 )2 —p(x2 -5 )2 =5 = ps," + (5.9)

denklemi kolayca elde edilebilir. Eger (3.5) denklemi g6z oniine alinirsa (5.9)
denkleminin genellestirilmis kompleks diizlemde bir ¢ember belirttigi goriiliir. O

halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.2. C , genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel
hareket K ,/K, olarak verilsin. Hareket boyunca aym 7, kutupsal atalet

momentine sahip yoriingeleri ¢izen /K, hareketli diizlemdeki sabit biitiin X

noktalar1 sabit diizlemde merkezi Steiner noktasi olan bir ¢ember {izerinde

bulunurlar.

Genellestirilmis kompleks diizlemde (5.9) denklemi ile verilen bu gember p <0 igin
merkezi Steiner noktasi olan bir elipse karsilik gelir. Ozel olarak p=—1 almirsa bu

¢ember merkezi Steiner noktasi olan bilinen Oklid ¢cemberine karsilik gelir [23].

p =0 i¢in (5.9) denklemindeki cember Galile diizlemindeki ¢cembere (cycle) karsilik
gelir. Galile diizlemindeki bu ¢ember (cycle), Oklid diizleminde bir parabole esittir.
Bu paraboliin tepe noktasi ise Galile diizlemindeki Steiner dogrusunun iizerinde
bulunur. p >0 igin ise (5.9) denkleminde verilen gember denklemi bir hiperbole
karsilik gelir. Eger 6zel olarak p =1 segilirse bu ¢ember Lorentz cemberine karsilik

gelir [35].
5.1.2. Genellestirilmis kompleks diizlemde Holditch-tipi teorem

C, genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ K, bir-parametreli diizlemsel hareketi
boyunca K, hareketli diizlemde sabit X ve Y noktalari verilsin. Ayrica bu

noktalardan olusan XY dogru parcast iizerinde sabit bir nokta Z olsun. Bu durumda

(4.18) ve (4.20) denklemlerinden

Z=Ax+uy (5.10)
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ve
7 =Ax"+ uy' (5.11)

iligkileri mevcuttur. Burada A+ =1 dir. (5.1) denklemi goz Oniine alimirsa K,

hareketli diizlemde XY dogru pargasi iizerinde verilen sabit Z noktasin ¢izdigi

yoriingenin siirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti, (5.11) denklemi yardimiyla

T, = j(ix’+,uy',ﬂx'+,uy'>p do,

ly

seklinde yazilabilir. Son denklemde genellestirilmis kompleks diizlemde i¢ ¢arpimin

dagilma 6zelligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

i = 12I<x’, x’>p do, +2ﬂ,uj<x’,y'>p do, +y2j<y', y’>p do, (5.12)

ly fy )

denklemi elde edilir.

(5.2) denkleminden K, hareketli diizlemde verilen sabit X ve Y noktalarinin Kp'

sabit diizleminde ¢izdigi yoriingelerin kutupsal atalet momentleri

T, = J‘<x', x')p do,
(5.13)
T, =[(y.y), 4o,

fy

seklinde yazilabilir. Ayrica K,/ K, hareketinin smirlandirldig [to,tl] zaman

araliginda X ve Y noktalarmin ¢izdigi yoriingelerin arasinda kalan yoriinge

egrisinin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti
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Ty = [(x.¥'),d6, (5.14)

fy

seklinde yazilabilir. O halde (5.12) denkleminde (5.13) ve (5.14) denklemleri yerine

yazilirsa,
T, = AT, +22uT,, + 1I°T, (5.15)

denklemi elde edilir. Burada 7}, ifadesine genellestirilmis kompleks diizlemde bir-
parametreli K, /K, diizlemsel hareketi icin karisik kutupsal atalet momenti

denir.

Karisik kutupsal atalet momentini hesaplamak icin (3.17) denkleminden X ve Y

noktalarinin sabit K, diizlemine gore yer vektorleri icin

oldugu goriiliir. (3.13) denklemi son denklem i¢in kullanilirsa karisik kutupsal atalet

momenti,

]

Ty, =J.<(x—u),(y—u)>p de,

fy
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denklemi ile elde edilir. Genellestirilmis kompleks diizlemdeki i¢ ¢arpim tanimi goz

oOniine almir ve son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa 7, karisik kutupsal

atalet momenti

h

Ty :_[((xl _“1)(y1 _u1)_p(x2 _uz)(yz _”2))d‘9p

fy

olmak tzere

] ]

Ty =(x, —pxzyz)J.dﬁp —(x, +y1)ju1d9p +p(x, +y2)ju2d9p +J.(u12 —puzz)dﬁp (5.16)

) f ) l

seklinde elde edilir. Son olarak (3.25) denklemindeki genellestirilmis kompleks
diizlemdeki pol noktalar1 ve (3.31) denklemindeki Steiner noktas1 kullanilirsa (5.16)

denklemindeki karigik kutupsal atalet momenti,
Ty =T, + 5;7 (xlyl — DX ), _('xl +) )Sl + p(xz +), )Sz) (5.17)
olarak elde edilir.

Simdi burada X =Y 06zel hali g6z 6niine alinsin. O halde (5.17) formiili
Ty =T,+9, (xl2 — px,” —2x,5, + 2px2s2)

seklinde elde edilir. Bu denklem ise (5.8) denklemindeki Steiner noktasi cinsinden
verilen kutupsal atalet momenti denklemiyle aynidir. Dolayisiyla (5.17) denklemi
(5.8) denkleminin daha genel bir halidir.

Ayrica (5.17) denkleminden ¢ikan bir diger sonug

=T, (5.18)
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olmasidir.

Simdi T, ve T, kutupsal atalet momentleri kullanilarak 7, karisik kutupsal atalet

momenti hesaplansin. O halde (5.8) ve (5.17) denklemleri dikkate alinirsa,
Ty =2Ty +T, =T, +3, (%7 = px,” = 2x5, + 2 px,s, ) - 2T,
—25p (xlyl — pX, ), —(x1 + )S1 +p(x2 +y2)s2)
+T,+68, (1) = py,’ =298, +2py,s, )
esitligi yazilabilir. Son denklemde gerekli islemler yapilirsa,
Ty =2Ty, +T; =9, ('xlz = px,” =2x), +2px,p, + 3] _pJ’22)
denklemi ve son olarak

Ty =20y +T, =6, ((x - 1) - p(x, =)' (5.19)

denklemi elde edilir.
Genellestirilmis kompleks diizlemde I. bolgede verilen sabit X ve Y noktalari

arasindaki uzaklik d olarak géz Oniine almnirsa (3.4) genellestirilmis kompleks

diizlemdeki uzaklik tanimindan
2 2 2
d>=(x~») -p(x,-»)
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla (5.19) denklemi

Ty —2Ty +T,=6,d° (5.20)
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olarak bulunur. O halde (5.20) denklemindeki karisik kutupsal atalet momenti, X ve
Y noktalarinin ¢izdigi yorlinge egrilerinin sinirladigr bolgelerin kutupsal atalet

momentleri cinsinden
o
T,(yzl(T,ﬂLTy)——"al2 (5.21)
2 2
seklinde elde edilir. Son denklem (5.15) denkleminde yerine yazilirsa,

T, = AT, + uT, — Aud d* (5.22)
esitligi bulunur. Burada A+ =1 seklindedir.

Simdi K, hareketli genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bolgesinde verilen X ve

Y noktalarmin ayni yoriinge tizerinde oldugu kabul edilsin. O halde 7, =7, esitligi

yazilabilir. Bu durum g6z oniine alindiginda (5.22) denklemi A+ =1 olmak iizere
T,-T,= /wépdz (5.23)
seklinde bulunur. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.3. (Holditch-Tipi Teorem): C, genellestirilmis kompleks diizlemde
K,/ K, bir-parametreli diizlemsel hareketi boyunca K, hareketli diizlemde verilen
sabit X ve Y noktalari XY dogru pargasint olustursun. Hareket boyunca [to,tl]
zaman araliginda XY dogru pargasmin ug noktalari 7, kutupsal atalet momentine
sahip ayn1 k, egrisini ¢izerken XY dogru pargasinin iizerinde bu noktalardan farkli
olarak verilen bir Z noktast da 7, kutupsal atalet momentine sahip baska bir £,
egrisi cizer. O halde C, genellestirilmis kompleks diizlemde K,/K I', hareketi

boyunca T, ve I, kutupsal atalet momentleri arasindaki fark genellestirilmis
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kompleks diizlem hareketinin p —ddnme acgisina ve bu noktalarin arasindaki uzakliga

baghdir.

C, genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket igin

Teorem 5.1.3.’te verilen Holditch-tipi teoremin bir sonucu asagidaki gibi verilebilir.

Sonu¢ 5.14. K , hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde sabit X ve Y
noktalarinin olusturdugu XY dogru pargas tizerinde sabit iki nokta Z, ve Z, olsun.
K,/ K, hareketi boyunca sabit diizlemde 7, ve Z, noktalari birbirinden farkl k,
ve kZ2 egrilerini ¢izerken X ve Y noktalar1 ayni &, egrisini ¢izsin. Eger &, ve kZ]

yoriinge egrilerinin siirladigr bolgelerin kutupsal atalet momentleri arasindaki fark

T, k, ve k, yoringe egrilerinin sinirladigi bolgelerin kutupsal atalet momentleri

arasindaki fark 7' ise T ve T’ arasindaki iligki

2 N -

iy
N
5

IS

seklindedir.

Ispat: K , hareketli genellestirilmis kompleks diizlemde sabit X' ve ¥ noktalarinin

olusturdugu XY dogru parcasi iizerinde Z, ve Z, iki sabit nokta olsun. O halde
(5.23) denklemi goz oniine alinirsa Z, noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi
bolgenin kutupsal atalet momenti 7, igin

YZ

1

TZI =Ty _517 ‘)El

p P

esitligi yazilabilir. Benzer sekilde Z, noktasmin ¢izdigi yoriingenin kutupsal atalet

momenti 7, i¢in
2
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1, =15, 7]

denklemi elde edilir. O halde son iki esitlikten

(5.24)

r=T, _Tz, = 5;; ‘EL ‘ﬁl

”
P

veE

YZ, (5.25)

T'=T,~T, =5,|XZ, |z

denklemleri yazilabilir. Dolayisiyla (5.24) ve (5.25) denklemleri kullanilirsa,

r [

il ‘)(z2

YZl
‘ ” olarak secilirse son denklemden

A K ‘)72
[z

p

olarak bulunur. Burada y = —+—= =—
/12 ILll ‘XZI

P

T .
oldugu goriiliir. Dolayisiyla — oram1 sadece X,Y,Z, ve Z, noktalari arasindaki

uzakliga baghdir.

C, genellestirilmis kompleks diizlemde Holditch-tipi teoremin bir genellemesi olan

teorem asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem 5.1.5. K, ve K, hareketli genellestirilmis iki kompleks diizlem olsun.
K, sabit genellestirilmis kompleks diizlem olmak tizere K, /K, ve K, /K,
hareketleri boyunca eger XY, dogru pargalarmin X, ve Y, (i=1,2) noktalari,

sirastyla, k, ve k, yoriinge egrilerini ¢gizerse X, ve Y, noktalarn ile dogrusal Z,
noktalar1 da 7, kutupsal atalet momentine sahip £, yoOriinge egrilerini belirler. £,

egrilerinin 7, kutupsal atalet momentleri arasindaki fark
T,-T,=6,ab(4* - 47)
seklindedir.

Ispat: ‘EL =Aa, ‘EL =Ab, d =X(a+b) olmak iizere (5.22)

denkleminden

1 2
T = m(ﬂquxl + hatl, )=5,4 ab

denklemi bulunur. Burada T, =7, =T, ve T, =T, =7, oldugu goz 6niine alinr

ve gerekli sadelestirme yapilirsa,

1
a+b

T = (bTy +aT,)-5,Aab (5.26)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde ‘XZZZ‘ =Aa, @‘ =Ab, d, =4 (a+b) olmak
p p

tizere (5.22) denkleminden

1

— _ 2
T, = m(lszXZ +Aaly, )-6,4, ab
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denklemi bulunur. Son denklemde gerekli sadelestirme yapilir ve 7\, =T, =T, ve

Iy =1, =T, oldugu dikkate alinirsa,

Tz:

7 (bTy +aT,)—-5,4, ab (5.27)

denklemi bulunur. Buradan (5.26) ve (5.27) denklemleri g6z oniine alinirsa,
T,—T,=6,ab( 4" - 1) (5.28)
denklemi elde edilir.

Ozel olarak A4 =0 alinirsa (5.28) denklemi

T,-T,=6,4,ab
olarak bulunur. Bu formiil (5.23) denkleminin aynmisidir. Dolayisiyla Teorem 5.1.5.,
genellestirilmis kompleks diizlemde Teorem 5.1.3.°te verilen Holditch-tipi teoremin

daha genel halidir.

Genellestirilmis kompleks diizlemde verilen Holditch-tipi teorem ile ilgili baz1 6zel

durumlar agagidaki gibi verilebilir.
Ozel Durumlar:

Ozel Durum 1: X,Y,.ZeK ) cC , noktalarinin Cp genellestirilmis kompleks

diizlemin I. koordinat ekseni iizerinde oldugu kabul edilsin. Bu durumda
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d=y—x
b=y—-z=21d
a=z—x=ud

a+b=d, 1+u=1

oldugundan (5.22) denkleminden
1
Tzzg(bTX+aTY)—5pab (5.29)

olarak bulunur. Ek olarak 7, =7, olarak alimirsa (5.29) denklemi
T,-T,=06,ab (5.30)
olarak elde edilir.

Ozel Durum 2. S =(s1,sz) Steiner noktasi hareketli K, diizleminin baslangic
noktasi (S (sl,sz):(0,0)) olarak segilsin. p=0 icin Galile diizleminde her ¢

aninda Steiner dogrusu olustugundan bu durumda Steiner dogrusu sanal eksenle

cakisik olarak (S = (O,S2 )) secilsin.
Bu durumda § (0,0) (S = (O, S, )) icin (5.8) denklemi g6z Oniine alinirsa,
T, =T, +5,(x’ — px,’) (5.31)
olarak bulunur. Benzer sekilde (5.17) denklemi i¢in de ayni1 islem uygulanirsa,
TXY=TS+§p(x1yl—px2y2) (5.32)

olarak elde edilir.
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Buna gore (5.31) ve (5.32) denklemleri gbz Oniine alimirsa 6, >0, X #§ ve X #Y

olmak {izere asagidaki yorumlar yapilabilir.

1. (5.31) denklemi goz dniine alinsin. Burada 6, >0 olmak lizere 7; >0 dir. Ayrica

genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bolgesinde calisildigindan xlz— px22 >0

ifadesi gecerlidir. O halde
T, >T

yazilabilir. Bu ifadeye § Steiner noktasinin 7, yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin

kutupsal atalet momentinin minimallik 6zelligi denir.

2. Simdi (5.31) ve (5.32) denklemleri kullanilarak 7', 7, ve T,, kutupsal atalet

momentleri arasindaki iliski yukarida bahsedilen 6zel sartlar altinda goz Oniine

alinsin.
T,-T,,+T,=T; +5p (xl2 —pxzz)—2TS —25p (xly1 —px2y2)+TS +5p (yl2 —pyzz)
denkleminde gerekli islemler yapilirsa,
T, -2T, +T, =9, (xlz —2x 0, + 3 —p(x22 -2x,y, +y22))
olmak {izere
T, -2T,,+T, =96, ((x1 —yl)2 —p(x2 —yz)z)

denklemi elde edilir. (3.4) denkleminde verilen genellestirilmis kompleks diizlemde

I. bolgedeki uzaklik tanimindan son denklem

Ty -2T +T,=6,d°



133

olarak elde edilir. Burada X ve Y noktalar1 arasindaki uzaklik d olarak alinmistir.

O halde 6, >0, d* >0 oldugundan
T,-2T,,+T,>0
olarak bulunur.

3. Simdi 7,7, —T,," ifadesi (5.31) ve (5.32) denklemleri kullanilarak hesap edilsin.
O halde

2

TXTY _TXY2 = (7?Sw +5p (x12 _p_x22 ))(7;, +6p (y12 _py22 ))_(T:S' +5p (xlyl — DX, ))
denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

I, T, _TXY2 = T55p (x12 =2x,y, +J’12 —px22 +pX, ), _pyzz)

+5p2 (x12y12 _px12y22 _px22y12 + p2x22y22 _x|2y12 + 2px]y1x2y2 _pzxzzyzz)

elde edilir. Burada (3.4) denkleminde verilen genellestirilmis kompleks diizlemde 1.

bolgedeki uzaklik tanimindan son denklemde gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
I, T, _TXY2 = TS5Pd2 _p§p2 (x1y2 —X) )2
bulunur. O halde asagidaki yorumlar yapilabilir:

a. p<0veya p=0 igin T,T,-T,° >0,

b. p>0icin T,T,-T, €R.

4. Son olarak (T, —T;)(T, —Ty ) —(Tyy —Ty)" denklemi (5.31) ve (5.32) denklemleri

kullanilarak hesaplanirsa,
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_ . . . 2 _ 2 2 2 2) o4 _ 2
P P P
(TX Ts)(TY TS) (TXY TS) 5 ('xl px; )5 (y1 by, ) 5 (xlyl pxzyz)

= _p§p2 (xlyz —XH0 )2
bulunur. O halde asagidaki yorumlar yapilabilir.

a. p<0icin (T, ~T,)(T, - T, )~ (T —T;) 20,
b. p=0icin (T, ~T,)(T, - T})~ (T, Ty ) =0,

c. p>0igin (T, ~T,)(T, ~Ty)~(Ty ~T;) <0.

Buradan goriiliir ki; p =0 i¢in bu ifade daima sifirdir. p <0 ve p >0 i¢in ise esitlik

durumu X,Y ve § noktalarinin dogrusal olmasiyla miimkiindiir.

5.2. Genellestirilmis Kompleks Diizlemde Dogrusal Olmayan Uc¢ Nokta icin
Holditch-Tipi Teorem

C, genellestirilmis kompleks diizlemde K, ve Kp', sirastyla, hareketli ve sabit

genellestirilmis  kompleks diizlemler olmak tzere K,/K p' bir-parametreli

diizlemsel hareketi boyunca sabit ¢ uzunluklu bir dogru parcasinin X ve Y ug

noktalari hareketli k, ve k, agik yoriingelerini ¢izsin. (4.59) denkleminden biliniyor

X
ki; K&, hareketli diizlemin @; normal vektorii yardimiyla =a, vektori ile

birlikte {al,az,a3} ortonormal gatis1 igin #, t, koordinat vektérleri ile @, a,

vektorleri arasindaki iligki

a; = psinpy t/+cospy t;

’ "ot s [ (533)
a2 :COSpl//ptl +smpt//pt2

seklinde yazilabilir. Ayrica @+ =1 olmak lizere (4.64) ve (4.67) denklemlerinden
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r'=ax'+fy' (5.34)
ve
' =ax'+ fy' +ca, (5.35)

iliskileri mevcuttur. O halde (5.2) denklemi yardimiyla Z noktasmin ¢izdigi

yoriingenin sinirladigi bolgenin kutupsal atalet momenti

P

T, = j (z,2) do (5.36)

ly

seklinde hesap edilir. Buradan (5.35) ve (5.36) denklemleri yardimiyla

n
T, =I(ax’+,3y’+ca;,ax'+,3y'+ca;>p do

P
)

ifadesi elde edilir. C, genellestirilmis kompleks diizlemde i¢ garpimin dagilma

Ozelligi kullanilirsa son denklem

T, = a2j<x',x’>p do, + 2a,8_[<x’,y’>p do + ﬂzj<y',y'>p do, +c2_[<a;,a;>p do,
Ul
+2cj<ax'+,3y',a£>p do,

seklinde elde edilir. Eger burada (5.13) ve (5.14) denklemleri dikkate alinirsa son

denklem

4 ]
T, =&’Ty + BT, +2apT,, +¢* [(a}.a}) dO, +2c[{ax'+ py'.a}) db,
N lo
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olarak bulunur. Son olarak (5.21) denklemi g6z Oniine alinirsa hareketli diizlemde

verilen sabit Z noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi

bolgenin kutupsal atalet momenti 7,

T, =aTly +pT, —afs,d’ +czj<a;,a;>p do, +2CJL<ax'+/3y',a;>P do, (5.37)

fy )

olarak hesap edilir. Simdi (5.37) denklemindeki integraller hesap edilsin. O halde
(5.33) denklemindeki

a, =cospy t/ +sinpy ¢,

]
esitliginden I(aé,aé)p do, integrali igin

ty

]

j(a;,a; >p do, = j(cospzw; — psin pzl//;)dﬁp (5.38)

) )

denklemi elde edilir. Genellestirilmis kompleks diizlemin 1. bolgesinde
cosp’y!, — psinp’y) =1

oldugu g6z oniine alinirsa (5.38) denklemi

[{@.a;) d6,=[d6, =5, (5.39)

ly fy

seklinde bulunur. Simdi (5.37) denklemindeki J. <Otx' + 4 y',a;>p d0, integrali hesap

fy

edilsin. Bunun i¢in (3.17), (4.58) ve (4.59) denklemlerinden
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P

I(ax’+ﬂy',a;>p do, =J.<a(x—u)+,8(y—u),a2>pd0

olarak yazilabilir. &+ £ =1 olmak iizere gerekli diizenlemeler yapilirsa,

i

I(ax’+ﬂy',a;>p deo, = I(ax+ﬂy—u,a2>pd6?p

fy 0}

esitligi yazilabilir. Burada (4.64) denkleminden r = ax+ Sy oldugu dikkate alinirsa

ZI((I’i —u,)cospy, — p(r, —uz)sinpwp)dé’p

:J‘(r1 COSpy , — pr,sinpy, —u, cospy , + pu, sinpt//p)d@p

ly

esitligi yazilabilir. Burada R(7,r,) noktast Z noktasinin XY dogru pargasma dik

izdiisiim noktasidir. O halde (4.46) denklemi yardimiyla son denklem
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h

I(ax’+[3y',a; >p do, = J.(h—u1 cospy, + pu, sinpt//p)dé?p (5.40)

l l
seklinde yazilabilir. Diger taraftan (4.53) denkleminden
h'=h—u,cospy, + pu,sinpy,

oldugu g6z oniine alinirsa (5.40) denklemi

]

[(ax'+By'.da}) =[Hdy, (5.41)

ty ty

olarak bulunur. Boylece (5.37) denkleminde verilen hareketli diizlemdeki sabit Z

noktasinin sabit diizlemde ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigi bolgenin kutupsal

atalet momenti 7,
T, =aT, + BT, —aps,d” +c(cs,+2L,,) (5.42)

esitligi ile elde edilir. Burada L,,, X ve Y noktalarinin olusturdugu zarf egrisinin

uzunlugudur.

Simdi X ve Y noktalarinin ayni yoriinge egrisinin iizerinde oldugu kabul edilsin.

Bu durumda 7, =7, oldugundan o+ £ =1 olmak iizere (5.42) denklemi
T, T, =apd’s,—c(cd,+2L,, )
seklinde elde edilebilir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.6. C, genellestirilmis kompleks diizlemde K,/ /K bir-parametreli

diizlemsel hareketi esnasinda K, dizleminde sabit X ve Y noktalari ve XY dogru
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pargasi lizerinde olmayan bir Z noktasi verilsin. Belirli bir zaman araliginda K&,
diizleminde verilen sabit X ve Y noktalar1 aym1 k, yoriinge egrisini ¢izerken Z
noktas1 da baska bir k, egrisini ¢izer. Bu egriler arasinda kalan bdlgenin kutupsal

atalet momenti, genellestirilmis kompleks diizlemdeki hareketin donme acisina,

X,Y,Z noktalar1 arasindaki uzakliga ve X ve Y noktalarinin olusturdugu zarf

egrisinin uzunluguna baghdir.

Bu teorem genellestirilmis kompleks diizlemde dogrusal olmayan {i¢ nokta i¢in

Holditch-tipi teorem olarak adlandirilir.

Eger burada 6zel olarak ¢ =0 alinirsa (5.42) denklemi

T, =al, + pT, —aps d’ (5.43)

olarak indirgenir. Bu formiil ise dogrusal ii¢ nokta i¢in kutupsal atalet momenti
formiilii ile aynidir. Dolayistyla (5.42) denklemi (5.43) denkleminin daha genel
halidir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Mekanigin bir alt dali olan kinematik, bir noktanin veya nokta sisteminin zamana
bagli olarak meydana getirdigi yer degistirmelerini inceleyen bir bilim dalidir.
Dolayisiyla, kuvvet ve kiitle kavramlari, kinematik hesaplamalarinda higbir rol
oynamaz. Kinematik ile ilgili glinlimiize kadar pek ¢ok calisma yapilmistir [1-9, 12-
28, 30, 32-36, 43-60] ve halen yapilmaya devam edilmektedir. Kinematik ile ilgili
yapilmis bu ¢aligmalarin temeli, 19. yiizyilda 1-parametreli kapali diizlemsel hareket
i¢cin Holditch tarafindan ifade edilen "Klasik Holditch Teoremi" [17] ve Steiner
tarafindan verilen "Steiner Alan Formiilii"niin [18] bulundugu bu iki calismaya
dayanmaktadir. Ek olarak, bu Orneklere dair pek cok calisma, geometrinin g¢esitli
dallarinda da bilime 6nemli katkilar saglayacak diizeydeki birgok kaynagi iceren
"Geometrie und ihre Anwendungen" (Geometri ve Uygulamalar1) [43] adli kitapta

bulunmaktadir.

Kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel hareket i¢in hareketli diizlem
iizerinde verilen bir noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin siirladigi bolgenin alani
Steiner noktasi cinsinden Miiller [27] tarafindan ve yine bu hareket i¢in Holditch
teoremi Miiller tarafindan [23]’de verilmistir. Hiperbolik diizlemde ise Holditch
teoremi Yiice ve Kuruoglu tarafindan [28]’de ¢alisiimistir. Galile diizleminde heniiz
literatiirde bu teoremle ilgili bir ¢alisma mevcut degildir. Dolayisiyla 6n calisma
olarak dncelikle Galile diizlemindeki bir-parametreli diizlemsel hareket i¢in Holditch
teoremi ispatlanmistir. Bu tezin orijinal kismi olan doérdiincii boliimde; yukarida
bahsedilen ¢aligmalar goz Ontine alinarak kompleks, Galile ve hiperbolik diizlemlerin
bir genellemesi olan genellestirilmis kompleks diizlemde bir-parametreli diizlemsel
hareket altinda hareketli diizlemde verilen sabit bir noktanin sabit diizlemde ¢izdigi
yorliinge egrisinin simirladigi  boélgenin alan1 hesaplanmistir. Ayrica hareketli
diizlemde dogrusal ii¢ nokta alinarak bu noktalarin sabit diizlemde ¢izdigi

yorilingelerin alanlar1 arasindaki iligkiyi veren Holditch teoremi verilmistir. Ek olarak
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genellestirilmis kompleks diizlemde verilen Holditch teoremi ile ilgili bazi teorem ve
sonuglar elde edilmistir. Daha sonra yukarida bahsedilen Holditch teoremini

genelleyerek dogrusal olmayan ii¢ nokta i¢in bu teorem ispat edilmistir.

Atalet momenti kat1 cisimlerin, kendi rotasyon hareketlerindeki degisime karsi
eylemsizligini gosterir. Duran bir cismin eylemsizligi cismin kiitlesi oldugu gibi,
donen bir cismin eylemsizligi de atalet momentidir. Bir cismin atalet momenti onun
donmeye karsi direncinin bir dlglimiidiir. Ornegin; doénen biiyiik bir tekerlegi
durdurmak veya donmeye baslatmak kiiciik tekerlekten daha zordur. Matematiksel
olarak bu olayin biiylik tekerlegin daha biiylik atalet momentine sahip olmasi

nedeniyle oldugu gosterilebilir.

Bu tezin bir diger orijinal kismi olan besinci boliimde; genellestirilmis kompleks
diizlemdeki bir-parametreli diizlemsel hareket altinda hareketli diizlemde verilen
sabit bir noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin sinirladigr bolgenin kutupsal atalet
momenti hesaplanmistir. Daha sonra dogrusal {ic noktanin sabit diizlemde ¢izdigi
yoriingelerin kutupsal atalet momentleri arasindaki iligkiyi veren Holditch-tipi
teorem verilmistir. Ek olarak, Holditch-tipi teoremle ilgili onemli teorem ve sonuglar
elde edilmistir. Son olarak ise, genellestirilmis kompleks diizlemde Holditch-tipi

teoremi genellenerek bu teorem dogrusal olmayan {i¢ nokta icin ispatlanmstir.

Bu tezden yola c¢ikilarak genellestirilmis kompleks diizlemde bir parametreli
diizlemsel hareketler i¢in bir noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin siirladigr bolgenin
alan1 homotetik hareketler i¢in g¢aligilabilir. Ayrica yine bu diizlemde homotetik
hareketler i¢in Holditch teoremi ispatlanabilir. Ve son olarak yine bu tez yardimiyla
cizilen yoriinge egrisinin sinirladigir bolgenin kutupsal atalet momenti homotetik
hareketler i¢in hesaplanarak Holditch-tipi teoremler elde edilebilir. Dolayisiyla bu
tezin 6zellikle kinematik ve hareket geometrisi ¢alisan matematik ve fizik alanlarinda

biitiin bilim adamlari i¢in faydali olacag diigiiniilmektedir.
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