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OZET

Anahtar kelimeler: Homotetik Cayley Doniisiimii, Homotetik Cayley Formiilii,
Homotetik Hareketler I¢in Rodrigues-Euler Parametreleri, Homotetik Donme
Matrisleri.

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, literatiir arastirmasi
verilip ¢aligmanin amacindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, ilk olarak E”, n—boyutlu ve [E’, 3—boyutlu Oklid uzaya;
sonrasinda E!', n— boyutlu ve E;, 3—boyutlu Lorentz uzaya ait temel kavramlara

yer verilmistir. Ayrica bu uzaylara goére, genel ve homotetik hareketler i¢in temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii béliimde, Oklid ve Lorentz uzayda genel hareketler icin verilen Cayley
formiilii, Euler-Rodrigues parametreleri ve hareketin donme eksenleri ile ilgili
calismalardan bahsedilmistir.

Dordiincii bolim ve sonrasi, ¢alismamizin orijinal kisimlarini teskil etmektedir.
Bu béliimde, E”, n—boyutlu Oklid uzayda Cayley formiilii ve [E°, 3—boyutlu

Oklid uzayda Cayley doniisiimii, Euler-Rodrigues parametreleri, hareketin dsnme
eksenleri homotetik hareketler i¢in elde edilmistir.

Besinci boliimde, bir dnceki bolimde elde edilen bulgular Lorentz uzay igin
verilmigtir. Ayrica spacelike ve timelike ayrimi detayli incelenmis, bu ayrimdan
dogan farkli sonuglar, tanim ve teoremler karsilagtirmali olarak sunulmustur.

Altinct ve son bolimde, calismamizdan elde edilen sonuglar ve Onerilere yer
verilmistir.

vii



CAYLEY FORMULA, EULER PARAMETERS and
APPLICATIONS FOR HOMOTHETIC MOTIONS

SUMMARY

Keywords: Homothetic Cayley Mapping, Homothetic Cayley Formula,
Rodrigues-Euler Parameters for Homothetic Motions, Homothetic Rotation
Matrices.

This study consists of six sections. In the first section, literature review and the
aim of the study are given.

In the second section, basic concepts firstly for E”, n— dimensional, E’, 3—
dimensional Euclidean spaces and then for E!, n—dimensional and E;, 3-

dimensional Lorentzian spaces are given. Besides some definitions and theorems
which belongs to these spaces are presented for general and homothetic motions.

In the third section, some studies and indications about Cayley formula, Euler —
Rodrigues parameters and rotation axes of motions are given for general motions
in Euclidean and Lorentzian spaces.

The fourth section and the rest of this study constitute original parts of the thesis.
In this section, Cayley formula is obtained in E", n — dimensional Euclidean space
and Cayley transformation, Euler — Rodrigues parameters, rotation axises of
motions are obtained in E’, 3—dimensional Euclidean space for homothetic
motions.

In the fifth section, indications which are obtained in fourth section are given for
Lorentzian space. Additionally, distinctions which occurs from the differences of
notions of spacelike and timelike are detailed reviewed. Then the definitions and
the theorems are presented comparatively.

In the sixth and last section, the conclusions which are obtained in this study and
suggestions for the next studies are given.
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BOLUM 1. GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramini igermeyen bir daldir. Yani kinematik, nokta
sisteminin (cismin), belirlenen bir noktaya gdre, zamana bagli olarak yer
degistirmesini inceler. Bu yer degistirmeler i¢inde en geneli, homotetik hareketler
olarak anilir. Homotetik hareketler, genel hareketlerden farkli olarak, uzakligi degil
acty1 koruyan doniisiimlerle tanimlanir. Dolayisiyla homotetik hareketler, genel
hareketlerin bir genellemesi olarak ele alinir. Ote yandan kinematikte, dénme ve buna
bagli olarak donme ekseninin bulunmasi 6nemli yere sahiptir. Bu konuya iliskin
Matematik ve Mekanik’te 6nemli bir yere sahip olan Euler - Rodrigues formiili, {i¢
boyutlu uzayda bir vektoriin donmesini tanimlar. Bu formiil, Euler’ in 1775 yilinda
kendi adin1 verdigi dort parametreyle ifade ettigi, bir eksen etrafindaki donme tanimini
baz alir. Sonrasinda Rodrigues, bu formiili 1840 yilinda, donme ekseninin
bilesenleriyle donme agisinin yarisinin tanjantini birlestirerek elde ettigi Rodrigues
parametreleri ile ifade etmistir. Ote yandan Cayley, 1846 yilinda antisimetrik ve pozitif
ortogonal matrisler arasinda, kendi adiyla anilan bir doniisiim tanimlamistir. Bu
doniisiim sayesinde, belli bir eksen etrafinda yapilan her donmeye karsilik bir pozitif

ortogonal matris elde edilir.

Bu konularla ilgili olarak; Miiller, Oklid uzayda 1— parametreli hareketler ve bunlarla
ilgili temel kavramlar iizerine detayh bir sekilde calismustir [1,2]. Chong, Oklid uzayda
Cayley formiilii yardimiyla donme matrislerinin elde edilmesi tizerine ¢aligmistir [3].
n-boyutlu Oklid uzayda hareketler, ve ani vida ekseni ile ilgili Hacisalihoglu nun
calismalar1 bulunmaktadir [4,5]. Hacisalihoglu ve Arslan, homotetik doniigiimler
uzayini tanimlamistir [6]. Birman, Bottema ve Ergin Lorentz uzayda 1- parametreli
hareketler ve Lorentz uzaya ait temel kavramlar iizerine ¢calismislardir [7-9]. Biikceii,
Oklid ve Lorentz uzayda Cayley déniisiimiinii vermis, Oklid uzayda bir donme
hareketi i¢in Rodrigues ve Euler parametrelerini tanimlamistir [10-12]. Lorentz

uzayda bir donme hareketi i¢cin Rodrigues ve Euler parametreleri, Kecilioglu ve



Ozkald: tarafindan verilmistir [13,14]. Giingdr ve Tosun, 3 —boyutlu Lorentz uzayda
1—parametreli hareketler iizerine ¢alismislardir [15]. Ote yandan Tosun, Kiigiik ve
Glingdr 3-boyutlu Lorentz uzayda homotetik hareketler {izerine bir ¢alisma

yapmuslardir [16].

Bu bilgiler 15181nda; ¢alismamizda, bahsi gegen konularin, homotetik hareketler i¢in
genellestirilmesi hedeflenmistir. Bu hedef dogrultusunda Oklid ve Lorentz uzayda
homotetik hareketler icin Cayley formiilii ve doniisiimii tanimlanarak literatiire
katilmistir. Ote yandan yine Oklid ve Lorentz uzayda Rodrigues ve Euler parametreleri
homotetik hareketler i¢in genellestirilmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar

uygulamalar ve sekillerle desteklenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde Oklid ve Lorentz Uzaya ait temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Oklid Uzayda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. 4, bostan farkli bir ciimle ve ¥ ’de bir K cismi tizerinde vektor uzay1

olmak tizere asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

fiAxA—>V

fonksiyonu varsa A4 ’ya V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir. Burada

i) VP,O,Re 4 i¢in f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)
iil) VPe A ve VaeVigin f(P,Q)=a

olacak bigimde bir tek Q € A noktasi vardir [17].

Tanim 2.1.2. Bir reel afin uzay 4 ve A4 ile birlesen vektoér uzayi da V' olsun. V' ’de

Oklid i¢ carpim islemi

< , >:V><V—>R

C 2.1
(55’)7)_)<X:’j}>:zxiyi’ x=(x), y=(), 1<i<n @1

i=1



seklinde tanimlanirsa, bu islem yardimi ile 4 ’da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar
tanimlanabilir. Boylece 4 afin uzayi, Oklid Uzay1 adim alir. Ozel olarak 4=TR"
noktalar ciimlesi ve V' =R", n— boyutlu standart vektor uzayi olarak alinirsa, Oklid ig
carpimi ile birlikte A4 climlesine, R" vektdr uzay: ile birlestirilmis »— boyutlu

Standart Oklid Uzay1 denir ve E" ile gosterilir [17].
Tanim 2.1.3.
d:E"xE" >R

(X.7) > d(X.1)=[XF] = 3, -x)’

olarak tanimlanan ¢ fonksiyonuna E" Oklid uzayda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y)

reel sayisina da X,Y € E” noktalar1 arasindaki uzaklik denir [17].
Teorem 2.1.1. E" ’de uzaklik fonksiyonu bir metriktir [17].
Tamm 2.1.4.

d:B'xE" >R
(X,Y) > d(X,Y)= HX—YH

bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E"’de Oklid metrigi denir.
Oklid i¢ carpimimin R" de bir diger ifadesi, V&, f € R” igin
(@ B)=al|B|coso

bigiminde verilebilir. Burada @ acisi, @ ve S vektorleri arasindaki ag1 olup pozitif

yonde Ol¢iiliir. Buradan



(@)
7

cosf =

g
yazilir. Boylece VX,Y,Z e E" igin X YZ acisinin Olclisti

SER (2.2)
7|7

0059:‘

denkleminden hesaplanan & reel sayisidir [17].

Tamm 2.1.5. E"’ de sirali bir {F,,B,P,,...,P,} nokta (n+1)-lisine R"’de karsilik

n

gelen {POPI,POPz,...,POPn} vektor n-lisi R" i¢in bir ortonormal baz ise

{P),P,P,,... P} sistemine E" in bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir [17].

0>7 127255 p

Tanmm 2.1.6. E"’de E,=(0,0,...,0),E, =(1,0,...,0),....E, =(0,0,...,1) olmak iizere

{E,.E,,...,E,} catisina Standart Oklid ¢atis1 denir [17].

Tanim 2.1.7. Bir i¢ ¢carpim uzayinda herhangi bir x vektoriiniin normu (uzunlugu);
- e
olarak tanimlanir [18].

Tamim 2.1.8. Normu 1 olan vektore birim vektor denir. Eger x#0 ve ;;t 0 iken
<;c, ;> =0 ise bu iki vektor birbirine ortogonaldir denir. Sifirdan farkli vektorlerin bir

S climlesinde, herhangi iki vektor birbirine dik ise bu S ciimlesine de ortogonaldir

denir [18].



Tamim 2.1.9. A", A4 matrisinin transpozu olmak iizere,
A=—A" (2.4)
esitligini saglayan matrise, antisimetrik matris denir [18].

Teorem 2.1.2. (Cayley — Hamilton): Her kare matris, kendi karakteristik denkleminin

bir kokiidiir. Yani,
P(A)=det(A-A1,)
karakteristik denklemi i¢in
P(A4)=0

dir [18].

Tanim 2.1.10. E", n— boyutlu Oklid uzayda bir cismin 1- parametreli hareketi,

s

seklinde tanimlanir. Burada 4 € SO(n) pozitif ortogonal bir matris, ¢ € R} bir siitun

matrisi, 4= A(t) ve ¢=c(t) t zaman parametresinin C* fonksiyonlaridir. x ve y

aynt bir P noktasinin, sirastyla, H hareketli ve H' sabit uzaylarinin ortonormal
koordinat sistemlerine gore yer vektorleridir. #=¢, aninda H've H nin koordinat
sistemleri ¢akisik olarak ele alinacaktir. Bu c¢alismada, yukaridaki 1-parametreli

hareket H/H' ile gosterilecektir. Bu hareketin orijin etrafinda bir donme belirten

kismi y = Ax dir [4].



Tanmm 2.1.11. A4, nxn tipinde ortogonal bir matris ve A=kl , k €R seklinde bir

skaler matris olsun. Bu durumda,
H=h4 (2.6)

matrisine bir homotetik matris denir. Homotetik doniistimlerin ctimlesi H(M),
fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir gruptur. H(M) homotetik doniisiimler
climlesine karsilik gelen, H (M ) homotetik matrislerin climlesi de matris ¢arpimi
islemine gore bir gruptur. Béylece H (M ) ciimlesine karsilik gelen H(M) ciimlesi,
grup izomorfizmidir. Ayrica homotetik matrisler ciimlesi ]HI(M ), bir matris Lie

grubudur.

E", n—boyutlu C* —manifold ve (U, ) bir koordinat komsulugu olsun. Bu durumda

asagidaki fonksiyonlar vardir:

f.={h|,

< 0
B —ankiax.

k=1

o) b | X} VX € GU), f, e HB(E"),

hi

(f.) lineer doniisiimii, E" de bir homotetik doniisiim olarak adlandirilir [6].
Teorem 2.1.3. {]B%(E” )(E”, GL(n,R))} ciimlesi verilsin. O halde
VcB", w:n ' (V)—>VxGL(nR)

doniisiimii vardir. Bu ifade eder ki; her homotetik matris, bir homotetik doniisiim

belirtir [6].



Tamm 2.1.12. M c E" egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda

W= {a o ",...,a(’)} sistemi lineer bagimsiz ve Va(k), k >r igin

o e Sp {w}

olmak iizere, ¥ ’den elde edilen {V],...,Vr} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-

Frenet r —ayakli alani ve me M igin {V;(m),...,V, (m)} ye ise m e M noktasindaki

Serret-Frenet r —ayaklis1 denir. Burada 1<i<r olmak ilizere Her bir V,’ye Serret-

Frenet vektor alani denir [17].

Tamm 2.1.13. M cE" egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ ya

kargilik gelen () noktasindaki Frenet »—ayaklist {] (s),....¥, (s)} olmak iizere,

kI >R, 1<i<r

s>k, (S)=<V,»'(S):Vi+1(s)>

seklinde tanimli &, fonksiyonuna M egrisinin 7 — yinci egrilik fonksiyonu ve s e/

igin k, () reel sayisma da « () noktasinda M ’nin i — yinci egriligi denir [17].

Teorem 2.1.4. M c E" egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ yay
parametresi olmak tizere, «(s) noktasinda i—yinci egrilik £, (s) ve Frenet r—

ayaklis {V1 (8)senV, (s)} ise

r

i) V'(s)=k(s)V,(s)
i) V,'(s)

iii) V,'(s)

—k_ ($)V_ (8)+k (s)V,, (s), 1<i<r (2.7

Il
|
b
T
—_
)
~
,‘N
—~~
©”
~



esitlikleri vardir [17].

Tanim 2.1.14. (2.7) denklemleri ile verilen denklemlerin matris gdsterimi

‘vl [0 kK 0 - 0 0 o ¥ ]
v, -k 0 Kk - 0 0 0 v,
V' 0 -k 0 - 0 0 0 v,
Co=] : Do : : : : (2.8)
I/r—Z ' 0 0 0 0 kr—2 0 I/r—Z
Vr—l ' 0 _kr—z 0 kr—l Vr—l
V. L0 o 0 - 0 k., O]V |
seklindedir. (2.8) esitliklerine Frenet formiilleri denir. Ozel olarak n =3 igin
o & o
Vil=l-k 0 k||, (2.9)
v 0 —k 0]V

esitligi elde edilir. Burada 1 inci egrilik olan £, (s) degeri sadece egrilik ve 2 —nci

egrilik olan £, (s) degeri de burulma (torsiyon) olarak adlandirilir [17].

Teorem 2.1.5. Bir S reel antisimetrik doniisiimiiniin tim 6z degerleri imajiner eksen

tizerindedir [3].

Teorem 2.1.6. Bu = Au (;l # O) olacak sekilde bir B matrisinin bir 6z degeri A ise bu

taktirde B"u = A"u dur [30].

Teorem 2.1.7. f reel degiskenli, reel katsayili bir polinom ve B bir kare matris olmak

uzere

Bu=du = f(B)u=f(1)u
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esitlikleri elde edilir [3].
2.2. Lorentz Uzayda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. V', sonlu boyutlu reel vektor uzay1 olmak iizere,

<, >L:V><V—>R

2-lineer fonksiyonu her v,w eV vektorii igin (v,w), =(w,V), Ozeligini sagliyor ise,

(,),"ye Viizerinde bir simetrik 2 —lineer form denir [19].

Tanmm 2.2.2. V', vektor uzay1 lizerinde bir simetrik 2 —lineer form < , >L olsun. Bu

takdirde,

i) VeV, v=0 igin (v,¥) >0 ise (,) simetrik 2—lineer formu, pozitif
taniml,

ii) YvelV, v#0i¢in <\7,\7>L <0 ise < , >L simetrik 2 —lineer formu, negatif
taniml,

iii) Vel ,v#0igin (¥,v), >0 ise (, ), simetrik 2 —lineer formu, yari-pozitif

taniml,
iv) YveV,v+#0 icin <\7,\7>L <0 ise < , >L simetrik 2 —lineer formu, yari-negatif
tanuml,
V) VeV igin (v,w) =0 igin ¥ =0 oluyorsa (), simetrik 2 - lineer formuna

nondejenere, aksi halde dejenere adi verilir [19].

Tamim 2.2.3. < , >L , V' lizerinde simetrik 2 —lineer form ve W ’da V' ’nin bir altuzay1

olsun. < , >L 'nin W lizerinde kisitlanmisi < , > olmak iizere,

L|W

(), |y Wxw >R
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negatif tammli olacak sekilde en biiyilkk boyutlu /¥ altuzaymm boyutuna, ()

L

simetrik 2-lineer formun indeksi denir. Eger < , >L "nin indeksi v ise 0 <v <boyl ’dir

[19].
Tamim 2.2.4. M , tiirevlenebilir (C” sinifindan) manifold olsun.

(a2 (M) > € (. R)
(5.5) > (5.5),

seklinde tanimlanan simetrik, 2-lineer ve nondejenere metrik fonksiyona M {iizerinde

bir metrik tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksi M manifoldunun indeksi olarak

ifade edilir. M bir C” sinifindan manifold olmak iizere, ;((M ) ’de taniml < , >L ic

carpim fonksiyonu, M ’nin her bir tanjant uzayina bir i¢ carpim indirger, dyle ki

X,yey(M)ve PeM igin X,,y, €T, (P) dir. Boylece,
()] T (P)xT, (P) >R

simetrik, 2—lineer ve nondejenere doniisiim tanimlayan < , > . ‘P fonksiyonuna

T,, (P) tizerinde bir metrik tensér denir [19].

Tamm 2.2.5. M bir C” sinifindan manifold ve < , >L ’de M iizerinde sabit indeksli

bir metrik tensor olmak {izere (M ,< , > L) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir.

M ’nin indeksi v olmak iizere 0 <v <n=boyM igin, eger v =0 ise M bir Riemann

manifoldu, v=1 ve n>2 durumunda ise M bir Lorentz manifoldu adin1 alir [20].

Tamim 2.2.6. R", n— boyutlu Oklid uzay1 verilsin. 0 <v <n olmak iizere,



<X’)7>L =—Zx,.y,- + Z XV
i=1

j=v+l

seklinde bir metrik tensér tamimlanirsa, secilen uzay yari-Oklid uzay olarak

isimlendirilir ve R” ile gosterilir. Ozel olarak v=1, n>2 durumunda ise R}, n—

boyutlu Lorentz uzay adini alir. Metrik tensor, Lorentz metrigi olarak adlandirilir [20].

Tamm 2.2.7. X =(x,,x,,...,x,) € R] olsun. Eger

i) (¥,X), <0 ise X e timelike vektor,
ii) (%,%), >0veya X = 0 ise X ’e spacelike vektdr,

iiii) (%,%), =0ve X #0 ise X e null (lightlike) vektor ad: verilir [19].

Tanim 2.2.8. R}, n—boyutlu Lorentz uzay1 olsun. VX, y € R} i¢in

ise X ve y vektorleri Lorentz anlamda ortogonaldir [19].

Tanim 2.2.9. R}, n—boyutlu Lorentz uzayn biitiin timelike vektorlerinin climlesi 7

olsun. Boylece Vuer icin

C(u)={rer|(ux) <0l

bi¢iminde tanimlanan C(u) climlesine u vektoriini igeren R} ’in bir time-konisi

denir [19].
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Teorem 2.2.1. u,w Lorentz uzayda iki timelike vektor ayni konidedir ancak ve ancak

(ii,w), <0’dr [19].

Tanim 2.2.10. X =(x,,x,,...,x,) € R} i¢in X vektdriiniin normu

%], = y|(%.%), | (2.10)

ile tanimlanir [19].

Tanim 2.2.11. # ve w, 3—boyutlu Lorentz uzayda iki vektor olmak tizere, bu iki

vektor arasindaki aci;

i) u ve w timelike iki vektor ise

(@5), =, I, coshg o
| A, =], 3], sinh ¢,
ii) u spacelike ve w pozitif timelike vektorler ise
5.5, =J, s, o)
| A, =], [3#], cosh ¢,
seklinde tanimlanir [14,19].
-1 0 0
Teorem 2.2.2. o =| 0 1 0| isaret matrisi olmak {lizere, n x n tipinde bir 4 matrisi
0 0 1

i¢cin asagidaki ifadeler denktir:

i) A semiortogonal bir matristir.
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i) 4" =c4’'¢
iii) 4’ nm siitunlart R”’in bir ortonormal bazini olusturur (ilk v tanesi timelike
vektor).

iv) 4, R’ ’in herhangi bir ortonormal bazini, ortonormal bir baza tasir [19].

Teorem 2.2.3. M’ (n23) bir yari-Riemann manifoldu ve o:R—> M’

diferensiyellenebilir null olmayan bir egri olsun. Bu egrinin herhangi bir noktasindaki

Frenet vektorleri, {V,,V,,...V,} ve &_ =(V,V) olmak iizere, Frenet vektorleri

> n

arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir [21]:

i) DV, =kV,
i) DV, =—¢,,6 k. V. +kV,,, 1<i<n (2.13)
iii) l)V1 I/r = _gr—Zgr—lkr—ll/r—l .
Bu denklemlerin matris gdsterimi
Dl o ko0 - 0 0 0¥ ]
DVy | | ek, 0 K 0 0 0|7
D,V 0 -g&k, 0 - 0 0 0 (| ¥
: = : : Do : : : Do(214)
DV, , 0 0 0o - 0 k., 0|V,
DV Vr—l 0 0 0 o _gr—38r—2kr—2 0 kr—l I/r—l
DV, 0 0 0o - 0 &,k 0 ||V |

seklindedir. Burada v =1 i¢in Lorentz manifoldu elde edilir ve n =3 i¢in bu Lorentz

manifoldunda bir egrinin Frenet denklemleri incelenebilir:

i) a timelike bir egri olmak tizere;
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V, timelike, V, ve V; spacelike vektor alanlaridir. O halde g, =-1, ¢, =1, &, =1’dir.

Bu durumda Teorem 2.2.3 geregince

DVl [o &k 0]V
DV, |=|k 0 Kk |V, (2.15)
D,V, 0 -k 0|1

elde edilir.

ii) o spacelike bir egri olmak tizere;

a) V, spacelike, V, timelike ve V, spacelike vektor alanlari olsun. Bu durumda

& =1 ¢ =-1, g =1"dir. O halde Teorem 2.2.3 geregince

DVl [o k o]V

DVle =k 0 Kk, ||V, (2.16)
DV, | L0 k O0]F

elde edilir.

b) V, spacelike, V, spacelike ve V, timelike vektor alanlari olsun. Bu durumda

& =1 ¢ =1, &, =-1"dir. O halde Teorem 2.2.3 geregince

DV, 0 k 0]
DV, |=|~k 0 K ||V, (2.17)
D,V, 0 Lk 0|1

elde edilir.



Tamm 2.2.12. R’, 3—boyutlu Lorentz uzayda S’ =—&Se esitliginin saglayan S

matrisine Lorentz anlamda antisimetrik matris denir [19].

Teorem 2.2.4. v =(x,y,z) ve § =(a,b,c) gibi iki vektoriin, Lorentz anlamda vektorel

carpimi,

(2.18)

6 6 &
sAn,v=detl a b c
X z

ve

S A, V=(yc—bz,xc—az,ay—bx)

biciminde tanimlanir. § vektoriine karsilik gelen matris

0 - b
S=|c 0 -a
-b a 0

ise Sv=5 A, v esitligi vardir. Burada

X
v=|y

z
seklindedir [10].

Teorem 2.2.5. R}, 3—boyutlu Lorentz uzayda dért vektor i = (a,b,c), v=_x1z),

w=(p.q.r) ve f =(k,I,m) olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur [10].
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Teorem 2.2.6. 3x3 tipinde Lorentz anlamda antisimetrik bir matris S ve bu matrise

karsilik gelen vektor s olsun. Bu durumda

i) s, timelike bir vektor ise S matrisinin tiim 6z degerleri imajiner eksen iizerinde

bulunur [12].

ii) s, spacelike bir vektor ise S matrisinin tim 06z degerleri reel eksen iizerinde

bulunur [12].

Teorem 2.2.7. R}, 3—boyutlu Lorentz uzayda, 4 semiortogonal dénme matrisi,

timelike vektorleri timelike vektorlere, spacelike vektorleri spacelike vektorlere ve

null vektorleri null vektorlere dontistiiriir [14].



BOLUM 3. CAYLEY FORMULU ve UYGULAMALARI

Bu boliimde daha dnce ¢alisilmis olan; E”, n— boyutlu Oklid uzayda 1- parametreli
hareketler igin Cayley formiilii; E*, 3—boyutlu Oklid uzayda ve E;, 3—boyutlu

Lorentz uzayda 1-parametreli hareketler icin Rodrigues ve Euler parametreleri,
Cayley doniisiimii tanitilacaktir. Alternatif yontemlerle Cayley formiiliiniin elde edilisi

ve geometrik olarak yorumu verilecektir.

3.1. Oklid Uzayda 1-Parametreli Hareketler icin Cayley Formiilii, Euler -

Rodrigues Parametreleri ve Cayley Doniisiimii

y = Ax orijin etrafinda bir donme hareketi, 7 = ;/—;c ve § = ;/ +x, E",n —boyutlu

Oklid uzayda iki vektdr olmak iizere,
(7.2)=0 3.1)

oldugu goriiliir. Yani f ve g vektorleri ortogonadir. y = Ax esitligi goz 6niine

alinirsa,
f=(4-1)x ve g=(A+1I,)x (3.2)

olur. A, A matrisinin 6z degerlerini gostermek iizere, 4 'nin karakteristik denklemi

det(A4—Al,)=0"dir. Burada A=-1 6z degerini harig tutarsak det(A4+1,) 0 dur.

Bu ifade eder ki 4+, regiilerdir. (3.2) ile verilen denklemlerin ikincisinden x elde

edilip, birincide yerine yazilirsa,



19

-1 —

f=(A-1)(4+1,) "¢ (3.3)

elde edilir. Burada

C=(4-1)(4+1,)" (3.4)
alinirsa
f=Cg (3.5)

olur. Buradaki nx n tipindeki C matrisi, antisimetriktir [10].

(3.4) denklemi g6z Oniine alinirsa,
(1,+C)=(1,-C)4 (3.6)

oldugu goriilebilir. Burada C antisimetrik matrisinin karakteristik denklemi
det(C—/Un) =0’dir. Diger taraftan bir kare matrisin determinanti, 6z degerleri
carpimi ve bir reel antisimetrik matrisin sifirdan hari¢ 6z degerleri imajiner eksen
tizerinde oldugundan dolay1 detC > 0’dir. Bu ifade eder ki karakteristik denklem,

katsayilar1 negatif olmayan bir polinom denklemidir. Yani karakteristik denklemin

sifira esit olmasi, tim reel 6z degerlerin sifir olmasi ile miimkiindiir. O halde, C

matrisinin 6z degeri 1 olamaz. Bu durumda da (In -C ) regiilerdir ve tersi vardir.

Boylece (3.6) denkleminde verilen 6z degerlerinden biri —1 olmayan A pozitif
ortogonal matrislerinin climlesi,

A=(1,-C) "' (1,+C) (3.7)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeye Cayley formiilii denir.
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Her reel antisimetrik matrise, (3.7) denklemi ile verilen bir Cayley matrisi ve her
Cayley matrisine (3.4) ile verilen bir reel antisimetrik matris karsilik gelir. Burada
dikkat edilmesi gereken husus; her 4 ortogonal matrisinin, antisimetrik bir matris ile

elde edilemeyecegidir. Bunun i¢in 4 + /, matrisi regiiler olmalidir. Bu durumun aksini

belirten bir 6rnege asagida yer verilmistir [10].

Ornek 3.1.1. n=3 igin E’, 3—boyutlu Oklid uzayda

| at—-b*-¢* 2ab 2ac
A= ERERE 2ba —a*+b* = 2bc
+b% +
4 ¢ 2ca 2¢h —a’-b*+¢’

matrisi ortogonal bir matris oldugu halde det( 4+ ! 3) =0 oldugundan A4+ 1, regiiler

degildir [10].

Simdi n=3 i¢in E’, 3—boyutlu Oklid uzayda, A+ I, matrisinin regiiler olmadig

durumlari inceleyelim:

—1, A pozitif ortogonal matrisinin bir 6z degeri olarak alinirsa det(A + ]3) =0 olur.
det A=1 oldugundan, 4 nm 6z degerleri 1,—1,—1 oldugu kolaylikla goriiliir. Bu

durumda 1,-1 6z degerleri i¢in As=s, Au=—u sartin1 saglayan s ve u birim

vektorleri bulmak miimkiindiir. O halde gerekli hesaplamalar yapilarak,

i) A's=s
i) —A"u=u

iii) <Eﬁ> - <A§, Aﬁ>

elde edilir. Burada i) ve ii) 6nermelerinden <§, ﬁ> =0 elde edilir. v=s A u olmak iizere
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<A§,ﬁ> )

olur ve bundan dolayr Av = Av’dir. Burada A, A4 ’nin bir 6z degeri olup, A =—1"dir.
Bu durumda Av=Av ve E,ﬁ,; vektorleri, 4s =s, — Au=u, Av = Av olacak sekilde

R**iin ortonormal bir bazi elde edilir [3].

Tamim 3.1.1. (Rodrigues Parametreleri): ? = } —Xx ve § = 3/ +x, B".n —boyutlu
Oklid uzayda iki ortogonal vektor ve C, 3x3 tipinde antisimetrik bir matris olmak

luzere

y—;c=C(y+x) (3.8)

oldugu goriilmiistii. Bu denklem, donen cismin noktalarinin hareketli ve sabit ¢atidaki

koordinatlar1 arasindaki iliskiyi belirtir. (3.8) denklemi n =3 i¢in C matrisine karsilik

gelen vektor ¢ olmak iizere,

}/—;C:EA(y+;c) (3.9)

seklinde verilebilir. (3.9) denklemi donmeler i¢in Rodrigues denklemi ve ¢ vektorii de

Rodrigues vektorii olarak adlandirilir. ; ve x arasindaki bagmntilar, ; ve x’in

_ —

diizleme dik izdiisiimleri olan y* ve x* arasinda da vardir. Bu durumda
Ax =y (3.10)

elde edilir Ax=y) donmesinden elde edilen ;/— X=CA (;/ + ;c) denkleminin

diizlemdeki karsiligi (3.10) donme denklemi yardimiyla
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seklindedir. O halde sin (E, ? + )7) =1 oldugundan

= = I~
y —x|=|c

?+?H 3.11)

oldugu goz oniinde bulundurulur ve k£ #0eR" igin H;H = H;H =k denirse

Hf—FH = 2ksin¢/2 (3.12)
ve
H?+?H — 2k cos¢/2 (3.13)

ifadeleri elde edilir. (3.12) ve (3.13) denklemleri oranlanirsa,

*

P
y =X
T T w

=tan¢g/2 (3.14)

V|
oldugu goriiliir. (3.11) ve (3.14) denklemleri g6z 6niinde bulundurulursa,

HEH = tan /2 (3.15)

elde edilir. ¢ yoniindeki birim vektor s = (a,b,c) ise ¢ vektdriiniin bilesenleri
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¢, =tan(¢/2)a
¢, =tan(¢/2)b (3.16)
¢, =tan(¢/2)c

seklindedir ve Rodrigues parametreleri olarak adlandirilir [10].

Tamim 3.1.2. (Euler Parametreleri): 4 pozitif ortogonal matrisi; ¢ dénme agisi
olmak tizere, (3.15) denkleminden elde edilen C = tan(¢/ 2)S ifadesi ile verilen s

birim vektdriiniin terimleri cinsinden ifade edilebilir. Oyle ki (3.7) denkleminden n =3

i¢cin

A=(I,-C) ' (1,+C)
=[1,-Stan(¢/2)] [ 1, +Stan(p/2)]

seklindedir. Dolayistyla

A=[1,cos(¢/2)~Ssin(¢/2)] [ 1, cos(#/2)+Ssin(4/2)] (3.17)
olur. Burada

F =[I,cos(4/2)+Ssin(¢/2)] (3.18)

alinirsa, bu matris i¢cindeki

fy =cos(¢/2)

1, =asin(¢/2)
f, =bsin(¢/2)
1, =csin(¢/2)

(3.19)

sabitlerine 4 matrisinin Euler parametreleri denir [10].
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Tanim 3.1.3. (Cayley Doéniisiimii): S, 6z degeri —1’den farkli, 3x3 tipinde bir

antisimetrik matris olsun.

f:s0(3)—> SO(3)

L (3.20)
S f(S)=4=(1,-8)" (1, +5)

seklinde tanimlanan f* doniisiimii, S matrisinin Cayley doniisiimii olarak adlandirilir.
Burada so(3) ve SO(3), sirasiyla, 3x3tipinde antisimetrik ve ortogonal matrisler

ctimlesidir[10].
3.2. Oklid Uzayda Dénme Matrisleri Yardimiyla Cayley Déniisiimii

0<$<r olmak iizere, R(5,¢) ve R™'(5,4)=R(-5,¢) ifadeleri, sirasiyla, R**te bir
s birim vektorii etrafinda @ agis1 kadar pozitif ve —¢@ agisi kadar negatif donmeler
belirtsin. Bu durumda A4 € SO(3) olmak tizere, bir donme altinda 7 — » oluyorsa
R (§ , ¢) r=r = Ar yazlabilir. Burada orijin noktasindan gegen bir & diizlemini ve §
birim vektdriine dik olan & e & vektdriinii ele alalim. Ote yandan § = (a,b,c) birim

vektoriine karsilik gelen bir antisimetrik matris

0 - b
S=lc 0 -a (3.21)
-b a O

olmak iizere, Sr =5 A7 ve Ss =5 A5 ’dir. Budurumda S& =5 A¢& esitligi de saglanur.
Bu ifade eder ki; S antisimetrik matrisi & vektorlinti, s ekseni etrafinda 2 agis1

kadar dondiiriir [3].

Teorem 3.2.1. R(5,¢)r = Ar esitligi gz 6niinde bulundurularak, 4 € SO(3) matrisi
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A=1I,+(sing)S+(1-cosg)S* = f(S) (3.22)
olarak elde edilir [3].

Sonug. 3.2.1. 4 € SO(3) matrisine karsilik gelen donme ekseni

A-A" =2(sing)S (3.23)
denklemi ile elde edilir [3].

Sonug. 3.2.2. 4 € SO(3) matrisine karsilik gelen donme ag1s1

zA=1+2cos ¢ (3.24)

denklemi ile elde edilir [3].

Teorem 3.2.2. §', 3x3 tipinde bir antisimetrik matris olmak tizere,
A=(L,-S) " (I, +9)

ise A matrisi pozitif ortogonal bir donme belirtir. Ayrica burada

R 0 - b
§=(a,b,c),‘[am%=||§||=s;ﬁl,§=i ve S=|c¢ 0 -a
g b a 0

seklindedir [3].

Teorem 3.2.3. A SO(3) ve S = (13 —A)(I3 + A)f1 ise S antisimetrik bir matris ve

S ’nin Cayley dontisimii 4 ’dir [3].
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Teorem 3.2.4. (1, - S )_1 ve (1, +S) matrislerinin ¢arpimi degismelidir [3].

3.3. Genelleme Yoluyla Cayley Formiilii ve Geometrik Yorumu

Genellestirilmis Cayley doniisiimiinii elde etmek i¢in gerekli teoremler asagidaki gibi

verilebilir:

Teorem 3.3.1. f(x) =ax"+a, x"'+..+ax+a, a €R, 0<i<n reel degerli bir

polinom ve 3x3 tipindeki S matrisi antisimetrik olmak iizere, f (S) regiilerdir [3].

Teorem 3.3.2. AeSO(3), 3x3 tipindeki S antisimetrik bir matris ve

f(x)=a,x"+a, x""+. . +ax+a,, a, €R, 0<i<n olmak iizere,
E)
A= [f(ST )] £(S) (3.25)
olsun. Bu taktirde, f (S T)Ve £ (8) matrisleri degismelidir [3].

Teorem 3.3.3. f(x)=ax"+a, x""'+.+ax+a, a€eR, 0<i<n ve 3x3

tipindeki S antisimetrik bir matris olmak tizere,
-1

A= 1(sT)] £ (9)

ise A€ S0(3) olarak elde edilir [3].

Teorem 3.3.4. A= [f (ST )T f(8) sartin1 saglayan 4 matrisi pozitif ortogonal bir

matris ise [f(ST )T 7(S) :f(S)[f(ST )T dir [3].
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Son olarak f'(.S) nin farkli durumlarini ele alalim:

i) /(S)=1,+S sesilir ve (3.25) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa,
A=(1,-8)"(1,+9) (3.26)
elde edilir. Boylece f ’ye en basit Cayley doniistimii denir [3].

ii) f/(S)=1,—mS+nS* secilir ve (3.25) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa,

A=(L,+mS+nS*) " (1, ~mS +nS) (3.27)
bulunur. Boylece f ’ye genellestirilmis Cayley doniisiimii denir. Burada

f(8)=a,8"+a, "' +..+aS+q,], a,eR,a,#0, 0<i<n

oldugundan ve S**'=(-1)"'S, §*"?=(-1)"S?, n=0,1,2,..., oldugundan, A4

Cayley formiiliiniin yukarida verilen iki formdan farkli bir halde olmast miimkiin

degildir [3].

Ote yandan S matrisinin 6z denklemi A’ +s°4 =0 olmak iizere, 6z degerleri 0, is,—is

seklinde elde edilir. O halde 4 matrisinin 6z degerleri 1, (p+ig)(p—ig) ve
(p—iq)(p+iq) olarak bulunur. z = p+ig =re” segilirse, 2(z) =(z) z=e ve
Ss=0, As=s oldugundan, 4eSO(3) genellestirilmis Cayley matrisi geometrik

olarak R(§,2¢) donme hareketini temsil eder [3].
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3.4. Lorentz Uzayda 1-Parametreli Hareketler icin Cayley Formiilii, Euler -

Rodrigues Parametreleri ve Cayley Doniisiimii

Tanmm 3.4.1. X,y e R} spacelike (timelike) vektorler ve 4 e SO(3,1) olmak iizere,

Lorentz uzayda orijin etrafinda bir donme hareketi

y=Ax (3.28)

seklindedir. 7 ve §, 3—boyutlu Lorentz uzayda f =y —X ve g= }+;c seklinde iki
vektor olarak segilirse <]7, §>L =0 dir. Boylece, 4 matrisinin 6z degerinin —1’den

farkli oldugu durumlarda (4 +7;) matrisi regiilerdir ve

f=(4-L)(4+1)" g

dir. Burada C matrisi

C=(4-1L)(4+1L)" (3.29)
olarak secilirse

f=Cg (3.30)
bulunur. Ayrica (3.29) ile verilen C matrisi Lorentz anlamda antisimetriktir. Bu
esitlikten elde edilen 4 semiortogonal matrisi, C Lorentz anlamda antisimetrik

matrisi i¢in Cayley formiilii olarak adlandirilir [10].

Tanim 3.4.2. (Rodrigues Parametreleri): ¥, € R} spacelike vektorler olmak iizere

f=y—x ve g=y+x oldugundan bir 4 semiortogonal matrisi igin (3.30) ifadesi
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y=—x=cn, (5;4-;(?)

halini alir. Bu son denklem Lorentz uzayda donmeler i¢in Rodrigues denklemi ve ¢

vektorii de spacelike Rodrigues vektorii olarak adlandirilir. Ayrica y ve x arasindaki

iliski, } ve x’in diizleme dik izdiisiimleri olan y* ve X arasinda da gecerlidir.

Boylece
V¥
—— L =tanhg/2
y* n x*
L
ve
HEHL = tanh ¢/2 (3.31)

dir. ¢ yoniindeki spacelike birim vektor 5= (a,b,c) ise ¢ vektdriiniin bilesenleri

¢, =tanh(¢/2)a
¢, = tanh (¢/2)b (3.32)
¢, =tanh(¢#/2)c

seklindedir. Burada a,b ve c¢ sabitlerine Lorentz uzayda Rodrigues parametreleri

denir [14]. Ote yandan ¢ vektorii timelike bir vektor olarak alinirsa, ¢ yoniindeki

timelike birim vektor s = (a,b,c) olmak iizere ¢ vektoriiniin bilesenleri

¢, =tan(¢/2)a
¢, =tan(¢/2)b (3.33)

¢, =tan(¢/2)c
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dir [13].

Tamm 3.4.3. (Euler Parametreleri): 4 semiortogonal matrisi i¢in Cayley formiili;

¢ donme agis1 olmak tiizere, (3.31) denkleminden elde edilen C = tanh(¢/ 2)S ile

belirlenen s spacelike birim vektdriiniin terimleri cinsinden verilebilir. Oyle ki

A=(1,-C) ' (1,+C)
~[1,~Stanh(g/2)] '[1, + Stanh(g/2)]

seklindedir ve buradan da

A=[1,cosh(#/2)~Ssinh(#/2)] [ 1, cosh(¢/2)+Ssinh(¢/2) ]

elde edilir. Eger

F =[I, cosh($/2)+Ssinh(¢/2) ] (3.34)
segilirse, bu matris igindeki

f, =cosh(g/2)

f, =asinh(4/2)

f, =bsinh(¢/2)
f, =csinh(¢/2)

(3.35)

sabitlerine, 4 matrisinin Lorentz uzayda spacelike bir eksen i¢in Euler parametreleri

denir [14].

Ote yandan s vektorii timelike bir vektdr olarak secilirse, Euler parametreleri
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1o =cos(4/2)

/i =asin(¢/2)
/s stin(¢/2)
f, =csin(¢/2)

(3.36)

olur [13].

Teorem 3.4.1. Lorentz anlamda antisimetrik bir S matrisi ve bu matrise karsilik gelen

vektor 5 = (a,b,c) olmak iizere, s vektorii spacelike bir vektor ise S matrisinin 6z
degerleri 0,—1,1 dir. Eger § =(a,b,c) vektorii timelike olarak segilirse 6z degerleri

0,—i,i olur [10].

Tamim 3.4.4. (Cayley Doniisiimii): S matrisi, 6z degeri —1 den farkli ve 3x3 tipinde

Lorentz anlamda antisimetrik bir matris olmak tizere,

f: 50(3,1) - SO(3,1)

4 (3.37)
S—>f(S):A=(I3 —S) (I3 +S)

seklinde tanimlanan f doniisiimiine S matrisinin Cayley doniisimii denir. Burada

so(3,1) ve SO(3,1), swasityla, 3x3 tipinde Lorentz anlamda antisimetrik ve

semiortogonal matrisler ctimlesidir [10].

Teorem 3.4.2. S Lorentz anlamda antisimetrik matrisi

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

olmak tizere, bu matrise karsilik gelen s ekseni timelike veya spacelike (birim olma

durumu hari¢) se¢ildiginde 4 semiortogonal matrisi
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l+a*+b* +¢* 2(c—ab) —2(ac+b)
:m 2(ab+c) l—az—b2+c2 —2(bc+a)
2(ac—b) 2(a—bc) l—-a*+b*=¢*

seklindedir. Burada s = (a,b,c) olmak iizere, As = s *dir [10].
3.5. Lorentz Uzayda Donme Matrisleri Yardimiyla Cayley Doniisiimii

s spacelike bir eksen ve 3 timelike bir vektor olmak iizere, & vektoriinii kendisine

dik bir s ekseni etrafinda @ acis1 kadar dondiiriilerek elde edilen 4 SO(3, 1) matrisi;
A=5"+(sinh ¢) S+ (coshg—1)S* = £ () = R(s. ¢ (3.38)
seklinde elde edilir [10].

Sonug. 3.5.1. 4 € SO(3,1) matrisine karsilik gelen dsnme ekseni

A-A" =2(sinhg)S (3.39)
dir [10].

Sonug. 3.5.2. 4 € SO(3,1) matrisine karsilik gelen dénme ag1st

[z4=1+2cosh ¢ (3.40)
dir [10].

Simdi E] Lorentz uzayda n=2 ve n=3 0zel durumlar i¢in donme matrislerini

inceleyelim:
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i) Eger n=2 ise

Lorentz anlamda antisimetrik bir matris ve bu matrise karsilik gelen spacelike birim

vektdr s = (0,1) igin iistel form

e” =(cosh¢) I, +(sinh ¢)S (3.41)

dir [10].

ii) Eger n=3 ise

0 ¢ -b
S=lc 0 -a
-b a 0

Lorentz anlamda antisimetrik bir matris ve bu matrise karsilik gelen spacelike birim

vektdr s = (a,b,c) igin iistel form
¢* = I, +(sinh ) 5 + (cosh ¢ —1) 7 (3.42)

dir. Eger 5= (a,b,c) timelike bir vektor secilir ve benzer islemler tekrarlanirsa tistel

form,
e” =1, +(sing)S +(1-cosg) S’ (3.43)

olur [10].



BOLUM 4. OKLID UZAYDA 1-PARAMETRELI HOMOTETIK
HAREKETLER iCIN CAYLEY FORMULU, EULER
PARAMETRELERI ve UYGULAMALARI

Calismanmizin orijinal kisminin baslangici olan bu béliimde, E”, » -boyutlu Oklid

uzayda, 1-parametreli homotetik hareketler icin Cayley formiilii verilecektir.

Buradan hareketle E’, 3—boyutlu Oklid uzayda homotetik hareketler i¢in Rodrigues
— Euler parametreleri tanimlanip, homotetik Cayley doniisiimii literatiire katilacak ve
orneklerle desteklenecektir. Ayrica homotetik donme matrisleri tanimlanacak ve

genelleme yoluyla Cayley formiilii elde edilerek geometrik olarak yorumlanacaktir.

4.1. E", n-Boyutlu Oklid Uzayda, 1-Parametreli Homotetik Hareketler icin
Cayley Formiilii

E", n— boyutlu Oklid uzayda bir cismin 1 - parametreli homotetik hareketi,

L “

seklinde tanimlanir. Burada 4 € SO(n) pozitif ortogonal bir matris, ¢ € R} bir siitun
matrisi ve A=A(t), h=h(t) ve c=c(t), t zaman parametresinin C”
fonksiyonlaridir. x ve y ayni bir P noktasinin, sirasiyla, R hareketli ve R' sabit
uzayinin ortonormal koordinat sistemlerine gore yer vektorleridir. ¢t =7, aninda R' ve

R ’"nin koordinat sistemleri ¢akisik olarak ele alinacaktir. Bu calismada yukaridaki 1—
parametreli homotetik hareket R/ R' ile gosterilecektir. Bu hareketin orijin etrafinda

bir homotetik donme hareketi belirten kismi, # homotetik sabiti olmak tizere,
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y=hAx, h="h(t)#0 (4.2)
ile verilir. (4.2) esitliginde 474 = B olarak alinirsa,

= Bx 4.3)

olur. Ote yandan f = y—hx ve g = y+hx, E" Oklid uzayda iki vektor olmak iizere,

(7.8) = (- b3+ 15)
(5 7) (x5 3) (7 3) -1 (37)
(Bx,Bx)-h* (x,x)
= (Bx)" (Bx)-#(x.x)
= x" B Bx— i’ (x,x)
=x" (hA) (hd)x—h’ (x.x)
=" A"H hdx - 1 (x,x)
=x"W A" Ax~ 1" (x,x)
= W*x"x— " (x,x)
=1 (%,x) -1 (x,x) =0

oldugu goriiliir ki bu da / ve g vektorlerinin ortogonal oldugunu gdsterir. y = Bx

esitligi gbz oniine alinirsa,

f=Bx—hx

B} 4.4
=(B—hl,)x (44)

Ve
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g=Bx+hx

- 4.5
=(B+hl,)x (42)

bulunur. Ote yandan Teorem 2.1.2°den,
P(A)=det(A-A1,)

karakteristik denklemi i¢in

P(A4)=0

dir. O halde A, B matrisinin 6z degerlerini gostermek tlizere, B ’nin karakteristik

denklemi det(B—A/,)=0’dir. Burada A=-h 06z degerini hari¢ tutarsak

det(B+hl,)#0 olacakti. Bu durumda B+hl, matrisi regilerdir. (4.5)

denkleminden x elde edilip, (4.4) denkleminde yerine yazilirsa,

1

g=(B+hl,)x
x=(B+hl,)" g

veE

f=(B—h,)(B+hl,)" g (4.6)
elde edilir. Burada

C=(B—hl,)(B+hI,)" 4.7)

secilirse
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f=Cg (4.8)
olur.
Teorem 4.1.1. (4.7) denklemi ile belirlenen n x n tipindeki C matrisi antisimetriktir.

Ispat. (4.8) denkleminden
(7.2)=(Cg.2)=(Cg) g=0

yazilabilir. O halde

Ch G - - - G || & 8 tepg +. . .t¢,8,
Gy Cn - - - G || & €8 TCp& +. . .+6,8,
Cg = =
_Cnl Cn2 ot cnn_ _gn_ _cnlgl +cn2g2 +.. '+cnngn_
oldugundan
&
&>
CoY o= & tepg e - 16,8, 8 a8t - Ll —0
(Cg) g= =
+Czngn T Cnlgl +Cn2g2 +. . '+cnngn
_gn_

dir ve buradan da

T
(Cg) g£=¢,88 1688+ - -+¢,8,8 16,88, 8,8, +-
+02ngng2 +Cnlg1gn +cn2g2gn +. . '+cnngngn = 0



bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

Z(Cij +Cji)gigj +20ijgigj =0
i=)

i#j
elde edilir. Bu ifadenin sifira esit olabilmesi i¢in

¢, te, =0vec, =0

olmalidir. Bu ifade eder ki C matrisi, antisimetriktir.

Ote yandan (4.7) denkleminden,

C(B+hl,)=(B~-hl,)
CB+Ch=B-hl,
Ch+hl,=B—-CB

olup,

n(1,+C)=(1,-C)B
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(4.9)

(4.10)

bulunur. Burada C antisimetrik matrisinin karakteristik denklemi det(C -1l ”) =0

olur. Diger taraftan bir kare matrisin determinanti, 6z degerleri carpimidir ve Teorem

2.1.5 geregince bir reel antisimetrik matrisin sifirdan farkli 6z degerleri imajiner eksen

tizerindedir. Bu bilgiler 15181inda det(C - /Un) =0 ifadesinin koklerinin sayisi tek ise

biri sifir, digerleri Fia, a € R seklinde birbirinin eslenigi; koklerinin sayis1 ¢ift ise

Fia, a <R seklinde birbirinin eslenigi ifadelerdir. Sifirdan farkli eslenik kompleks

ifadelerin c¢arpimi pozitif oldugundan detC >0’dir. Bu durumda karakteristik

denklem, katsayilar1 negatif olmayan bir polinom denklemidir. Oyle ki karakteristik

denklemin sifira esit olmasi, tim reel 6z degerlerin sifir olmasi ile miimkiindiir. O

halde 1 6z deger olamaz. Bu durumda da /, —C matrisi regiilerdir. O halde (4.10)
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denklemi ile verilen 6z degerlerinden biri —4 olmayan B homotetik matrislerinin

ciimlesi,
B=h(1,-C)"(I1,+C) (4.11)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeye E” Oklid uzayda homotetik Cayley formiilii denir.

Boylece E" Oklid uzayda her reel antisimetrik matrise, (4.11) ile ifade edilen bir
homotetik Cayley matrisi ve her homotetik Cayley matrisine, (4.7) ile ifade edilen bir

antisimetrik matris karsilik gelir.

Teorem 4.1.2. (4.11) denklemi ile verilen B matrisi, bir homotetik Cayley matrisi ise

-1

B+hi,=2h(1,~C) (4.12)

olarak elde edilir.

Ispat. (4.11) denkleminden

B=h(I,-C) " (I,+C)
B+hl,=h(I,-C) " (I,+C)+Hhl,
=h(1,-C)'[(C-1,)+21,]+hI,
=—h(1,-C) "' (I,-C)+2h(I,-C) " +hl,
=—hl,+2hl,(1,~C)" +hl,
olup

1

B+hl, =2h(I,-C)

elde edilir.
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Sonuc 4.1.1. Ozel olarak (4.12) denkleminde /=1 almirsa, C antisimetrik bir matris

olmak iizere,

B=(1,-C)"(1,+C) (4.13)
Cayley matrisi elde edilir [10].

4.2. Oklid Uzayda Homotetik Hareketler i¢in Rodrigues Denklemi

Rodrigues denklemi, 3—boyutlu uzayda, bir vektoriin donmesini inceler ve bu
donmeye karsilik gelen pozitif ortogonal donme matrisini hesaplar. Bu boliimde 170
yili askin bir maziye sahip Rodrigues denklemi, Oklid uzayda homotetik hareketler
icin genellestirilmistir. Ayrica Rodrigues formiilii giiniimiizde, dondiiriilmiis bir
noktanin pozisyonunu hesaplamak icin, ugus simiilatorleri ve bilgisayar oyunlar1 gibi

bazi yazilim uygulamalarinda kullanilmaktadir.

(4.8) denkleminden bir 4 pozitif ortogonal matrisi igin /4 # 0 ve h4 = B olmak iizere,
}—h}zC(}+h})

oldugunu biliyoruz. Bu denklem, donme hareketi yapan cismin belli noktalarinin
hareketli ve sabit uzaylarin ¢atilarina gore koordinatlar1 arasindaki iliskiyi verir. 3 —

boyutlu uzayda antisimetrik matrisler ve vektorel carpim arasindaki iligski yardimiyla
}—h}:EA(}m}) (4.14)

yazilabilir. Bu denklem, Oklid uzayda homotetik hareketler icin Rodrigues denklemi

ve ¢ vektorii de Oklid uzayda homotetik donmeler i¢in Rodrigues vektoriidiir.
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v

Sekil 4.1. Homotetik hareketler icin Rodrigues denklemi temsili

Burada } ve hx vektdrlerinin ¢ ye paralel bir sekilde diizleme dik izdiisiimleri y°

ve hx' olmak iizere, y ', hx  ve y —hx  vektorleri, diizlemin normali olan c

vektoriine diktirler. Boylece,

- —_—

y=)7+22 =y =;—ZZ’

hx=hx +Ac = hx =hx—Ac
dir. O halde

Ahx' = A(h}—,ié)
= Ahx— AJc

(4.15)
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olur. Burada <E,E>=<AE,AE> esitligi saglandigindan, ¢ ve Ac vektérlerinin

boylarinin esit oldugu sdylenebilir. Ote yandan diizlemin normali yani ¢ tek

oldugundan Ac yerine ¢ yazilabilir. Boylece
Ahx = y— ¢

=y

elde edilir. B =hA oldugundan
Bx =y (4.16)

yazilabilir. Bu durumda ;/ ve hx vektorleri ile ilgili bagintilar, ;/ ve hx vektorlerinin
diizleme dik izdiistimleri olan ; ve hx vektorleri icin de saglanmis olur. O halde
Bx= ;z donmesinden elde edilen } —hx=cA (;/ + h;c) denkleminin diizlemdeki

karsilig1 (4.16) donme denklemi g6z onilinde bulundurularak

£

Vv —hx' =c*/\()7+h?)

seklindedir. Boylece

- h;H _ HEHH; + h;“ sin(E,f + h;)

dir ve sin (Z’, )7 + h?) =1 oldugundan,

= = |-
v-d|=[d

v+ hﬂ‘ (4.17)



elde edilir. Ote yandan

R R
= \/<?,?>—2h<f,?>+h2 (+.x)
-\

dir. Homotetik hareket uzakligi korumadigi i¢in

—12
*
X

2 — [ ||—
=2y cos g+ #°

= ve ] =

esitlikleri k£ #0 e R" i¢in yazilabilir. O halde

HF —hFH = JIP K 21K cos g+ K

= 21k = 21K cos ¢
= hkﬁ«/l—cos¢
= 12,1 (1-2sin’ §/2)

olup
H? —hFH = 2khsin /2

dir. Benzer islemler yinelenerek,

H? ; h)TH = JIP K 1 20K cos ¢ + Pk

= 21k + 21k cos ¢
= hkx/i/1+cos¢
= hk2, 1 +(2cos? /2 1)
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(4.18)



olup
H? ; h;H = 2khcos ¢/2

ifadesi elde edilir. (4.18) ve (4.19) denklemleri oranlanirsa,

Y =hX | okhsing/2
v+ hx‘” 2khcos ¢/2

Ve
v —hx
?ztan¢/2
v +hx H

olur. (4.17) ve (4.20) denklemlerinden

HZ‘H = tan ¢/2
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(4.19)

(4.20)

4.21)

elde edilir. ¢ yoniindeki birim vektor §=(a,b,c) olarak secilirse ¢ vektdriiniin

bilesenleri

¢, =tan(¢/2)a
¢, =tan(¢/2)b
¢, =tan(¢/2)c

(4.22)

seklindedir ve Oklid uzayda homotetik hareketler i¢in Rodrigues parametreleri olarak

adlandirilir.
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Sonug 4.2.1. (3.16) ve (4.22) denklemleri karsilastirildiginda Oklid uzayda genel ve

homotetik hareketler i¢in, Rodrigues parametreleri degismez.
4.3. Oklid Uzayda Homotetik Hareketler icin Euler Parametreleri

Bu boliimde Euler parametreleri, Oklid uzayda homotetik hareketler icin
genellestirilmistir. Euler, tanimladigi donme koordinatlar1 climlesiyle; bir ¢atiy1 belirli
bir ac1 ile kendine paralel kalacak sekilde dondiirmek suretiyle yeni bir ¢at1 elde etmek
icin tek bir eksen oldugu teorisini ispatlar. Euler’in bu teorisi, Euler - Rodrigues
parametrelerine temel olusturmustur. Giiniimiizde kullanim alanlar1 Rodrigues

parametreleriyle aynidir.

A pozitif ortogonal matrisi i¢in ~4 =B homotetik matrisi, ¢ dénme agis1 olmak
lizere, (4.21) denkleminden elde edilen C = tan(¢/2)S ile verilen s birim vektdriiniin

terimleri cinsinden ifade edilebilir. Bu durumda (4.13) denkleminde » =3 i¢in gerekli

hesaplamalar yapilirsa

B=h(I,~C) (I,+C)
=h|I, —Stan(¢5/2)]_l [7,+Stan(g/2) ]
B ~ sin(¢/2) B . sin(¢/2)
=/ _13 S cos(¢/2)} {13 s cos(¢/2)}
2 cos(¢/2) —Ssin((z§/2)}1 {13 cos(4/2)+ Ssin(¢/2)}
cos(¢/2) cos(¢4/2)

elde edilir ve buradan da
B=h [13 cos(4/2)- Ssin(¢§/2)]71 [13 cos(4/2)+ Ssin(¢/2)] (4.23)

elde edilir. O halde
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F =[ I cos(4/2)+Ssin(¢/2)] (4.24)

secilirse, bu matrisin ihtiva ettigi sabitlere; B homotetik matrisinin, Oklid uzayda

homotetik hareketler i¢in Euler parametreleri denir. Bu parametreler;

1y =cos(4/2)

1, =asin(¢/2)
f, =bsin(4/2)
f, =csin(¢/2)

(4.25)

seklindedir.

Sonug 4.3.1. (3.19) ve (4.25) denklemleri karsilastirildiginda Oklid uzayda genel ve

homotetik hareketler i¢in, Euler parametreleri degismez.

Teorem 4.3.1. Ez(a,b,c) birim vektoriine karsilik gelen antisimetrik matris

0 — b
S=l ¢ 0 =-a| ve C=Stan(¢/2) olmak iizere, Oklid uzayda homotetik
-b a 0

hareketler i¢in Euler parametrelerine gére B homotetik matrisi
B=h|I +Ssing+5*(1-cosg)] (4.26)
dir.

Ispat. ¢/2=x olsun. O halde C=Stanx esitligi, n=3 icin (4.13) denkleminde

yazilirsa



B=h(1,-C) ' (I,+C)
=h(I,—~Stanx) " (I, +S tanx)

([3 SSinle([3+SSinxj
cosx cos x
I,cosx—Ssinx | I3c0sx+Ssinx
cos X

Il
=

h

cos X
=h(I,cosx—Ssinx) 1(13cosx+Ssinx)

Ek(l3 cosx—S'sinx)
det(/, cosx—Ssin x)

(1, cosx+Ssinx)

dir. Burada D = (] ,cosx —Ssin x) secilir ve bu matris agik olarak yazilirsa

Ccos X 0 0 0 —csinx  bsinx
D=| 0 CcOS X 0 |[—| csinx 0 —asinx
0 0 Ccos X —bsinx asinx 0

CcOS X csinx —bsinx
=|—csinx CcOSX asin x

bsinx —asinx cosx
elde edilir. Bu durumda

detD=cosx(coszx+a2 sin’ x)—csinx(—csinxcosx—absin2 x)
—bsinx(acsin2x—bsinxcosx)
=0053x+(a2+b2+cz)sin2xcosx
2 <2
=cosx(cos X +sin x)

=COSXx

dir. Boylece D matrisinin tersi
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CcOS X csinx —bsinx
_ 1 ) )
D' = Ek|—csinx cosx  asinx
CcOS X . .
bsinx —asinx cosx

cos’ x+a’sin’ x —csinxcosx+ absin® x
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acsin® x +bsin® xcos x

COS X COS X

csin xcos x+absin® x cos’ x+b*sin’ x

COS X
—acos xsinx+bcsin® x

COS X COS X

acsin> x—bsinxcosx  acosxsin x +bcsin® x

COS X
acsin® x+bsin® xcos x

COS X COS X

elde edilir. Bu matris ortak parantezler halinde yazilirsa,

1 00 0 -c b ., a’

Dl=cosx|0 1 Ol|+sinx| ¢ 0 —a|+22%\pq
COS X

0 0 1 -b a ca

dir. Burada a’ +b” +¢” =1 esitligi goz oniine alinirsa,

., 1-b>-¢* ab
D' =I,cosx+Ssinx+2X  pa 1-a’>-¢*
COS X
ca cb 1
elde edilir. Buradan da
. 1 0 0] |-p*-¢
D' =I,cosx+Ssinx+—2110 1 0|+ ba
COS X
0 0 1 ca
. 0 —c b0
=13005)c+Ssinx+SIn al L+l c 0 =-allc
Cos X
-b a 0 ||-b

COS X

ab ac
b* bc

2
ch ¢

ac

bc

2 2
)
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Ve

)
. . sin’x
D' =1,cosx+Ssinx+

COS X (13 +S2)

elde edilir. O halde

B=hD"'F
= h(I,cosx—Ssinx) " (I, cosx+Ssinx)

sin’ x

h{]3cosx+Ssinx+ (I3+S2)}(I3cosx+Ssinx)

cos x
sin’ x

h\ I, 0052x+Ssinxcosx+sinzx(]3 +SZ)+Scosxsinx+S2 sin® x + (S+S3)
cos x

dir. Ayrica
0 — b 1=-b>=¢ ab ac
S+S°=l ¢ 0 -a ba l—a*=¢* bc
b a 0 ca ch 1-a*-b*
—abc + abc —c+a’c+c+ceb* -b*+b-a’b-b 0 0 0
=| ¢c—cb’ - —ca’ abc —abc ac* —a+a*+ab® |=|0 0 0
—b+b*+bc* +ba’ —ab* +a-a’ —act —abc + abe 0 0 O
oldugundan

B

h[[3 cos” x +S'sin x cos x +sin’ x([3 +S2)+Scosxsinx+S2 sin’ x}

(13 cos” x+Ssinxcos x+ I, sin* x+5” sin® x + S cos xsin x + S° sin’ x)

h
h[]3 (cos2 x +sin’ x)+ S(2sinxcosx)+S? (2 sin’ x)}

dir. Burada cos’x+sinx=1, 2sinxcosx=sin2x ve 2sin’x=1-cos2x

oldugundan
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B =h| I, +Ssin2x+S” (1-cos 2x) |
elde edilir. Son olarak x =¢/2 oldugundan B homotetik matrisi
B= h[[3 +Ssing+S* (l—cos¢)]

olarak bulunur.

Sonug 4.6.4. Ozel olarak (4.26) ifadesinde h=1 almirsa, B pozitif ortogonal bir

matris olmak tlizere

B=I3+Ssin¢+52(l—cos¢) (4.27)
matrisi elde edilir [3].

4.4. E’, 3- Boyutlu Oklid Uzayda Homotetik Cayley Matrisi ve Doniisiimii

Bir s = (a,b, c) vektoriine karsilik gelen 3x3 tipinde S antisimetrik matrisi,

0 - b
c 0 -a (4.28)
b a O

olmak tizere (4.6) ifadesi, n=3 igin S =(B—hl,)(B+hl, )_1 olarak segilirse

f=5g (4.29)
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Teorem 4.4.1. 3x3 tipinde reel pozitif ortogonal bir 4 matrisi icin B=hA4 ve
S=(B—hL)(B+hI,) " ise S matrisi antisimetriktir. Ayrica S matrisinin homotetik

Cayley matrisi B ’dir.

ispat. S =(B—hL)(B+hI,)" oldugundan

(B+hI,)S =(B+hl,)(B~hL,)(B+hl,)"
yazilabilir. Burada
(B+hI,)(B=hI,)=(B-hI,)(B+hl,)= B>~ I,

oldugundan (B +hl,) ve (B —hl,) matrisleri degismelidir. O halde

(B+hl,)S=(B—hL)(B+hl,)(B+hL)"
[(B+h1)sT =(B-nL)
S"(B+hl,) =(B-hL,)

ST(B"+hl,)B=(B"-hL,)B
ST (BTB + hB) =B"B-hB

dir. Bu ifadede B =hA4 ve A ortogonal oldugundan,

ST (hAThA+hB) = hA"hA—hB

ST(h I,+hB)=h"I,~hB
h(hl,—B)
;)

= (

hi,—B)(hl,+B)"

S"h(hl,+B)
S™ (hl, +B)

olur. Buradan ise
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S"=—(B—hl,)(B+hl,)" =-S

elde edilir. Son denklem ifade eder ki S matrisi antisimetriktir. Ayrica son esitlikten

B homotetik Cayley matrisi

S =(B—hlL,)(B+hL,)"
S(B+hl,)=B—h,
SB+hS = B—hl,
SB—B=—h(I,+S)
(S—1,)B=-h(I,+5)

oldugundan
B=h(I,-S)" (I, +5) (4.30)

elde edilir.

Tamim 4.4.1. Oz degeri 1°den farkli bir antisimetrik matris S olsun. B matrisi, bir

homotetik Cayley matrisi olmak tizere,

hf:s0(3)—>H(E3)

(4.31)
S—hf(S)=B=h(1,—-S)" (I,+5)

seklinde tanimlanan Af déniisiimiine S antisimetrik matrisinin E°, 3 —boyutlu Oklid

uzayda homotetik Cayley doniisiimii denir. Burada so(3) ve H (]E3 ), sirasiyla, 3x3

tipinde antisimetrik ve E’, 3—boyutlu Oklid uzayda homotetik déniisiimler

cumlesidir.
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4.5. B, 3-Boyutlu Oklid Uzayda Homotetik Cayley Formiiliiniin Baz

Uygulamalar
Bu boliimde (4.7) denklemi ile verilen C matrisine, 3 —boyutlu uzaylar i¢in karsilik
getirilen S matrisinin farkli secimlerine gore elde edilen B homotetik matrislerine

iliskin 6rnekler verilmistir.

Ornek 4.5.1. S antisimetrik matrisi

0 - b
S=| c 0 -a
-b a 0

olsun. Bu durumda B homotetik matrisi

1 c b
dir. Simdi /;,-S=|—-c 1 a | matrisinin tersini bulalim:
b —-a 1
1 c b
detl—¢c 1 «a :1(1+a2)—c(—c—ab)—b(ac—b)
b —-a 1

=1+a*+c* +abc—abc+b*

=l+ad*+b*+c* =A

\
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1 c b l+a*> ab-c ac+b
Ek| - 1 a |=|ab+c 1+b* bc—a

b —-a 1 ac—b bc+a 1+
oldugundan
1 ¢ b’ | l+a*> ab-c ac+b
- 1 a =—|ab+c 1+b* bc-a
b —-a 1 ac—b bc+a 1+¢°

olur. Boylece

l+a* ab—c ac+bl|[1 - b
B:ﬁ ab+c¢ 14b* bc—al| ¢ 1 —-a
ac—b bc+a 1+ ||-b a 1

dir. O halde son denklemden B homotetik matrisi

l+a>-b*=¢* Z(ab—c) 2(ac+b)
B=hA"" 2(ab+c) 1-a’+b* -¢° 2(bc—a) (4.32)
2(ac—b) 2(bc+a) l—a*—b*+¢*

dir.

Sonug¢ 4.5.1. Ozel olarak (4.32) ifadesinde h=1 almirsa, B pozitif ortogonal bir

matris olmak {izere, B matrisinin genel hareketler i¢in ifadesi

| l+a*-b*-¢* 2(ab—-c) 2(ac+D)
kT 2(ab+c) 1-a’+b*-¢° 2(2bc—2a) 2 (4.33)
2(ac—b) 2(bc+a) l—-a”-b"+c

dir [10].
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Ornek 4.5.2. S antisimetrik matrisi

0 k& O
S=|-k 0 k
0 —k O

seklinde 3 —boyutlu Oklid uzayda bir « uzay egrisinin egriliklerinden elde edilen bir

matris olsun. (4.32) ifadesinde a =—k,, b =0 ve ¢ =—k, olarak almirsa B homotetik

matrisi
1+ k2 —k? 2k, 2k k,
=— — | 2k -k -k 2k 4.34
1H kK 1 v ¥ 9
2k k, 2k, 1-k+k
olur.

Sonug 4.6.2. Ozel olarak (4.34) ifadesinde h=1 almirsa, B pozitif ortogonal bir

matris olmak iizere, B matrisinin genel hareketler i¢in ifadesi

1 -k +k 2k 2k k,
- | 2k 1=K -kK 2k 4.35
1+ k12 + k22 1 1 2 , 2 , ( )
2k k, 2k, 14k -k
dir [10].

Ornek 4.5.3. S antisimetrik matrisi

0 — 0
S=l¢c 0 O
0O 0 O

olsun. (4.32) ifadesinde a =b =0 ve ¢ # 0 olarak alinirsa B homotetik matrisi
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- 2¢ 0

B= h2 2¢  1-¢2 0
1+c¢ 5
0 0 1+c¢
ve
[1-¢? 2c ]
2 2 0
1+c¢ 1+c¢
2c 1-¢*
B=h L i 0 (4.36)
0 0 1

olarak elde edilir. Burada sin¢ =—

- alinirsa buradan,

l+c

1+c* +2¢* =4c* +m?

l+c¢*=2¢° =(1—cz)2 =m’

2
bulunur. O halde cos¢ = 1 Cz dir. Bu durumda B homotetik matrisi
+c
cos¢g sing O
B=h|—-sing cos¢g O (4.37)
0 0 1

olarak bulunur. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, xoy diizleminde (0,0,1) ekseni

etrafinda ¢ agis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

Sonug¢ 4.5.3. Ozel olarak (4.37) ifadesinde h=1 almirsa, B pozitif ortogonal bir

matris olmak iizere, B matrisinin genel hareketler icin ifadesi
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cos¢p sing O
B=|-sing cos¢p O
0 0 1

dir [10].

Ornek 4.5.4. S antisimetrik matrisi

0 0 b
§=10 0 0
-b 0 0

olsun. (4.32) ifadesinde a =c =0 ve b # 0 olarak alinirsa B homotetik matrisi

cosgp 0 -—sing
B=hl 0 1 0 (4.38)
sing 0 cos¢

elde edilir. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, xoz diizleminde (0,1,0) ekseni

etrafinda ¢ agis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

Ornek 4.5.5. S antisimetrik matrisi

0 0 O
S={0 0 -a
0 a O

olsun. (4.32) ifadesinde b =c =0 ve a # 0 olarak alinirsa yine B homotetik matrisi

1 0 0
B=h|0 cos¢ sing (4.39)
0 —sing cos¢
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olarak elde edilir. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, yoz diizleminde (1,0,0)

ekseni etrafinda ¢ agis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

4.6. £, 3—Boyutlu Oklid Uzayda Homotetik Donme Matrisleri Yardimiyla B
Homotetik Matrisi

0<¢p<m ve h#0 olmak iizere, hR(5,4) ve hR™'(5,§)=hR(-5,¢) ifadeleri,

sirasiyla, R**te bir § birim vektorii etrafinda ¢ acis1 kadar pozitif ve —¢@ agis1 kadar

negatif homotetik dénmeleri belirtsin. Bu durumda 4 € SO(3) igin A4 =B olmak

iizere, homotetik bir donme altinda /r — r oluyorsa

hA=hR (E ¢)

ve buradan da

hR(s,0)r = R(s,6) hr = Ahr = Br=r"

yazilabilir. Ote yandan orijin noktasinda 5 birim vektériine dik olan bir vektdr /u

olsun. Bu vektoriin icinde yattig1 diizlemdeki hareketi incelemek icin, her s birim

vektorii, bir antisimetrik matrise karsilik getirilmelidir. O halde § = (a,b,c) birim

vektoriine karsilik gelen bir antisimetrik matris

0 - b
S=|lc 0 -a (4.40)
-b a O

olmak iizere, Sr=sAr ve Ss=sAs=0 esitlikleri saglanir. Gergekten de
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0 - b|n —cr, + br,
Sr=sAnr = Sr=|c 0 =-al|lr|=| cy—ar
-b a 0 ||n —br, +ar,
g & &

= sar=|a b c|=(br,—cr,—ar,+cr,ar,—br)

h n n

Ve

0
Ss=sAs=0 = Ss=|c 0 —al|lb|=| ac—ca |=|0|=0=snrs
-b a 0 |lc —ab +ba 0

dir. Bu durumda, 4z homotetik matrisi, h; vektoriine karsilik gelen matris olmak
lizere, Shy:§/\h; esitligi de saglanir. O halde §/\h; vektorli, s ve h;

vektorlerine ayr1 ayri1 ortogonaldir. Bu durumda s /\h; vektorel c¢arpimi, h;

vektoriinii 5 ekseni etrafinda - kadarlik actyla dondiirmek olarak yorumlanabilir.
Buradan da s vektoriine karsilik gelen S antisimetrik matrisinin de h/j vektorlint §

ekseni etrafinda % kadarlik agiyla dondiirdiigii sonucuna varilir.

Teorem 4.6.1. h#0 ve AeSO(3) olmak iizere, s birim eckseni etrafinda

R(E, ¢)h; = Ahr = Br homotetik dénmesi icin B homotetik matrisi
B=h|I +Ssing+5"(I-cosg) | =hf (S)

dir ve determinant1 %’ *tiir.
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Ispat. Sekil 4.2°den 3—boyutlu Oklid uzayda herhangi bir hr vektorii i¢cin
hr=hu+ks yazilabilir.

Sekil 4.2. E* Oklid uzayda 4 >1 i¢in homotetik donme temsili

Buradan

hSr=s Ahr
=§A(h;+k§)
ngh;+§/\k§
= h(EA;)

ve

hSr=hSu

elde edilir. Son denkleme soldan S matrisi uygulanirsa
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hS*r=hS* 1
=—hu

olur. Bu durumda keyfi hr  vektdriiniin u—diizleminde yatmasi (P=F)) ve

diizlemden ayrilmis olmasi (P € R’ ) durumlari incelenmelidir:

i) P=F, Durumu:

E, diizlemin normali olmak tizere, orijin etrafinda ¢ agis1 kadar bir diizlemsel

homotetik donme sonucu h; vektori

hR(E,qﬁ); = R(§,¢)h; = cos¢(h;)+sin¢(§Ah;)
= cos¢(h;)+sin¢(hsp)
= cos¢(hﬁ)+sin¢(hS;)

seklinde ifade edilir.
ii) PR’ Durumu:

s, diizlemin normali olmak iizere, orijin etrafinda ¢ kadar bir uzaysal homotetik

dénme sonucu s u vektorii

R(E,¢)h? = R(E,¢)(k§+h;)
= kR(s,¢)5+R (5,6 ) huu
= k§+cos¢(h;)+sm¢(hs?)
= h?—h2+cos¢(h;)+sm¢(hs?)
= h?+(1—cos¢)(—h;)+sin¢(hs?)
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= h;+(1—cos¢)h52;+sin¢(hS;)
= h| I, +sin ¢S +(1-cos ) S” | r
= Br

seklinde ifade edilir. Ayrica B homotetik matrisinin determinantini hesaplamak igin,

S matrisinin 6z denklemi det (S —A7,)=0 olmak iizere,

0 - b A 0 O -A - b
det|]|l ¢ 0 —-al|-|0 A O]||=det|] ¢ -4 —-a|=0
-b a O 0O 0 A -b a -2

dir. Buradan

det(S—Al)==-A(4* +a*)+c(-Ac—ab)+b(ac—ib)=0
=-1’—Aa* - Ac* —abc+abc—Ab* =0
= -A(a* +b +c*)=0
=2 -21=0

elde edilir. O halde S matrisinin 6z degerleri 4, =0, 4, =—i ve A4, =i olarak bulunur.
Teorem 2.1.7°den, S~ nin bir 6z degeri A ise f(S) nin bir 6z degeri de f(4)’dir. O
halde Af(S) 6z degerleri hf(0), hf (—i) ve hf(i)’dir. Bu durumda Af(S) 06z

degerleri,
hf (2)=h| I, +singa +(1-cos ) A |

ifadesinde A degerlerinin yerlerine yazilmasiyla bulunacaktir. O halde
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2

hf(0)=h| 1, +sin $(0)+(1-cos ¢)(0) | =
hf (—i) h[l3+sin¢( i)+(1—-cos¢@)(— z)}
hf(i):h[13+sin¢(z) +(1—cos¢)(i z}zhe"”

seklindedir. Bir kare matrisin determinant1 6z degerleri ¢arpimi oldugundan

det B = hf (0)Af (~i) hf (i)

= hhe "’ he"
ve
detB=n’ (4.41)
olur.

Sonuc 4.6.1. Ozel olarak (4.41) ifadesinde 4 =1 almnirsa
detB=1 (4.42)
bulunur. Bu ifade eder ki B matrisi ortogonaldir [3].

Sonug 4.6.2. A bir ortogonal matris ve 4 # 0 olmak iizere, B = hA matrisine karsilik

gelen donme ekseni
B-B' =h[13 +SiH¢S+(1—COS¢)S2]—h|:I3 —sin¢S+(1—cos¢)S2]

ve buradan da

B—B" =2hsingS (4.43)
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ifadesi ile elde edilir.

Sonu¢ 4.6.3. 4 ortogonal matris ve 4 #0 olmak tlizere, B=hA matrisine karsilik

gelen donme agist

izB=h+he™ + he'

:h(l+e_i¢ +ei¢)

_ip | _id
=h{1+26 re }

ve buradan da
[zB=h(1+2cos¢) (4.44)

ifadesi ile elde edilir.

Sonug 4.6.4. Ozel olarak (4.43) ifadesinde 4 =1 alinirsa, Sonug 4.6.1°deki B matrisi

ortogonal olur ve bu matrise karsilik gelen donme ekseni
B—B" =2singS (4.45)

ifadesi ile elde edilir [3]. Ayrica 6zel olarak (4.44) ifadesinde 4 =1 alinirsa, yine Sonug

4.6.1°deki B matrisi ortogonal olur ve bu matrise karsilik gelen donme agis1
[zB=1+2cos¢ (4.46)
ifadesi ile elde edilir [3].

Simdi B homotetik matrisine karsilik gelen donme agis1 ve donme ekseni ile ilgili

ornekler verelim:
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2 6 3
- T
Ornek 4.6.1. B homotetik matrisi B =/ 3 —% g seklinde verilsin. Simdi bu
6 3 2
7 7 7]

matrise karsilik gelen donme agis1 ve donme eksenini bulalim:

B matrisinin determinanti

49 49

oh(4an* 18>\ 6h(6h> 36h*\ 3h( 9K 12K
detB=-—2| 2 2 2y - h
7049 49 ) 7049 49 ) 7

olur. Ayrica

[ 5h 6h  3h|
iy 1 4
3
det(B+hl,)=det L LY L
7 7 7
6h  3h Sh
77 7]

oldugundan B+ il matrisi regiilerdir. O halde verilen B homotetik matrisi, homotetik

Cayley matrisi olarak alinabilir. Ote yandan (4.44) denkleminden dénme agis1

[zB = _2h 2k 2k h(1+2cosg)
7 7 7

= —g=1+2005¢

= cos¢ = B

14

olur. Buradan sing = % "diir. O halde (4.43) denkleminden donme ekseni
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2h 6h 30 | 2h 3h 6h
77 71|71 1 71
p_pT—|_3h _2h 6h | | 6h 2k 3k
7 7 7 7 7 7
6h  3h 2h 3h  6h 2h
7 7 1L 7 1 7
o 3 3
7 7
VR
7 7
3h 3h
L7 7]
0 b12_b21 b13_b31
=| b, —b, 0 by, — by,
_b31 - b13 b32 b23 0

ve vektorel ifadesi

b32 _b23
B-B' = b13 _b31
b21 _b12

olur. Boylece

__%_
7
Sl Sl
3h . 33
— |=2hsing| s, |=2h——| s
7 I\ 5 14 |7
3 S3 §3
7]

dir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa, donme ekseni s= {—?,g,g} seklinde bir

birim vektor olarak elde edilir. Bulunan bu s birim vektdrii icin B homotetik Cayley
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matrisine karsilik gelen Rodrigues ve Euler parametreleri hesaplanabilir. Bunun ig¢in

ilk olarak tan(¢/2) ifadesi hesaplanmalidir. Bilindigi tizere,

_ 2tan(¢/2)
tang = 1-tan’(4/2)

dir. Burada tan ¢ = —% oldugu gz 6niinde bulundurulur ve tan(¢/2) = x alnirsa

3V3x2 —26x-3/3 =0

esitligi elde edilir. Bu denklemin x, = —?3 Ve X, = 33 seklinde iki ¢oziimii vardir.

O halde
tan (¢/2) = —g ve tan(g/2)=33

olur. Burada 0 < ¢ < 7 araliginda olan deger tan(¢/2) = 3+/3 *tiir. Bu durumda, verilen

B homotetik matrisine karsilik gelen Rodrigues parametreleri (4.22) esitliklerinden

¢ =-3
c,=3
¢, =3

olarak elde edilir. Ote yandan, tan(¢/2)= 343 igin

. 321
, sin(¢/2) = Ve

cos(4/2)= 1—\/3
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esitlikleri elde edilir. O halde, verilen B homotetik matrisine karsilik gelen Euler

parametreleri (4.25) esitliklerinden

T Ty
& N
P P

olarak elde edilir.

Teorem 4.6.2. S, 3x3 tipinde antisimetrik matrisi ve 4 ortogonal matrisi i¢in 74 = B

olmak iizere
B=h(1,~8)" (1, +9)
homotetik matrisi bir pozitif donme gosterir. Burada

§=(a,b,c), tané=H§H=s 1, s=2
2 s

ve
0 - b
S=lc 0 -a
-b a 0
dir.

Ispat. S antisimetrik matrisinin 6z denklemi

A +s5°1=0



dir. Burada Teorem 2.1.2°den
S*+528=0 ve S =—5°S
elde edilir. O halde

(1,-S)" =1+aS+bS
(1,-S) " (1,-8)=(I,+aS+bS*)(I,-S)
I,=1,+aS+bS* ~S—aS* —bS"
0=aS+bS* —S—aS* —b(-sS), S’ =-5S
0=(a-1+bs’)S+(b—a)s

esitliginden
a+bs*=1 ve b=ua
bulunur. O halde

1
1+s?

a=>b

dir. Bu ifadeler (1, —S) "' = I, +aS +bS?* denkleminde yerlerine yazilirsa

: 1 1
(1,-5) 1:13+1+S S+—738

elde edilir. Boylece

69
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2

(13—S)1h(13+S)=(13+ S+

1+s
h

1+s°

h
_l_

B=hl,+ S
S

h

1+s°

=hl, + S
P 4s?

h

h
+

1+s°

Szjh(13+s)

h

1+s
h
1+s

S* + th3
l+s

S+ 1+hs2 )

S?+hS +

2

S?+hS +

2

=h13+{ +h—

1+s°

2
hS2 S+( h2+ hszz
1+s 1+s° 1+

2 1.2
:h13+(h+h+hs hs JS+ 2%

1+s?

2h

=hl, + S
S FRPE

2h
Tl

2hs —=
+

— hl, S

)+

2hs?
+

1+ 52

Ve

—_— 2 —_—
B=h| [+ 2 5+ 2§
l+s I+s

¢

1+s?

2
1+52S

2h [ =\2
1+s )

(SS

2

—2

S

(4.47)

bulunur. Burada tanE = s olarak verildiginden

s ¢

sin— = Ve CcOoS—=

NIERS 2 1+s

2

elde edilir. Ote yandan sin ¢ =2 sin%cos%
bulundurulursa

: 2 :
sing = SZ ve l—-cos¢g= 2s2

1+s 1+s

ve cos¢=1-2sin’ g oldugu goz oniinde
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ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler (4.47) denkleminde yerlerine yazilirsa

B=h| I, +singS+(1-cos¢)5’ | (4.48)

bulunur. Burada B homotetik matrisinin, AR (E, ¢) homotetik donme hareketini temsil

ettigini Teorem 4.6.1°den biliyoruz. Simdi (4.48) denkleminin 6zel durumlarini ele

alalim:

i) #=0 ise B =hl, bulunur.

i) g=m ise S:tang—mo olur. Boylece donme agisinin % radyan oldugu
durumlarda homotetik Cayley formiilii tanimlanamaz. Ancak s — oo sart1 altinda

tang — oo ifadesi tamiml hale gelir ve ¢ =7 agis1 i¢in homotetik Cayley formiilii

B= h(13 +2§2) seklinde elde edilir. Bu da s ekseni etrafinda  radyan kadar bir

homotetik donme ifade eder.

Ote yandan, 3—boyutlu Oklid uzayda B homotetik matrisinin Cayley matrisi olma

sartlarindan biri B+ hl, matrisinin regiiler olmasidir. Simdi bu matrisin regiiler

olmadig1 durumu inceleyelim:

—h, B homotetik matrisinin bir 6z degeri olsun. Bu durumda det(B+/4l)=0 olur.

Burada A pozitif ortogonal matrisi i¢in 44 = B homotetik matrisinin determinant: 4’
oldugundan, 6z denklemi {igiincii dereceden reel katsayili bir denklemdir. O halde bu

denklemin koklerinden biri —4 oldugundan B homotetik matrisinin 6z degerleri

h,—h,—h olmak zorundadir. Boylece s ve u birim vektdrler olmak lizere, Bs =hs

ve Bu =—hu bagintilar1 saglanacak sekilde, hs ve hu vektérleri bulmak miimkiindiir.

Oyle ki asagidaki esitlikler saglanir:
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Bs=hs Bu=—hu
B™'(Bs)=B"'hs B (Bu)=-B'hu
(B'B)s=B"hs v (B'B)u=-B"hu

hs =B 'h’s hu=-B"h’u

dir. Buradan
hs=B'h’s ve hu=-B"'hu
ifadeleri géz Oniine alinirsa

(s, ) =(B'0>s,~B"'h’u)
=(8") (8" )h<h§ —h&>
- _(%AIJT (%Aljh<h§,hﬁ>, AA" =1,

Ve

(15 ) == (s,

(1+%)<h§,hz}>:0, h#sbt = 1+%¢o, <h§,h&>=o

elde edilir. O halde hs ve hu ortogonaldir. Ote yandan s ve u vektorlerine ortogonal

olan bir v vektorii v=sAu olacak sekilde secilsin. Bu durumda
(hv,hs)=0=(hv, hu)

oldugu goriiliir. Diger taraftan



<B§, h§> - <§, BThE>
= <;,h2AT§>;
- <§,h2§>
- <h§, h§> ~0
A%~

s=B'hs=A"s
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esitlikleri elde edilir. O halde Bv ile hs A hu vektori, lineer bagimli olmak zorundadir.

O halde Bv = Av yazlabilir. Burada A, B homotetik matrisinin bir 6z degeridir. Bu

durumda A, regiilerligi bozan —4 olarak se¢ilmelidir. O halde Bv=Av ve hs, hu, hv

vektorleri Bs = hs, Bu=—hu, Bv=—hv olacak sekilde R’’iin bir ortogonal bazim

olustururlar.

Sonuc 4.6.1. hg, h&,h\j vektorlerinde 6zel olarak 4 =1 alinirsa E,;,; vektorleri elde

edilir. Bu vektorler, Bs=s, Bu=—u, Bv=—-v olacak sekilde R’’iin bir ortonormal

bazini olustururlar [3].

Ornek 4.6.2. B homotetik matrisi B =h

matrise karsilik gelen donme agis1 ve donme eksenini bulalim:

seklinde veriliyor. Bu
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Matrisin determinanti
detB="n’

olarak bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak det(B+//,)=0 oldugu goriiliir. Bu

durumda B+hl matrisi regiiler degildir. O halde B homotetik matrisi, homotetik

Cayley matrisi olarak alinamaz. Ote yandan dénme agis1

IzB = h(1+2cos ¢)
—h=h(1+2cos¢)

=cosp=—-1 = =1

olarak bulunur. B matrisi simetrik bir matris oldugundan B—B" =0 dir. Ayrica ¢= 7

oldugundan dénme ekseni formiiliinden,

B—B" =2hsin ¢S
0=0

oldugu goriliir. Bu durumda s donme ekseni hesaplanamaz. O halde simetrik

matrisler i¢in donme eksenini

B+B" =h| I, +(sing)S+(1-cos¢)S* |+ | I, —(sin$) S +(1-cos ¢) S |
B+B=h|2I,+2(1-cosg)S” |
2B =h| 21, +2(1-cos7)S” ]
=h| 21, +45" |

Ve

B=h(I,+25%)
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formiiliiyle bulmak miimkiin olacaktir. Son denklem {izerinde gerekli hesaplamalar

yapilir ve s7 +s; +s; =1 oldugunu gdz niinde bulundurulursa

1+2(—S22 —532) 2s,8, 25,8, 252 —1
B=h 28,8, 1+2(—512—s32) 25,8, =h| 2s,s,
2855, 25,5, 1+ 2(—s12 —sj) 2535,
(2 2 1]
3 3 3
a2 L2
3 3 3
il 2 2
L 3 3 3]
bulunur. O halde
2h 1
h(2S12—1)=—? = si=— = sl—$—6
h 2 2
h 2S2—1 =— = s2:— = 5. =F—
(25-1)=3 >3 NG
2h 1
h 2S2—1 =—— s2: = S, =F—
( 3 ) 3 3 \/g
elde edilir. Ote yandan
2hs,s, __2 = 595, :—%

h 1
2hs,s, =3 = 55, =%

2hs,s, = —% = 5,8 =—=

dir. Bu durumda

25,8,
25,8,
252 —1
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;_(L 2 Lj veya ;_(_LL_L]
: 6~ 6 6 : 6 J6 6

olacak sekilde iki farkli donme ekseni elde edilir. Bulunan bu s birim vektérleri 1¢in,
B homotetik matrisine karsilik gelen Rodrigues parametreleri tan(¢/2) = tan(7z/2)
ifadesi reel sayilar ciimlesinde tanimsiz oldugundan hesaplanamaz. Ote yandan,
verilen B homotetik matrisine karsilik gelen Euler parametreleri ¢ = 7 olmak {izere

(4.25) esitliklerinden

f, =0 f,=0
1 1
fl—\/g Si= 6
2 ve 2
fr= NG fs i
1 1
NG 5=
elde edilir.

4.7. E’, 3-Boyutlu OKlid Uzayda Homotetik Hareketler icin Cayley

Formiiliiniin Genellestirilmesi ve Geometrik Yorumu

Bu béliimde E’, 3—boyutlu Oklid uzayda en basit ve genellestirilmis homotetik

Cayley formiilleri tanimlanacaktir.

Teorem 4.7.1. hf(x)= h[anx” ta, X"+ tax+ ao] reel degerli bir polinom

olsun. 3x3 tipinde bir S antisimetrik matrisi i¢in 7/ (.S ) matrisi regiilerdir.
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0 — b
Ispat. @’ +b>+c> =1 olmak iizere, S=| ¢ 0 —a| matrisinin 6z denklemi
-b a O

det(S—A1,)=0"dir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilirsa A +2=0 elde edilir.

Cayley-Hamilton teoremine gore S° +S =0 ve S° =—S yazilabilir. Simdi % # 0 igin
T=hf(S)=ha,(S) +a,,(S)" +.+a(S)+a,]

matrisinin regiiler oldugunu gosterelim: n=0,1,2,... igin

(S = (1) (5) ve (8)" =(-1)'(S)

oldugundan 7' matrisi, 1;,S,S * matrislerinin bir lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Boylece
T=hf(S [ —a,+a;—a;)S+(a, a4+a6—a8)S2+aOI3]

elde edilir. Bu katsayilar1 agik olarak ifade etmek gerekirse

(8" =(=1)"(5) (8)"" =(-1) ()
n=0= () =S (SY =(S)
n=1 = (5)=-5 ve (8) =—(s)
n=2= (5)' =5 (5)° =(s)

seklindedir. O halde

W (S)=h| ady+x(8)+y(S) |, xyeR



o . x
yazilabilir. a, # 0 olmak tizere m=—, n=
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Y

ay

olarak secilirse

a
hf(S):aOh{IﬁiSquSz}

4 y
= aoh[l3 +mS+nSz}
= a,hF (S)

olur. Burada hf(S) ifadesinin regiilerliginden bahsetmek igin AF (S) matrisinin

regiiler oldugu gosterilmelidir. O halde det [hF (S ):I hesaplanirsa

hF(s):h(13+ms+nsz)

— 2
Ao 0 0 —he hb h(a®~1)  hab hac
=|0 & O|+m| he 0 ~—ha|+n| hab  h(b’-1)  hbc
_0 0 h _hb ha 0 haC th h(CZ_l)
B+ nha® —nh  —mhe+nhab  mhb+ nhac
=| mhc+nhab  h+hnb* —nh —mha+ nhbc
—mhb+nhac  mha+nhbc  h+nhc* —nh

olur. Buradan
det [hF(S)] = (h +nha’ - nh)P + (mhc - nhab) O+ (mhb + nhac)R
dir. Burada P,Q ve R katsayilar1 hesaplanmalidir. O halde

P= [hz (1 +nb? —n)(l +nc’ — n) -’ (—ma + nbc)[ma + nbcﬂ
=h’ [1 +nc’ —n+nb* +n’b*c—n*b* —n—n’c’ +n* + m*a’> + mnabc — mnabc —nzbzc}

=n’ [1+n(02 —1+b2—1)—n2 (b2 +c? —1)+m2a2} b*+c*=1-d°
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e [1+n(1—ha2 —2h)—n2(1+a2—1)+m2a2]
=h’ [l—n(a2 +1)—nza2 +m2a2}

=’ —nh’a’ —nh’ +n’h*a’ + h’'m’a’
ve
P:hz(l—n)wtazhz(m2 +n’ —n)
seklindedir. Ote yandan

0= [hz (mc+ nab)(1+ ne’ — n) —h (—ma + nbc)(mb+ nac)}
= h? [mc +mnc® —mnc + nab +n*abc* —n*ab—m*ab—mna’*c +mnb*c — nzabcz]
=h [mnc(c2 v R +b2)+mc+nab—n2ab—m2ab}, a’+b*+c* =1

=n (mc +nab—n’ab— mzab)
ve
O=hmc— hzab(m2 +n’ —n)
elde edilir. Son olarak

R=| * (mc+nab)(ma-+nbe)+ 1 (1+nb” =n)(mb—nac) |
= 1* [ m’ac + mnbc® —mna’b+n’ab’c+ mb —nac +mnb’ —n*ab’c — mnb+n’ac |
=n’ [mnb(cz +a’+b’ —1)+m2ac+mb—nac+n2ac}, a+b*+c* =1
=n (mzac+mb—nac+n2ac)

A~

R= hzmb+hzac(m2 +n’ —n)
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bulunur. Burada k =m’ +n° —n olarak secilirse

det[ hF (S)]=(/+nha® —nh)[ h* (1-n)+a’h*k |+ (mhc —nhab)(h>me - 1> abk)
+ (mhb + nhac)(hzmb + hzack)

i {[(ln)+na2][(ln)+a2k] +(mcnab)(mcabk)}

+ (mb + nac)(mb + ack)

_ _(1 —n)2 +na‘k+(1-n)a’k+(1-n)a’n+m’c® — mabck |
| —mnabc + na’b*k + m*b* + mabck + mnabe + na*c’k

(l—n)2 +(1—n)azk+(l—n)azn+m2 (b2 +c? +a2—a2)

+nazk(a2 +b* +cz) |

(1 - n)2 +na’k + (1 - n)azk + (1 - n)azn +m’c* +na’b’k

_+m2b2 +na’*c’k )

=n _(l—n)z +d’k+a‘n—a‘n*+m? —mzaz}
=h _(l—n)z +a’ (7112+n2 —n)—a2 (m2 +n’ —n)—i-mz}

=5 (l—n)2 +m2}

Ve

det[nF ()] = 1| (1=n)"+m’ |

elde edilir Burada m=0 ve n=1 durumlarn hari¢ tutuldugunda daima

det[hF (S )] # 0 olur. Bu ifade eder ki Af () matrisi regiiledir.

Teorem 4.7.2. S, 3x3 tipinde bir antisimetrik matris, 4 SO(3) olmak iizere,
hA=B homotetik matris ve hf(x)= h[anx" +a, x" +...+a1x+a0}, a, #0
seklinde bir polinom fonksiyonu olsun. so(3) ve H (E3), sirastyla, 3x3 tipinde

antisimetrik ve E’ *te homotetik doniisiimler ciimlesi olmak iizere
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hf:s0(3)—>H(E3>

S—»hf(S):l}:h[j(sJ)]Jf(S) (4.49)

doniisiimii verilsin. Bu durumda Af (S ’ ) ve hf (S) matrisleri garpma islemine gére

degismelidir.

Ispat. M = hf (S) olarak segilirse

M" =hf(S")
= hf (=S)

elde edilir. Burada ispatlanmas1 gereken

MM" =M"M

esitligidir. Bunun i¢in

hf (x)=h [anx” +a, X"+ ax+ a0]

esitligi ve Teorem 2.1.2 g6z dniinde bulundurulursa
hf (S)=h|a,s"+a

S+ +aS+ ao]

n—1
Ve
hf (S)=h|a,l;+xS+yS* ], x,yeR

yazilabilir. O halde
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MM’ :h[aol3 +xS+ySz]h[aOI3 —xS+yS2]:h2[(aOI3+yS2)2 —(xS)z}

:h[aol3—xS+ySz}h[aOI3 +xS+ySz]=h2[(a013 +ySz)2 —(xS)Z}

oldugundan
MM" =M"M
ve

hf (ST )hf (S)=hf (S)hf(ST)
esitlikleri saglanir. Bu durumda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7.3. S, 3x3 tipinde bir antisimetrik matris, 4eSO(3) olmak iizere,
hA=B homotetik matris ve hf(x)= [a x"+a, 1+...+a1x+a0], a, #0

seklinde bir polinom fonksiyonu olsun. Bu durumda (4.49) denklemi ile tanimli Af

doniisiimii igin det B =/’ *tiir. Dolayisiyla #4 = B homotetik matrisi olmak iizere, 4

ortogonal bir matristir.

Ispat. B homotetik matrisinin determinant1 hesaplanirsa

detB:det{[ (s))] 7(s }

_h3det{ 7(s7)] }det[f
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()]

det[ £(S)]
A\~
detB=h"

elde edilir. Bu durumda det 4 =1 olacaktir. Ote yandan (4.49) denklemi ile tanimli /f

doniistimiinden 4 = [f (S ! )T £ (S) yazilabilir. O halde

ve
AA" =1
bulunur. Bu durumda 4 ortogonal bir matristir.

Teorem 4.7.4. (4.49) denklemi ile tanimli 4f doniisiimii igin B homotetik matrisinin

determinant1 /° ise

ispat. 74 = B matrisinin determinant1 /2’ ise 4 matrisi pozitif ortogonal bir matristir.

Bu durumda (4.49) denklemi ile tanimli /f doniisiimiinden /4 # 0 olmak iizere elde

-
edilen 4 = [ f (S ! )} /(8 matrisinin tersi ve transpozu hesaplanirsa
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elde edilir. 4 ortogonal oldugundan bu denklemler birbirine esittir. O halde

LF ] r(8T)=r(s)r ()]

bulunur. 4f(S) matrisinin ve dolayisiyla da f(S) matrisinin regiiler oldugu

bilinmektedir. O halde son esitligin tersi alinirsa istenilen ifade elde edilir.

Burada Af (S) ‘nin farkl iki se¢imi i¢in asagidaki tanimlar verilebilir:

-1

Tamim 4.7.1. hf (S)=h(1,+S) olmak iizere B = h[f(ST )] f(S) denklemi goz

ontinde bulundurulursa
B=h(1,~-8)" (1, +9)
elde edilir. Bu durumda 4f doéniisiimiine, en basit homotetik Cayley doniisiimii denir.

Tamm 4.72. hf(S)=h(I,+mS+nS*) olmak iizere, B=h[f(s")| f(5)

denklemi g6z 6nilinde bulundurulursa
-1
B=h(I,~mS+nS*) (I,+mS+nS*) (4.50)

elde edilir Bu durumda Af donistimiine, genellestirilmis homotetik Cayley

doniistimii denir.
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Ote yandan burada genellestirilmis homotetik Cayley hareketinin geometrik
yorumunu yapmak i¢in S, 3x3 tipinde, E:(a,b,c) vektoriine karsilik gelen bir
antisimetrik matris ve A4 e SO(3) olmak iizere, h4= B homotetik Cayley matrisi

olsun. Bu durumda S matrisinin 6z denklemi det (S Al ) =0 denkleminden

-A — b
det| ¢ -4 -a|=-A(A+d’)+c(-Ac—ab)+b(ac—Ab)=0
-b a -1

=2 +5°A=0 = 4,=0, A, =—is, A, =is

dir. Burada i imajiner birim ve s> =a’ +b° +¢’’dir. Ayrica B homotetik Cayley

matrisinin 6z degerleri

(L] (o), alrGs)]" r(=is), aLr(-is)]" /(i)
seklindedir. Bu 6z degerler hesaplanirsa

hf(O) = h(1+m.0+n.0) =h,
W (=is) = h| 1+ m(=is) +n(=is)’ |

1—ims +i2nsz)

hf(is)zh(p—iq)

bulunur. Sonug olarak B homotetik Cayley matrisinin 6z degerleri



h, h[h(p+ig)] [h(p—ig)],

veya

(p—iq) (p+iq)
: h(pﬂ’q)’ h(P—iCI)

seklinde yazilabilir. Buradan

=h(p+iq)=hre”
h(p—iq) =hre ™"

z
z

secilirse

oldugundan

B=h[h(p+iq)] [h(p-iq)]
:hp—@
p+ig
re
i

=h

re

Ve

B=he™

W[ h(p=iq)] [h(p~+iq)]

86

(4.51)
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esitligi saglanir. Benzer sekilde hz(g)fl = he ™’ dir. Bu ifade eder ki B homotetik

matrisi, Ss =0 ve Bs =hs olmak lUzere, B =hR (E, 2¢) seklinde bir homotetik donme

hareketini temsil eder.



BOLUM 5. LORENTZ UZAYDA 1-PARAMETRELI
HOMOTETIK HAREKETLER ICIN CAYLEY
FORMULU, EULER PARAMETRELERI ve
UYGULAMALARI

Bu béliimde; E;, 3—boyutlu Lorentz uzayda, 1-parametreli homotetik hareketler

i¢in Cayley formiilii verilecektir. Buradan hareketle E;, 3—boyutlu Lorentz uzayda

homotetik hareketler i¢cin Rodrigues — Euler parametreleri tanimlanip, homotetik
Cayley dontisiimi literatiire katilacak ve orneklerle desteklenecektir. Ayrica Lorentz
anlamda homotetik donme matrisleri tanimlanacak ve Lorentz uzayda genellestirilmis

Cayley formiilii elde edilecektir.

5.1. E; , 3— Boyutlu Lorentz Uzayda Homotetik Cayley Formiilii

[E;, 3—boyutlu Lorentz uzayda bir cismin 1 - parametreli homotetik hareketi,

gyomi &

seklinde tanimlanir. Burada 4 € SO(3,1) semiortogonal bir matris, ¢ € R} bir siitun
matrisive 4= A(t), h="h(t), c=c(t), t zaman parametresinin C” fonksiyonlaridir.
x ve y ayni bir P noktasinin, sirasiyla, L hareketli ve L' sabit uzayinin ortonormal
koordinat sistemlerine gore yer vektorleridir. #=¢, aninda L' ve L ’nin koordinat

sistemleri ¢akisik olarak ele alinacaktir. Bu ¢alismada yukaridaki 1— parametreli
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homotetik hareket L/ L' ile gosterilecektir. Bu hareketin orijin etrafinda bir homotetik

donme hareketi belirten kismi, 2 homotetik sabiti olmak tizere,
y=hAx, h=h(t)=0 (5.2)

ile verilmektedir. (5.2) esitliginde #4 = B olarak segilirse

y=DBx (5.3)

elde edilir. Ote yandan f =y—hx ve g=y+hx, R? Lorentz uzayda iki spacelike

(timelike) vektor, e =& =&’ ve <A;c, A;C>L = (8Ax)T (Ax) olmak iizere,

=1 (e4x) (Ax) =’ (%,%)
= X" 48" ax— i (x,x)
=X e dx— I (x,x).
= eed s ax =1 (x,x).
=X oA dx =1 (%,x)
=5 b= (x,x)

=1 (ex) x=h*(x,x),

= <;C’ ;C>L d <;C’ ;C>L

Ve
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<7,§>L =0

dir. Bu ifade eder ki 7 ve § vektorleri Lorentz anlamda ortogonaldir. y = Bx esitligi

g0z Oniine alinirsa,

f=Bx—hx

(5.4)
=(B—hly)x
ve
=Bx+h
o (5.5)
=(B+hl,)x

dir. Burada B matrisinin 6z degeri —/ den farkli oldugu durumlarda (B+h]3 )_1

vardir. O halde

f=(B-hL)(B+hl,)" g

bulunur. Burada

C=(B-hL)(B+hl)" (5.6)
olarak alinirsa

f=Cg

elde edilir.

Teorem 5.1.2. (5.6) denklemi ile verilen 3x3 tipindeki C matrisi Lorentz anlamda

antisimetriktir.
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Ispat. C matrisinin Lorentz anlamda antisimetrik oldugunu gostermek icin
C" =—¢£C¢ oldugu gosterilmelidir. O halde

C=(B-hI)(B+hl,)"
(B+hl,)C=(B+hL,)(B-hL,)(B+hl,)"

olup, (B+hl,)(B-hl,)=(B—hl,)(B+hl,)=B>~h’I, oldugundan (B+hl,) ve

(B —hl,) matrisleri degismelidir. O halde

(B+hI,)C=(
[(B+hL)CT =(

C’ (B+hL,) =(B-hL)
(

cr (BT +hl )ng BT - )ng

B—hL,)(B+hl,)(B+hI,)"

B=hl)'

c’ (SZBTng + thg) =&’B" (¢Be)—heBe
dir. Burada B =hA4 ve A Lorentz anlamda ortogonal oldugundan,
c’ (hngTthg + thg) =he’ A" he As — he Be

c’ (h2€[36‘ + thg)
)=

CT(h2 (5AT As+ heBe )= h’e 5AT As—heBeg

CT(h2 A A £+ heBe|=he A A 5 heBeg

hel,e —heBe

C"(WI,+heBe)=h'I,—heBe

\

c’ (hzl3 + thg)(h213 +thg)_l = (h25213 —thg)(h213 +thg)_l
C' = h%[e(h@ -B)e || &(hl, +B)e3]_l

=& (hl,—B)(ez ') (hly+ B) &
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=e(hl,~B)(hl,+B) ¢
=—c|(B-hL,)(B+hL) " |e

dur. O halde

C' =—¢Ce¢

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Bu sartlar, (5.6) denklemi g6z Oniinde bulundurulurak degerlendirilirse, 0z

degerlerinden biri 1 olmayan C Lorentz anlamda antisimetrik matrisi i¢in, A

semiortogonal bir matris olmak iizere, 74 = B matrisi

C=(B—hl,)(B+hL,)"
CB+hC = B—hl,
CB~B=~hC~hl,
B~CB=hC+hl,
(I,-C)B=h(L,+C); det(I,~C)=0

%~
B=h(1,-C) ' (1,+C) (5.7)

seklinde elde edilir. (5.7) denklemine bir C matrisi i¢in Lorentz anlamda homotetik

Cayley formiilii denir.

Sonuc 5.1.1. Ozel olarak (5.7) denkleminde 4 =1 alinirsa, C matrisi icin Lorentz

anlamda Cayley formiilii

B=(L,-C) (1,+C)
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elde edilir [10].
5.2. Lorentz Uzayda Homotetik Hareketler icin Rodrigues Denklemleri

Bu boliimde Lorentz uzayda spacelike ve timelike eksenler icin Rodrigues

parametreleri ayr1 ayri incelenmistir.

5.2.1. Spacelike eksen icin Rodrigues parametreleri

Bir A4 semiortogonal matrisi i¢in h(t)=h#0, hA=B ve hx el spacelike

(timelike) bir vektor olsun. Bu durumda Teorem 2.2.7°den ;/ "de spacelike (timelike)

bir vektordir. C Lorentz anlamda antisimetrik bir matris olmak tizere

y—hxzc(}m}) (5.8)

oldugunu biliyoruz. Bu denklem; donme hareketi yapan cismin, belli noktalarinin
hareketli ve sabit uzaylardaki catilara gore koordinatlar1 arasindaki iligkiyi verir. 3 —
boyutlu uzayda

— — —_— — —

y—hx=c, /\L(y+hx) (5.9)
yazilabilir. Bu denklem, Lorentz uzayda homotetik hareketler i¢in spacelike Rodrigues
denklemi ve a vektori de homotetik hareketler i¢in spacelike Rodrigues vektoriidiir.

Timelike vektorlerin future-pointing oldugu durumlar icin asagidaki sekiller

verilebilir;



Sekil 5.1. hx spacelike bir vektor olmak tizere spacelike bir eksen igin Rodrigues denklemi temsili

Sekil 5.2. hx timelike bir vektér olmak iizere spacelike bir eksen i¢in Rodrigues denklemi temsili

94
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Burada )7 ve hx vektdrlerinin, a vektoriine paralel bir diizleme dik izdiisiimleri ayni

time konide bulunan, y* ve hx" vektorleri olmak iizere, y', hx" ve y —hx

vektorleri, diizlemin normali olan ¢, vektériine Lorentz anlamda diktirler. O halde

.

y=y +dc, = y =y—Ac,

hx=hx +Ac. = hx =hx—Ac
dir. Boylece

Ahx’ = A(hx=Ac,)

= Ahx— AAc,

olur. Burada <E,E>L = <Ac_';, AZS>L esitligi saglanir. Gergekten de

(@), =422,

=(£A4C)" (AC)
=C'A"s"AC
=C'A"¢AC
=C'eA'ecAC
C'eC=C"¢C

dir. Bu ifade eder ki ¢, ve Ac, vektorlerinin boylart esittir. Ote yandan diizlemin

normali yani E tek oldugundan ACT yerine E yazilabilir. Bu taktirde

Ahx' = y—Jc,

=y

elde edilir. B =hA4 oldugundan
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Bx =y (5.10)

yazilabilir. Bu durumda )7 ve hx vektorleri ile ilgili bagintilar, ; ve hx’in diizleme
dik izdiistimleri olan ; ve hx vektorleri icin de saglanmis olur. ;/: Bx

donmesinden elde edilen )7— hx = Z A, (;; + h;c) denkleminin diizlemdeki karsiligi,

(5.10) donme denklemi g6z dniinde bulundurularak
y—hx =c A, (?HS")

seklindedir. Boylece Tanim 2.2.11 geregince

Vv hx

CS

L

‘?-f-h;;

cosh (gs,; + h;)
L

L ‘

dir ve <ci,? + h?> =0 oldugundan
L

CS

(e +h5) |-
L

‘)7+h?

sinh(a,fmf):o
L

L ‘

dir. Bu durumda sinh (a, ; + h;) =0 ve bu iki vektor arasindaki a1 sifir olarak elde

edilir. O halde cosh (cY , )7 + h?) =1 bulunur. Boylece

v —hx'| =|e (5.11)

L

‘;+h;

L ‘ L

elde edilir. Ote yandan



v —hx

=\/\<f_hf,?_h§>

L L

_ \/ (75) ~2n(y" 7)) en (3.5 J
L L L L

2

x| cosh¢g—h?
L

s
X

¥
2

dir. Homotetik hareketler uzakligi korumadigi i¢in

2 —
+2th*
L

L L

— — 2
* *
X X

2 —
—2th
L

cosh ¢h’
L

L L

=hk

e
X
L

=k ve H;
11,

esitlikleri £ #0 e R" i¢in yazilabilir. O halde

H? s

= \/\hzkz 21K cosh ¢ + K|

= J2r?k* — 217K cosh

= hkJ2. |1 - cosh ¢
= k2 |1~ (1+2sinh’ g/2)

= 2hk,||sinh’ ¢/2|
olup
H? iy H — 2khsinh ¢/2
L

dir. Benzer islemler yinelenerek,
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(5.12)



H; + h?

= J|-12k =212k cosh - K|
L
= hkJ2 (|1 +cosh ¢
= 2 |1+ (2cosh® g/2-1)

= 2hk,f|cosh’ ¢/2|

olup

H? ; hx“‘ — 2khcosh ¢/2
L

ifadeleri elde edilir. (5.12) ve (5.13) denklemleri oranlanirsa,

Y =hx| " okhsinh g2
Hf+ |l 2khcoshg/2

L

Ve

V oy

L =tanh¢/2

—

?+hx*

L

elde edilir. (5.11) ve (5.14) denklemlerinden

C

N

_=tanhg/2
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(5.13)

(5.14)

(5.15)

elde edilir. ¢, yoniindeki spacelike birim vektor E=(a,b,c) ise ¢, vektoriiniin

bilesenleri
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¢, =tanh(¢/2)a

°1

¢, =tanh(¢/2)b (5.16)

S

¢, =tanh(g/2)c

seklindedir ve Lorentz uzayda spacelike bir eksen etrafinda gerceklesen homotetik

hareketler i¢in Rodrigues parametreleri olarak adlandirilir.

Sonug 5.2.1.1. (3.32) ve (5.16) denklemleri karsilastirildiginda, Lorentz uzayda genel
ve homotetik hareketler altinda, spacelike bir eksen i¢in Rodrigues parametreleri

degismez.
5.2.2. Timelike eksen icin Rodrigues parametreleri

Bir A semiortogonal matrisi i¢in 4(t)=h#0, hA=B ve hxel} spacelike

(timelike) bir vektor olsun. Bu durumda Teorem 2.2.7°den ; ’de spacelike (timelike)

bir vektordiir. C Lorentz anlamda antisimetrik bir matris olmak tizere (5.8) denklemi

g6z Oniinde bulundurularak 3—boyutlu Lorentz uzayda C Lorentz anlamda

antisimetrik matrisine karsilik gelen timelike vektor Zt olmak tizere,
}—h&:Z[AL(}m}) (5.17)

yazilabilir. Bu denklem, Lorentz uzayda homotetik hareketler i¢in timelike Rodrigues

denklemi ve ¢, vektorii de homotetik hareketler icin timelike Rodrigues vektoriidiir.

Timelike vektorlerin future-pointing oldugu durumlar icin asagidaki sekiller

verilebilir:
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Sekil 5.3. hx spacelike bir vektor olmak tizere timelike bir eksen i¢in Rodrigues denklemi temsili

Sekil 5.4. hx timelike bir vektor olmak iizere timelike bir eksen i¢cin Rodrigues denklemi temsili
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Burada ;/ ve hx vektdrlerinin Zt vektoriine paralel sekilde diizleme dik izdiistimleri

* s . e * s s . . . . . -
y ve hx olmak lizere, y , hx ve y —hx vektorleri, diizlemin normali olan c,

—_—

vektoriine diktirler. O halde Bolim 5.2.1°deki islemler tekrarlanarak 7, hx'

izdiisiim vektdrleri i¢in

?—h?:Z,AL(fmf) (5.18)
ve
vt =|& H?m?

L L L

elde edilir. Burada 7 , hx' vektorleri spacelike oldugundan Boliim 5.2.1°den farkl

olarak

v —hx

:\/Kf_hf,f_@
L L
_ \/ <f,f> _2h<7,f> +hz<f,?> J

L L L L
=J 2l

|

2

—_—

¥
X

s
X

2 .
+2th*
L L

cosg—h’
L

L

— — 2
* *
X X

2 —
—Zth
L

cos gh’
L

L L

=hk

bulunur. Homotetik hareketler uzaklig1 korumadigi i¢in yine H?
L

=k ve H)?
L

esitlikleri £ #0 e R" i¢in yazilip devam edilirse

v —hx

= JIK =212k cos g+ 27|

- \/\2h2k2 21k cos ]
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= hk~J2 /|1 —Cos ¢|
= k2,1 - (1+ 2500’ g/2)

= 2hk,|sin” 4/2)

olup

Hf - hFHL = 2khsin /2

dir. Benzer islemler yinelenerek,

Hf ; h?HL = 2k J[cos’ ¢/2]

esitlikleri elde edilir. O halde gt timelike vektorii i¢in de

G

. = tan ¢/2 (5.19)

bulunur. ¢ yoniindeki timelike birim vektdr s = (a,b,c) ise ¢ vektoriiniin bilesenleri

¢, =tan(g/2)a
¢, =tan(p/2)b (5.20)
¢, =tan(g/2)c

seklindedir ve Lorentz uzayda timelike eksen etrafinda homotetik hareketler icin

Rodrigues parametreleri olarak adlandirilir.

Sonug 5.2.2.1. (3.33) ve (5.20) denklemleri karsilastirildiginda Lorentz uzayda genel
ve homotetik hareketler altinda, timelike bir eksen icin Rodrigues parametreleri

degismez.
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5.3. Lorentz Uzayda Homotetik Hareketler icin Euler Parametreleri

Bu boliimde Lorentz uzayda spacelike ve timelike eksenler i¢in Euler parametreleri

ayr1 ayr1 incelenmistir.

5.3.1. Spacelike eksen i¢in Euler parametreleri

A semiortogonal matrisi igin #4 = B homotetik matrisi; ¢ hiperbolik donme agisi

olmak tizere, (5.15) denkleminden elde edilen C = tanh(¢/2)S ile verilen s spacelike

birim vektoriiniin terimleri cinsinden ifade edilebilir. Bu durumda (5.7) denkleminde

gerekli islemler yapilirsa

B=h(1,~C) (I, +

=h|1

<
= [ I,~Stanh(¢/2)] [ 1, +S tanh(¢/2) ]
' )

. sinh(g/2 sinh (¢/2)
4 cosh(¢/2)} {[3 4 cosh(¢/2)}

cosh(g¢/2)

A cosh(¢/2)— Ssinh(¢/2)}1 {13 cosh(¢/2)+ Ssinh(¢/2)}

cosh(¢/2)

dir. O halde

B=h[I,cosh(¢/2)~Ssinh(¢/2)] [ 1, cosh(¢/2)+ Ssinh(¢/2)]

elde edilir. Burada

F =[ I, cosh($/2)+Ssinh(¢/2) ] (5.21)

secilirse, bu matrisin ihtiva ettigi sabitlere; Lorentz uzayda spacelike bir eksen

etrafinda gerceklesen homotetik hareketler i¢in Euler parametreleri denir. Bu

parametreler;
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£, = cosh(¢/2)

fi = asinh(¢4/2)
1, =bsinh(¢/2)
£ = csinh(¢/2)

(5.22)

seklindedir.

Sonug 5.3.1.1. (3.35) ve (5.22) denklemleri karsilastirildiginda Lorentz uzayda genel

ve homotetik hareketler altinda, spacelike bir eksen i¢in Euler parametreleri degismez.

Burada S Lorentz anlamda antisimetrik matrisi belirlenmelidir. s,weE ve w siitun

matrisi olmak tizere,

sAn, w=3Sw

esitligini saglayan S matrisi

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

seklindedir. Gergekten de

€ 6 &
sAn,w=detl a b c =(cv—bw,uc—aw,av—ub)

u \% w

Ve
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X vy zllu
Sw=|k [ m]v
e f gllw

+Zz

:(xu+yv w,ku+lv+mw,eu+fv+gw)

oldugundan

cv-bw=xu+yv+zw = y=c,z=-b,x=0
uc—aw=ku+lv+mw = k=cm=-a,l=0

av—ub=eu+ frv+gw = e=-b,f=a,g=0

elde edilir. O halde

0 ¢ -b
S=lc 0 -a (5.23)
-b a 0

dir. Ayrica bu matris

S"=—-¢&S¢e
0O ¢ -b -1 0 0//]0 ¢ -b|-1 0 O
c 0 al|=—]0 1 O0flc O a} 0 1 0
-b —-a 0 0 0 L||-b a 010 0 1
0O — b|-1 00
=—|c¢c 0 —al|l0 1 O
b a 00 0 1
0 ¢ -b
=lc 0 a
-b —a 0

esitligini sagladigindan Lorentz anlamda antisimetriktir. O halde (5.7) denklemi

belirlenen C matrisi yerine (5.23) denklemi ile belirlenen S matrisi yazilabilir. Bu

matrise karsilik gelen s spacelike vektorii icin asagidaki teoremler verilebilir:
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Teorem 5.3.1.1. S Lorentz anlamda antisimetrik matrisine karsilik gelen vektor
s = (a,b,c) olsun. s vektorii; spacelike birim vektor olarak secilirse S matrisinin 6z

degerleri 0,—1 ve 1 seklindedir.

Ispat. S matrisinin 6z denklemi det(S—A47,)=0 seklindedir. Bu denklemin kokleri,

s = (a,b,c) spacelike birim vektdr olmak iizere incelenirse, S matrisinin 6z degerleri

det(S—11,)=0

-2’ +(—a2+b2+c2)/1=0
-2+21=0
—A(#-1)=0

esitliginden 4 =0,4=-1,4=1 olarak elde edilir [10].

Teorem 5.3.1.2. Ez(a,b,c) spacelike birim vektoriine karsilik gelen matris

0 ¢ -b
S=| ¢ 0 —a| ve C=Stanh(#/2) olmak iizere, Lorentz uzayda homotetik
b a 0

hareketler altinda spacelike bir eksen i¢in Euler parametrelerine gore B homotetik

matrisi
B=h|I,+Ssinhg+S’ (coshg—1)] (5.24)
dir.

Ispat. ¢/2=x olsun. O halde C = S tanh (¢/ 2) esitligi (5.7) denkleminde yazilirsa

B=h(I,~C)" (1, +C)
=h(1, —Stanhx)f1 (I;+S tanh x)



. -1 .
h(l3—SSlnhxj (13+Ssmhxj
cosh x cosh x

Il
=

(13 cosh x — S sinh x]_l (13 cosh x + S'sinh x]

cosh x cosh x

= h(I, cosh x— S sinh x)f1 (1, cosh x + S sinh x)
ve

E/’c(]3 cosh x — Ssinh x) )
B=h : (1, cosh x+ Ssinh x)
det (7, cosh x —S'sinh x)

dir. Burada D =(/, coshx — Ssinh x) segilir ve agik olarak yazilirsa

cosh x 0 0 0 csinhx —bsinhx
D= 0 cosh x 0 |—-| csinhx 0 —asinh x
0 0 cosh x —bsinhx asinhx 0
coshx —csinhx bsinhx

=|—csinhx coshx asinhx

bsinhx —asinhx coshx

elde edilir. Bu durumda

det D = cosh x(cosh2 X+ a’ sinh? x) +c¢sinh x(—c sinh x cosh x — absinh? x)

+ bsinh x(ac sinh” x —bsinh x cosh x)
= cosh’ x + (a2 —b*=c? )sinh2 xcosh x
=cosh’ x — (—a2 +b* +¢ )sinh2 xcosh x
= cosh x(cosh2 x —sinh? x)

=coshx

dir. Boylece D matrisinin tersi
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. coshx —c¢sinhx bsinhx
D' = - Ek|—csinhx coshx  asinhx
cosh x
bsinhx —asinhx coshx

cosh? x+a” sinh? x

cosh x
¢sinh x cosh x + absinh? x

c¢sinh x cosh x — absinh?® x

108

—acsinh? x —bsinh x cosh x

cosh x
cosh? x —b*sinh? x

cosh x

—acosh xsinh x —besinh? x

cosh x
acsinh’® x —bsinh x cosh x

cosh x
a cosh xsinh x —bcsinh? x

cosh x
cosh? x—c¢? sinh? x

cosh x

olarak elde edilir. Bu matris ortak parantezler halinde yazilirsa,

1 0 O 0
D'=coshx|0 1 0|+sinhx| ¢
0 0 1 -b

dir. —a’ +b* +¢” =1 esitligi géz 6niine alinirsa,

.12
D' = I, coshx + §sinh x + sinh” x
cosh x
elde edilir. Buradan da
. 2
D' = I, coshx+ §sinh x + sinh” x
cosh x
) inh?
=/, coshx+ §sinhx+ S X
cosh x

cosh x cosh x ]
c -b 12 a’® —ab -ac
0 —a|+22 X op —p® —be
cosh x 5
a ac —-bc -c
—14+b*+¢* —ab —ac
ab —l-a*+¢* —bc
ac —bc —1-a*+b*
1 0 0 b +c? —ab —ac
-0 1 O|+| ab —a’+cf —bc
0 0 1 ac —bc —a’ +b?
0O ¢ -b||l0 ¢ -b
L+ ¢ 0 —-aflc 0 -a
b a O0||-b a O

Ve
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. inh”
D_]=I3coshx+Ssmhx+sm al

(—I3 +S2)

cosh x

seklindedir. O halde

B=hD'F
= h(I, coshx —Ssinh x) " (1, coshx+ Ssinh x)

sinh? x

=h| I, coshx+ Ssinhx+

- (—]3 +5° )}(13 cosh x+ Ssinh x)
cosh x

| 1, cosh? x+ S'sinh x cosh x + sinh’ x(—l3 +5? ) + S cosh xsinh x

=h . 13
+S?sinh® x + sinh” x (—S i S3)
L cosh x
dir. Burada
0 ¢ =bll-14b*+¢* —ab —ac
-S+S°=|l ¢ 0 -a ab —1-a*+¢* —bc
-b a 0 ac —bc —1-a*+b*

i abc —abc —c—a‘c+c+b’c -b*+b+d*bh-b
=|—c+chb*+c —ca’ —abc + abe —ac’ +a+a’ —ab?
b—b*—bc* +ba’* ab’—a-a’ +ac’ abc —abc
I 0 —c+c(—a2+b2+c2) b—b(—a2+b2+c2)
= —c+c(—a2+b2+c2) 0 a—a(—a2+b2+cz)

b—b(—a2+b2+cz) —a+a(—a2+b2+cz) 0
[0 0 0
=0 0 O

10 0 0

oldugu goriiliir. Bu durumda
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B= h[l3 cosh” x + S sinh x cosh x +sinh? x(—]3 +Sz)+Scoshxsinhx+ S? sinh? x}
= h([3 cosh” x + Ssinh x cosh x — I, sinh® x + §? sinh® x + S cosh xsinh x + S° sinh’ x)

- h[]3 (cosh2 x —sinh? x) +S(2sinh xcosh x)+S° (2 sinh’ x)}

elde  edilir ~ Burada  cosh®’x—sinh®’x=1, 2sinhxcoshx=sinh2x  ve

2sinh” x = cosh2x—1 oldugundan

B =h| I,+Ssinh2x+S’ (cosh 2x—1)]

elde edilir. x=¢/2 oldugundan B homotetik matrisi
B=h|I,+Ssinhg+S (coshg—1)]

olarak bulunur.
5.3.2. Timelike eksen i¢cin Euler parametreleri

A semiortogonal matrisi i¢in £4 = B homotetik matrisi; ¢ donme agis1 olmak iizere,
(5.19) denkleminden elde edilen C=tan(¢/2)S ile verilen s timelike birim

vektoriiniin terimleri cinsinden ifade edilebilir. Bu durumda (5.7) denkleminden

B=h(I,~C) " (1,+C)
=n[I,~Stan(¢/2)] ' [1,+Stan(4/2)]
_ h_]3 g sin(¢/2)}“ {13 r sin(¢/2)}

i cos(¢/2) cos(¢/2)
_ [ Leos(#/2) —Ssin(¢/2)T {13 cos(¢/2)+ Ssin(¢/2)}
cos(¢/2) cos(¢/2)

dir. O halde
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B=h[1,cos(¢/2)~Ssin(¢/2)] [ 1, cos(#/2)+Ssin(4/2)]
elde edilir. Burada
F =[I,cos(¢/2)+Ssin(¢/2)]

secilirse, bu matrisin ihtiva ettigi sabitlere; Lorentz uzayda, timelike bir eksen
etrafinda gergeklesen homotetik hareketler i¢cin Euler parametreleri denir. Bu

parametreler;

f, =cos(4/2)
f,=a sin (¢/2)

5.25
1, =bsin(¢/2) (523)
£ = csin(g4/2)
seklindedir.
Sonug. 5.3.2.1. (3.36) ve (5.25) denklemleri karsilastirildiginda, Lorentz uzayda genel

ve homotetik hareketler altinda, timelike bir eksen i¢in Euler parametreleri degismez.

Ote yandan burada (5.23) denklemi ile verilen S Lorentz anlamda antisimetrik

matrisini Boliim 5.3.1 deki gibi elde etmek miimkiindiir. Bu matrise karsilik gelen s

timelike vektorii icin asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 5.3.2.1. S Lorentz anlamda antisimetrik matrisine karslik gelen timelike
vektor Ez(a,b,c) olsun. s vektdrii; timelike birim vektdr olarak segilirse, S

matrisinin 6z degerleri 0,— ve i seklindedir.

Ispat. S matrisinin 6z denklemi det(S—A47,)=0 seklindedir. Bu denklemin kokleri,

s = (a,b,c) timelike birim vektor olmak tlizere incelenirse S matrisinin 6z degerleri
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det(S—AL)=0

-1 +(—a2+b2+c2)/1:0
-2 =21=0
—A(A*+1)=0

esitliginden 6z degerler A =0,4=—i,4 =i olarak elde edilir [10].

Teorem 5.3.2.2. Ez(a,b,c) timelike birim vektdriine karsiik gelen matris

0 ¢ -b
S=| ¢ 0 -a| ve C=Stan(¢/2) olmak iizere, Lorentz uzayda homotetik
b a 0

hareketler altinda timelike bir eksen i¢in Euler parametrelerine gére B homotetik

matrisi
B=h|I,+Ssing+5”(I-cosg)| (5.26)
dir.

Ispat. Boliim 5.3.2°deki islemler, s ’nin timelike birim vektdr oldugu g6z o6niinde

bulundurularak tekrarlanirsa, ¢/2 = x igin
B=h(I,cosx—Ssinx) " (I, cosx+Ssinx)

ve D =(I,cosx—Ssinx) olmak iizere,

SiHZX(I3+S2)

D' =1,cosx+Ssinx+
cosx

elde edilir. O halde
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B=h[13 coszx+Ssinxcosx+sinzx(]3 +Sz)+Sc0sxsinx+S2 sin’ x}
=h([3 cos’ x+Ssinxcosx+ I sin® x+5” sin® x + S cos xsin x + S° sin’ x)

- h[]3 (cos2 x +sin’ x)+ S(2sinxcosx)+S? (2 sin’ x)}

dir. Burada cos’x+sinx=1, 2sinxcosx=sin2x ve 2sin’x=1-cos2x

oldugundan

B= h[[3 +Ssin2x+ S (l—cos2x)]

elde edilir. x=¢/2 oldugundan B homotetik matrisi
B=h|I +Ssing+8*(1-cosg)]

olarak bulunur.

5.4. Ef, 3—Boyutlu Lorentz Uzayda Homotetik Cayley Doniisiimii ve

Uygulamalari

Tamim 5.4.1. S, 6z degeri 1’den farkli Lorentz anlamda antisimetrik bir matris olsun.

B matrisi, Lorentz anlamda homotetik Cayley matrisi olmak tizere,

hf :s0(3,1) > H (E})
S—hf (S)=B=h(I,-S) (I,+5)

bigiminde tanimlanan A/ doniisiimiine S matrisinin E’ Lorentz uzayda homotetik
Cayley doniisiimii denir. Burada so(3,1) ve H (Ef ) , strastyla, 3x3 tipinde Lorentz

anlamda antisimetrik ve E; ’te homotetik doniisiimler ciimlesidir.
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Teorem 5.4.1. B, Lorentz anlamda homotetik Cayley matrisi, s = (a,b,c) spacelike

(timelike) bir vektor ve HEHL #1 olmak {lizere Bs = hs bagntisi vardir.

ispat.

M+a®+b% + ¢ 2(—ab+c) —2(ac+b) a
Bs =hA™! 2(ab+c) l—a>=b*+¢* —2(bc+a) b
2(ac—b) 2(—bc+a) l-a*+b* - || ¢

_a(1+a2+b2+cz)+2b(—ab+c)—20(ac+b)

=hA™ 2a(ab+c)+b(1—a2 -b* +cz)—20(bc+a)
2a(ac—b)+2b(—bc+a)+c(1—a2 +b’ —cz)

Ca+ad* —ab* —ac

=hA'| b—b’ —bc® +ba’

3 2 2
c—c +ca —cb

a(1+a - —cz)
|
:h(1+a2—b2—c ] b(1-b>+a’ )

cl +a —bz)

(
(
:h(l+a2—b2—c ) }

(1+a2—b2—c )

ve
Bs =hs
olarak elde edilir.

Simdi S matrisinin farkli segimlerine gore elde edilen B homotetik matrislerine

iligkin 6rnekler verelim. Burada S matrisine karsilik gelen s vektdriiniin spacelike ve
timelike segimleri i¢in farkli durumlar incelenecektir. Ayrica S matrisi yerine bir «

egrisinin egriliklerinden olusan matrisler alinacak ve bu egrinin spacelike ve timelike
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tegetli se¢ilmesi durumlarinda farklilik gosteren bu matrisler i¢in B homotetik

matrisleri elde edilecektir.

ik olarak, 3 — boyutlu Lorentz uzayda s = (a,b,c) vektoriine karsilik gelen

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

matrisi i¢in B homotetik matrisi (5.6) denkleminden

1 - b
dir. Simdi /;,-S=|-c 1 a | matrisinin tersini bulalim:
b —-a 1
1 - b
detfj—c 1 a :1(1+a2)+c(—c—ab)+b(ac—b)
b —a 1

=1+a* —c* —abc+abc—b*

%S

det(I—S)=1+a2—b2—c2 =A

seklindedir. Ote yandan matrisin eki
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1 - b l+a*> —-ab+c -ac-b
Ekl-c 1 al|=|ab+c 1-b* —bc—a
b —-a 1 ac—b —bc+a 1-¢°

oldugundan
1 - b | l+a*> —-ab+c —-ac—b
— 1 al| =—|ab+c 1-b* —bc-a
b —-a 1 ac—b —-bc+a 1-¢?

olur. Boylece

l+a®> —-ab+c —-ac-bl|[1 ¢ -b
Bzﬁ ab+c 1-b* —bc—all c 1 -a

ac—b —bc+a 1-¢* ||-b a 1
dir. O halde son denklemden B homotetik matrisi

l+a>+b* +¢* 2(—ab+c) —2(ac+b)
B=hA" 2(ab+c) l—-a>-b>+c° —2(bc+a) (5.27)
Z(ac—b) 2(—bc+a) l—a*+b* =¢*

seklinde bulunur. Burada S <> 5= (a,b,c) ekseni spacelike secilirse (5.27) denklemi
HEHL #1 olmast sartiyla gecerlidir. Fakat S <> s=(a,b,c) ckseni timelike segilirse

—~a’+b>+c* #1 ve dolayisiyla A#0 olacagindan (5.27) denklemi her zaman

gecerlidir.
0 ¢ -b

Sonug¢ 5.4.1. Ozel olarak (5.27) ifadesinde A =1 alinirsa, S=| ¢ 0 —a | matrisi
-b a O

icin genel hareketler altinda B matrisi
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l+a*+b* +c? 2(—ab+c) —2(ac+b)
2(ab+c) 1-a’=b’+c*  2(bc+a) (5.28)
2(ac—b) 2(—bc+a) l—-a>+b*=¢*

1
Cl+ad’ b -

seklinde elde edilir [10].

0 kK O
Ornek 54.1. S=|k 0 k, |, E ’te timelike o egrisinin egriliklerinden olusan
0 -k O

bir matris olsun. Bu durumda S <> s =(—k,,0,k,) timelike ekseni elde edilir. (5.27)

ifadesinde a =—k,, b =0 ve c =k, olarak alinirsa B homotetik matrisi

, 1+ k5 +k] 2k, 2k k,
B=———| 2k 1-E+k 2k (5.29)
1-k +k; r
2k, 2k, -k -k

olarak elde edilir.

Sonug 5.4.2. Ozel olarak (5.29) ifadesinde 4 =1 alinirsa, E; ’te timelike o egrisinin

0 &k O
egriliklerinden olusan S=|k 0 £, | matrisi i¢in genel hareketler altinda B
0 -k O
matrisi
| 1+k; +k} 2k, 2k k,
B=——55— 2k 1—k; +k/ 2k 5.30
1_ k12 + k22 1 2 1 ) 2 ) ( )
-2k k, -2k, -k —k

seklinde elde edilir [10].



118

Ornek 5.4.2. Bir o spacelike egrisi icin B homotetik matrisi iki durum halinde

incelenmelidir:
0 &k O

i) S=|k 0 k,|, yani o spacelike egrisi, timelike asli normale ve spacelike
0 k O

2

binormale sahip olsun. Bu matrise karsilik gelen spacelike eksen HEHL #1 olmak iizere

Se>s= (k,,0,k,) olarak elde edilir. Bu durumda (5.27) ifadesinde a =k,, b=0 ve

¢ =k, almirsa B homotetik matrisi

, 1+k; +k} 2k, 2k k,
B=——-— 2k, 1-k] +k —2k, (5.31)
-k +k, Y
2k k, 2k, 1—k; —k;
olur.
0 k& O
ii) S=|-k 0 k,|, yani o spacelike egrisi, spacelike asli normale ve timelike
0 k O

binormale sahip olsun. Bu matrise karsilik gelen spacelike eksen HEHL #1 olmak tizere

S <> 5 =(k,,0,~k,) olarak elde edilir. Bu durumda (5.27) ifadesinde a =k,, b=0 ve

¢ =—k, almirsa B homotetik matrisi

, 1+k; +k! 2k, 2k k,
B=— | 2k 1-K+k -2k (5.32)
1=k +k; o,
2k k, 2%, -k -k

dir.
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0
Ornek5.4.3. S=|c
0

S O 0

0
0 | olsun. Bu matrise karsilik gelen spacelike eksen HEHL #1
0

olmak iizere S <«>s=(0,0,c) olarak elde edilir. Bu udurmda (5.27) ifadesinde

a=b=0 ve ¢ #0 olarak alinirsa B homotetik matrisi

1+ c? 2c 0
2¢  1+¢? 0
0 0 1-¢*

B=

ve buradan da

1462 2c
2 2 0
l1-c 1-¢
2c 1+c?
B=h P, 0 (5.33)
0 0 1

. 2 : :
olarak elde edilir. Burada sinh¢ = ¢ - denirse, cosh® x—sinh’ x =1 oldugu goz
—c

oninde bulundurularak

2
cosh? x— 4e =1

(=)

1-2c* +¢* +4¢°
1-2¢° +¢*

(l—i-cz)2
(1-¢)

= cosh? x =

Ve
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1+¢
coshx =

l-c
elde edilir. Boylece B homotetik matrisi

coshg sinhg O
B=h|sinhg coshg O (5.34)
0 0 1

olur. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, xoy diizleminde (O, 0,1) ekseni etrafinda

@ acis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

Sonug 5.4.3. Ozel olarak (5.34) ifadesinde #=1 alinirsa S =

S o O
S O O

0

0 | matrisi i¢in
0

genel hareketler altinda B matrisi

coshg sinhg O
B=|sinhg coshg 0 (5.35)
0 0 1

seklinde elde edilir [10].

0 0 -b
Ornek 54.4. S=| 0 0 0 | olsun. Bu matrise karsilik gelen spacelike eksen
-b 0 0

HEHL;tl olmak tizere S<—>§=(O,b,0) olarak elde edilir. Bu durumda (5.27)

ifadesinde a =c =0 ve b #0 olarak alinirsa B homotetik matrisi
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1+b° 0 -2b

B:lhb2 1-> 0
2b 0 1+b?
Ve
145 0 b |
1-p> 1-b°
B=hl 0 1 0 (5.36)
-2b 1+b°
2 0 2
[1-b 1-b

dir. Burada sinh¢= g 52 denirse, cosh’x—sinh®’x=1 oldugu goz Oniinde

bulundurularak

cosh” x — 46’ ~=1
(1-07)

,  1-2b7+b*+4b°
= cosh™ x=
1-2b* +b*
(1+Z)2)2

(=)

Ve

1+b°

coshx = 5
1-b

bulunur. Béylece B homotetik matrisi

coshg 0 sinhg
B=h| O 1 0 (5.37)
sinhg 0 cosh¢



122

olur. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, xoz diizleminde (O, 1,0) ekseni etrafinda

@ agis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

0 0 O
Ornek 5.4.5. S={0 0 —a| olsun. Bu durumda S <> s= (a,0,0) timelike ekseni
0 a O

elde edilir. O halde (5.27) ifadesinde b =c =0 ve a # 0 olarak alinirsa B homotetik

matrisi
\ 1+a* 0 0
B=—— 0 1-a’> -2a
+
1o 22 1-&
ve
1 0 0
1-a* 2a
B=h0 5.38
1+a*> 1+4° ( )
0 2a 1-d?
L l+a*> 1+a*]

. 2 . .
olarak elde edilir. Burada sin ¢ = a > denirse, cos’ x+sin’ x =1 oldugu géz éniinde

1+a
bulundurularak
2
cos’ x+ Lz =1
(1 + az)
5 1+2a* +a* —4a°
= Ccos" x=

1+24* +4*

(1+a2 )2



123

Ve

1-a
1+a

COSX =

bulunur. Boylece B Lorentz anlamda homotetik matrisi

1 0 0
B=h{0 cos¢g -—sing (5.39)
0 sing cos¢

dir. Bu ifade eder ki B homotetik matrisi, yoz diizleminde (1,0,0) ckseni etrafinda

¢ acis1 kadar bir homotetik donme belirtir.

5.5. E;, 3— Boyutlu Lorentz Uzayda Homotetik Donme Matrisleri Yardimiyla B

Homotetik Matrisi

h#0 olmak iizere, hR(5,¢) ve hR™'(5,4)=hR(-5,¢) ifadeleri, sirasiyla, R} te bir
5 spacelike (timelike) birim vektorii etrafinda ¢ agisi kadar pozitif ve —¢ agis1 kadar

negatif homotetik donmeleri belirtsin. Bu durumda 4 € SO(3,1) i¢in h4 =B olmak

iizere, homotetik bir dénme altinda /r — r oluyorsa
hA=hR (E ¢)

oldugundan

hR(s,¢)r = R(s,¢)hr = Ahr = Br =7’

yazilabilir. Simdi s vektoriinlin spacelike ve timelike olma durumlarin1 ayri ayri

inceleyelim:
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5.5.1. Spacelike eksen icin B homotetik matrisi

Orijin noktasinda s spacelike birim vektoriine dik olan bir spacelike (timelike) vektor
h; olsun. Bu vektoriin i¢inde yattig1 diizlemdeki hareketi incelemek igin, her §
spacelike birim vektoriine, bir Lorentz anlamda antisimetrik matris karsilik

getirilmelidir. O halde § = (a,b,c) spacelike birim vektoriine karsilik gelen bir bu

matris
0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

ve hr 3—boyutlu Lorentz uzayda keyfi bir vektor olmak iizere, Shr=s A ; hr ve

Ss=sn, s=0 esitlikleri saglanir. Gergekten de

0 ¢ -b| |n cr, — br,
Sh;ngLh; = Shr=| ¢ 0 -alh r|=h| cr,—ar
b a 0 7, —br, +ar,
6 &6 4

= sA,hr=hla b c =h(—br3+cr2,—ar3+cr1,ar2—br1)

h non
ve
0 ¢ -bl|la cb—bc 0
ngg/\LE:O = Ss=| ¢ 0 —al||lb|=| ac—ca |=|0 :6=§/\L§
-b a 0 ||c —ab+ba 0

dir. Bu durumda, Az homotetik matrisi, sz vektoriine karsilik gelen matris olmak
uzere, Shu=sn, h; esitligi de saglanir. O halde § A, h; spacelike (timelike)

vektorii, § ve hu vektorlerine ayr1 ayr1 Lorentz anlamda ortogonaldir. Bu durumda
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SN, h; Lorentz vektorel ¢arpimi, h; spacelike (timelike) vektoriinii s spacelike
ekseni etrafinda Lorentz anlamda ortogonalligi bozmayacak sekilde homotetik olarak
dondiirmek olarak yorumlanabilir. Buradan da § spacelike vektoriine karsilik gelen
S Lorentz anlamda antisimetrik matrisinin de hZz spacelike (timelike) vektoriinii §
spacelike ekseni etrafinda Lorentz anlamda ortogonalligi bozmayacak sekilde
homotetik olarak déndiirdiigii sonucuna varilr. ilk olarak, hr spacelike, Ay timelike

vektorler oldugu durumu ele alalim:

Sekil 5.5°de gorildiigii tizere, hr spacelike vektorii § spacelike ekseni etrafinda
uzaysal bir donme yaparken, izdiigiimii olan h; timelike vektori, diizlemin sadece

timelike (time-koni i¢inde kalan) kisimlarinda spiral olusturacak sekilde bir donme

yapmaktadir.

Sekil 5.5. hr spacelike, h;z timelike vektorler olmak {izere, 4 >1 igin spacelike eksen etrafinda homotetik donme

temsili
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ikinci olarak, hr ve hu spacelike vektorler oldugu durumu ele alahm: Sekil 5.6’da
goriildiigii iizere, hr spacelike vektorii, time-koninin disina ¢ikamayacagi i¢in s
spacelike ekseni etrafinda uzaysal bir donme yaparken, izdiisiimii olan h; spacelike

vektori, diizlemin sadece spacelike (time-koni diginda kalan) kisimlarinda spiral

olusturacak sekilde bir donme yapmaktadir.

Sekil 5.6. hr ve h;l spacelike vektorler olmak tizere, /& >1 igin spacelike eksen etrafinda homotetik dénme ile

ilgili bir durum temsili
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Ucgiincii olarak, hr ve h;; timelike vektorler oldugu durumu ele alalim: Sekil 5.7°de
goriildiigii tlizere, hr timelike vektdrii, time-koninin disina ¢ikamayacagi icin s
spacelike ekseni etrafindaki uzaysal donmeyi, koni ylizeyi lizerindeki asimptotlara
degdikge geri donmek suretiyle devam ettirmektedir. Ote yandan izdiisiimii olan 4
timelike vektorii, diizlemin sadece timelike (time-koni i¢inde kalan) kisimlarinda
spiral olusturacak sekilde bir donme yapmaktadir. (Burada sekil sadece hr ve hu

vektorlerinin past pointing timelike oldugu durumlar i¢in ¢izilmistir.)

Sekil 5.7. hr ve h; timelike vektorler olmak {izere, 4 >1 igin spacelike eksen etrafinda homotetik donme temsili
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Son olarak, hr ve hu spacelike vektorler oldugu diger bir durumu ele alalim: Sekil
5.8’de goriildiigii iizere, hr spacelike vektorii, § spacelike ekseni etrafindaki uzaysal
donmeyi gerceklestirirken time-koninin i¢ine giremeyecegi icin koni yiizeyi
iizerindeki asimptotlara degdikce geri dénmek suretiyle devam ettirmektedir. Ote
yandan izdiisiimii olan h; spacelike vektori, diizlemin sadece spacelike (time-koni
disinda kalan) kisimlarinda spiral olusturacak sekilde bir donme yapmaktadir. (Burada

sekil sadece hr ve hu vektorlerinin negatif bolgede oldugu durumlar igin ¢izilmistir.)

Sekil 5.8. hr ve h/—z spacelike vektorler olmak tizere, 4 >1 igin spacelike eksen etrafinda homotetik donme ile
ilgili diger bir durum temsili
Teorem 5.5.1.1. 7#0 ve 4eSO(3,1) olmak iizere, Lorentz uzayda 5 spacelike

birim ekseni etrafinda R(§,¢)h; = Ahr = Br homotetik dénmesi i¢in B homotetik

matrisi



129
B =h| S +sinh ¢S +(coshg—1)5* | = hf (S)

seklinde elde edilir ve determinant: /2’ tiir.

Ispat. hr spacelike (timelike) vektorliniin x—diizleminde yatmasi ve diizlemden

ayrilmasi durumlari ayr1 ayri incelenerek B homotetik matrisi verilebilir.
i) hr spacelike (timelike) vektoriiniin g —diizleminde yatmasi hali (P = F)):

Lorentz diizlemde #hr :h:t timelike vektorii, s spacelike birim ekseni boyunca

homotetik olarak ¢ hiperbolik agis1 kadar dondiiriiliirse

hR(§,¢)ﬁ = R(E,¢)h; = cosh¢(h;) + sinh¢(§ A, h;)
= cosh¢(h;)+sinh¢(hsp)
= cosh¢(h;)+sinh¢(hsi)

elde edilir.

ii) /ir spacelike (timelike) vektoriiniin diizlemden ayrilmis olmasi hali:

Burada Lorentz uzayda vektdrel ve i¢ carpim tanimlart geregi

—

SA; (EAL h;)=<§,§>L h;—<§,h;>L§

Ve

SN, (E/\L h;):h; veya hS’ = hu
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verilebilir. Ayrica hr = h; +ks baslangi¢ pozisyon vektorii olmak tizere

sA, hu=hSu
EAL;=hSr

= S(h; + kE)
Ve
s, hr=hSu
elde edilir. O halde

R(E, ¢) hr =R (E ¢)(k§ h: h;)

=kR(E,¢)§+R(E,¢)h;

= k§+cosh¢(h;)+sinh¢(hs?)

= h?—h;+cosh¢(h;)+sinh¢(hs;)
(
(
= h| §° +sinh ¢S +(coshg—1)S* |
= Bhr

= h;+(cosh¢—1)(h;)+5inh¢ hS;)

= hr+(cosh ¢ —1)hSr +sinh ¢ (S

%~
B =h| S +sinh ¢S +(coshg—1)S> | = hf (S) (5.40)

bulunur. Son olarak #4 = B homotetik matrisi i¢in 4 matrisinin semiortogonal oldugu
yani detB=h" oldugu gosterilmelidir. Bunun igin; S matrisinin 6z denklemi

det(S—A7,)=0 olmak iizere,
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0 ¢ -b A 0 0 -A ¢ b
det| | ¢ 0 —a|—-|0 A O||=det|] ¢ -4 —-a|=0
-b a 0 0O 0 A -b a -1

dir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

det(S—/U3):—/1(iz+a2)—c(—lc—ab)—b(ac—/1b):O
=-A'—a’ + Ac’ +abc—abc+ Ab* =0
2—13—/1(a2—b2—c2)=0; —a’+b+c’ =1
=A-1=0

elde edilir. O halde S matrisinin 6z degerleri 4, =0, 4, =-1 ve A, =1’dir. §
matrisinin bir 6z degeri A ise f(S) nin bir 6z degeri de (1) oldugundan A/ (S)

o0z degerleri hf (0), hf (1) ve hf (1) dir. Bu durumda Af (S) 6z degerleri,
hf (2)=h]| I, +sinh g2 +(cosh 1) A* |

ifadesinde A degerlerinin yerine yazilmasiyla bulunacaktir. O halde

h £ (0)=h| I, +sinh §(0) + (cosh ¢ —1)(0)" | =
nf (-1)

hf(1)

h _13 +sinh ¢(—1)+(coshg— 1)(—1)1 = h(cosh¢—sinh )

h _13 +sinh¢(1)+(cosh¢—l)(l)2} = h(cosh ¢ +sinh ¢)

seklindedir. Bir kare matrisin determinanti 6z degerleri ¢arpimi oldugundan

detB=f(0) /(1)1 (1)
= hh(cosh @ —sinh @) h(cosh ¢ +sinh @)

= h* (cosh” ¢ —sinh’ )



132

ve
detB="n’
bulunur.

Sonug¢ 5.5.1.1. 4 semiortogonal bir matris, S Lorentz anlamda antisimterik bir matris

ve bu matrise karsilik gelen spacelike vektor s olsun. h#0 olmak iizere, B =hA

homotetik matrisine karsilik gelen donme ekseni

B-eB'e=h [13 +sinh ¢S +(cosh g —1) S* ] —he [13 —sinh geSe +(coshg—1) 8S26‘:| &
ve

B—¢B"g =2hsinh ¢S (5.41)
denklemi ile bulunur.

Sonug 5.5.1.2. 4 semiortogonal bir matris, ##0, S Lorentz anlamda antisimterik

bir matris ve bu matrise karsilik gelen spacelike vektor s olsun. B=hA homotetik

matrisine karsilik gelen donme agisin1 hesaplamak igin,

B =h|S°+sinh ¢S +(cosh¢—1)5” |
[zB = h{Iz[ $° +sinh ¢S +(cosh g~ 1) S |}
128° + Iz (sinh ¢S) + Iz [ (cosh 1) S ]}
3+sinh ¢1zS +(cosh g —1) I25” |

3+2(cosh¢—1)]

n
Ul
= h[3 +(coshg— 1)2(—a2 +b*+¢? )], s spacelike
di
h(1+2cosh¢)
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elde edilir. O halde HEHL #1 i¢in B homotetik matrisine karsilik gelen donme agisi,

IzB =h(1+2coshg) (5.42)

denklemi ile bulunur.

Sonuc 5.5.1.3. Ozel olarak (5.41) ifadesinde 7 =1 almirsa, B semiortogonal bir matris

olur ve bu matrise karsilik gelen donme ekseni
B—B ' =2sinh ¢S (5.43)

denklemi ile bulunur [10]. Ote yandan (5.42) ifadesinde 6zel olarak 4 =1 almirsa B

matrisine karsilik gelen donme agis1
[zB =1+2cosh ¢ (5.44)
denklemi ile bulunur [10].

Teorem 5.5.1.2. S, 3x3 tipinde Lorentz anlamda bir antisimetrik matris ise
B=h(1,-8)" (1, +9)
olmak lizere A semiortogonal matrisi i¢in #4 =B homotetik matrisi bir pozitif

homotetik donme  belirti.  Burada E:(a,b,c) spacelike  bir  vektdr,

- - 5
tanh£=HsH =s#Fl, s=— ve
2 L S

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0
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dir.

Ispat. S’nin 6z denklemi A’+s’1=0 ve Cayley-Hamilton teoreminden dolay1,

S° +5°S =0 ve dolayisiyla S° =—s°S esitligi vardir. Ote yandan

(1,-S)" =1, +aS+bS>
(1,-8) " (1,-8)=(I,+aS+bS*)(I,-S)
I,=1,+aS+bS*~S—aS* -bS’
0=aS+bS’ —S—aS’* ~b(-sS), S’ =-5S

0=(a-1+bs’)S+(b—a)s”
esitliginden
a+bs’=1 ve b=a
denklem sistemi elde edilir. Buradan

1

a=b=
1+s?

oldugu goriiliir. Bu ifadeler (7, - S )71 =1, +aS +bS* denkleminde yerlerine yazilirsa

ToTy 12S+ 1252
1+s 1+s

(13_S)

bulunur. Boylece

-1 1 1
(1,-5) h(13+S)=(13+1+S2S+1+s2Szjh(]3+S)
B=hl,+ th+ h2S2+hS+ thZ+ th3
I+s I+s I+s 1+s
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= hl, + LY R SR

h
S*+ —s*S
1+s° 1+s° 1+s° 1+S2( )

2
= hl, + h2+h— hS2 S+( h2+ hszz
1+s 1+s 1+s° 1+

2 7.2
:h[3+[h+h+hs hs ]S+ 2h_ o

1+s°

:hl3+ 2h2S+ 2h2S2, ES:S
1+s 1+s
2h [ = 2h [ —=\2
:hl3+ﬁ(SS)+1+S2 (SS)
— 2_
N ZhiAS+—2hS2S2
1+s 1+s

= hl,

Ve

- 2s = 25° =
(1,-9) lh(]3+S):h(13+l+S2S+1+SZS j

elde edilir. Hipotezde tanhg = s verilmisti. O halde

¢ s ¢ 1

sinh— = ve cosh—=

Ji+s? 2 1+s°

elde edilir. Ote yandan sinh ¢ =2 sinhgcoshg ve cosh ¢ =1+ 2sinh g esitlikleri goz

oninde bulundurulursa

2 2
SZ ve coshg—-1= 28

sinh ¢ =
¢ 1+s 1+s

2

denklemleri elde edilir. Bu denklemler yardimiyla

B :h[13 +sinh¢§+(cosh¢—l)§2} (5.45)
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bulunur. Burada B Lorentz anlamda homotetik Cayley matrisi, Lorentz uzayda

hR <§,¢> hareketini, yani s spacelike ekseni etrafinda ¢ agis1 kadarlik pozitif

homotetik donmeyi temsil etmektedir.

Ote yandan, 3 - boyutlu Lorentz uzayda B homotetik matrisinin Cayley matrisi olma

sartlarindan biri (B +h/,) matrisinin regiiler olmasi idi. Simdi bu matrisin regiiler

olmadig1 durumu inceleyelim:

—h, B homotetik matrisinin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda det(B+Al)#0 olur.

Burada 4 semiortogonal matrisi i¢in 44 = B homotetik matrisinin determinant1 4’
oldugundan, 6z denklemi ii¢ilincli dereceden reel katsayili bir denklemdir. O halde bu

denklemin koklerinden biri —4 oldugundan B homotetik matrisinin 6z degerleri

h,—h,—h olmak zorundadir. Bdylece s ve u spacelike birim vektérler olmak iizere,

Bs=hs ve Bu=hu bagmtilar1 saglanacak sekilde, hs ve hu spacelike vektorleri

bulmak miumkundir. O halde

Bs=hs Bu =—hu
B™'(Bs)=B"hs B (Bu)=-B"'hu
(B'B)s=B"hs (B"B)u=-B"hu

hs =B 'h’s hu=-B'hu

dur. Buradan
hs=B"'W’s ve hu=-B"'hu
ifadeleri carpilirsa,

<h§, h&>L = (B'Ws,~B'Wu),

=(¢B7') (B <h§,—hi2>L
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1 -1 ! 1 -1 - g T -1
:_(gZA j [ZA jh<hs,hu>L, cd e =4
— o (47) e (). i),
:_h—z(A")Tg(gATg)h<h§,hﬁ>L
_ _%(AT ) are (s, i)

- —%<h§, ).
Ve

(I3+%gj<h§,hﬁ>L:0, h#sbt = 1+%g¢0, (s, ) =0

elde edilir. O halde hs ve hu spacelike vektorleri ortogonaldir. Ote yandan s ve u
spacelike vektorlerine dik bir v timelike vektorii v =s A . u olacak sekilde secilsin.

Bu durumda
<hv, hs>L =0= <hv, hu>L
oldugu goriiliir. Diger taraftan

(Bv.hs) =(zBv)" (hs)

(v)' (eB)' (hs)
(eev) (B"&)(hs)
(ev) & (B"¢)(hs)
() (287) ()

h(gv)T (gATg)(hs)



_ h<;, A-1h3> — hs=B'h’s=A"hs
L

= (hv,hs) =0

ve benzer sekilde
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elde edilir. O halde Bv vektorii ile As A , hu timelike vektorii, lineer bagimli olmak

zorundadir. Boylece Bv timelike bir vektordiir ve Bv = Av yazilabilir. Burada A, B

Lorentz anlamda homotetik matrisinin bir 6z degeridir. Bu durumda A, regiilerligi

bozan —h degeri olarak secilmelidir. O halde Bv=Av ve hs,hu,hv vektorleri

Bs=hs, Bu=—hu ve Bv=-hv olacak sekilde R;’tin bir ortogonal bazini

olustururlar.

Sonuc¢ 5.5.1.4. hg, h&,h\j vektorlerinde 6zel olarak /4 =1 alinirsa E,;,; vektorleri elde

edilir. Bu vektorler, Bs =s, Bu=—u, Bv=—-v olacak sekilde R? > {in bir ortonormal

bazini olustururlar.
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5.5.2. Timelike eksen icin B homotetik matrisi

Orijin noktasinda § timelike birim vektoriine dik olan bir spacelike vektor h; olsun.
Bu vektoriin i¢inde yattigi diizlemdeki homotetik hareketi incelemek igin, her s
timelike birim vektoriine, bir Lorentz anlamda antisimetrik matris karsilik

getirilmelidir. O halde 5 = (a,b, c) timelike birim vektoriine karsilik gelen matris

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

ve hr, 3— boyutlu Lorentz uzayda spacelike bir vektor olmak iizere, Shr =s A . hr
ve S§=§/\L§=0 esitlikleri saglanir. Bu durumda, /Aux homotetik matrisi, h/j
spacelike vektoriine karsilik gelen matris olmak tizere, Shu =35 A, hu esitligi elde
edilir. O halde s A, hu spacelike vektorii, 5 ve hu vektorlerine ayri ayri Lorentz

anlamda ortogonaldir. Bu durumda s A, h; Lorentz vektorel carpimi, h; spacelike

vektoriinii s timelike ekseni etrafinda Lorentz anlamda ortogonalligi bozmayacak

sekilde homotetik olarak dondiirmek olarak yorumlanabilir. Buradan da s timelike
vektoriine karsilik gelen S Lorentz anlamda antisimetrik matrisinin de hﬁ spacelike
vektoriinii s ekseni etrafinda Lorentz anlamda ortogonalligi bozmayacak sekilde
homotetik olarak dondiirdiigii sonucuna varilir. ik olarak, hr spacelike, hﬁ timelike

vektorler oldugu durumu ele alalim:
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Sekil 5.9°da goriildiigii tizere, hr timelike vektdrii § timelike ekseni etrafinda time-
koni i¢inde kalan uzaysal bir donme yaparken, izdiistimii olan h; spacelike vektorii,

diizlemde sarmal olusturacak sekilde bir donme yapmaktadir. (Burada sekil sadece s

vektoriiniin future-pointing timelike oldugu durumlar igin ¢izilmistir.)

Sekil 5.9. hr timelike bir vektor olmak iizere, /> 1 icin timelike eksen etrafinda homotetik donme temsili
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Ikinci olarak, Sekil 5.10°da goriildiigii iizere, hr spacelike vektorii s timelike ekseni
etrafinda time-koni diginda uzaysal bir donme yaparken, izdlistimii olan h; spacelike

vektori, diizlemde sarmal olusturacak sekilde bir donme yapmaktadir. (Burada sekil

sadece § vektoriiniin future-pointing timelike oldugu durumlar i¢in ¢izilmistir.)

Sekil 5.10. hr spacelike bir vektor olmak iizere, 4 >1 icin timelike eksen etrafinda homotetik donme temsili

Teorem 5.5.2.1. 1 #0 ve A€ SO(3,1) olmak tizere, Lorentz uzayda 5 timelike birim

ekseni etrafinda R (E, ¢) hr = Ahr = Br homotetik dénmesi icin B homotetik matrisi
B=h|I,+Ssing+5"(1-cosg)|=hf (S)

seklinde elde edilir ve determinant: /2’ tiir.
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Ispat. hr spacelike (timelike) vektoriiniin u—dilizleminde yatmasi ve diizlemden

ayrilmasi durumlari ayr1 ayri incelenerek B homotetik matrisi verilebilir:

i) hr spacelike (timelike) vektoriiniin x—diizleminde yatmasi hali (P = F)):

Lorentz diizlemde hr = h; spacelike vektort, s timelike birim ekseni boyunca ¢

acis1 kadar homotetik olarak dondiiriiliirse

hR('s’,gzs)Z = R(§,¢)hp = cos¢(h;)+sin¢(5 A, h;)
= cos¢(h;) + sin¢(hS71)
= cos¢(hﬁ) + sin¢(hS17)

elde edilir.

ii) hr spacelike vektoriiniin diizlemden ayrilmis olmasi hali:

Burada Boliim 5.5.1°den farkli olarak, Lorentz uzayda vektorel ve i¢ ¢arpim tanimlari

geregi

sa(saghu)=(s.5) ha—(s.hz) s
ve

SA, (E Ay hpt)==hpi veya hS’p=—hy

ifadeleri verilebilir. Ayrica yine hr = h; +ks baslangi¢ pozisyon vektorii olmak tizere
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s A, hur=hSu

s A, hr=hSr
=S(h;+k3)

veE

s, hr=hSu

dir. O halde Boliim 5.5.1°deki benzer islemler tekrarlanarak

R(E, ¢) hr = R(E, ¢)(k§ + h;)
:h[l3 +sin¢S+(1—cos¢)52];
= Br

veE

B =h|I,+singS+(1-cos$)S* | = hf (S) (5.46)

bulunur. Son olarak 44 = B homotetik matrisi i¢in 4 matrisinin semiortogonal oldugu
yani detB=/" oldugu gosterilmelidir. Bunun igin; S matrisinin 6z denklemi

det(S—A1,)=0 olmak iizere, gerekli hesaplamalar yapilirsa S’ nin 6z degerleri
A, =0, A, =—i ve A, =i olarak bulunur. Bu durumda Af (S) 6z degerleri,

hf ()= h[ I, +sin g2 +(1-cos$) 2* |

ifadesinde A degerlerinin yerine yazilmasiyla bulunacaktir. O halde
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2

h £ (0)=h| 1+sing(0)+(1-cos ) (0)" | =
hf (—i) h[1+s1n¢( i)+(1-cosg) (- z)} h(cosg—ising)
hf(i):h[1+sin¢( +(1-cosg)( 2} h(cos@+ising)

seklindedir. Bir kare matrisin determinant1 6z degerleri ¢arpimi oldugundan

det B= f(0) f(~i) f (i)
=hh(cos¢—ising)h(cosg+ising)
=h3(cosz¢—i2 sin” ¢)

ve

detB=n

bulunur.

Sonu¢ 5.5.2.1. 4 semiortogonal bir matris, S Lorentz anlamda antisimterik bir matris

ve bu matrise karsilik gelen timelike vektor s olsun. 4 #0 olmak iizere, B =hA

homotetik matrisine karsilik gelen donme ekseni
B—¢B'e= h[l3 +sin ¢S +(1—cos¢5)52}—hg[l3 —singeSe +(1—COS¢)8528]8
ve
B—¢B"¢=2hsingS (5.47)

denklemi ile elde edilir.
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Sonug 5.5.2.2. 4 semiortogonal bir matris, S Lorentz anlamda antisimterik bir matris

ve bu matrise karsilik gelen timelike vektor s olsun. ##0 olmak iizere, B =hA

homotetik matrisine karsilik gelen donme agisi,

B:h[S°+sin¢S+(1—COS¢)52]
jZB=h{IZ[S0 +sin¢S+(1—cos¢)S2]}
=h[3+2(cosg—1)]

ve
IzB =h(1+2cos¢) (5.48)
denklemi ile elde edilir.

Teorem 5.5.2.2. S, 3x3 tipinde Lorentz anlamda bir antisimetrik matris ise,
B=h(I,-S)" (I, +5)

olmak lizere A semiortogonal matrisi i¢in 24 = B homotetik matrisi, pozitif bir

homotetik  donme  belirtir.  Burada §=(a,b,c) timelike  bir  vektor,

o |- - s
tan—:HsH =s#Fl, s=— ve
2 L S

0 ¢ -b
S=lc¢c 0 -a
-b a 0

dir.

Ispat. Teorem 5.5.1.2°deki islemler tekrarlanarak
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2s = 25° =
1+ 1+

B=h(13+ S+ S

elde edilir ve

) 2s 2s?
sme = ve 1l-—cos¢g=
4 1+s? ¢ 1+s°
esitliklerinden

Bzh[l3 +sin¢§+(l—cos¢)§2}

bulunur. Burada B Lorentz anlamda homotetik Cayley matrisi, Lorentz uzayda

hR (E,¢) yani s timelike ekseni etrafinda @ agis1 kadarlik pozitif homotetik donmeyi

temsil etmektedir.

Simdi (B + hl,) matrisinin regiiler olmadig1 durumu inceleyelim:

Bu durumda, s timelike ve dolayisiyla u spacelike birim vektorler olmak iizere,
Bs=hs ve Bu=hu bagintilar1 saglanacak sekilde, hs timelike ve hu spacelike

vektorleri bulmak miimkiindiir. O halde As = B 'h*s ve hu=—-B 'h*u elde edilir ve

bu ifadeler i¢ ¢arpilirsa

(I3+%gj<h§,hﬁ>L:0, h#sbt = 1+%g¢0, (hs,hu) =0

elde edili. O halde ks timelike ve hu spacelike vektorleri Lorentz anlamda
ortogonaldir. Ote yandan s timelike ve u spacelike birim vektorlerine dik bir v

spacelike vektorii V=sA . u olacak sekilde secilsin. Bu durumda
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(hv,hs) =0={hv, b}
oldugu goriiliir. Diger taraftan
(Bv.hs) =(hv,hs) =0 ve (Bv,hu) =—(hv,hu) =0

esitlikleri Boliim 5.5.1°deki gibi elde edilir. Bundan dolayr Bv vektorii ile /s A, hu

spacelike vektorii, lineer bagimli olmak zorundadir. O halde Bv spacelike bir
vektordiir ve Bv = Av yazilabilir. Burada A, B homotetik matrisinin bir 6z degeridir.

Bu durumda A, regiilerligi bozan —/4 degeri olarak secilmelidir. O halde Bv=Av ve
hs, hu, hv vektorleri Bs = hs, Bu = —hu, Bv =—hv olacak sekilde R; ’iin bir ortogonal

bazini olustururlar.

Sonug 5.5.2.3. hs, hu, hv vektorlerinde dzel olarak 7 =1 alinirsa s,u,v vektorleri elde
edilir. Bu vektorler, Bs =s, Bu=—-u, Bv=—v olacak sekilde Rf ’Uin bir ortonormal

bazini olustururlar.

5.6. E;, 3—Boyutlu Lorentz Uzayda Homotetik Hareketler icin Cayley

Formiiliiniin Genellestirilmesi ve Geometrik Yorumu

Bu boliimde E;, 3—boyutlu Lorentz uzayda, en basit ve genellestirilmis Lorentz

anlamda homotetik Cayley formiilii tanimlanacaktir.

Teorem 5.6.1 hf (x)=h [anx" +ta, X" +. . +ax+ aOJ reel degerli bir polinom olsun.

3x3 tipinde bir S’ Lorentz anlamda antisimetrik matrisi i¢in 4/ () matrisi regiilerdir.



148

0 ¢ b
Ispat. S=| ¢ 0 -a| matrisinin 6z denklemi det(S—A7,)=0 dir. Burada s
-b a 0

vektoriiniin spacelike ve timelike birim vektdr olma durumlari ayri ayri incelenmelidir:

i) s vektorii ilk olarak spacelike birim vektor olarak alinir ve gerekli hesaplamalar
yapilirsa karakteristik polinomu A° — 1 =0 olarak elde edilir. Burada S° —S =0 yani
S* =8 yazlabilir. O halde 4 # 0 olmak iizere

T=hf(S)=h|a,(S) +a, (S) +.+a(S)+a, |

matrisinin regiiler oldugu gosterilmelidir. Bu durumda

2n+2

n=0,1,2,... icin (S)Z”+1 =S ve (S)" =5

oldugundan 7 matrisi, /,,S,S’ matrislerinin bir lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Boylece
T:hf(S)=h[(al+a3+a5+a7)S+(a2+a4+a6+a8)S2+a013]

elde edilir. Bu katsayilar1 agik olarak ifade etmek gerekirse

()" =(5) ()" =(5)
n=0= (S) =S (S) =(s)’
n=1 = () =8 ve (8) =(S) (5.49)
n=2= (Sy =8 (8) =(sY

seklindedir. O halde
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hf (S)=h|a,l;+xS+yS* ], x,yeR

yazilabilir. a, # 0 olmak iizere m = i, n=- olarak segilirse

a a,

hf(S):ha0[13+1S+lSz}

a, a,

= ha, [13 +mS+nS2]

Hf (S)=hayF(S)

olur. Burada if (S ) ifadesinin regiilerliginden bahsetmek igin det [hF (S )] matrisinin

regiiler oldugu gosterilmelidir. O halde det [hF (S)] hesaplanirsa

hF (S)=h(I,+mS +nS)

_ 2

h 0 0 0 he —mp] |A(a®+1)  —hab  —hac
=10 h O|+m| he O —hal|+n| hab h(l—bz) —hbc
_0 O h _hb ha 0 hac _hbc h(l_cz)
h+nha® +nh mhc—nhab  —mhb—nhac

=| mhc+nhab h—hnb* +nh —mha—nhbc
—mhb+nhac  mha—nhbc  h—nhc® +nh

olur. Buradan
det[hF(s)] = (h +nha® + nh)P— (mhc - nhab) 0- (mhb + nhac)R

dir. Burada P,Q ve R katsayilar1 hesaplanmalidir. O halde
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P= [hzl nb2+n)(l—n02+n)+h2(ma+nbc)(ma—nbc)]

=1 [1=nc® +n—nb* +n’b’c’ —=n’b’ + n—n’c’ +n* + m’a’ —mnabc + mnabc —n’b’c’ |
hz[l n(c* -1+ - 1)—n2(b2+cz—l)+m2a2}, b*+c* =1+d’

= [1=n(1+a =2)-n*(1+a’~1)+m’a’ |

=1*[1-n(a*-1) na+ma]

=h* —nh’a’ +nh’> —n’h*a’ + ’m’a’
ve
P=n (1+n)+azh2 (m2 —n’ —n)
seklindedir. Ote yandan

0= [hz (mc+ nab)(l— nc + n) +h (ma + nbc)(—mb + nac)]
= h? [mc —mnc® + mnc+nab —n*abc® +n*ab—m*ab + mna*c — mnb*c + nzabc2]
=h [mnc(—c2 +1+a* —b2)+mc+nab+n2ab—m2ab], —a*+b*+c* =1

=n’ (mc +nab+n’ab— mzab)
ve
O=h>mec— hzab(m2 —-n’ —n)
elde edilir. Son olarak

= [hz (mc + nab)(ma - nbc) +h (1 —nb* + n)(mb - nac)]
=h’ [mzac— mnbc* + mna’b —n’ab*c + mb —nac —mnb® + n*ab’c + mnb — nzac}
= h? [mnb(—c2 +a*-b? +1)+m2ac+mb—nac—n2ac], —a*+b*+ct =1

=h’ (mzac +mb—nac — nzac)
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R= hzmb+hzac(m2 —n’ —n)

2 2 eqe
bulunur. K =m" —n" —n olarak segilirse

det[ hF (S)]=(h+nha’ +nh)| W (1+n)+a’ i’k |+ (~mhc+nhab)(h*me — h*abk)
+ (—mhb - nhac)(hzmb + hzack)

" {[(1+n)+nQZ}[(1+n)+a2k]+(mc+nab)(mcabk)}

Ve

+(—mb - nac)(mb + ack)

_(1+n)2 +na4k+(1+n)a2k+(l+ n)a2n —m*c* + mabck
| +mnabc — na’b’k — m*b* — mabck — mnabc — na*ck

_(l—i—n)z +(1+n)a2k+(1+n)a2n—i-mz(—b2 - +a2—a2)]

+nazk(a2 -b* - cz)

(1+n) (1+n) 2Ic+(1+11)c1211—|-1712(—l—az)—nasz

2

1+n) +a’k+na*k +a*n+a*n* —m* —m*a —nazk}

(1+n) +
(1+n)2+ k+a’n+a’n’ —m*—m'a }
(1+n)

1+n) +a (—m2+n2+n)—a2(m2—n2—n)—m2}

det[nF ()] = 1| (14n) =m’ |

elde edilir Burada m=0 ve n=-1 durumlar1 hari¢ tutuldugunda daima

det [hF (S)] # 0 olur. O halde bu bilgiler sayesinde Af (S) matrisinin regiiler oldugu

sOylenebilir.
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ii) s vektorii timelike birim vektor olarak almir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

karakteristik polinomu A’ + 1 =0 olarak elde edilir. Burada S° +S =0 yani S° =-S

yazilabilir. O halde % # 0 olmak {izere
T=hf(S)=h|a,(S) +a, (S)" +.+a(S)+a, |
matrisinin regiiler oldugu gdsterilmelidir. Bu durumda
n=0,1,2,... igin ($)"" =(=1)"(S) ve (8)"" =(-1)"(S)’

oldugundan 7 matrisi, /,,S,S° matrislerinin lineer birlesimi olarak yazlabilir.

Boylece
T:hf(S):h[(al—a3+a5—a7)S+(a2—a4+a6—a8)S2+aOI3]

ifadesi elde edilir. Bu katsayilar1 a¢ik olarak ifade etmek gerekirse

(S =(0"(s) ()" =(=1)(s)
n=0= (8) =S (8) =(s)
n=1 = (8)=-5 ve (8) =—(s) (5.50)
n=2= ()’ =5 (5)'=()

seklindedir. O halde
hf(S):h[aOI3 +x(S)+y(S)2}, x,yeR

yazilabilir. a, # 0 olmak iizere m = ~ n=2 olarak segilirse

a ay
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hf (S)=ha,F (S)

olur. Burada Af (S ) ifadesinin regiilerliginden bahsetmek igin /F (S ) matrisinin

regiiler oldugu gosterilmelidir. O halde det [F (S)] hesaplanirsa

hF (S)=h(1,+mS+nS*)

_ 2

ho 0 0 he —hb h(a*=1)  —hab ~hac
=0 h O|+m| he O —hal|+n| hab h(—l—b2) —hbc

_0 0 h _hb ha 0 hac _hbc h(_l_CZ)

"h+nha® —nh  mhc—nhab  —mhb —nhac
=| mhc+nhab h—hnb* —nh —mha—nhbc
—mhb+nhac  mha—nhbc  h—nhc* —nh

olur. Buradan
det[hF(S)] = (h +nha’ — nh)P —(mhc —nhab)Q —(mhb +nhac) R
dir. Burada P,Q ve R katsayilar1 hesaplanmalidir. O halde

P= [hz (l—nb2 —n)(l—nc2 —n)+h2 (ma +nbc)(ma —nbc)}
= h? [l—nc2 —n—nb* +n*b*c* +n*b* —n+n*c* +n* + m*a* —mnabc-i—mnabc—nzbzcz]

— i [1—n(c2 #1467 +1)=n? (-5 = ¢? —1)+m2a2}, Pt =—l+4a°



154

=1 |1=-n(-1+a" +2)-n*(1-a’ =1)+m’a’|
=n’ [l—n(az+1)+nza2 +m2a2]
=h* —nh*a® —nh* +n*h*a’ + h’'m*a’

ve

P:hz(l—n)+a2h2(m2+n2—n)

seklindedir. Ote yandan

0= [hz (mc+ nab)(l— nc’ —n)+ h’ (ma + nbc)(—mb+ nac)}
= h? [mc —mnc® —mnc + nab —n*abc® —n*ab—m*ab + mna*c — mnb*c + nzabcz}
=h [mnc(—c2 —1+d? —b2)+mc+nab—n2ab—m2ab}, —a’+b*+c* =—-1
=h’ (mc+nab—n2ab—m2ab)

ve

0= hzmc—hzab(m2 +n’ —n)

elde edilir. Son olarak

R= [hz (mc + nab)(ma - nbc) +h (1 —nb* —n)(mb - nac)]
=h’ [mzac— mnbc* + mna’b —n’ab*c + mb —nac —mnb® + n*ab’*c — mnb + nzac}
= h? [mnb(—c2 +a*-b? —1)+m2ac+mb—nac+n2ac], —a*+b*+ct =1

=h’ (mzac +mb—nac+ nzac)
ve

R= hzmb+hzac(m2 +n’ —n)
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bulunur. k =m’ +n° —n olarak secilirse

det[ hF (S)]|=(h+nha® —nh)| B> (1=n)+a’h’k |+ (~mhc+nhab)(h*mc— > abk)
+ (—mhb - nhac)(hzmb + hzack)

_ {[(1n)+na2][(1n)+a2k]+(mc+nab)(mcabk)}

+(—mb—nac)(mb+ack)
_ _(l—n)z +na*k+(1-n)a’k+(1-n)a’n—m’c* +mabck}

| +mnabc — na’b*k — m*b* — mabck — mnabc — na*c’k

_(l—n)z +(1—n)azk+(1—n)azn+m2 (—b2 —ct+d? —az)
+nazk(a2 -b* —c2)

=5 _( ) ( )a2k+(1—n)a2n+m2(1—a2)+na2k}

2

1-n) +a*k —na*k +a*n—a*n® +m*> —m’a +nak}

ln2

(1-n)
=i (1 n)2+ ‘k+a’n—a’n® +m —ma}
(1)

+a (—m2—n2+n)+a2(m2+n2—n)+m2}
det[ hF (S)|=h [(l—n)2 +m2}

elde edilir Burada m=0 ve n=1 durumlarnn hari¢ tutuldugunda daima

det [hF (S)] # 0 olur. O halde bu bilgiler sayesinde 4f (S) matrisinin regiiler oldugu

sOylenebilir.

Teorem 5.6.2. §, 3x3 tipinde Lorentz anlamda antisimetrik bir matris, 4 € SO(3, 1)
olmak lizere, hA=B Lorentz anlamda homotetik matris ve

hf (x)= [a X +a, x" +...+a1x+aO], a, #0 seklinde bir polinom fonksiyonu
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olsun. so(3,1) ve H (Ef ), stirastyla, 3x3 tipinde Lorentz anlamda antisimetrik ve

[E&; *te homotetik doniisiimler uzay1 olmak iizere

hf :50(3,1) > H(E})

S—>hf(5):B=hg[f(5r)}—lgf(s) (5.51)

déniistimii veriliyor. Bu durumda Af (—S) ve hf (S) matrisleri garpma islemine gore

degismelidir.
Ispat. M = hf (S) olarak segilirse

M =hf(S")
=hf (-&S¢)
=hef(-S)e

elde edilir. Burada ispatlanmasi gereken

MeM"e=eM"eM

esitligidir. Bunun i¢in

hf (x)=h [anx” +a, X"+ ax+ a0]

denklemi g6z onilinde bulundurulursa

n—1

hf(S):h[anS" +a, S" +...+alS+aO]

dir. Teorem 5.6.1’°den bilindigi tizere,
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hf (S)=h|a,l;+xS+yS’ ], x,yeR
yazilabilir. O halde

MeM"e = h[aol3 +xS +ySz}h£ [aol3 —x5S8+y852€]8 =h’ [(aol3 +ySz)2 —(xS)zJ

eM"eM = hg[aol3 —x5S8+ygSZ£] 8h[a0]3 +xS+yS2] =h’ [(a013 +ySz)2 —(xS)z}

oldugundan

MeM"e=eM"eM

ve

hf (S)hf (=S)=hf (=S)hf(S) (5.52)
esitlikleri saglanir. Bu durumda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.6.3. S, 3x3 tipinde Lorentz anlamda antisimetrik bir matris, 4 € SO(3,1)
olmak tizere, 74 =B homotetik matris ve Af (x)=h [anx” +a, X"+ +ax+ aO],
a, # 0 seklinde bir polinom fonksiyonu olsun. Bu durumda (5.51) denklemi ile taniml

hf doniisiimii i¢in det B = 4’ *tiir. Dolayisiyla 44 = B homotetik matris olmak iizere,

A semiortogonal bir matristir.

Ispat. B homotetik matrisinin determinanti hesaplanirsa

det B = det {hg[f(ST)T gf(S)}
= 1 det {g[f(ST)]_l g}det[f(s)}
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=i det[lef(s7)e} | det £ (5)]
. det[ f(S)]

det[gf(ST)g}
el
det ¢ det [f(S)]T dete
()]
aw 7(5)]
detB=1n

elde edilir. Bu durumda det 4 =1 olacaktir. Ote yandan (5.51) denklemi ile tanimli /2f
doniisiimiinden 4 =¢ [ f (S 4 )T e f(S) yazlabilir. O halde

-1

AsA' e zg[f(ST)] gf(S)gf(ST)g[f(S)]_l g

=¢

=ge
ve
AsATe=1

bulunur. Bu durumda 4 semiortogonal bir matristir.

Teorem 5.6.4. (5.51) denklemi ile tanimli 4f" doniisiimii i¢in B homotetik matrisinin

. 3 .
determinant1 4 ise
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-1

[£(=8)T £(5)=1(S)[ /£ (=5)]

esitligi saglanir.

spat. 14 =B matrisinin determinant1 /%’ ise 4 semiortogonal bir matristir. Bu

durumda (5.51) denklemi ile tanimli 4f doniisiimiinden /4 # 0 olmak iizere elde edilen

A=¢ [f (S ! )T ef (S ) matrisinin tersi ve transpozu hesaplanirsa

A :[f(S)]_1 8f(ST)8
A" :f(ST)g[f(S)]_l &

elde edilir. 4 semiortogonal bir matris oldugundan

Al =ed'e
(1) er(87)e=er (ST)e[ £ (9)] ee
= gf(ST)g[f(S)]_]

esitligi saglanir. Af (S) matrisinin ve dolayisiyla da f(S) matrisinin regiiler

oldugunu biliyoruz. O halde son esitligin tersi alinirsa

(N er ($)=1 (S)el£(s7)] e

Ve

(7S] 1 ()= () (-5)]

bulunur.
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Burada Af (S) "nin farkl iki se¢imi i¢in asagidaki tanimlar verilebilir:

Tammm 5.6.1. hf(S)=h(/+S) olarak secilir ve B=he [f(ST )T ef(S)

denkleminde yerine yazilirsa
B=h(I,-S) " (I,+5)

elde edilir. Bu durumda 4f doéniisiimiine, Lorentz anlamda en basit homotetik Cayley

doniistimii denir.

Tamm 5.6.2. hf(S)=h[L,+mS+nS*] secilic ve B=he[f(57)] &f(s)

denkleminde yerine yazilirsa
B=h[1,~mS+nS*]| [ L, +mS+ns*] (5.53)

elde edilir. Bu durumda /f" doniistimiine, Lorentz anlamda genellestirilmis homotetik

Cayley doniistimii denir.

Ote yandan genellestirilmis homotetik Cayley déniisiimiiniin geometrik yorumu igin
S, 3x3 tipinde, E:(a,b,c) spacelike (timelike) vektoriine karsilik gelen Lorentz
anlamda antisimetrik bir matris ve A4 eSO(3,1) olmak tizere, h4=B homotetik

Cayley matrisi olsun. Bu durumda S matrisinin 6z denklemi det(S—A1,)=0

denkleminden
-A ¢ b

det| ¢ -4 -—a :—/1(/12+a2)—c(—ﬂc—ab)—b(ac—/1b):0
-b a -1

=-A+5A=0 = A4=0, L, =-s, 4, =5
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dir. Ayrica B homotetik Cayley matrisinin 6z degerleri

(LA O 70, alF ()] 1 (=s). AL ()] £ (5)]
seklindedir. Bu 6z degerler hesaplanirsa

( )=h 1+m0+n0)

(
Jerfisn() ]
(
=h(

1—ms+ns )

1—ms+ns )

ve
hf(s):h(1+ms+nsz)

olarak bulunur. Sonug olarak B homotetik matrisinin 6z degerleri

h, h[h(1+ms+ns2)}il[h(l—mernsz)], h[h(l—ms+ns2)}1[h(1+ms+ns2)]

veya

3 hl—ms—i—nsz 1+ ms +ns*
1+ms+ns*’ 1—ms + ns*

seklinde yazilabilir. Burada E:(a,b,c) spacelike (timelike) eksenine karsilik gelen
Lorentz anlamda antisimetrik matris S ve k£ € R olmak tizere
K’ K

O =L +kS+—S"+—8+ (5.54)
2! 3!
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Ve

k* K
e =1, —kS+ES2 —§S3 +... (5.55)

esitlikleri goz oniinde bulundurulursa (5.49) ve (5.50) denklemlerinde oldugu gibi

(5.54) ve (5.55) ifadeleri S,S* ve I, matrislerinin lineer kombinasyonlari seklinde
M =L+xS+yS’, x,yeR
ve

e® =L-xS+yS*, x,yeR

yazilabilir. O halde Af (S)=B=h(I,~S) (I, +S) doniisimi igin

e =(1,-5)
ve

e” =(1,+9)
secilirse

B=h(I,—-S) " (I,+5)

e (o)

— 1S

seklinde homotetik {istel bir doniisiim elde edilir.
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Son olarak, [E Lorentz uzaymmda n=2 ve n=3 o0zel durumlan i¢in donme

matrislerini inceleyelim:

i) n=21ise, S Lorentz anlamda antisimetrik matrisi:

0 1
S =
1 0
olarak segilsin. Bu matrise karsilik gelen spacelike vektor s =(0,1) seklindedir. O

halde

he’”® —}{1 +¢—S+(¢S)2 +(¢S)3 + +(¢S)n - }
S L) 37T T

:hH¢—S+M+...J+(Q +M+w+..}]

1! 3! 2! 4!

olur. Burada

S =1, n=0,12,..
veE
S =S n=0,12,..

dir. Bu durumda



{ (1 +¢—2+¢4+...j12}
21 41

[s1nh¢ S+ cosh¢ I]

bulunur. S matrisi son esitlikte yerine yazilirsa

he”’S:h{sinh¢ﬁ (ﬂ+cosh¢[é ﬂ}

_h cosh¢g sinhg
| sinh ¢ cosh¢

ve
he”* =hA(¢)=B(¢)=B
seklinde homotetik donme matrisi elde edilir.

ii) n=31ise, S Lorentz anlamda antisimetrik matrisi

0 ¢ -b
S=lc 0 -a
-b a 0

164

olarak secilsin ve bu matrise karsilik gelen spacelike birim vektor s = (a,b,c) olsun.

O halde burada

he” =h{l +ﬁ+(¢S)2 +(¢S)3 + +(¢S)n + }
2 30T a

—h[£¢—s+@+..]+[l +ﬂ+(¢5)4+ H
13! > 41 7
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esitligi vardir. Ayrica

0 ¢ =bl[0 ¢ -b| |b*+P —ab —ac
S’=l¢c 0 —allc 0 —al=| —ab c*-a° bc
-b a O||-b a O ac —bc b -a’

=l —ab -d* bc c 0 —al|=lc¢c 0 —-a|=S§

ac —bc b -a° _—b a 0 -b a 0_
ve
S=8 S? =5
S*=5 St=g?

§=S §°=5°

Sl =g S = 82 n=0,1,2,..

bulunur. Bu durumda

3 22 4 o2
he¢5:h{13+[¢—s+¢—s+...j+[¢s 25 +ﬂ
3 2! 4!

=h{[3 +(g+¢—3+...jS+(¢—2+¢—4+...JS2}
I 3! 2! 41

\

he* =h| I+ (sinh$)S +(coshg—1)S* | (5.56)

elde edilir. Eger s timelike birim vektor secilir ve 3—boyut icin yapilan iglemler

tekrarlanirsa yine



he”® h{l+¢—s+ (¢S)2 + (¢S)3 ot (45) +}
1!

21 3! n!
45 (4S) (#5)"  (#S)
=h|| —4+—+. |+ [ +——F——+ ...
1! 3! 2! 4|
esitligi vardir. Burada
[0 ¢ =bl[0 ¢ -b| |b*+C2 —ab —ac
S’=l¢c 0 —-allc 0 —al|=| ab ct—a? —bc
_—b a O0||l-b a O i ac —bc b -a°
b +c* —ab —ac 0 ¢ b
=l ab -a° —bc c 0 -a
ac -bc b -a° b a O
[ _abc+abe be+c®—a*c -b'—bc* +d*b
=| ¢ —d’c+b’c —abc+abc —-ab*-cfa+ad’
—bc*-b*+a’h ac*+ab*-a’ —abc + abc
P 0 c(—a2+b2+cz) b(az—bz—cz)
= c(—a2+b2+cz) 0 a(az—bz—cz)
b(az—bz—cz) a(—a2+b2+cz) 0
[0 - b
=l—c 0 al|=-S
' b —a 0
ve
S=8 S? =5
S’=-8 St =-§?

gl _ (_1)" S g2 _ (_1)” S? n=0,1,2,...

oldugu goriiliir. Bu durumda
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3! 2!

:h{l3+(ﬁ—¢—3+..)b‘+(¢—2—¢—4
1 3! 2! 4!

he” :h{g +(¢—S—¢3—S+...]+(ﬁ—

ve
he” = h[[3 +(sin¢)S+(1—cos¢)S2]

elde edilir.

¢4S2

4!
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(5.57)



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada Geometri ve klasik Mekanik alaninda ¢ok iyi bilinen ve kullanilan
donme {lizerine bir genelleme yapilmasi hedeflenmistir. Dénme konusuyla ilgili,
Cayley, n— boyutlu Oklid uzayda iki ortogonal vektdr igin, bazi sartlar altinda her reel
antisimetrik matrise, bir Cayley matrisi ve her Cayley matrisine, bir antisimetrik matris
karsilik gelecegini gostermistir. Ote yandan ilk olarak Euler, bir dénme formiilii
gelistirmis, sonrasinda Rodrigues, bu formiilii yeniden yorumlamis ve Euler-
Rodrigues parametreleri ifade edilmistir. Ayrica Euler parametreleri, bir birim
kuaterniyon meydana getirir ve kuaterniyon cebiri kullanilarak robot kol hareketleri,
popiiler bilgisayar oyunlari tasarimi ve uzay araglarinin ortam sartlarina uygun olarak
tasarlanmasi1 gibi bircok Onemli alanda basrolde kullanilarak, c¢aligmalara katki
saglamistir. Ote yandan, iki koordinat sisteminin birbirine gére durumlarinin
incelenmesi, navigasyon, klavuzluk ve ucus kontrolii gibi havacilik uygulamalarinda
kullanilir. Yani iki koordinat sisteminin icerdigi vektorlerin art arda siralaniginin
Olgiimiinden elde edilen bazi durumlar vardir: Bunlara Ornek olarak, uzay
boslugundaki uydularda kullanilan yildiz takipgilerinin 6l¢timleriyle, ayn1 yildizlarin
bilinen yoriingelerin sensorleri yardimiyla (diinya {izerinde, uzaya ¢ikmadan) yapilan
Olctimler karsilastirilabilir ve bu dlgiimler iki sensor arasindaki benzer tutumlarin
ortaya ¢ikmasinda kullanilabilir. Bir diger 6rnek olarak, ugak tizerinde bulunan flize
ve ucagin, aerodinamik oOl¢iimleri temelinde, birbirlerine gére tutumlarini kontrol
altinda tutmak, ele alinabilir. Bu 6rneklerden de anlasilacag iizere, konunun uygulama
alanlar1 oldukc¢a genis ve 6nemlidir. Bu ¢alismada ele alinan, donme konusu ve onun
lizerine yapilan ¢aligsmalari ele alip, homotetik anlamda farkli bir bakis agis1 getirerek,
kavrama biiyiikliikk olgusunu da katmaktir. Bu sayede yapilan tiim ¢alismalarin bir
genellemesi yapilmistir. Bu c¢alismada verilen yeni bakis acisinin, bahsi gecen

kullanim alanlarina oldukg¢a biiyiik faydalar saglayacag diistiniilmektedir.
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